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VORWORT. 


Das  vorliegende  Elementarbuch  der  Mechanik  schlicsst  sich  hin- 
sichtlich des  Lehrganges  den  besseren  vorhandenen  Werken  im  Allge- 
meinen an ,  geht  aber  im  Einzelnen  einen  beträchtlichen  Schritt  werter. 
Voran  steht  die  Geometrie  der  Bewegung,  eine  Lehre,  welche  darauf 
abzielt,  zu  zeigen,  dass  die  reine  Bewegungstheorie,  insofern  sie  von 
den  Begriffen,  welche  die  Energie  der  Bewegung  ausdrücken,  absieht, 
mit  der  Theorie  der  geometrischen  Verwandtschaften  im  ({runde  iden- 
tisch ist.    Durch  das  Voranstellen  dieser  Lehre  tritt  der  geometrische 
Charakter  der  Mechanik  mit  der  wiinschenswerthen  Deutlichkeit  hervor. 
Der  folgende  Theil  entwickelt  den  Begriff  der  Geschwindigkeit,  der 
dritte  den  der  Beschleunigung  der  ersten  und  zweiten  Ordnung  und 
gibt  die  nöthigen  Andeutungen  bezüglich  der  Beschleunigung  höherer 
Ordnungen.    Endlich  der  letzte  Theil  behandelt  den  aus  der  Ueber- 
einanderlagerung  der  Systeme  entspringenden  Begriff  der  Masse,  der 
Geschwindigkeit  und  der  Beschleunigungen  in  zusammengesetzten  Syste- 
men.   Er  führt  den  herkömmlichen  Namen  der  Theorie  der  Kräfte, 
wenn  auch  von  den  „unbekannten  Ursachen  der  Bewegung*'  darin  eben- 
sowenig etwas  gelehrt  wird,  als  in  anderen  Lehrbüchern,  sondern  nur 
von  G rossen  mv7  m<p,  u.  s.  w.,  welche  im  Grunde  nichts  weiter  als 
Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen  zusammengesetzter  Punkte 
sind.    Von  Kräften,  als  solchen,  lehrt  keine  Mechanik  etwas,  ebenso- 
wenig als  von  der  Ruhe. 

Es  unterliegt  wohl  keinem  Zweifel,  dass  der  hier  adoptirte  Lehr- 
gang dem  heutigen  Entwicklungsgänge  der  Wissenschaft  besser  ent- 
spricht, als  viele  andere.   Auch  hat  er  die  gewaltige  Autorität  Jaeobi's 
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für  sich,  «ler  bereits  bei  seiner  Doetorpromotion  um  125.  August  1825 
als  fünfte  These  den  Satz  vertheidigte: 

"Theoria  mechanices  analytica  causam  agnoscere  nullam  potest, 
quidni,  sicuti  differentialia  prima  velocitatis  nomine ,  secunda 
virium  insignimus,  simile  quid  ad  altiora  quoque  differentialia  ad- 
hiheatur;  de  cpiibus  theoremata  proponi  possint  prorsus  analoga  iis, 
quae  de  vi  et  de  velocitate  circurnfcruntur". 

Die  wissenschaftlichen  Vortheile  dieses  Lehrganges  bestehen  haupt- 
sächlich 1.  in  dem  scharf  ausgeprägten  synthetischen  Aufbau  der  Wissen- 
schaft überhaupt,  2.  in  dem  engeren  Anschlüsse  an  die  analoge  Auf- 
stufung  der  Differentialrechnung  und  wenn  man  will  an  die  Lehre  von 
der  geometrischen  Differentiation.  Hamilton  s  Quaternions  u.  s.  w.,  25.  in 
der  breiteren  Anlage  des  Grundplanes  der  Wissenschaft,  in  welchen 
sich  sehr  ungezwungen  weitere  Lehren  einfügen  lassen,  4.  in  der  klaren 
Stellung,  welche  die  sogenannten  Principe  der  Mechanik  für  die  ver- 
schiedenen Ordnungen  erlangen,  ö.  in  dem  Wegfallen  verschiedener 
Axiome  und  Principien  rein  physicalischen  Inhaltes,  endlich  0.  in  der 
Vermeidung  der  unlogischen  Spaltung  der  mechanischen  Wissenschaft 
in  die  Lehre  vom  Gleichgewichte  und  der  Bewegung  (gibt  es  doch  auch 
ein  Gleichgewicht  der  Geschwindigkeiten  und  der  Beschleunigungen 
aller  Ordnungen).  Iliezu  kommen  aber  noch  einige  nicht  unwesent- 
liche pädagogische  Aortheile,  welche  bestehen:  1.  in  der  grösseren 
Durchsichtigkeit  des  Studienplanes,  2.  in  der  nützlichen  Wiederholung 
gewisser  Algorithmen  auf  den  verschiedenen  Stufen  des  Lehrganges, 
25.  in  der  Anregung  zur  Aufsuchung  von  Analogien  zwischen  den  ein- 
zelnen Zweigen  der  Mechanik  und  4.  in  der  Vermeidung  gewisser 
misslicher  Verwechslungen  bei  dem  Studirenden,  wie  zwischen  Gleich- 
gewicht und  Huhe,  zwischen  den  mechanischen  Begriffen  und  den 
Voraussetzungen  der  physicalischen  Wissenschaften,  zwischen  den  Ge- 
danken des  Mathematikers  und  ihrer  Projection  auf  die  Aussenwelt. 

Das  Buch  ist  geschrieben  für  solche  Studirende,  welche  eine  gute 
Grundlage  für  künftige  technische  Studien  suchen,  welch«;  aber  bereits 
irgend  einen  einleitenden  Cursus  der  Mechanik  und  einen  ersten  Cursus 
der  Differential-  und  Integralrechnung  absolvirt  hüben  und  die  not- 
wendigsten geometrischen  Kenntnisse  besitzen.  Ks  soll  ihnen  die 
mechanische  Wissenschaft  in  einer  consequenten ,  systematisch  geord- 
neten  Darstellung  vorführen;  es  soll  sie  in  den  Stand  setzen,  die 
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neuere»  Erscheinungen  der  Literatur  mit  Nutzen  zu  studiren,  ihnen 
einige  Heining  verschaffen,  ein  mechanisches  Problem  einzukleiden  und 
zu  losen,  sowie  endlich  sie  zu  dem  »Studium  der  Quellen,  der  Literatur- 
kenntniss  und  der  Geschichte  der  Wissenschaft  anleiten. 

Mit  Kücksicht  auf  den  geringen  Grad  von  Vorkenntnissen,  welche 
das  Buch  voraussetzt,  mussten  verschiedene  Theorien,  die  ein  Handbuch 
zu  geben  verpflichtet  ist,  hier  beiseite  gelassen  werden.  Dahin  gehört 
die  vollständige  Kcduction  von  Problemen,  welche  von  elliptischen 
Functionen  abhängen,  die  feineren  Untersuchungen  der  Potential- 
theorie, eine  ausgeführte  Theorie  der  elastischen  Systeme,  die  Be- 
wegung von  .Systemen  in  flüssigen  Medien,  eine  allgemeine  Theorie 
der  relativen  Bewegung,  Störungstheorie,  die  ausführliche  Theorie  des 
Jacob  i 'sehen  letzten  Multiplicators,  der  Hamilton 'sehen  Quaternions 
in  ihrer  Anwendung  auf  Mechanik,  der  PI  üeker'' sehen  neuen  Me- 
thoden u.  s.  w.  Dagegen  wurde  vieles  andere  im  Einzelnen  sorgfältiger 
ausgearbeitet,  als  wohl  sonst  zu  geschehen  pflegt.  Dahin  gehört  der 
ganze  erste  Theil,  die  Geometrie  der  Bewegung,  insbesondere  die  geo- 
metrische Theorie  der  relativen  Bewegung,  die  lteduction  von  Ge- 
schwindigkeiten, Beschleunigungen  und  Kräften  für  ihre  Ceutralaxen, 
die  Beschleunigung  zweiter  und  höherer  Ordnung,  die  Theorie  der 
Krümmung  der  Bahnen  der  Punkte  des  unveränderlichen  Systems,  das 
Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  die  Theorie  des  Trägheits- 
momentes, die  Theorie  der  Moinentankräfte  u.  s.  w. 

Die  Darstell ungsweise  wird  man,  wie  ich  hoffe,  klar  finden.  Es 
ist  natürlich,  dass  sie  zu  Anfang  des  Buches  ausfuhrlicher  und  breiter 
sein  muss,  als  in  späteren  Parthien,  denn  der  Studirende  wird  durch 
das  Buch  selbst  allmählig  auf  eine  höhere  Stufe  mathematischer  Bil- 
dung gehoben.  Von  Ueberschwänglichkeiten  beim  Begriff  der  leben- 
digen Kraft  wird  man  nichts  finden;  der  theoretischen  Mechanik  ziemt 
eine  Nüchternheit,  die  in  der  Physik  bei  weitem  noch  nicht  allgemein 
ist.  Dass  von  einem  Principe  der  Trägheit  im  Buche  nicht  die  Bede 
sein  konnte  und  dasselbe  nicht  vermissr  wird,  wird  man  begreiflich 
finden. 

Der  kundige  Leser  wird  die  Eigenthümliclikeit  des  Buches  weniger 
im  ({rossen  und  Ganzen  als  in  einer  Menge  kleiner  Züge  bemerken, 
welche  ciarauf  abzielen,  den  Studirenden  die  ersten  Schritte  geschickt 
machen  zu  lehren,  ihn  allmählig  auf  ein  gewisses  wissenschaftliches 
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Miveau  zu  erheben,  ihm  von  da  den  gesicherten  Besitz  der  Wissen- 
sehaft zu  zeigen,  ihn  zur  eigenen  Thütigkeit  anzuspornen  und  ihm 
das  Gefühl  hoher  Achtung  vor  den  Werken  der  grossen  Meister  mit  in 
seinen  technischen  Beruf  zu  gehen,  in  welchem  die  erhebende  Idea- 
lität des  mathematischen  Gedankens  für  unsere  Zeit  immer  mehr  Be- 
dürfnis« wird. 

Carl  «ruhe,  den  21.  Oetobcr  1870. 

Schell. 


Es  wird  gebeten,  vor  dem  Gebrauche  des  Ruches  die  Verbes- 
serungen und  Zusätze  zu  berücksichtigen,  welche  am  Schlüsse  ange- 
fügt sind. 
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§.  1.  Mechanik  ist  die  Wissenschaft  der  Bewegung  und  ihrer  Ur- 
sachen; ihre  Untersuchungen  betreffen  daher:  1.  das  Bewegliche,  2.  die 
Beschaffenheit  der  Bewegung  und  3.  das,  was  die  Bewegung  her- 
vorruft. 

§.  2.  Das  Bewegliche  ist  ein  materielles  Gebilde.  Das  einfachste 
materielle  Gebilde  ist  der  materielle  Punkt;  er  ist  ein  geometrischer 
Punkt  mit  Materie  behaftet.  Aus  materiellen  Punkten  ist  das  materielle 
Punktsystem,  auch  kurzweg  System  genannt,  gebildet;  es  ist  entweder 
ein  Aggregat  materieller  Punkte,  welche  durch  Zwischenräume  getrennt, 
nach  bestimmten  Gesetzen  im  Räume  geordnet  sind,  oder  eine  contiqnir- 
lich  zusammenhängende  Folge  materieller  Punkte,  oder  eine  Verbindung 
von  Aggregaten  und  continuirlichen  Folgen  materieller  Punkte.  Die 
Systeme  der  ersten  Art  sind:  1.  die  materielle  Punktreihe,  eine 
Reihe  gesonderter  materieller  Punkte  längs  einer  Linie  vcrtheilt;  2.  das 
Netz,  eine  Verbindung  getrennt  neben  einander  liegender  Punktreihen 
und  3.  das  körperliche  System,  welches  in  ähnlicher  Weise  aus 
einer  Verbindung  von  Netzen  gebildet  ist.  Die  Systeme  der  zweiten 
Alt  sind:  1.  die  materielle  Linie,  eine  continuirliche  Folge  materiel- 
ler Punkte  längs  einer  geometrischen  Linie,  2.  die  materielle  Fläche, 
eine  geometrische  Fläche,  continuirlich  mit  materiellen  Punkten  bedeckt 
und  unzählig  viele  materielle  Linien  enthaltend  und  3.  der  materielle 
Körper,  ein  geometrischer  Körper,  continuirlich  mit  materiellen  Punk- 
ten erfüllt  und  unzählige  materielle  Flächen  und  Linien  enthaltend.  Die 
Systeme  der  zweiten  Art  können  aus  den  ihnen  entsprechenden  der 
ersten  Art  durch  einen  Grenzenübergang  abgeleitet  werden,  nämlich  die 
materielle  Linie  aus  der  materiellen  Punktreihe  durch  eine  ohne  Ende 
fortzusetzende  Einschaltung  von  Punkten  zwischen  die  vorhandenen, 
die  materielle  Fläche  aus  dem  Netze  in  gleicher  Weise  durch  Einschal- 
tung von  Punktreihen,  welche  selbst  in  dem  Prozess  des  Ucberganges  in 
materielle  Linien  begriffen  sind,  und  der  materielle  Körper  aus  dem 
körperlichen  System  durch  Einschaltung  von  Netzen,  welche  sich  fort- 
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während  materiellen  Flächen  nähern.  Zn  den  Systemen  der  dritten  Art 
gehören:  1.  die  Faserreihe,  eine  geordnete  Folge  materieller,  durch 
Zwischenräume  gesonderter  Linien,  2.  das  Fasersystem,  gebildet  aus 
einer  Folge  von  Faserreihen,  welche  durch  Zwischenräume  von  einander 
getrennt  sind,  3.  das  einfache  Gewehe,  eine  Verbindung  zweier 
Faserreihen,  welche  so  liegen,  dass  jode  Fascrlinie  der  einen  Reihe  alle 
Faserlinien  der  andern  Reihe  schneidet,  4.  das  zusammengesetzte 
(körperliche)  Gewebe,  eine  Verbindung  mehrerer  einfacher  Gewehe, 
welche  durch  ein  System  von  Faserreihen  durchsetzt  werden,  f>.  die 
Schalenreihe,  eine  Folge  materieller  Flächen,  durch  Zwischenräume 
von  einander  getrennt,  0.  das  Fuchsystem,  bestehend  aus  zwei  oder 
drei  Schalenreihen,  welche  sich  wechselseitig  durchschneidQn,  7.  die 
einfache  Stabreihe  und  8.  das  Stabsystem,  in  ähnlicher  Weise, 
wie  die  Faserreiho  und  das  Fascisystcm  aus  materiellen  Linien  besteht, 
aus  stabförmigen  materiellen  Körpern  gebildet,  9.  das  einfache  Stab- 
gittcr  und  10.  das  Stabgittersystem,  welche  beiden  letzteren  Sy- 
steme dem  einfachen  und  zusammengesetzten  Gewebe  analog  sind. 

Den  hier  aufgeführten  materiellen  Gebilden  legt  die  Mechanik  wei- 
tere Eigenschaften  bei,  welche  die  Beständigkeit  oder  Veränderlichkeit 
der  Verbindung  und  Gruppirang  ihrer  Elemente,  nämlich  ihrer  Funkte, 
Linien,  Fasern  etc.  unter  einander  betreffen.  Ein  System  heisst  unveränder- 
lich, wenn  während  der  Bewegung  seine  Punkte  ihre  gegenseitige  Lage 
nicht  ändern,  veränderlich  in  jedem  andern  Falle.  Unter  die  unver- 
änderlichen Systeme  gehört  das  starre  System,  unter  die  veränderlichen 
das  biegsame,  das  elastische,  das  tropfbarflüssigo  und  das  elastischfliissige 
System. 

In  vielen  Untersuchungen  der  Mechanik  kann  von  der  materiellen 
Beschaffenheit  der  beweglichen  Gebilde  abgesehen  werden;  dann  werden 
dieselben  rein  geometrische  Gebilde,  denen  ausser  der  Beweglichkeit 
auch  noch  die  eben  genannten  Eigenschaften  der  Biegsamkeit,  Elastici- 
tät  etc.  verbleiben  können.  Im  Uebrigcn  mnss  bemerkt  werden,  dass 
die  Gebilde  der  Mechanik,  wie  sie  hier  anfgefasst  werden,  nur  gedachte 
Dinge  sind,  wie  die  geometrischen  und  dass  bei  der  Anwendung  der  Me- 
chanik auf  Vorgänge  der  physischen  Welt  in  jedem  einzelnen  Falle 
sorgfältig  zu  prüfen  ist,  mit  welcher  Berechtigung  und  mit  welchem 
Grade  der  Annäherung  an  die  Wirklichkeit  man  einen  physischen 
Körper  als  ein  materielles  System  der  einen  oder  andern  Art  ansehen 
darf. 

§.  3.  Hinsichtlich  der  Beschaffenheit  der  Bewegung  hat  man  zweier- 
lei zu  unterscheiden:  1.  den  geometrischen  Vorgang  der  Bewe- 
gung und  2.  die  Energie,  mit  welcher  die  Bewegung  erfolgt. 

Es  sei  im  Räume  eine  continuirliche  Folge  von  Gebilden  derselben 
Art  (Punkte,  Flächen,  körperliche  Systeme  etc.)  gegeben;  ein  anderes 
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Gebilde,  welches  je  nach  Beschaffenheit  der  in  der  Folge  enthaltenen 
Gebilde  unveränderlich  oder  veränderlich  sei,  falle  der  Reihe  nach  mit 
jenen  zusammen.  Dies  letztere  Gebilde  heisst  alsdann  ein  in  Bewe- 
gung begriffenos  und  sein  Durchgang  durch  die  Folge  der  Gebilde 
seine  Bewegung  im  Räume.  Das  dauernde  Zusammenfallen  dos 
Gebildes  mit  ein  und  demselben  Gebilde  heisst  die  Ruhe  desselben  in 
jenem. 

Es  sei  in  einem  in  Bewegung  begriffenen  Systcmo  eine  continuir- 
licbe  Folge  von  Gebilden  derselben  Art  (veränderlich  oder  unveränder- 
,  lieh)  und  im  Räume  ein  einzelnes  Gebilde  dieser  Art  gegeben,  mit  wel- 
chem der  Reihe  nach  die  Gebilde  der  Folge  zusammenfallen.  Der 
Durchgang  der  Gebilde  der  Folge  durch  jenes  einzelne  Gebilde  heisst 
die  Bewegung  des  Systems  in  diesem  letzteren.  Je  nachdem  die 
Gebilde  der  Folge  congruent  und  unveränderlich  oder  veränderlich  und 
verschieden  sind,  wird  das  einzelne  Gebilde  unveränderlich  oder  ver- 
änderlich sein. 

Die  beiden  genannten  Arten  der  Bewegung  stehen  einander  in  ge- 
wissem Sinn  dual  gegenüber.  Sio  können  an  dem  Mechanismus  der 
Drehbank  leicht  versinnlicht  werden.  Befestigt  man  das  Werkzeug  an 
der  Axe  und  hält  das  zu  bearbeitende  Material  fest,  so  durchläuft  die 
Schärfe  desselben  (als  bewegliches  System)  eine  tontinuirliche  Folge  ihr 
congruenter  Gebilde  im  Material,  befestigt  man  aber  das  Material  an  der 
Axe  nnd  hält  das  Werkzeug  fest,  so  durchläuft  eine  Reihe  dor  Schärfe 
des  Werkzeugs  congruonter  Gebilde  die  Schärfe. 

Die  Bewegung  eines  Systems  wird  aus  der  Bewegung  seiner  Tunkte 
erkannt.  Daher  beginnt  das  Studium  der  Mechanik  in  allen  seinen  ein- 
zelnen Theilen  mit  dem  Studium  der  Bewegung  des  Punktes. 

Die  Bewegung  eines  Systems  kann  je  nach  der  Beschaffenheit  des- 
selben sehr  mannigfaltig  sein ;  auch  ist  zur  Bewegung  des  Systems  nicht 
durchaus  erforderlich,  dass  alle  seine  Punkte  in  Bewegung  sind,  vielmehr 
kann  der  Fall  eintreten,  dass  ein  Punkt  des  Systems,  oder  eine  Punkt- 
reihe oder  Uberhaupt  eine  Parthie  des  Systems  ruht,  während  die  übrigen 
sich  bewegen.  Bei  der  Rotation  eines  unveränderlichen  Systems  um 
eine  Axe  z.  B.  ruhen  alle  Punkte  des  Systems,  welche  auf  dieser  Axe 
liegen,  bei  der  Dotation  desselben  um  einen  Punkt  ruht  dieser  allein, 
bei  der  Bewegung  eines  flüssigen  Systems  können  die  tiefer  im  Innern 
gelegenen  Theilc  desselben  ruhen,  während  die  Punkte  der  Oberfläche 
eine  vielleicht  sehr  heftige  Wellenbewegung  erleiden. 

Wenn  nicht  sämmtliche  Punkte  eines  Systems  zugleich  in  Bewe- 
gung sind,  sondern  dieselben  nach  Beschaffenheit  des  Systems  einzeln 
oder  parthienweise  nach  und  nach  von  der  Bewegung  ergriffen  werden, 
so  betrachtet  man  diese  Fortpflanzung  des  Bcwegungsphäuomens  selbst, 
wenn  auch  nur  uneigentlich,  als  eine  Bewegung,  indem  man  den  Inbe- 
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griff  aller  gänzlich  in  Bewegung  begriffenen  Pnnkte  (den  Erschütterungs- 
raum)  als  ein  ideales,  im  Systeme  bowegliches  Spezialsystcm  ansieht. 
Während  aber  die  oben  bezeichneten  Bewegungen  nothwendig  dem 
Räume  nach  als  continuirlich  gedacht  werden  müssen  und  ein  Ueber- 
gang  in  eine  folgende  Lage  ohne  Durchlaufen  von  Zwischenlagen  als 
undenkbar  ausgeschlossen  ist,  kann  in  dem  vorliegenden  Falle  sehr  wohl 
eino  Discontinuitat  dem  Räume  nach  stattfinden.  Die  Bewegung  kann 
plötzlich  mit  einer  Lage  de6  Erschütterungsraumes  an  einer  Stelle  des 
Systems  aufhören  und  an  einer  andern  Stelle  auftreten,  ohne  dass  der 
Erschütterungsraum  continuirlich  an  jene  Stelle  gelangt. 

Die  Bewegung  eines  Punktes  oder  Systems  ist  Ortsveränderung  des- 
selben in  Bezug  auf  ein  anderes  System.  Ruht  dieses  letztere,  so  pflegt 
man  die  Bewegung  eines  Punkts  oder  Systems  in  ihm  dessen  absolute 
Bewegung  zu  nennen,  ist  es  6elbbt  in  Bewegung  begriffen ,  so  heisst  sie 
die  relative. Bewegung  desselben  in  Bezug  auf  dies  System.  In  Bezug 
auf  einen  Beobachter,  welcher  dem  beweglichen  Systeme  angehört,  auf 
welches  eine  andere  Bewegung  bezogen  wird,  oder  welcher  wenigstens 
an  der  Beweguzg  derselben  Theil  nimmt,  wird  die  relative  Bewegung 
auch  die  scheinbare  Bewegung  genannt.  In  ähnlicher  Weise  unter- 
scheidet man  absolute  und  relative  (scheinbare)  Ruhe.  Ein  Punkt  kann 
in  absoluter  Ruhe  und  relativer  Bewegung,  sowie  umgekehrt  in  abso- 
luter Bewegung  und  relativer  Ruhe  sich  befinden,  wenn  seine  Bewegung 
zugleich  auf  ein  ruhendes  und  ein  in  Bewegung  begriffenes  System  be- 
zogen wird. 

Um  die  innere  Natur  einer  Bewegung,  oder  die  Energie,  mit  wel- 
cher sie  erfolgt,  zu  beurtheilcn,  vergleicht  man  sie  mit  einer  andern, 
ihror  inneren  Natur  nach  bereits  vollkommen  erkannten  Bewegung.  Am 
geeignetsten  hierzu  ist  die  einfachste  aller  Bewegungen,  die  unterschieds- 
los immer  in  derselben  Weise  erfolgende  gleichförmige  Bewegung.  Eine 
solche  ist  z.  B.  die  Rotationsbewegung  der  Erde  um  ihre  Axe.  Sieht 
man  bei  der  gleichförmigen  Bewegung  von  allem  ab,  was  das  Bewegliche 
und  die  geometrische  Beschaffenheit  der  Bewegung  betrifft,  so  bleibt 
blos  die  Vorstellung  der  continuirlichen,  stets  in  derselben  Weise  erfol- 
genden Ortsveränderung,  d.  h.  die  Vorstellung  der  Dauer  übrig;  sieht 
man  aber  auch  noch  von  dem  Begrenztsein  der  Dauer  ab,  so  erlangt 
man  die  Vorstellung  der  unbegränzten  Dauer  ohne  Anfang  und  Ende, 
die  Vorstellung  der  Zeit.  Es  ist  nicht  unrichtig,  die  Zeit  als  die  allge- 
meinste, aller  speziellen  Merkmale  entkleidete  Vorstellung  der  Bewe- 
gung zu  bezeichnen;  insofern  können  alle  andern  Bewegungen  mit  ihr 
verglichen,  auf  sie  bezogen  und  durch  sie  gemessen  werden.  In  ähn- 
licher Weise,  wie  man  von  einem  speziellen  Räume  durch  Tilgung  seiner 
speziellen  Eigenschaften  der  Gestalt  und  Grösse  zu  der  Vorstellung  des 
unendlichen  Raumes  gelangt,   in  welchem  alle  besonderen  räumlichen 
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Dinge  enthalten  sind,  gelangt  man  auch  von  der  speziellen  begränzten 
Dauer  zur  Vorstellung  der  unendlichen  Zeit,  in  welcher  alle  besonderen 
Bewegungen  erfolgen.  Wie  man  den  Raum  überhaupt  durch  einen  bc- 
stimmten,  übrigens  beliebigen  Kaum  misst,  so  misst  man  die  Zeit  durch 
eine  bestimmte,  im  Uebrigen  ebenfalls  beliebig  wahlbare  Dauer  einer 
gleichförmigen  Bewegung.  Man  wählt  hierzu  die  Dauer  der  Rotation 
der  Erde,  nennt  den  vollen  Umlauf  derselben  einen  Tag  uud  theilt  ihn 
in  der  üblichen  Weise  in  Stunden,  Minuten  und  Sekunden  ein.  Durch 
das  Messen  einer  Bewegung  mit  der  Zeit  orgeben  sich  die  Begriffe  der 
Geschwindigkeit  und  der  Beschleunigung,  welche  die  Art  und 
Weise  bestimmen,  wie  die  Bewegung  im  Laufe  der  Zeit  6ich  ändert. 

§.  4.  Jede  Ursache  der  Bewegung  heisst  eine  Kraft.  Die  Art, 
wie  Kräfte  auf  einen  Puukt  oder  ein  System  wirken,  bestimmt  die  Natur 
der  Bewegung  des  Punktes  oder  des  Systems.  Unter  den  verschiedenen 
Arten  der  gleichzeitigen  Einwirkung  mehrerer  Kräfte  verdient  eine  be- 
sonders hervorgehoben  zu  werden.  Eb  kann  nämlich  der  Fall  eintreten, 
dass  die  Kräfte  ihre  Wirkungen  gegenseitig  tilgen,  so  dass  keine  Be- 
wegung erfolgt,  wenn  der  Punkt  oder  das  System,  worauf  sie  wirken, 
in  Ruhe  war  oder  eine  Bewegung,  welche  bereits  vorhanden  war,  durch 
sie  niebt  geändert  wird.  Man  nennt  diesen  Fall  der  gegenseitigen  Ver- 
nichtung der  Kraftwirkungen  das  Gleichgewicht  der  Kräfte  an 
dem  Punkte  oder  dem  Systeme,  auch  wohl,  wenngleich  weniger  passend, 
das  Gleichgewicht  des  Punktes  oder  des  Systems. 

§.  5.  Die  Lehre  von  der  Bewegung,  insoweit  sie  sich  nicht  bis  zu 
den  Kräften  erhebt,  welche  die  Ursachen  der  Bewegung  sind,  sondern 
blos  die  Natur  der  Bewegung  ohne  Rücksickt  auf  deren  Ursachen  er- 
forscht, wird  Phoronomie  oder  Kinematik  genannt.  Die  Lehre  von 
den  Kräften  und  ihren  Wirkungen  hiess  früher  sehr  richtig  Dynamik 
und  der  spezielle  Theil  derselben,  welcher  vom  Gleichgewichte  der  Kräfte 
handelt:  Statik.  Die  Ausbildung  der  Kinematik  ist  das  Werk  der  Neu- 
zeit und  theilte  man  vordem  die  gesammte  Mechanik  in  Statik  und  Dy- 
namik ein,  indem  man  die  wenigen  kinematischen  Untersuchungen,  welche 
man  aufzuführen  pflegte,  der  Dynamik  zuwies.  So  kam  es,  dass  das 
Wort  „Dynamik"  allmählig  die  Bedeutung  von  „Bewegungslehre"  erhielt 
und  die  mechanische  Wissenschaft  in  zwei  Theile  getrennt  wurde,  die 
sich  logisch  nicht  gegenüberstehen,  nämlich  in  die  Lohre  vom  Gleich- 
gewicht und  die  Lehre  von  der  Bewegung.  Wir  werden  dieser  Ein- 
teilung nicht  folgen,  sondern  unsere  Wissenschaft  in  vier  Hauptabtei- 
lungen behandeln,  welche  die  Titel  führen: 
I.  die  Geometrie  der  Bewegung, 
II.  die  Geschwindigkeit, 

III.  die  Beschleunigung, 

IV.  die  Kräfte. 
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Die  erste,  zweite  und  dritte  Abtheilung  zusammen  bilden  die  Kine- 
matik, die  vierte  für  sich  allein  die  Dynamik  und  enthält  als  spezielle 
Uutcrabtheilung  die  Statik.  In  allen  Abtheilungen  werden  wir  immer 
die  Lehren,  welche  die  Bewegung  des  Punktes  betreffen,  denen  voran- 
stellen, welche  die  Bewegung  des  Systems  behandeln. 

Hinsichtlich  der  Methode  werden  wir  uns  der  Mittel  bedienen, 
welche  die  höhere  Analysis  und  die  analytische  Geometrie  gewähren 
und  insofern  unsere  Wissenschaft- als  „analytische  Mechanik"  bc- 
haudeln,  doch  schlicssen  wir  die  synthetische  Betrachtung  nicht  aus', 
legen  vielmehr  auf  sie  einen  sehr  hohen  Werth.  Beide  Methoden,  die 
analytische  und  die  synthetische  sind  vereint  allein  im  Stande,  der  Me- 
chanik die  Schärfe  und  die  Klarheit  zu  verleihen,  welche  heutzutage 
alle  mathematischen  Wissenschaften  auszeichnen  sollen. 
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I.  Capitel. 

Allgemeine  Erörterungen.  -  Die  einfachen  Bewegungen  eines  unver- 
änderlichen Systems. 

§  1.  Die  Geometrie  der  Bewegung  betrachtet  die  Bewegung  unab- 
hängig von  der  Zeit,  den  Kräften  und  der  materiellen  Beschaffenheit 
des  beweglichen  Punktes  oder  Systems  als  eine  blosse  Aenderung  des 
Ortes  und  untersucht  die  Art  und  Weise,  in  wolcher  dieselbe  erfolgen 
kann. 

Die  continuirlicho  Folge  aller  Lagen,  welche  ein  Punkt  während  seiner 
Bewegung  einnimmt,  bildet  seine  Bahn;  sie  ist  geradlinig  oder  krumm. 
Im  ersten  Falle  nennt  man  sie  zugleich  die  Kichtung  der  Bewegung  und 
unterscheidet  in  ihr  einen  doppelten  Sinn,  je  nachdem  der  beschreibende 
Punkt  sich  nach  der  einen  oder  der  andern  Seite  hin  bewegt.  Ist  dio 
Bahn  eino  Curve,  sei  es  eine  ebene  oder  eine  doppelt  gekrümmte,  so 
versteht  man  unter  der  Kichtung  der  Bewegung  in  einem  bestimmten 
unkte  der  Bahn  die  Tangente  in  diesem  Punkte.  Da  nämlich  im  Be- 
rührungspunkte der  Taugcntc  zwei  aufeinanderfolgende  Curvenpunkte 
zusammenfallen,  so  gibt  sie  die  Richtung  an,  welche  von  dem  einen  zum 
anderen  hinführt.  Dio  Richtung  der  Bewegung  ändert  sich  fortwährend 
bei  der  krummlinigen  Bewegung,  sie  bleibt  immer  dieselbe  bei  der  ge- 
radlinigen. Eine  deutliche  Vorstellung  von  der  Erzeugung  einer  Curve 
durch  Bewegung  eines  Punktes  wird  allein  durch  einen  Grenzonübcr- 
gang  erreicht,  welcher  vom  Vieleck  durch  fortgesetzte  Einschaltung  von 
Ecken  zur  Curve  hinführt. 

Bei  der  Bewegung  eines  Systems  beschreiben  dessen  einzelne  Punkte 
Linien  j  die  Bewegung  des  Systems  ist  bekannt,  sobald  dies  mit  der  Be- 
wegung seiner  Punkte  der  Fall  ist.  In  vielen  Fällen  ergibt  sich  aber 
aus  der  Natur  des  geometrischen  Zusammenhanges  der  Punkte  des  J3y- 
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stems  unter  einander  die  Bewegung  aller  Punkte,  sobald  die  Bewegung 
einer  gewissen  Anzahl  von  Punkten  gefunden  ist. 

Je  zwei  Lagen  eines  iu  Bewegung  begriffenen  unveränderlichen 
Systems  bilden  zwei  unter  einander  congrnente  Systeme;  zwei  Lagen  eines 
veränderlichen  Systems  bilden  zwei  Systeme,  welche  zwar  nicht  con- 
gruent  sind,  wohl  aber  unter  Umständen  in  einer  anderen  geometrischen 
Verwandtschaft  stehen  können ;  sie  können  z.  B.  ähnlich  oder  allgemein 
projectivisch  sein,  sodass  die  Punkte  des  beweglichen  Systems,  welche 
in  gerader  Linie  liegen,  während  der  Bewegung  fortwährend  in  gerader 
Linie  bleiben,  etc.  In  allen  Fällen  heissen  die  beiden  Lagen,  welche 
derselbe  bewegliche  Punkt  in  beiden  Systemen  bei  der  Bewegung  nach 
einander  einnimmt,  homologe  Punkte  derselben.  Hiemit  ist  von  selbst 
klar,  was  homologe  Linien,  Flächen  und  Bäume  der  beiden  Systeme 
sind;  es  sind  solche,  welche  blos  homologe  Punkte  enthalten. 

Die  Geometrie  der  Bewegung  veränderlicher  Systcmo  ist  noch  nicht 
ausgebildet,  dagegen  ist  die  der  unveränderlichen  bis  zu  einem  gewissen 
Gerade  sorgfältig  untersucht  und  darf  man  hoffen,  dass  sich  ihr  die 
Theorie  für  einige  bestimmte  Gattuugcn  veränderlicher  Systeme  an- 
schliessen  werde,  so  z.  B.  die  Theorie  der  Bewegung  eines  Systems, 
welches  während  der  Bewegung  sich  fortwährend  ähnlich  bleibt.  Für 
das  Studium  solcher  Parthien  der  Mechanik  wird  die  Keuutniss  der 
neueren  synthetischen  Geometrie  unerlässlich  sein,  denn  sie  ist  ihrem 
Grundgedanken  nach  eine  Theorie  der  Verwandtschaft  der  Systeme. 

§.  2.  In  Betreff  des  Ueberganges  eines  unveränderlichen  Systems 
aus  einer  ersten  Lage  in  eine  beliebige  zweite  ist  folgender  Satz  von 
Wichtigkeit : 

Ein  unveränderliches  System  2  ist  aus  einer  ersten 
Lage  in  eine  zweite  E"  gelangt,  sobald  irgend  drei,  nicht 
in  gerader  Linie  liegende  Punkte  A,  B,  C  von  £  aus  den 
Lagen  Ä,  Ii,  C ,  welche  sie  in  2?  einnehmen,  in  die  homologen 
Lagen  A",  B",  C"  in  £"  gelangt  sind  und  dabei  die  homologen 
Seiten  der  Dreiecksflächen  von  ABC  und  A"  B"  C"  aufein- 
and  crfalle  n. 

Die  Ebene  A  B  C  thcilt  das  System  Z  in  zwei  Theilo  P,  Q%  welche 
diesseits  und  jenseits  von  ihr  liegen;  diesen  Theilcn  entsprechen  in  £ 
und  £'  congruente  homologe  Theile  P\  (/;  P",  Q" ;  diejenigen  Flächen 
der  Dreiecke  A  B  C,  A'  B'  C\  A"  B"  C"  sind  homolog,  welche  die  Gren- 
zen homologer  Raumtheile  sind.  Ein  beliebiger  vierter  Punkt  D  von 
£  ist  durch  seine  Abstände  DA,  DB,  B  C  von  A,  B,  C  und  durch  die 
Angabe,  welchem  der  Käume  P  oder  Q  er  angehört,  unzweideutig  be- 
stimmt; denn  diese  drei  Abstände  bestimmen  um  A,  B,  C  als  Mittel- 
punkte drei  Kugeln,  von  deren  gemeinsamen  Punkten  nur  einer  dem  Kaum 
P  oder  (>  angehört.  Ist  nun  2  in  eine  solche  Lage  gelangt,  dass  A,  B,  C 
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mit  A ",  B'\  C"  zusammenfallen  und  die  homologen  Flächen  der  Drei- 
ecke ABC  und  A"  B"  C  aufeinanderliegen,  so  fallen  auch  P  uud  P\ 
Q  und  Q"  auf  dieselben  Seiten  der  Ebene  A  B  C.  Nun  gibt  es  in  dem 
Räume,  welchem  D  angehört,  nur  einen  Punkt,  dessen  Abstände  von 
vi,  By  C  gleich  D  vi,  D  B}  D  C  sind  und  da  D  und  der  ihm  homologe 
Punkt  D''  von  2"  beide  dieser  Bedingung  genügen,  so  müssen  sie  mit 
ihm,  also  auch  mit  einander  zufammenfallen.  Was  aber  von  dem  belie- 
bigen Punkte  D  gilt,  gilt  von  allen  Punkten  des  Systems  £.  —  Die  Be- 
dingung, dass  Aj  B,  C  nicht  iir  geradci  Liuie  liegen,  ist  wesentlich,  wei 
im  Falle,  dass  sie  nicht  erfüllt  ist,  unzählig  viele  Punkte  gefunden  wer- 
den können,  welche  mit  D  dieselben  Abstände  von  vi,  B,  C  haben.  Die 
Bedingung,  dass  ABC  und  A"  B"C  '  mit  ihren  homologen  Flächenseiten 
zusammenfallen,  ist  nothwendig,  weil  zwei  congruentc  Dreiecke  mitunter 
auf  zwei  Arton  zur  Deckung  gebracht  werden  können,  wobei  aber  nur 
in  einem  Falle  homologe  angrenzende  Räume  in  einander  fallen. 

Durch  ZufügiiDg  einiger  besonderer  Ncbcnbcdingungcn  gelangt  man 
von  dem  vorstehenden  Satze  zu  folgenden  speziellen  Sätzen : 

Haben  die  beiden  Lagen  2J\  2"  des  beweglichen  Sy- 
stems £  ein  Paar  homologe  Punkte  gemein,  d.  h.  fallen  zwei 
homologe  Punkte  A\  A"  in  einen  Doppelpunkt  zusammen« 
so  genügt  es  zum  Uebcrgang  des  Systems  aus  der  ersten  in 
die  zweite  Lage,  wenn  zwei  mit  A  nicht  in  gerader  Linie 
liegende  Punkte  B,  C  in  ihre  neuen  Lagen  B'\  C  gelangt 
sind  und  die  homologen  Flächenseiten  d  er  Drei  ecke  A  B  C 
und  A"B"C"  sich  decken.  Das  System  kann  alsdann  durch  Dre- 
hung um  den  Doppelpunkt  in  die  neue  Lage  gelangen, 

Haben  2T,  £'  zwei  Doppelpunkte  {Ä  A"),  {ff  B"),  so  ge- 
nügt zum  Uebergang  des  Systems  aus  der  Lage  £'  in  die 
Lage  2"  der  Uebergang  eines  einzigen  nicht  in  der  Verbin- 
dungslinie der  Doppclpunkte  liegenden  Punktes  C  in  seine 
neue  Lage  C  und  die  Deckung  der  homologen  Dreiecks- 
flächen ABC  und  vi"  B"  C  Bei  der  Bewegung  des  Systems  können 
in  diesem  Falle  die  Punkte  der  Doppellinie  A  B  in  Ruhe  bleiben  und 
kann  das  System  sich  um  sie  als  Axo  drehen. 

§.  3.  Der  Uebergang  eines  Punktes  oder  eines  Systems  aus  einer 
ersten  Lage  in  eine  zweite  kann  auf  sehr  mannigfache  Art  erfolgen. 
Alle  Bewegungen,  welche  den  Punkt  oder  das  System  aus  der  ersten 
in  die  zweite  Lage  überzuführen  im  Stande  sind,  heissen  äquivalente 
Bewegungen.  In  Bezug  auf  das  unveränderliche  System  kann  gezeigt 
werden,  dass  alle  solche  Bewegungen  einer  gewissen  Schraubenbowegung 
oder  einer  ihrer  Varietäten  äquivalent  sind,  sodass,  wenn  das  System 
an  eine  gewisse  Schraube  von  bestimmter  Axenlagc  und  bestimmten 
Dimensionsverhältnissen  befestigt  würde,  es  vermittelst  dieser  aus  sei- 
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uer  ersten  Lage  in  die  zweite  geschraubt  werden  könnte.  Um  jedoch 
zu  diesem  wichtigen  Satze,  welchen  Chasles  im  Jahre  1831  zuerst 
ausgesprochen  hat,  ohne  die  Ilülfsmittel  der  modernen  Geometrie  zu  ge- 
langen, wird  ein  eingehendes  Studium  der  Acquivalenz  der  weniger 
complicirtcu  Bewegungen  erfordert,  das  wir  jetzt  beginnen  wollen. 

§.  4.  Es  gibt  zwei  Bewegungen  eines  unveränderlichen  Systems, 
welche  mau  als  einfache  Bewegungen  bezeichnet,  weil  man  auf  sie  alle 
anderen,  insbesondere  auch  die  §.  3  erwähnte  Schraubeubeweguug  zu- 
rückführen kann:  die  Translation  und*  die  Rotation. 

Ein  System  erleidet  eine  Translation,  wenn  alle  seine  Punkte 
parallclo  und  gleiche  Strecken  in  demselbeu  Sinne  durchlaufen.  Die 
Grösse,  Richtuug  und  der  Sinn  dieser  Strecken  heisst  die  Grösse, 
Richtung  und  der  Sinn  der  Translation.  Durch  eine  irgendwo  im 
Räume  gegebene  Strecke  von  bestimmter  Länge  und  Richtung  kann 
demnach  die  Translation  eines  Systems  bezeichnet  werden,  sobald  der 
Sinn  etwa  noch  durch  eine  am  Ende  der  Strecke  angefügte  Pfeilspitze 
augedeutet  wird. 

Je  zwei  Lagen  eines  in  Translation  begriffenen  Systems  sind  pa- 
rallel (alle  homologen  Geraden  und  Ebenen  sind  parallel);  die  Verbin- 
dungslinien homologer  Punkte  (Projectionsstralcu,  Sehnen)  laufen  der 
Translationsrichtung  parallel. 

Ein  System  ist  durch  Translation  aus  einer  ersten  Lage  2T  in  eine 
zweite  £"  gelangt,  sobald  ein  Punkt  A  aus  Beiner  ersten  Lage  A'  in  seine 
zweite  Lage  A'  gelangt  ist.  Es  kann  dies  aus  dem  zweiten  Satze  des 
§.  2  gefolgert  werden,  indem  man  zeigt,  dass  die  uneudlichferno  zur 
Translationsrichtung  senkrechte  Gerade  des  Raumes  eine  Doppellinio 
von  £  und  2T  ist,  ergibt  sich  aber  auch  direkt  daraus,  dass  wenn  B\ 
Ii"  irgend  zwei  andere  homologe  Punkte  von  JT,  2"  sind,  die  Figur 
A'Ä'B"B'  ein  Parallelogramm  ist  und  die  veränderliche  Figur  A'ABB* 
während  der  Bewegung  fortwährend  ein  Parallelogramm  bleibt,  welches 
schliesslich  in  das  vorige  übergeht,  sobald  A  nach  Ä'  gelaugt. 

Ein  System  kann  eino  Folge  von  Translationen  erleiden.  Alle 
seine  Punkte  beschreiben  dabei  parallele,  congruente,  ebene  oder  wind- 
schiefe Polygoue  uud  alle  Lagen  des  Systems  sind  unter  sich  parallel. 
Durch  ein  irgendwo  im  Raum  gogebenes  Polygon  von  bestimmten  Sei- 
tenlangen und  Seitenrichtungen  nebst  der  Bezeichnung  des  Sinnes  ist 
die  Translationsfolge  vollkommen  bestimmt.  Bei  fortwährender  Abnahme 
der  Scitcnlängen  und  gleichzeitig  wachsender  Anzahl  derselben  geht  das 
Translationspolygon  in  eine  Curve  und  die  Trauslationsfolge  in  eine 
krummlinige  Translationsbewcgung  über,  welche  den  Charakter  des 
Parallelismus  der  Bahnen  und  der  Stellungen  des  Systems  bewahrt. 
Würde  die  Erde  z.  B.  keine  Axendrehung  besitzen,  so  bestände  ihre 
jährliche  Bewegung  um  die  Sonne  in  einer  krummlinigen  Translation, 
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vermöge  welcher  alle  ihre  Punkte  parallele  und  congruente  Ellipsen  be- 
schreiben würden. 

§.5.  Ein  unveränderliches  System  erleidet  eine  Rotation,  wenn 
während  der  Bewegung  desselben  zwei  seiner  Punkt^ ruhen.  In  Folge 
dessen  ruhen  alle  Punkte  der  Verbindungslinie  dieser  Punkte,  mithin  sie 
selbst.  Diese  Gerade,  um  welche  das  System  sich  dreht,  heisst  die 
Rotationsaxc.  Da  die  Punkte  des  Systems  während  der  Bewegung 
ihre  gegenseitigen  Abstände  nicht  ändern,  so  behalten  sie  insbesondere 
constanto  Abstände  von  den  Fusspunktcn  der  Perpendikel,  welche  man 
von  ihnen  auf  die  Axc  fällen  kann  und  bleiben  sie  in  den  Ebenen, 
welche  durch  letztere  senkrecht  zur  Axe  gelegt  werden.  Daher  sind  die 
Bahnen  aller  Punkte  Kreisbogen,  deren  Mittelpunkte  in  der  Axe  liegen 
und  deren  Ebenen  auf  der  Axe  in  ihren  Schnittpunkten  mit  ihr  senk- 
recht stehen.  Die  Grösse  dieser  Kreisbogen  wächst  proportional  der 
Entfernung  des  beschreibenden  Punktes  von  der  Axe,  für  Punkte  der 
Axe  ist  sio  Null.  Eine  Ebene  des  Systems,  welche  durch  die  Rotatious- 
axe  geht,  beschreibt  während  der  Rotation  einen  Flächenwinkcl  und  allo 
solche  Ebenen  beschreiben  vermöge  der  UnVeränderlichkeit  des  Systems 
Flächenwinkel  von  derselben  Grösse.  Dieser  Winkel  heisst  der  Rota- 
tionswinkel, seine  Grösse  die  Amplitude  der  Rotation  und  der 
Sinn,  in  welchem  er  beschrieben  wird,  der  Sinn  derselben.  Ein  Punkt 
in  der  Einheit  der  Entfernung  von  der  Axe  beschreibt  eine  Bahn,  deren 
Länge  gleich  der  Amplitude  ist.  Um  den  Sinn  der  Rotation  zu  bestim- 
men, denken  wir  uns  eine  Ebene  senkrecht  zur  Axe;  sie  theilt  die  Axe 
in  zwei  Ualbstrahlen,  welche  nach  entgegengesetzten  Seiten  der  Ebene 
gerichtet  sind.  Ein  in  der  Axc  befindlicher  sehender  Punkt  sieht  die 
Rotation  des  Systems  in  dem  einen  oder  in  entgegengesetztem  Sinne 
erfolgen,  je  nachdem  er  sich  in  dem  einen  oder  in  dem  andern  Halb- 
strahle befindet  und  nach  der  Ebene  hinblickt.  Bezeichnet  man  also 
denjenigen  Halbstrahl  der  Axe,  von  welchem  aus  gesehen  die  Rotation 
in  einem  bestimmten  Sinne,  z.  B.  in  dem  Sinne  der  Uhrzeigerbewegung 
erscheint  durch  eine  Marke,  etwa  durch  eine  der  Axe  eingezeichnete 
Pfeilspitze,  so  ist  der  Sinn  der  Rotation  unzweideutig  festgesetzt.'  Fügt 
man  die  Pfeilspitze  dem  Ende  einer  Axcnstrecke  von  einer  Länge  gleich 
der  Amplitude  an,  so  genügt  dies,  um  die  Rotation  nach  Axc,  Amplitude 
und  Sinn  vollständig  zu  bezeichnen.  Das  Zeichen  der  Rotation  ist  dem- 

nach:    y     und  bedeutet  soviel,  als  das  etwas  ausführlichere : 

Ein  System  ist  durch  die  Rotation  aus  einer  ersten  Lage  in  eine 
zweite  gelangt,  sobald  irgend  ein  Punkt  desselben,  welcher  nicht  in  der 
Axc  liegt,  in  seine  zweite  Lage  gelangt  ist.    Denn  irgend  zwei  Punkte 
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der  Axe  bilden  mit  ihm  drei  Punkte,  von  denen  jene  beiden  bereits  in 
ihrer  neuen  Lage  sich  befinden  (§.  2). 

Je  zwei  Lagen  des  rntireudcu  Systems  bilden  zwei  congruente 
Systeme  mit  einer  Doppellinic,  der  Axe.  Je  zwei  homologe  Ebenen 
dieser  Systeme  schneiden  sich  auf  der  Axe,  denn  der  Schnittpunkt  der 
einen  Ebene  mit  der  Axe  fallt  mit  seinem  homologen  zusammen  und  ge- 
hört mithin  auch  der  homologen  Ebene  an.  Ebenso  können  homologo 
Linien  und  Flächen,  wenn  sie  sich  überhaupt  schneiden,  sich  nur  auf 
der  Axe  schneiden.  —  Die  Verbindungslinien  der  homologen  Punkte 
(Projectionsstralcn)  kreuzen  die  Axe  rechtwinklig,  laufen  also  alle  einer 
Ebene  senkrecht  zur  Axe  parallel. 

Bei  der  Rotation  sind  die  Bahnen  der  Punkte  des  Systems  parallele 
und  ähnliche  Linien,  bei  der  Translation  sind  sie  parallel  und  con- 
grueut;  bei  der  Rotation  sind  alle  Bahnen  eiuer  Ebene  parallel,  welche 
senkrecht  zur  Axe  gesetzt  werden  kann,  bei  der  Translation  sind  sie 
alle  einer  Geraden  und  mithin  jeder  durch  diese  geführten  Ebene  pa- 
rallel; bei  der  Rotation  bewegt  sich  jede  zur  Axe  senkrechte  Ebeno  in 
sich  selbst,  bei  der  Translation  jede  zur  Translationsrichtung  parallele 
Ebene. 

Ein  System  kann  eine  Folge  von  Rotationen  um  verschiedene  Axen 
des  Raumes  erleiden.  Dabei  können  hinsichtlich  der  gegenseitigen  Lage 
der  Axen  folgende  Fälle  eintreten :  a)  alle  Axen  sind  unter  einander 
parallel;  die  Bahnen  der  Punkte  sind  in  diesem  Falle  parallele  aber 
nicht  ähnliche,  ebene,  aus  Kreisbogen  zusammengesetzte  Figuren ;  b)  die 
Axen  laufen  alle  durch  einen  Punkt;  die  Bahnen  der  Punkte  sind  sphä- 
rische, aus  Kugclkreiscn  gebildete  Figuren;  c)  je  zwei  aufeinanderfol- 
gende Axen  schneiden  sich,  aber  keine  drei  aufeinanderfolgende  Axen 
gehen  durch  denselben  Punkt;  d)  je  zwei  aufeinanderfolgende  Axen 
kreuzen  sich  blos  (schneiden  sich  nicht).  —  Wenn  in  diesen  Fällen  die 
Axenfolge  continuirlich  wird,  so  geht  der  Ort  der  Axen  bei  a)  in  eine 
Cylinderfläche,  bei  b)  in  eine  Kegelfläche,  bei  c)  in  eine  allgemeine  ab- 
wickelbare und  bei  d)  in  eine  windschiefe  Fläche  über. 

Bei  einer  Folge  von  Rotationen  ist  jede  Axe  aus  einem  doppelten 
Gesichtspunkte  zu  betrachten;  sie  ist  eine  Linie  des  absoluten  Raumes 
und  zugleich  eine  Linie  des  beweglichen  Systems.  Während  nämlich 
das  System  um  eine  erste  Axe  a  rotirt,  fällt  mit  dieser  eine  gewisse 
Linie  «  des  Systems  zusammen ;  durch  die  Rotation  um  a  gelangt  eine 
Linie  «'  des  Systems  in  die  zweite  Axe  a\  um  welche  das  System  hier- 
auf rotirt;  durch  die  Rotation  um  d  verlässt  er  die  Axe  «  und  tritt  eine 
weitere  Linie  er"  in  die  dritte  Rotationsaxe  a"  u.  s.  f.  Die  Axen  </,  a , 
u" . . . ,  welche  dem  absoluten  Räume  angehören ,  heissen  gewöhnlich 
feste  Axen,  die  Geraden  »,  «',  er"  ...  des  beweglichen  Systems,  welche 
nach  und  nach  mit  ihnen  zusammenfallen,  bewegliche  Axen.    Bei  der 
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continuirlichen  Axenfolgo  bilden  die  Axen  «  eine  feste  geradlinige 
Fläche  im  absoluten  Räume,  die  Axe  «  eine  dem  System  angehörige, 
mit  diesem  bewegliche  geradlinige  Flüche,  deren  Erzeugungslinien  wäh- 
rend der  Bewegung  mit  den  Erzeugungslinien  jener  in  Berührung  kom- 
men. Ein  einfaches  Beispiel  hiezu  bietet  cfio  jährliche  Bewegung  der 
Erde  um  die  Sonne;  der  Ort  der  Axe  a  ist  ein  elliptischer  Oylinder, 
welcher  die  Ecliptik  zur  Leitlinie  hat,  die  Linien  u  fallen  alle  mit  der 
Erdaxe  zusammen  und  bilden  also  einen  Cylinder  von  verschwinden- 
den Breitendimensionen,  welcher  über  den  elliptisctfen  Cylinder  hinrollt. 

§.  6.  Wir  haben  in  §.  4  zwei  einfache  Bewegungen  angenommen, 
die  Translation  und  die  Rotation ;  es  ist  dies  der  Uebersichtlichkeit  wegen 
zweckmässig,  aber  keineswegs  nothwendig,  vielmehr  kann  die  Translation 
als  ein  Grenzfall  der  Rotation  anfgefasst  werden.  Es  geht  nämlich  die 
Rotation  in  eine  Translation  Uber,  sobald  die  Rotationsaxe  ins  Unend- 
liche rückt  In  diesem  Falle  wird  die  Amplitude  der  Rotation  immer 
kleiner,  flachen  sich  die  Bahnen  der  Punkte  ab  und  nähern  sich  der 
Gleichheit;  ihre  gemeinschaftliche  Länge  ist  in  der  Grenze  die  Grösse 
der  Translation.  Dieser  Grösse  nähert  sich  also  das  Produkt  r.O,  wo- 
rin r  den  Abstand  eines  Punktes  von  der  Axe  und  0  die  Ampli- 
tude bedeutet ,  bei  abnehmendem  0  und  wachsendem  r.  —  Es  gibt 
also  eigentlich  nur  eine  einfache  Bewegung  und  diese  ißt  die  Ro- 
tation. 

§.  7.  Ein  System  kann  zugleich  an  mehreren  Bewegungen  Theil 
nehmen;  es  besitzt  allerdings  nur  eine  Bewegung,  vermöge  welcher  seine 
Punkte  Reihen  von  Punkten  des  absoluten  Raumes  durchlaufen,  allein 
diese  Bewegung  kann  mit  Hülfe  mehrerer  anderer  zu  Stande  kommen. 
Ist  nämlich  ein  System  in  irgend  einer  Weise  genöthigt,  sich  in  einem 
andern  Systeme  zu  bewegen ,  sodass  seine  Punkte  nach  und  nach  mit 
gewissen  Punkten  dieses  zusammenfallen  und  besitzt  das  zweite  System 
selbst  eine  Bewegung,  so  bestimmen  beide  Bewegungen  zusammen  die 
Orte  des  ersten  Systems  im  absoluten  Raum  und  also  seine  Bewegung 
in  diesem.  Ist  das  zweite  System  an  ein  drittes  gebunden,  in  welchem 
es  sich  bewegen  muss,  dieses  an  ein  viertes  u.  s.  f. ,  so  bildet  sich  die 
Bewegung  des  ersten  Systems  aus  den  Bewegungen  aller  dieser  Systeme. 
In  diesem  Sinne  kann  ein  System  zugleich  mehrere  Translationen, 
oder  mehrere  Rotationen  oder  Translationen  und  Rotationen  gemischt 
besitzen. 

Ein  spezieller,  aber  besonders  wichtiger  Fall  der  gleichzeitigen 
Verbindung  mehrerer  Bewegungen  ist  die  Verbindung  einer  Rotation 
des  Systems  mit  einer  Translation  parallel  der  Rotationsaxe.  Die 
Punkte  des  Systems  beschreiben  hiebei  gewisse  cylindrische  Schrauben- 
linien, deren  gemeinsame  Axe  die  Rotationsaxe  ist.  Die  Beschaffenheit 
dieser  Bahnen  hängt  von   der  gegenseitigen  Abhängigkeit  der  Trans- 
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lationsgrösse  und  der  Rotationsamplitude  ab;  sind  z.  B.  beide  Grössen 
fortwährend  einander  proportional,  so  sind  die  Schraubenlinien  ge- 
meine Cylinderschrauben. 


II.  Capitel. 

Aequivalenz  der  Bewegungen  eines  unveränderlichen  Systems. 
Aequivalena  der  Translationen  und  der  Rotationen  um  parallele  Axen. 

§.  1.  Zwei  Bewegungen  eines  Systems  sind  nach  Cap.  I.  §.  3  äquiva- 
lent, wenn  durch  jede  von  ihnen  das  System  aus  einer  ersten  Lage  in  die- 
selbe zweite  Lage  übergeführt  werden  kann.  Es  kann,  eine  Folge  von  Be- 
wegungen einer  anderen  Folge,  eine  Folge  von  Bewegungen  einer  einzelnen 
Bewegung,  eine  Verbindung  zugleich  stattfindender  Bewegungen  einer  an- 
dern derartigen  Verbindung,  eine  gleichzeitige  Verbindung  von  Bewegungen 
einer  einzelnen  Bewegung  etc.  äquivalent  sein.  Eine  einzelne  Bewegung, 
welche  einer  Folge  oder  einer  gleichzeitigen  Verbindung  von  Bewegungen 
äquivalent  ist,  heisst  die  aus  diesen  zusammengesetzte,  aus  ihnen 
res ultirc ndc  Bewegung  oder  ihre  Resultante ;  die  Bewegungen, 
denen  sie  aequivalent  ist,  heissen  ihre  Com  ponenten ;  die  Auffindung 
der  Resultanten  mehrerer  Bewegungen  heisst  die  Zusammensetzung 
und  die  Auffindung  andorcr  Bewegungen,  aus  welchen  eine  gegebene 
resultiren  kann,  die  Zerlegung  der  Bewegungen.  Die  letztere  Auf- 
gabe ist  im  Allgemeinen  unbestimmt,  wenn  nicht  noch  andere  Bedin- 
gungen hinzutreten.  —  Auch  können  mehrere  Bewegungen  der  Ruhe  . 
aequivalent  sein. 

§.  2.    Für  die  Aequivalenz  der  Translationen  gelten  folgende  sein- 
em fache  Sätze. 

I.  Die  Folge  zweier  Translationen  derselben  Richtung 
ist  äquivalent  einor  einzigen  Translation  der  nämlichen 
Richtung.  Die  Grösse  dieser  resu  ltir  en  den  Translation  ist 
die  Summe  oder  Differenz  der  Tran  slationsgrössen  der 
Componontcn,  je  nachdem  diese  von  demselben  oder  von 
entgegengesetztem  Sinne  sind;  der  Sinn  der  Resultanten 
stimmt  im  ersten  Falle  mit  dem  gemeinschaftlichen  Sinne 
der  Componenten,  im  letzteren  Falle  mit  dem  Sinne  der 
grösseren  von  ihnen  Uberein.  Die  Ordnung  der  Aufeinan- 
derfolge der  Translationen  ist  wi  llkuhrlich. 

Durchlaufen  nämlich  die  Punkte  des  Systems  vermöge  der  einen 
Translation  die  Strecke  r/,  vermöge  der  andern  die  Strecke  h  von  der- 
selben Richtung,  so  führt  sie  die  Folge  beider  durch  die  Strecke  a  -f-  b 
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im  ersten  nncl  durch  die  Strecke  «  —  b  im  zweiten  Falle;  ebensoweit 
fuhrt  sie  aber  die  eine  Translation  von  der  im  Satze  angegebenen  Be- 
schaffenheit. —  Sind  die  Translationen  gleich  und  entgegengesetzt,  so 
ist  ihre  Folge  äquivalent  der  Ruhe. 

Der  Satz  gilt  auch  für  die  gleichzeitige  Verbindung  der  beiden 
Translationen.  Denn  wenn  das  System  in  einem  andern  Systeme  die 
Translation  «,  dieses  selbst  aber  dio  Translation  bt  beide  von  derselben 
Richtung,  besitzt,  so  ist  +  («  +  b)  die  Entfernung  der  Systempunkte 
in  ihrer  Endlage  von  ihrer  Anfangslage  und  also  zugleich  die  Grosso 
einer  einzigen  Translation,  welche  das  System  in  dieselbe  Endlage 
bringen  kann.  Dabei  ist  es  wiederum  gleichgültig,  ob  das  erste  System' 
im  zweiten  mit  der  Translation  u  sich  bewegt  und  jenes  die  Translation 
b  besitzt,  oder  umgekehrt. 

II.  Die  Folge  zweier  Translationen  verschiedener  Rich- 
tung ist  äquivalent  einer  einzigen  Translation,  welche  nach 
Grösse,  Richtung  und  Sinn  durch  die  dritte  Seite  eines  Drei- 
ecks bestimmt  wird,  dessen  beiden  andere  Seiten  ans  den 
gegebenen  Translationen  nach  Grösse  und  Richtung  con- 
struirt  werden  können.  Dio  Ordnung  der  Translationsfolge 
ist  beliebig. 

Durch  die  erste  Translation  gelangt  ein  beliebiger  Punkt  A  des 
Systems  ans  einer  ersten  Lage  Ä  in  eine  zweite  Ä\  durch  die  zweite 
Translation  gelangt  er  ans  dieser  in  eine  dritte  Lage  Ä  \  sodass  er  also 
überhaupt  die  Seiten  A'  Ä\  Ä'  A"  des  Dreiecks  Ä  A"  Ä"  in  dein  Sinne 
durchläuft,  der  durch  die  Ordnung  der  Buchstaben  angegeben  ist.  Bei 
der  Translationsfolge  bleibt  das  System  sieb  selbst  parallel  und  ist  in 
seine  neue  Lage  gelangt,  sobald  dies  mit  einem  seiner  Punkte  der  Fall 
ist.  Der  Punkt  A  gelangt  aber  auch  durch  die  einzige  Translation 
A*  Ä'\  welche  durch  die  dritte  Seite  des  Dreiecks  nach  Grösse  und 
Richtung  angegeben  wird,  in  seine  neue  Lage  A "'.  Denkt  man  sich 
die  Seiten  Ä  A",  Ä'  Ä"  im  Sinne  der  Translationen  durchlaufen,  so  ist 
der  Sinn  der  resultirenden  Translation  dem  Sinne  eines  beweglichen 
Punktes  entgegengesetzt,  welcher  jene  beiden  Seiten  beschreibt  und  auf 
der  dritten  Scito  Ä'Ä  nach  Ä  zurückkehrt.  —  Bei  geänderter  Ordnung 
in  der  Folge  der  Translationen  ergibt  sich  ein  congruentes  Dreieck 
X  A" '  A"\  welches  mit  A'  A"  Ä"  ein  Parallelogramm  bildet,  sodass  der 
Satz  auch  mit  Hülfe  der  Seiten  und  einer  Diagonale  dieser  Figur  aus- 
gesprochen werden  kann.  —  Der  Satz  I.  ist  ein  spezieller  Fall  dieses 
Satzes,  entsprechend  einem  Winkel  der  Translationen  gleich  0  oder  gleich  n. 

Der  Satz  gilt  auch  für  die  gleichzeitige  Verbindung  zweier  Trans- 
lationen. Beweis  ganz  ähnlich,  nur  dass  dio  Endlage  des  Systems  da- 
durch herbeigef  i  i 1 1  rt  w i  r  d,  dass  die  eine  Translation  in  einem  System 
erfolgt,  welches  die  andere  Translation  besitzt. 
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III.  Gleiche  und  entgegengesetzte  Translationen  kön- 
nen einem  Systeme  ohne  Störung  seiner  Bewegung  ertheilt 
oder  entzogen  werden. 

Mit  Hülfe  der  Sätze  I.  und  II.  können  beliebig  viele  Translationen 
zusammengesetzt  werden.  Es  verlangt  diese  Operation  blos  die  Con- 
struction  eines  Polygons,  dessen  Seiten  nach  Grösse  und  Richtung  die 
einzelnen  Translationen  darstellen;  die  Schlusslinic  des  Polygons  stellt 
die  resultirende  Translation  dar.  Die  Ordnung  der  Aufeinanderfolge 
der  Translationen  ist  dabei  beliebig,  da  je  zwei  aufeinanderfolgende  und 
mithin  auch  je  zwei  beliebige  derselben  vertauscht  werden  können ;  auch 
können  sämmtliche  Translationen  zugleich  erfolgen. 

Mit  Hülfe  derselben  Sätze  kann  umgekehrt  jede  Translation  in 
zwei  oder  mehrere  Translationen  zerlegt  werden.  Die  Lösung  aller 
Einzelaufgaben,  welche  sich  hinsichtlich  der  Zerlegung  einer  Translation 
in  zwei  andere  bilden  lassen,  reducirt  sich  auf  die  Auflösung  eines 
Dreiecks  mit  Hülfe  gegebener  Bestimmungsstücke.  Jede  Aufgabe  der 
ebenen  Trigonometrie  hat  in  diesem  Sinne  eine  mechanische  Deutung. 

§.  3.  Ganz  abgesehen  von  jeder  mechanischen  Bedeutung  redet 
man  heutzutage  in  der  Geometrie  von  der  Zusammensetzung  und  Zer- 
legung von  Linien  und  versteht  darunter  die  Construction  der  Schluss- 
linien  eines  Polygons  nach  Grösse  und  Richtung  mit  Hülfe  der  Grösse 
und  Richtung  der  Seiten  und  umgekehrt. 

Möbius  hat  zuerst  hiervon  als  einer  selbständigen  Theorie  in  der 
Geometrie  Gebrauch  gemacht.  Da  die  Ordnung  der  Seiten  des  Polygons 
beliebig  verändert  werden  kann,  ohne  auf  die  Auffindung  der  zusammen- 
gesetzten Linie  Einfluss  zu  haben,  so  nennt  man  diese  auch  die  Summe 
jener  und  die  ganze  Operation  die  geometrische  Addition  der  Linien. 
In  ähnlicher  Weise  redet  mau  auch  von  _eincr  geometrischen  Subtraction 
der  Linien.  Diese  Benennungen  sind  durch  die.  Auffindung  der  geo- 
metrischen Bedeutung  des  Imaginären  von  anderer  Seite  gerechtfertigt 
worden. 

§.  4.  Für  die  Aequivalenz  der  Rotationen  um  dieselbe  und  um 
parallele  Axen  gelten  folgende  bemerkenswerthe  Sätze: 

IV.  Die  Folge  zweier  Rotationen  eines  Systems  um  die- 
selbe Axe  ist  äquivalent  einer  einzigen  Rotation  um  die- 
selbe Are.  Die  Amplitude  dieser  resultire  nd  en  Rotation 
ist  gleich  der  Summe  der  Amplituden,  wenn  beide  Rota- 
tionen in  demselben  Sinne  erfolgen  und  gleich  ihrer  Dif- 
ferenz, wenn  sie  entgegengesetzten  Sinn  haben;  d-er  Sinn 
der  resultiren  den  Rotation  stimmt  im  ersten  Falle  mit  dem 
gemeinschaftlichen  Sinn  der  Rotationen,  im  letzteren 
Falle  mit  dem  Sinne  derjenigen  überein,  welche  die 
grössere  Amplitude  besitzt.     Sind  die  Amplituden  der  Rotationen 
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gleich  und  entgegengesetzten  Sinnes ,  so  ist  ihre  Folge  äquivalent  der 
Ruhe.    Die  Aufeinanderfolge  der  Rotationen  ist  beliebig. 

Der  Satz  gilt  auch  für  die  gleichzeitige  Verbindung  zweier  Rotatio- 
nen um  dieselbe  Axe.  —  Gleiche  und  entgegengesetzte  Rotationen  kön- 
nen einem  Systeme  ohne  Einflnss  auf  seine  Bewegung  beliebig  crtheilt 
oder  entzogen  werden. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  kann  man  beliebig  viele  Rotationen  eines 
Systems  um  dieselbe  Axe  zusammensetzen.  Bedient  man  sich  hiebei 
der  symbolischen  Darstellung  der  Rotation  des  vorigen  Capitels,  indem 
man  die  Amplituden  auf  der  Axe  aufträgt  und  den  Sinn  durch  die  * 
Richtung  der  Axe  bezeichnet,  so  wird  das  Entgegengesetztsein  der  Am- 
plituden durch  die.  Vorzeichen  ausgedrückt  und  ergibt  sich  die  resulti- 
rende  Rotation  ihrer  Amplitude  nach  durch  die  algebraische  Summe  der 
gegebenen  Amplituden  und  ihr  Sinn  durch  das  Vorzeichen  dieser 
Summe. 

Für  die  folgenden  Sätze  ist  es  von  Wichtigkeit,  die  doppelte  Be- 
deutung der  Rotationsaxen  auch  in  der  Bezeichnung  derselben  auszu- 
drücken. Eine  Rotationsaxe ,  insofern  sie  als  eine  Linie  des  Systems 
angesehen  wird,  nämlich  als  Inbegriff  aller  Systempunkte,  welche  durch 
die  betreffende  Rotation  keine  Bewegung  erlangen,  wollen  wir  mit  einem 
der  griechischen  Buchstaben  c/,  ßt  y  .  .  .,  die  Gerade  des  Raumes  aber, 
in  welchem  die  Rotation  erfolgt  und  mit  welcher  die  Axe  während  der 
Rotation  zusammenfällt,  durch  den  entsprechenden  lateinischen  Buch- 
staben «,  £>,  <?,  .  .  .  bezeichnen;  die  Combination  beider  Buchstaben,  wie 
z.  B.  (tr,  «)  soll  ausdrücken,  dass  dns  System  um  die  Axe  et  des  Systems 
rotirt,  welche  während  dieser  Rotation  in  der  Axe  u  des  Raumes  liegt. 

V.  Die  Folge  einer  Rotation  0  um  die  Axe  (er,  «')  und 
einer  Translation  z  ist  vertauschbar  und  äquivalent  der 
gleichzeitigen  Verbindung  dieser  beiden  Bewegungen.  Das 
System  ist  nämlich  aus  der  ersten  Lage  27*  in  die  zweite  27"  gelangt, 
sobald  die  Axe  et  und  irgend  ein  Systempunkt  B  aus  ihren  ersten  Lagen 
//  in  ihre  zweiten  Lagen  «",  2?"  gelangt  sind.  Es  sei  die  Ebene 
der  Figur  1.  senkrecht  zur  Axe  (or,  a)  und  B'  ein  Vv%.  i. 


Punkt  dieser  Ebene.  Durch  die  Rotation  #  ge- 
langt alsdann  B  aus  der  Lage  B'  nach  ßt  und 
durch  die  nachfolgende  Translation  x  gehen  et  und 
B  über  in  die  Lagen  a"  und  B " .  Durch  die  Trans- 
lation gelangen  aber  er  und  B  nach  et"  und  B., 
und-  durch   die   hierauf   erfolgende  Rotation  geht 


B  von  B2  in  dieselbe  Lage  B"  über,  wie  vorher,  während  a  in  «" 
bleibt.  Bei  der  gleichzeitigen  Verbindung  beider  Bewegungen  sind  zwei 
Fälle  möglich;  entweder  das  System  rotiit  in  einem  andern  Systeme, 
welches  die  Translation  besitzt,  sodass  die  Axe  et  immer  mit  derselben 
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Linie  dieses  zweiten  Systems  verbunden  bleibt,  oder  das  System  er- 
leidet die  Translation  in  einem  andern  System,  welches  um  die  Axe 
a  rotirt. 

VI.  Die  Folge  einer  Rotation  von  der  Amplitude  O  um 
eine  Axe  (er,  «)  und  einer  zu  dieser  rechtwinkligen  Trans- 
lation z  ist  äquivalent  einer  Rotation  von  derselben  Am- 
plitude und  demselben  Sinne  um  eine  bestimmte  zu  (or,  a) 
parallele  Axe  (/J,  b).  Diese  Axe  wird  durch  folgende  Cou- 
struetion  gefunden.  Durch  den  Schnittpunkt  der  Axe  (a,  a) 
mit  einer  zu  ihr  s enkrecli te n  Eb e n e  ziehe  man  eine  Strecke 
von  der  Grösse  und  Richtung  der  Translation  und  be- 
schreibe in  derselben  Ebene  auf  derjenigen  Seite  von  r, 
nach  welcher  die  Rotation  erfolgt,  Uber  t  als  Sehne  einen 
Kreis,  in  welchem  zu  dieser  Sehne  als  Centriwinkel  die 
Amplitude  O  gehört,  so  geht  die  gesuchte  Axe  (ß,  b)  durch 
den  Mittelpunkt  dieses  Kreises. 

Stellt  nämlich  Fig.  2.  einen  Schnitt  des  Systems  senkrecht  zur  Axe 
(et,  a)  dar  und  ist  in  demselben  aa  nach  Grösse,  Richtung  und  Siun 
gleich  der  Translation  t,  sowie  b  der  Mittelpunkt  des  über  a  u  auf  die 
im  Satze  angegebenen  Art  construirten  Kreises,  so  gelangt  die  durch  b 
gehende,  mit  a  parallellaufende  Gerade  ß  des  Systems  durch  die  Rota- 
tion #  in  die  Lage  b{  und  hierauf  durch  die  Translation  t  wieder  in 
die  ursprüngliche  Lage  b  zurück.  Sic  ist  mithin  eine  Gerade  des  Sy- 
stems, welche  vor  Ausführung  beider  Bewegungen  bereits  in  ihrer  neuen 
Lage  sich  befand  und  genügt  daher  eine  Rotation  des  Systems  um  sie, 
um  dasselbe  in  seine  neue  Lage  überhaupt  überzuführen.  Um  die  Am- 
plitude und  den  Sinn  dieser  Rotation  zu  bestimmen,  reicht  es  hin, 
die  Bewegung  irgend  eines  Systempunktes  zu  verfolgen,  lliezu  eignet 
sich  insbesondere  der  Punkt  a.  In  Folge  der  Rotation  um  («,  a)  er- 
langt er  als  ein  Punkt  dieser  Axe  keine  Bewegung,  vielmehr  verdankt 
er  seine  Bewegung  blos  der  Translation,  welche  ihn  von  n  nach  a  führt. 
Dahin  gelangt  er  aber  offenbar  auch  durch  die  Rotation  um  {ß,  b)  von 
der  Amplitude  deren  Sinn  vermöge  der  Oonstruction  mit  dem  Sinne 
der  Rotation  um  dio  Axe  (or,  «)  übereinstimmt. 

Ist  O  <  TT,  so  ist  x>  der  Innenwinkel  eines  über  r  zu  construirenden 
y    2  gleichschenkligen  Dreiecks;    ist  #  >  jt,  so  ist  er 

,  ,  dessen  Ergänzung  zu  2  n. 
~;*  VII.  Umgekehrt:  Jede  Rotation  um  eine 

/   \  7»!    /  Axe  (£,  b)  von  der  Amplitude  &  ist  äquiva- 

lent  der  Folge  einer  Rotation   von  der- 
selben Amplitude   und   demselben  Sinne 
um   eine  beliebige  zu        b)  parallele  Axe 
(«,«)    und    eine    zu   ihr   rechtwinklige    Translation.  Die 
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Grösse  und  Richtung  dieser  Translation  wird  dnreh  die 
Sehne  des  Kreisbogens  angegeben,  welchen  ein  beliebiger 
in  der  Axc  (a,  a)  gelegener  Systempunkt  vermöge  der  Ro- 
tation um  (er,  «)  beschreibt  nnd  ihr  Sinn  stimmt  mit  dem 
Sinne  überoin,  in  welchem  dieser  Bogen  durchlaufen  wird. 

Aus  Fig.  2.  ist  ersichtlich,  dass,  wenn  tl  den  Abstand  beider  Axen 
(er,  a)  und  (ß,  b),  p  den  Abstand  der  Axe  (er,  «)  von  der  Sehne  t  be- 
zeichnet : 

r  =  2  d  -  si n  \  &  ,    p  =  d  -  cos  ^  & ,    2  p  —  x  cotg  \  &. 

Mit  Hülfe  des  erwähnten  gleichschenkligen  Dreiecks  lassen  sich 
viele  Aufgaben  über  die  Aequivalenz  einer  Rotation  und  der  Folge  einer 
Rotation  um  eine  parallele  Axe  und  dazu  rechtwinkliger  Translation 
bilden  und  lösen,  je  nachdem  man  diese  oder  jene  Bestimmungsstücke 
der  Dimensionen  und  der  Lage  des  Dreiecks  in  den  Ausdruck  der  Auf- 
gabe aufnimmt.  Jede  Aufgabe  über  das  gleichschenklige  Dreieck  er- 
langt hiedurch  eine  mechanische  Interpretation.  Unter  den  hier  ange- 
deuteten Aufgaben  sind  viele  unbestimmte,  welche  auf  geometrische  Oerter 
führen,  z.  B.  folgende:  Die  Rotationsaxe  (/3,  b)  und  die  Amplitude  # 
sind  bekannt,  die  Translation  ist  aber  Mos  ihrer  Grösse,  nicht  ihrer 
Richtung  nach  gegeben,  welches  ist  der  Ort  der  Axe  «V 

VIII.  Die  Folge  zweier  Rotationen  um  zwei  parallele 
Axen  («,  «)  und  (ß,  b)  ist  äquivalent  einer  einzigen  Rotation 
um  eine  mit  jenen  gleichfalls  parallelen  Axe  (y,  <?);  die  Am- 
plitude dieser  resultirenden  Rotation  ist  die  Summe  der 
Amplituden  der  beiden  gegebenen  Rotationen,  wenn  diese 
von  gleichem  Sinne  und  die  Differenz  derselben,  wenn  sie 
von  entgegengesetztem  Sinne  sind;  der  Sinn  der  Resultan- 
ten stimmt  im  ersten  Falle  mit  dem  gemeinschaftlichen 
Sinne  der  gegebenen  Rotationen,  im  zweiten  Falle  mit 
dem  Sinne  derjenigen  Rotation  überein,  welche  die  grössere 
Amplitude  besitzt;  die  Axe  c  der  Resultante  bildet  mit  der 
Axe  a  und  b  im  absolutem  Räume  ein  prismatisches  Drei- 
flach, in  welchem  die  beiden  Ebenen,  welche  durch  die 
Axe  c  gehen,  mit  der  dritten  durch  «  und  b  gehenden  Sei- 
te nebene  an  den  Kanten  a  und  b  Winkel  bilden,  gleich  den 
halben  Amplituden  der  Rotationen  um  diese  Axen,  und 
zwar  liegen  diese  Winkel  in  Bezug  auf  die  Ebene  a  b  he\ 
der  Axc,  um  welche  die  Rotation  zuerst  erfolgt,  auf  der  ent- 
gegengesetzten, bei  der  andern  auf  derselben  Seite,  nach 
welcher  hin  die  Rotation  stattfindet.  Ebenso  bilden  die 
Axen  «,  0,  y  des  beweglichen  Systems  ein  prismatisches 
Dreiflach,  in  welchem  die  Ebenen  ya  und  y  ß  mit  der  Ebene 
aß  an  den  Axen  a  und  ß  Winkel  ei  ns  chl  i  es  sc  n ,  gleich  den 
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halben  Amplituden  der  Rotationen  um  diese  Axen,  jedoch 
so,  dass  der  Winkel  an  der  ersten  Axe  auf  derselben,  der 
an  der  zweiten  Axe  auf  der  entgegengesetzten  Seite  der 
Ebenen  et  ß  liegt,  nach  welcher  die  Rotation  erfolgt.  Die 
Aufeinanderfolge  der  Rotationen  ist  nicht  willkührlich. 

1.  Es  seien  *>'  die  Amplituden  der  Rotationen  um  diese  Axen 
ff,  ß  und  zwar  zunächst  von  gleichem  Sinne  (Fig.  3).  Durch  die  Ro- 
tation um  ff,  während  welcher  diese  Axe  mit  der  Geraden  a  des  abso- 
luten Raumes  vereinigt  bleibt,  gelangt  ß  in  die  Lage  b  und  rotirt  hier- 
auf das  System  um  die  Axe  (ß,  b),  wodurch  «  aus  der  Geraden  a  her- 
ausrückt. Man  ersetze  nun  nach  VII.  die  Rotation  0  um  a  durch  eine 
gleiche  und  gleichsinnige  um  die  Axe  ß  und  füge  die  Translation  ß  b 
hinzu,  welche  die  Sehne  des  Bogens  ist,  den  ein  Punkt  der  Axe  ß  in 
Folge  der  Rotation  um  die  Axe  «  beschreiben  würde.  Von  diesen  bei- 
den Bewegungen,  deren  Ordnung  v\ illkührlich  ist,  liefert  die  erste  mit 
zusammeu  eine  Rotation  6  —  d  +  um  die  Axe  ß,  gleichen  Sinnes 
mit  #  und  Diese  Rotation  9  und  die  nachfolgende  Translation  ß  b 
sind  aber  zusammen  nach  VI.  äquivalent  einer  einzigen  Rotation  &  des- 
selben Sinnes,  deren  Axe  (y,  c)  durch  die  Spitze  des  gleichschenkligen 
Dreiecks  ßcb  geht,  wenn  Winkel  ßcb  gleich  6  und  c  auf  der  Seite 
der  Translationsrichtung  (ß  b)  angenommen  wird,  nach  welcher  die  Ro- 
tation &  erfolgt.  Da  auch  das  Dreieck  ß  u  b  gleichschenklig  ist,  so 
geht  die  Halbirungslinie  des  Winkels  ß  a  b  =  0  durch  c  und  halbirt 
'den  Winkel  ßcb  =  0  =  #  -J-  Hieraus  folgt,  dass  in  dem  Dreiecke  abc 
Fig-.  3.  und  mithin  auch  in  dem  gleichnamigen 

o'   ££r^     Axcnprisma  die  Winkel  b  a  c  und  abc, 

/'  re8P*  &excn  \  *  un<*  h  ^  3tn&  Ull(*  zwar 

/->  /  liegt  ersterer  mit  der  Rotation  um  a 

V^^jPffr  /  entgegengesetzt,  letzterer  mit  der  Ro- 

'vi^    /    /  tation   um   b   gleichartig    gegen    «  b. 

\l  / /  Ebenso   sind   in  dem   Dreiecke  et  ß  y 

^g>%  und    dem   gleichnamigen  Axcnprisina 

P  des  beweglichen   Systems  die  Winkel 

ß  et  y  und  ff  ß  y,  resp.  gleich  £  #  und  \  es  liegt  aber  ersterer  mit  der 
Rotation  um  et  gleichartig,  letzterer  mit  der  Rotation  um  ß  entgegen- 
gesetzt gegen  et  ß.  Der  Sinn  der  Amplitude  &  ergibt  sich  leicht,  in- 
dem man  die  Bewegung  eines  Systempunktes,  z.  B.  des  Punktes  0,  ver- 
folgt. Derselbe  verdankt  dieselbe  blos  der  Rotation  um  die  Axe  (ff,  a) 
und  gelangt  sowohl  durch  diese  als  auch  durch  die  Rotation  um  (y,  r) 
nach  6,  woraus  sich  ergibt,  dass  die  Amplituden  beider  Rotationen 
gleichen  Sinnes  sein  müssen. 

Noch  etwas  unmittelbarer  sieht  man  den  vorstehenden  Satz  folgen- 
dermassen  ein.    Durch  die  Rotation  &  um  die  Axe  a  gelangt  die  Axe  y 


Digitized  by  Google 


II.  Cap. 


Rotationen  um  parallele  Axen. 


21 


in  die  Lage  c,  welche  in  Bezug  auf  a  b  mit  c  symmetrisch  ist;  durch 
die  nachfolgende  Rotation  &  um  b  wird  sie  in  die  ursprüngliche  Lage 
e  zurückgeführt ;  daher  befand  sie  sich  vor  Ausführung  beider  Bewe- 
gungen bereits  in  der  Lage,  in  welche  sie  schliesslich  durch  sie  gelangen 
soll.  Es  bedarf  daher  blos  einer  Rotation  um  (y,  c),  um  das  System  in 
seine  neue  Lage  überzuführen.  Die  Bewegung  eines  tanzenden  Paares 
kann  den  vorliegenden  Fall  einigermassen  verdeutlichen. 

Dass  die  Aufeinanderfolge  der  Rotationen  nicht  vertauschbar  ist, 
erkennt  man  daraus,  dass  die  Axe  ß  durch  die  Rotation  um  (er,  a)  nach 
b  gelangt,  während  sie  dahin  nicht  mehr  gelangen  kann,  wenn  das 
System  zuerst  um  ß  rotirt,  weil  alsdann  «  sich  aus  der  Lage  «  entfernt 
hat.  Aus  dem  Dreieck  oder  Prisma  a  b  c  ergibt  sich 
a  c  b  c  ab 

sin  ^  &        sin  %  &         sin  ^  & 

2.  Sind  die  Rotationen  von  ent- 
gegengesetztem Sinn  und  ihre  Ampli- 
tuden ungleich,  etwa  0  >  &'  (Fig.  4), 
so  ersetze  man,  wie  vorher,  die  Rotation 
um  a  durch  eine  gleiche  und  gleich- 
sinnige um  ß  und  füge  die  betreffende 
Translation  ß  b  zu.  Die  beiden  Rota- 
tionen #  und  &'  um  die  gemeinsame 
Axe  ß  liefern  aber  eine  einzige  Rotation  von  der  Amplitude  &  =  &  —  O' 
und  dem  Sinne  von  #  um  dieselbe  Axe  ß;  diese  Rotation  6  aber  setzt 
sich  mit  der  nachfolgenden  Translation  zu  einer  Rotation  von  derselben 
Amplitude  und  demselben  Sinne  zusammen  um  eine  Axe  (y,  c),  welche 
wie  beim  vorigen  Fall  sich  ergibt. 

Auch  sieht  man  wieder  unmittelbar,  dass  die  Axe  y  durch  die  Ro- 
tation um  (er,  a)  in  eine  zu  a  b  symmetrische  Lage  c  und  hierauf  durch 
die  Rotation  um  die  Axe  (ß,  b)  wieder  in  die  ursprüngliche  Lage  zu- 
rückgeführt wird,  sowie  dass  in  Folge  dessen  das  System  durch  die 
Rotation  0  —  &  um  die  Axe  (y,  c)  in  seine  neue  Lage  gelangt.  Die 
obigen  Gleichungen  zwischen  den  Axenabständen  und  den  Sinussen 
der  halben  Amplituden  bestehen  fort.  Mit  der  relativen  Grösse  der 
Amplituden  Ändert  sich  die  Lage  der  Axe  (y,  c)  nach  einem  leicht 

zu  übersehenden  Gesetze  auf  der  Halbirungsebene  der  Amplitude 
Wächst  die  Amplitude      von  Null  an,  so  entfernt  sich  (y,  c)  von  (er,  «) 
und  rückt  ins  Unendliche,  sowie  &  wird,  um  von  der  entgegen- 

gesetzten Seite  nach  (a,  «)  zurückzukehren,  sobald  0'  über  0-  hinaus- 
wächst. 

3.  Sind  die  Amplituden  &'  gleich  und  entgegengesetzt  (Fig.  5), 
so  tilgen  sich  dieselben  um  die  Axe  ß  und  bleibt  blos  die  Translation 
ß  b  als  Resultante  der  beiden  Rotationen,   d.  h.  zwei  gleiche  und 


Digitized  by  Google 


22 


RotatioDspaar. 


IL  Cap. 


Rotation   um    die   andere  Axe   b  e  - 
mit  dem  Sinne  überein,  in 


entgegengesetzte  Rotationen  um  zwei  parallele  Axen  sind 
äquivalent  einer  Translation;  die  Grösse  und  Richtung 
derselben  wird  durch  die  Sehne  des  Kreisbogens  angegeben, 
welche  ein  beliebiger  Sy stompunkt,  welcher  einer  der  Axen 
augehört,  vermöge  der 
schreibt  und  der  Sinn  stimmt 
welchem  dieser  Bogen  durchlaufen  wird. 

Wegen  der  Gleichheit  der  Winkel  9 
und  O'  wird  b  c  parallel  a  c ,  rückt  also 
die  Axe  der  resultirenden  Rotation  ins 
Unendliche  und  wird  ihre  Amplitude 
gleich  Null.  Auch  erhellt  die  Acquivalcuz 
der  beiden  entgegengesetzten  Rotationen 
mit  der  Translation  unmittelbar,  wenn 
man  bedenkt,  dass  in  Folge  beider  Rota- 
tionen die  Ebene  a  ß  in  die  ihr  parallele 
Lage  et'  b  gelangt,  in  welche  sie  durch  die 
Translation  ß  b  —  a  a  unmittelbar  über- 
geführt werden  kann. 

Die  Aufeinanderfolge  der  Rotationen  ist  hier  ebensowenig,  wie  in 
den  beiden  vorigen  Fällen  willkührlicli.  Die  Grösse  der  resultirenden 
Translation  ist  t  =  2  d  si/t  ^  O,  wenn  d  den  Abstand  der  Axen  bedeutet, 
und  bildet  ihre  Richtung  mit  der  Ebene  er  ß  den  Winkel  ^  c  %  —  und 
ist  senkrecht  zu  den  beiden  Axen. 

4.  Die  Folge  der  Rotationen  ist  äquivalent  einer  gewissen  gleich- 
zeitigen Verbindung  derselben,  nämlich  so,  dass  das  System  um  die  be- 
wegliche zweite  Axe  ß  rotirt  und  diese  Rotation  in  einem  Systeme, 
welcher  die  Axe  ß  angehört,  erfolgt,  welches  selbst  die  Rotation  um 
die  feste  erste  Axe  «  besitzt. 

§.  5.  Die  Folge  zweier  Rotationen  um  parallele  Axen  von  ent- 
gegengesetzt gleichen  Amplituden  heisst  ein  Rotationspaar.  Dasselbe 
ist  einer  Translation  äquivalent,  deren  Grösse  durch  das  Produkt  ans 
dem  doppelten  Axenabstande  und  dem  Sinus  der  halben  Amplitude  dar- 
gestellt wird;  ihre  Richtung  ist  senkrecht  zur  Halbimngsebene  der  Am- 
plitude. Unter  Anwendung  der  im  Cap.  I,  §.5.  eingeführten  Bezeich- 
nung, nach  welcher  man  die  Amplituden  auf  den  Axen  aufträgt  und 
ihren  Sinn  durch  eine  Pfeilspitze  markirt,  überzeugt  man  sich  leicht, 
dass  die  einem  Rotationspaar  äquivalente  Translation  immer  nach  der- 
jenigen Seite  der  Axcnebene  hin  erfolgt,  von  welcher  aus  gesehen  die 
Pfeilspitzen  des  Rotationspaares  mit  der  Ulirzeigerbcwegung  überein- 
stimmend erscheinen.    (S.  Fig.  G.) 

Mit  Hülfe  des  Rotationspaares  könnte  man  den  obigen  Satz  V.U. 
leicht  beweisen.    Man  ertheile  dem  Systeme  um  die  Axe  cx  zwei  gleiche 
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uud  entgegengesetzte  Rotationen       von  diesen  ist  die  eine  nichts  wei- 
ter, als  die  in  die  Axe  a  von  ß  verlegte  Rotation,  während  die  andere 
mit  der  Rotation  um  ß  ein  Rotationspaar  bildet,  wel- 
ches der  dort  construirten  Translation  äquivalent  ist.  ' '* ' . 

Ferner  sieht  man  hieraus  zugleich,  wie  man  jede 
Rotation  0  um  irgend  eine   Axe  «   ersetzen  kann  <*'€  /♦ 

durch  eine  Rotation  von  derselben  Amplitude  und  («fUß 
demselben  Sinne  um  eine  beliebige  andere  parallele  1/ 
Axe  ß  in  Verbindung  mit  einem  Rotationspaarc  von  i 
der  nämlichen  Amplitude. 

Jede  Translation  kann  in  ein  Rotationspaar  umgesetzt  weiden  und 
zwar  auf  unendlich  viele  Arten. 

§.  6.  Die  Sätze  im  §.  3.  dienen  einerseits  dazu,  zwei  Rotationen 
um  parallele  Axen  in  eine  einzige  ihnen  äquivalente  zu  vereinigen,  an- 
dererseits eine  Rotation  in  zwei  andere  von  derselben  Axcnrichtung  und 
demselben  oder  entgegengesetztem  Sinne  zu  zerlegen.  Die  letztere 
•  Aufgabe  ist  im  Allgemeinen  unbestimmt  und  können  noch  nähere  Re- 
stimmungselcmente  hinsichtlich  der  Lage  der  Axen  etc.  hinzutreten. 
Das  Dreieck  ab  c  der  dortigen  Figur  leistet  das  Verlangte.  Eine  wie- 
derholte Anwendung  jener  Sätze  führt  dazu,  beliebig  viele  Rotationen 
um  parallele  Axen,  gemischt  mit  Translationen,  welche  die  Axen  recht- 
winklig kreuzen,  zu  vereinigen.  In  dieser  Hinsicht  hat  man  den  all- 
gemeinen Satz: 

IX.  Die  Folge  einer  beliebigen  Menge  von  Rotationen 
um  parallele  Axen  und  Translationen,  welche  zu  diesen 
senkrecht  sind,  ist  äquivalent  einer  einzigen  Rotation  um 
eine  jenen  gleichfalls  parallele  Axe  oder  einem  Rotations- 
paare (einer  Translation). 

Es  seien  er,  0,  y,  . .  .  die  parallelen  Axen  des  Systems,  um  welche 
dasselbe  der  Reihe  nach  um  die  Amplituden  t> ,  0",  ...  in  bestimm- 
tem Sinne  rotirt,  welcher  durch  das  Vorzeichen  der  #  ausgedrückt  wer- 
den kann.  Es  seien  ferner  «,&,<:,...  die  Geraden  des  absoluten 
Raumes,  mit  welchen  die  Axen  während  der  einzelnen  Rotationen  zu- 
sammenfallen. Man  ziehe  eine  beliebige  Gerade  m  des  absoluten  Raumes 
parallel  mit  a,  b,  c ,  .  .  .  und  ertheile  dem  System  um  sie  die  Rotationen 
i>  und  —  0;  und  —  9"  und  —  O";  etc.,  wodurch  an  der  Be- 
wegung desselben  uichts  geändert  wird.  Diese  Rotationen  lassen  sich 
nun  mit  den  um  die  Axe  </,  6,  c  .  .  .  stattfindenden  so  zusammenfassen, 
dass  man  erhält  1.  eine  Rotation  um  die  Axe  t/,  deren  Amplitude  die 
algebraische  Summe  der  Amplituden  der  gegebenen  Rotationen  ist,  und 
2.  eine  Reihe  von  Rotationspaaren,  welche,  da  sie  nichts  anderes,  als 
Translatiouen  sind,  mit  den  sonst  noch  vorhandenen  Translationen  leicht 
in  eine  Translation  (oder  ein  Rotationspaar)  vereinigt  werden  können. 
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Ist  die  Amplitude  der  Rotation  um  u  nicht  Null ,  so  liefert  diese  mit 
der  Translation  eine  ciuzige  Rotation  um  eine  mit  u  parallele  Axe  und 
ist  alsdaun  diese  die  Resultante  aller  Bewegungen;  ist  jene  Amplitude 
gleich  Null,  so  ist  die  Resultante  jene  Translation,  oder  wenn  man  lieber 
will,  ein  ihr  äquivalentes  Rotationspaar. 

§.  7.  Von  den  Sätzen  der  §§.  3  —5.  weiden  wir  im  Folgenden  vor- 
zugsweise in  dem  Falle  Gebrauch  machen  ,  dass  die  Translationen  und 
die  Amplituden  der  Rotationen  unendlich  klein  werden.  Hiebci  treten 
wesentliche  Vereinfachungen  derselben  ein. 

1.  Es  besitze  das  System  eine  «inendlich  kleine  Rotation  von  der 
Amplitude  d&  um  die  Axe  «  und  zugleich  eine  unendlich  kleine  Trans- 
lation d  x  senkrecht  zu  ihr.  (Fig.  7,  a.)  Nach  VI.  ist  die  Resultante  bei- 
der Bewegungen  eine  Rotation  um  eine  zu  et  parallele 
Axe  ß\  man  findet  aus  derselben  mit  Hülfe  der  dortigen 
Betrachtung,  indem  man  0  und  x  ohne  Ende  abnehmen 
lässt,  wodurch  die  Ebene  (o  ß)  beider  Axcn  zur  Trans- 
lationsrichtung senkrecht  wird  und  die  erste  der  dort 
entwickelten  Gleichungen  übergeht  in  dx  =  dd  Da- 
her ist  der  Abstand  d  der  Axe  der  rcsultircnden  Ro- 
tation von  der  Axe  «: 


Fi?.  1. 


*) 


'dt 


Man  sieht  die  Richtigkeit  dieser  Gleichung  auch 
unmittelbar  ein,  wenn  man  bedenkt,  dass  säramtliche 
Punkte  der  zur  Translationsrichtung  senkrechten  Ebene 
aß  (Fig.  7,  b.)  vermöge  der  Translation  um  eine  ge- 
meinsame uuendlichkleine  Strecke  d  x  fortgeführt  wer- 
den, während  die  Rotationsaxc  et  diese  Ebene  in  zwei 
Theile  theilt,  so  dass  die  Tunkte  des  einen  Theilcs  vermöge  der  Rota- 
tion nach  der  einen,  die  des  andern  nach  der  entgegengesetzten  Seite 
der  Ebene  geschleudert  werden  und  zwar  um  uncndlichklcine,  ihrer 
Entfernung  von  der  Axe  a  proportionale  Strecken.  Daher  gibt  es  in 
demjenigen  Theile,  für  welche  beide  Beweguugsrichtungcn  entgegen- 
gesetzt sind,  in  einem  bestimmten  Abstände  d  von  der  Axe  et  eine  ge- 
rade Punktreihe  oder  Axe  ßy  welche  gleiche  und  entgegengesetzte  Be- 
wegungen erlangt  und  deren  Bowegung  mithin  äquivalent  der  Ruhe 
ist.  Für  sie  ist  dx  —  d-d&,  wie  oben.  Die  Amplitude  und  deren 
Sinn  ergibt  sich  für  die  Rotation  um  ß  sofort,  indem  man  die  Bewegung 
eines  Punktes  der  Axe  a,  welcher  blos  die  Translation  dx  besitzt,  als 
Rotation  um  ß  auffasst. 

2.  Das  System  besitze  zwei  unendlichkleinc  Rotationen  von  den 
Amplituden  d&,  d&  (Fig.  8,  a,  b.)  um  zwei  parallele  Axen  «,/?.  Nach 
Satz  VIII.  siud  sie  zusammen  äquivalent  einer  einzigen  Rotation,  deren 
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Axe  y  und  Amplitudo  d  #  durch  die  dortigen  Constructionen  leicht  ge- 
funden werden.  Da  die  Amplituden  unendlich  klein  sind,  so  folgt,  dass 
die  gesuchte  Axe  in  die  Ebene  «  ß  selbst  fällt,  dass  der  Unterschied  der 
Aufeinanderfolge  keinen  Kinfluss  auf  ihre  Lage  ausübt  und  die  Rota- 
tionen gleichzeitig  erfolgen  können.  Ferner  ergibt  sich,  dass  im  Falle 
übereinstimmenden  Sinnes  d  &  und  d  &  die  Axe  der  Resultanten  in  den 
Streifen  a  /3,  im  Falle  entgegengesetzten  Sinnes  aber  in  denjenigen 
Aussenraum  fällt,  welcher  der  Axe  der  grösseren  Amplitude  anliegt; 
sind  d  #  und  d  gleich  und  entgegengesetzt,  so  rückt  die  Axe  ins  Un- 
endliche und  ist  die  Resultante  eine  unendlich  kleine  Translation  senk- 
recht zur  Ebene  a  ß.  Die  unter  Satz  VIII.  entwickelten  Gleichungen 
redneiren  sich  auf 


Fi*.  ». 


'TW 
et 


und  zeigen,  dass  der  Streifen  et  ß  oder  eine  Transver- 
sale der  Axen  aß  von  der  Axe  y  im  umgekehrten  Ver- 
hältniss  der  Amplituden  getheilt  wird.  Alles  dies  er- 
kennt man  leicht  auch  unmittelbar  auf  folgendeWeisc. 
Es  mögen  d  &  und  d  zunächst  gleichen  Sinnes 
sein.  Die  Axe  a  (Fig.  8,  a.)  theilt  die  Ebene 
a  ß  in  zwei  Theile,  deren  Punkte  in  Folge  der 
Rotation  um  a  nach  entgegengesetzten  Seiten  die- 
ser Ebeno  und  senkrecht  zu  ihr  um  unendlich 
kleine  ihren  Abständen  von  cc  proportionale  Strecken 
herausgeschleudert  werden.  Dasselbe  gilt  von  der 
Axe  ß  und  da  die  Rotationen  gleichen  Sinn  be- 
sitzen, so  folgt,  dass  blos  die  Punkte  des  Strei- 
fens a  ß  entgegengesetzte  Bewegungen  durch  die 
beiden  Rotationen  erlangen,  während  die  Punkto 
eines  jeden  der  beiden  Aussenräume  aus  doppel- 
tem Grunde  nach  der  einen  oder  der  andern  Seite 
der  Axenebene  getrieben  werden.  Daher  kann  es 
nur  innerhalb  des  Streifens  Punkte  y  geben,  deren 
Bewegung  äquivalent  der  Ruhe  ist.  Für  solche  Punkte  muss  die  Be- 
dingung ay  •  d  #  =  ßy  •  d&'  erfüllt  sein;  d.  h.  sie  liegen  auf  einer  Ge- 
raden, welche  den  Streifen  im  umgekehrten  Vcrhältniss  der  Amplituden 
theilt;  es  gibt  nur  eine  solche  Gerade,  weil  diese  Theilung  nur  auf  eine 
Weise  möglich  ist,  sie  existirt  aber  immer,  mag  das  Verhältniss  der  Am- 
plituden einen  Werth  haben,  welchen  man  immer  will.  Die  Amplitude 
d  &  der  Resultanten  ergibt  sich,  wenn  man  die  Bewegung  irgend  eines 
Systempuuktes  als  Rotation  um  y  auffasst.  Dazu  eignen  sich  besonders 
die  Punkte  der  Axen  er,  ß,  da  sie  ihre  Bewegung  nur  einer  einzigen  der 
beiden  Rotationen  verdanken.    Der  Punkt  «  z.  B.  erlangt  vermöge  der 
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Kotation  um  a  keine  Bewegung,  die  Kotation  um  ß  aber  führt  ihn  um 
die  .Strecke  äß  •  d&'  senkrecht  zur  Axcnebene  fort,  daher  besteht  die 
Gleichung  ay     G  =  aß  •</      welche  aber  mit  Hülfe  von  aß  —  ßy  +  «y  = 

«y  (f*-?  -f  l)  =  «y  +  1  )  übergeht  in  dQ  =  dö  +  d&'.  Der  Siun 

vun  rf0  stimmt  mit  deui  Sinn  von  d       also  auch  von  d  #  überein. 

Sind  die  Kotationcn  entgegengesetzt  (Fig.  8,  b.),  so  ergibt  sich  in 
ähnlicher  Weise,  dass  die  Punkto  des  Streifens  a  ß  aus  doppeltem 
Grunde  aus  der  Axcnebene  herausgeschleudert  werden,  während  die 
Punkte  der  beiden  Ausseniäume  entgegengesetzte  Bewegungen  an- 
nehmen. Daher  können  nur  in  ihnen  Punkte  liegen,  deren  Bewegung 
äquivalent  der  Ruhe  ist.  Ist  nun  d  9  >•  so  folgt,  dass  ein  Punkt 
y  in  dem  der  Axe  «  anliegenden  Aussenraume  um  die  entgegengesetzten 
Strecken  ay  •  d&  und  ßy  •  d&  aus  der  Axenebene  herausgetrieben  wird 
und  da  für  diesen  Kaum  a  y  <  ß  y,  so  kann  sehr  wohl  das  kleinere  ay 
mit  dem  grösseren  d  O  ein  Produkt  liefern  gleich  dem  Produkte  des 
grösseren  ßy  mit  dem  kleineren  d  Für  Punkte  y  des  andern  Aussen- 
raumes  ist  dies  nicht  möglich  ,  da  für  sie  ff  y  >  ß  y  und  folglich  wegen 
d  #  >  */{>'  auch  «y  •  d  0  stets  grösser  als  ßy  •  d  &  ist  und  ihm  also  für 
keine  Lage  des  Punktes  y  gleich  werden  kann.  Die  Gleichung  ay  -d&  = 
ßy  '  d  &  sagt  aber  wieder  aus,  dass  die  gesuchten  Punkte  auf  einer  Ge- 
raden y  liegen,  welche  die  Streifen  im  umgekehrten  Verhältniss  der 
Amplituden  als  Aussenlinie  theilt.  Es  gibt  nur  eine  solche  Gerade,  da 
diese  Theilung  nur  auf  eine  Weise  möglich  ist;  sie  existirt  immer,  wel- 
chen Werth  auch  das  Verhältniss  der  Amplituden  haben  mag.  Indem 
man  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  «  als  Kotation  um  y  auffasst,  ge- 
langt man  zur  Kcnntniss  der  Amplitude  d  S  der  rcsultireuden  Kotation. 
Mau  hat  nämlich  hierfür  wieder  ay  •  d  S  =  aß  •  d  O',  woraus  aber  mit 

Hülfe  von  üß  =  ßy  —  öy  =  öy         —      ~  ay  (  d  fr'  —  0  Sc^uu^en 

wird :  d  0  =  d  {>  —  d 

Sind  endlich  die  Amplituden  entgegengesetzt  gleich,  so  erlangt  ein 
Punkt  y  des  Streifens  die  Bewegung  ay  •  <l&  -f-  ßy  ■  d&  =  (ay  +  ßy) 

aß  •  d  9  und  ebenso  ein  Punkt  der  Ausseniäume  die  Bewegung 
ßy  ■  d  &  —  oy  •  d&  oder  ay  •  d  &  —  ßy  •  </t>,  deren  gemeinschaftlicher 
Werth  ebenfalls  aß  •  d  &  ist.  Alle  Punkte  der  Axenebene  haben  also 
dieselbe  Bewegung  und  das  ganze  System  also  eine  Translation. 

Die  Kesultate  dieser  Betrachtungen  sind  daher: 

K  i  u  e  unendlich  kleine  Rotation  von  der  Amplitude  d  0 
um  eine  Axe  et  u  n  d  e  ine  u  n  e  n  d  1  i  e  h  k  1  e  i  n  e  T  r  a  n  s  1  a  t  i  o  11  dz 
senkrecht  zu  dieser  Axe  sind  zusammen  äquivalent  einer 
Kotation  derselben  Amplitude  und  desselben  Sinnes  um 
eine  zu  u  parallele  Axe  /i,  welche  in  der  durch  a  zur  Trans- 
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lationsrichtung   senkrechten    Ebene  im    Abstände  d  — 

von  a  auf  derjenigen  Seite  von  a  liegt,  auf  welcher  die 
Punkte  dieser  Ebene  durch  die  Rotation  und  die  Trans- 
lation entgegengesetzte  Bewegungen  annehmen. 

Zwei  uncndlichklcine  Rotationen  verschiedener  Am- 
plituden d&,  rfO'  um  zwei  parallele  Axen  a,  ß  sind  äquiva- 
lent einer  einzigen  Rotation  um  eine  gleichfalls  parallele 
Axe,  welche  in  die  Ebene  «  ß  fällt.  Hie  thcilt  den  Streifen 
aß  im  umgekehrten  Verhältniss  der  Amplituden  und  zwar 
als  innere  Th cilungslinie,  wenn  die  Amplituden  gleichen 
Sinnes,  als  äussere  Thcilungslinie,  wenn  sie  entgegenge- 
setzten Sinnes  sind;  im  letzteren  Falle  findet  sie  sich  auf 
der  Seite  der  Axe  der  grösseren  Amplitude.  Die  Amplitude 
der  resultireuden  Rotation  ist  die  Summe  oder  Differenz 
der  gegebenen  Amplituden,  je  nachdem  diese  gleichen  oder 
entgegengesetzten  Siun  haben;  ihr  Sinn  stimmt  im  erstem 
Falle  mit  dem  gemeinschaftlichen  Sinne  beider,  im  letztem 
Falle  mit  dem  Sinnn  der  grösseren  Amplitude  überein. 

Zwei  entgegengesetzt  gleiche  unendlich  kleine  Rota- 
tionen um  zwei  parallele  Axen  a ,  ß  (ein  unendlich  kleines 
Rotationsp aar)  sind  äquivalent  einer  unendlich  kleineu 
Translation  senkrecht  zur  Axenebeno  a  ß ,  deren  Grösse 
gleich  dem  Produkte  des  Axenabstandes  und  der  gemein-  . 
schaftlichen  Amplitude  ist. 


III.  Capitel. 

Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems  parallel  einer  Ebene. 

§.  1.  Die  Lehren  des  vorigen  Capitels  über  die  Acquivaleuz  der 
Translationen  und  der  Rotationen  um  parallele  Axen  reichen  hin,  um  cino 
genaue  Einsicht  in  den  Vorgang  der  Bewegung  eines  unveränderlichen 
Systems  zu  erlangen,  bei  welcher  die  Bahnen  aller  Punkte  ein  und  der- 
selben Ebene  parallel  sind.  Hierbei  bewegt  steh  jeder  zu  dieser  Ebene 
parallel  geführte  Schnitt  des  Systems  in  seiner  Ebene,  führen  allo  Punkte 
einer  zu  der  Ebene  senkrechten  Geraden  congruentc  Bewegungen  aus 
und  sind  mithin  die  Bewegungen  aller  Parallclschnitte  zu  jener  Ebene 
dieselben.  Daher  genügt  die  Untersuchung  der  Bewegung  eines  solchen 
Parallclschnittes,  d.  h.  die  Untersuchung  der  Bewegung  eines  ebenen 
Systems  in  seiner  eigenen  Ebene. 
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I.  Welches  auch  immer  die  Bewegung  eines  ebenen  un- 
veränderlichen Systems  in  seiner  eigenen  Ebene  sei,  sie 
ist  immer  äquivalent  einer  Rotation  um  ein  bestimmtes  in 
der  Ebene  des  Systems  liegendes  Centruin;  und  wie  hieraus 
unmittelbar  folgt: 

Welches  auch  immer  die  Bewegung  eines  räumlichen 
unveränderlichen  Systems  parallel  einer  Ebene  sei,  sie  ist 
stets  äquivalent  einer  Rotation  um  eine  bestimmte  zu  jener 
Ebene  senkrechte  Axe. 

Es  seien  £  und  2"  die  beiden  Lagen  des  beweglichen  ebenen 
Systems  2,  welche  dasselbe  zu  Anfang  und  am  Schlüsse  seiner  Be- 
wegung einnimmt.  Diese  beiden  Lagen  bilden  zwei  in  einer  Ebene 
vereinigte  congruente  Systeme  gleichartiger  Lage  *) ;  es  kommt  darauf 
an  zu  zeigen,  dass  dieselben  einen  Doppelpunkt  besitzen,  d.  h.  dass  es 
einen  Punkt  der  Gesammtebene  gibt,  in  welchem  ein  Paar  homologer 
Punkte  beider  Systeme  vereinigt  ist.  Zu  dem  Ende  seien  A\  A"  (Fig.  9,  a.) 

'J'  irgend  ein  Paar  homologer  Punkte; 

jeder  Geraden  von  2\  welche  durch 
Ä  hindurchgeht,  entspricht  sodann 
eine  bestimmte  Gerade  von  2  \ 
welche  den  Punkt  A"  enthält,  so- 
dass Ay  Ä'  die  Mittelpunkte  zweier 
homologer  Stralenbüschel  sind. 
Diese  Stralenbüschel  sind  gleich- 
liegend, sodass,  wenn  ein  beweg- 
licher Stral  von  A  sich  im  Sinne 
der  Uhrzeigerbewegung  dreht,  der 
homologe  Stral  von  A"  sich  in 
demselben  Sinne  dreht;  die  Büschel 
sind  als  Bestandteile  congruenter 
Systeme  congruent,  so  dass  je  zwei 
Stralen  des  einen  denselben  Win- 
kel einschliessen,  wie  die  homologen 
Stralen  des  andern.  Ziehen  wir 
jetzt  den  Stral  d'  von  A\  welcher 
durch  A"  geht  und  bestimmen  den 
ihm  homologen  Stral  d"  von  Ä\ 

*)  Zwei  congruente  vereinigte  Ebenen  können  gleichartige  oder  ungleich- 
artige Lugen  haben;  jede  Ebene  hat  uümlicb  ein  doppeltes  Gepräge  und  es  findet 
gleichartige  Lage  statt,  wenn  die.  homologen  Gepräge  der  Ebenen  auf  dieselbe 
Seite  der  Gcsaramtcbcnc  fallen,  in  welcher  beide  vereinigt  sind;  durch  Umklap- 
pen der  einen  Ebcno  geht  die  gleicbartige  Lage  in  die  ungleichartige  über.  Im 
vorliegenden  Falle  ist  das  Umklappen  und  damit  auch  die  ungleichartige  Lage 
ausgeschlossen. 
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so  ist  der  Winkel  (da),  den  er  mit  einem  beliebigen  andern  Strable 
a  von  A'  bildet ,  gleich  dem  Winkel  {d  V) ,  den  der  homologe  Strahl  «" 
mit  d'  bildet  und  liegen  beide  Winkel  auf  homologen  Seiten  von  df 
nnd  d  .  Hieraus  folgt,  dass  a  und  a"  sich  unter  constantem  Winkel 
schneiden,  nämlich  unter  dem  Winkel,  den  dt  und  d'  mit  einander  ein- 
schliessen.  Daher  ist  der  Ort  der  Schnittpunkte  der  homologen  Stnalen 
beider  Büschel  ein  Kreis,  welcher  durch  Ä  und  Ä'  geht,  diesen  con- 
stanten  Winkel  als  Peripheriewinkel  fasst  und  folglich  den  Stral  d"  in 
Ä'  berührt.  Durch  jeden  Punkt  dieses  Kreises  gehen  mithin  zwei  ho- 
mologe Stralen  der  beiden  Büschel.  Besitzen  die  Systeme  nun  einen 
Doppelpunkt,  so  muss  derselbe  auf  diesem  Kreise  liegen.  Denn  es  sind 
in  ihm  zwei  homologe  Punkte  Cy  C"  vereinigt  und  daher  die  Geraden 
(J Cf  Ä'  als  Verbindungslinien  homologer  Punkte  homologe  Stralen 
der  Büschel  A\  A"  und.  schneiden  sich  folglich  auf  dem  Kreise.  Die 
homologen  Stralen  wie  a\  a"  sind  Träger  congruenter  Punktreihen 
Ä  T' .  .,  A"  S"  T"  .  .,  so  dass  Ä  S'  ==  A"  S",  Ä  T  =  Ä'  T"  u.  s.  f.; 
sollen  daher  homologe  Punkte  C,  C"  in  einen  Punkt  C  zusammenfallen, 
so  muss  dass  Dreieck  A'  CA"  gleichschenklig  werden  und  kann  ein 
Doppelpunkt  nur  Schnittpunkt  des  in  der  Mitte  von  4'  A"  auf  Ä  Ä'  er- 
richteten Perpendikels  mit  dem  Kreise  sein.  Von  den  beiden  Schnitt- 
punkten C,  I)  kann  aber  nur  der  eine  Doppelpunkt  sein.  Zwar  gehen 
nach  beiden  homologe  Strahlenpaare  der  Büschel  A\  A"y  aber  nur  in 
einem  von  ihnen,  6',  schneiden  sich  dieselben  so,  dass  die  zusammen- 
treffenden Halbstrahlen  Ä  C  .  .  .,  A"  C"  .  .  .  homologe  Punkte  ent- 
halten. 

Es  gibt  daher  nur  einen  Doppelpunkt  und  derselbe  existirt  immer, 
wenn  er  auch  in  einem  speziellem  Falle  in's  Unendliche  rücken  kann. 
Um  denselben  zu  finden ,  braucht  man  nur  ausser  dem  Perpendikel, 
welches  in  der  Mitte  der  Sehne  Ä  A"  errichtet  wurde,  noch  ein  zweites 
in  der  Mitte  einer  andern  Sehne  B'  B"  zu  construiren,  ihr  Schnittpunkt 
liefert  den  gesuchten  Doppelpunkt.  Durch  Rotation  um  den  Doppel- 
punkt gelangt  das  System  aus  der  ersten  Lage  in  die  zweite.  Die  Am- 
plitude derselben  ist  gleich  dem  Winkel  zweier  homologer  Geraden,  wie 
z.  B.  cT,  d".  Die  homologen  Geradenpaare  bilden  mit  einander  den- 
selben Winkel,  da  die  Geraden  des  beweglichen  Systems  durch  dieselbe 
Rotation  aus  der  ersten  in  die  zweite  Lage  gelangen. 

Sind  die  Sehnen  Ä  Ä'  und  B'  B"  parallel  und  fallen  die  Perpen- 
dikel, welche  in  ihrer  Mitte  errichtet  wurden,  nicht  zusammen,  so  rückt 
ihr  Schnittpunkt  und  damit  das  Rotationscentrum  in's  Unendliche.  Die 
Rotation  geht  in  eine  Translation  über  und  bemerkt  man,  dass  dieser 
Fall  nur  eintritt,  wenn  Ä  A"  =  B'  B"  ist  (Fig.  9,  b). 

Fallen  aber  beide  Perpendikel  zusammen,  so  folgt,  dass  die  Ab- 
stände des  Centrums  von  beiden  Sehnen  sich   wie   die  Längen  der 
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Sehnen  verhalten  und  dient  diese  Bemerkung  zur  Auffindung  desselben. 
(Fig.  9,  c). 

Würden  die  Systeme  2',  2"  zwei  Doppelpunkte  C,  It  besitzen, 
so  müssten  sie  zusammenfallen.  Denn  wegen  der  gleichartigen  Lage 
fallen  diesseits  und  jenseits  der  Verbindungslinie  derselben  homo- 
loge Theile  der  Ebenen  aufeinander.  Sind  nun  in  C  die  Punkte  A\ 
A" ,  in'/)  die  Punkte  Ii',  Ii"  vereinigt  und  ist  Efy  E"  ein  weiteres  Paar 
homologer  Punkte  der  Systeme,  so  fallen  die  Dreiecke  Ä  Ii'  K  und 
A"  B"  K'  vermöge  der  Congruenz  zusammen  und  damit  also  die  Punkte 
Jl  ,  E?  . 

§.  2.  Es  seien  jetzt  2f,  2",  2"',  .  .  .  eine  Reihe  von  Lagen,  welche 
das  ebene  System  2  wahrend  seiner  Bewegung  durchlauft.  Die  Be- 
wegung, welche  dasselbe  aus  der  Lage  2T  nach  2"  führt,  ist  äquivalent 
einer  Kotatiou  <K  um  ein  gewisses  Centrum  (f  (Fig.  10),  die  Bewegung, 
durch  welche  dasselbe  aus  der  Lage  2"  in  die  folgende  Lage  2"'  ge- 
langt, ist  äquivalent  einer  Rotation      um  ein  anderes  Centrum  C  u.  s.  f. 

i  k.  i".  Construiren  w  ir  alle  diese  Contra  und  er- 

1  theilen   dem  System  2  statt  seiner  wirk- 

/'I  liehen  Bewegung  nach  und  nach  die  Rota- 
tionen 0',  .  .  .  um  sie,  so  ergibt  sich  eine 
Bewegung,  welche  mit  der  wirklich  statt- 
findenden in  den  Lagen  2\  2",  2"'  .  .  . 
übereinstimmt.  Schaltet  man  nun  zwischen 
je  zwei  aufeinanderfolgenden  dieser  Lagen 
andere  Lagen  des  beweglichen  Systems  ein 
und  bestimmt  von  Neuem  die  Rotations- 
ceutra  und  Amplituden,  wie  vorher,  so  er- 
halt man  eine  Bewegung  des  Systems, 
welche  der  wirklich  stattfindenden  sich  be- 
reits weit  enger  anschliesst.  Setzt  man  die- 
sen Prozess  immer  weiter  fort,  so  hänfen  sich  die  Centra  immer  dichter 
und  weil  je  zwei  aufeinanderfolge  Lagen  des  Systems  immer  weniger 
von  einander  abweichen,  so  nehmen  die  Amplituden  immer  mehr  ab  und 
erkennt  man,  dass  die  wirklich  stattfindende  Bewegung  die  Grenze  ist, 
welcher  sich  die  Rotationsfolge  ohne  Ende  nähert.  Dabei  nähert  sich 
die  Reihe  der  Centra  einer  bestimmten  Cnrve,  sodass  man  beim  Ueber- 
gang  zur  Grenze  selbst  den  Satz  erhält: 

II.  Die  Bewegung  eines  unveränderlichen  ebenen  Sy- 
stems in  seiner  eigenen  Ebene  ist  äquivalent  einer  conti- 
n  ui  r  liehen  Folge  von  Rotationen  um  die  Punkte  einer  be- 
stimmten in  der  Ebene  gel eg e n  e  n  Cur v c  (<');  und  mit  Rücksicht 
auf  die  Bewegung  eines  Systems  parallel  einer  Ebene: 

i 

Die    Bewegung    eines    unveränderlichen  körperlichen 
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Systems  parallel  einer  Ebene  ist  äquivalent  einer  conti- 
nuirlichen  Folge  von  Rotationen  nm  die  Erzeugungslinien 
eines  zur  Ebene  senkrechten  Cylinders  {C)  als  Axcn. 

Die  Curvo  {C)  ist  zum  Verstündniss  der  Bewegung  des  Systems 
zwar  wesentlich,  aber  noch  nicht  hinreichend,  vielmehr  gehört  dazu  noch 
eine  andere.  Während  sich  nämlich  das  System  um  C  dreht,  fällt  mit 
diesem  Centrum  ein  gewisser  Punkt  Ff  des  Systems  zusammen,  welcher 
C  verlässt,  sobald  die  Drehung  um  C  beginnt;  während  dieser  liegt 
ein  Systempunkt  F"  in  C"\  ebenso  fällt  während  der  Drehung  um  C" 
mit  diesem  Punkte  ein  gewisser  Punkt  F'"  zusammen  u.  s.  f.  Sowie 
nuu  die  Punkte  C  in  der  Grenze  eine  Curve  des  absoluten  Kaumes  bil- 
den, so  ist  der  geometrische  Ort  der  Punkte  F  schliesslich  eine  gewisse 
Curve  des  Systems,  deren  Punkte  während  der  Bewegung  mit  den  Punk- 
ten der  Curve  (C)  zur  Berührung  kommen,  so  zwar,  dass  die  Curve  (F)  in 
jeder  Lage  des  Systems  die  Curve  (C)  berührt  und  während  der  Bewe- 
gung auf  ihr  hinrollt  ohne  zu  gleiten.  Man  hat  daher  weiter  den  Satz: 

III.  Die  Bewegung  eines  unveränderlichen  ebenen  Sy- 
stems in  seiner  Ebene  kann  definirt  werden  als  das  Hollen 
einer  bestimmten  Curvo  (F)  des  beweglichen  Systems  auf 
einer  bestimmten  Curve  (6*)  der  festen  Ebene.    Oder  auch: 

Die  Bewegung  eines  unveränderlichen  räumlichen  Sy- 
stems parallel  einer  Ebene  kann  definirt  werden  als  das 
Rollen  einer  bestimmten  Cylinder fläche  (F)  des  beweglichen 
Systems  auf  einer  bestimmten  festen  Cy  lind  er  fläche  (C)  des 
Kaumes  ohne  Gleiten. 

Man  kann  leicht  zu  einer  Folge  von  Punkten  C  die  entsprechende 
Folge  der  Punkte  F  construiren.  Man  trage  zu  dem  Ende  an  C  C" 
entgegengesetzt  dem  Sinne  der  Rotation  um  C  den  Winkel  F"  Ct  C" 
gleich  der  zu  C  gehörigen  Amplitude  9'  an  und  nehme  F'  F"  =  C  C" . 
Hierauf  ziehe  man  F" y"  so,  dass  der  Winkel  F'F"y"  gleich  dem 
Winkel  C C"C"  wird,  trage  an  F" y"  wiederum  entgegengesetzt  der 
Rotation  um  C"  die  diesem  Centrnm  entsprechende  Amplitude  an 
und  mache  F"  F'"  —  C'f  C'".  Setzt  man  diese  Construction  fort,  so  er- 
hält man  ein  Polygon  [F],  dessen  Aussenwinkel  gleich  den  Polygon- 
winkeln des  Polygons  [C]  sind  vermehrt  um  die  den  Punkten  C  ent- 
sprechenden Rotationsamplituden,  welches  Polygon  also  bei  der  Rotation 
des  Systems  um  die  Punkte  C  sich  mit  seinen  Seiten  nn  die  Seiten  von 
[C]  anlegt.  Geht  nun  das  Polygon  [C]  in  die  Curve  (C)  über,  welche 
der  Ort  aller  Rotationscentra  im  absoluten  Räume  ist,  so  geht  das  Po- 
lygon  [F]  zugleich  in  die  Curve  (F)  über,  welche  alle  Punkte  des  Sy- 
stems enthält,  welche  nach  und  nach  mit  den  Punkten  der  Curve  (C) 
zusammenfallen,  und  welche,  indem  sie  über  die  Curve  (C)  hinrollt,  das 
System  nöthigt,  die  ihm  vorgeschriebene  Bewegung  auszuführen. 
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§.  3.  Jeder  Lage  des  ebenen  Systems  entspricht  ein  bestimmter  Punkt 
C  der  Curve  (£'),  um  welchen  dasselbe  eine  unendlich  kleine  Rotation 
ausführt,  um  in  die  folgende,  unendich  nahe  Lage  zu  gelangen.  Dieser 
Punkt  heisst  das  augenblickliche  oder  m om e ntan e  Rotationscentrum 
des  Systems  (kürzer  wollen  wir  „Momentancentrum"  sagen)  und  die 
unendlichklcino  Rotation  um  dasselbe  die  Elementarbcwegung  des 
Systems.  Statt  „Momentancentrum"  ist  bei  dem  räumlichen  Systeme 
,,  Momentan axe"  zu  sagen. 

In  Folge  der  Elementarbewegung  beschreibt  jeder  Punkt  des  Systems 
ein  Element  seiner  Bahn,  welches  als  unendlich  kleiner  Kreisbogen  um 
das  Momentancentrum  als  Mittelpunkt  oder  auch  als  unendlich  kleine 
gerade  Linie  angesehen  werden  kann,  deren  Richtung  die  Richtung  der 
Tangente  an  die  Bahn  des  Punktes  ist.  Da  die  Tangente  des  Kreises  auf 
dem  Radius  derselben  senkrecht  steht,  so  sieht  man,  dass  die  Verbin- 
dungslinien des  Motnentancentruins  mit  den  Punkten  des  Systems  die 
Normalen  der  Bahnen  dieser  Punkte  sind  und  dass  in  jeder  Lage  des 
Systems  die  Normalen  der  Bahnen  seiner  Punkte  sich  in  ein  und  dem- 
selben Punkte  schneiden,  nämlich  im  Momentancentrum  jener  Lage. 
Die  Aufgabe,  die  Tangente  und  Normale  an  irgend  eine  der  Curven  zu 
ziehen,  welche  die  Punkte  des  Systems  während  der  Bewegung  beschreiben, 
ist  mit  Hülfe  des  Momentancentrums  sehr  einfach  zu  lösen. 

§.  4.  Aus  Cap.  I,  §.  2.  erhellt,  dass  die  Bewegung  eines  unveränder- 
lichen Systems  bestimmt  ist,  sobald  die  Bewegung  irgend  dreier  seiner 
Punkte,  die  nicht  in  gerader  Linie  liegen,  bestimmt  ist.  Es  seien  Af 
By  C  drei  solche  Punkte  des  Systems  und  bewege  sich  einer  von  ihnen, 
z.  B.  A  auf  einer  gegebenen  ebenen  oder  doppelt  gekrümmten  Curve  (et). 
Für  jede  seiner  Lagen  auf  derselben  ist  der  Punkt  B  auf  die  Oberfläche 
einer  um  A  mit  AB  als  Halbmesser  beschriebenen  Kugelfläche  beschränkt; 
nimmt  man  daher  auch  für  B  eine  Curve  (ß)  als  gegeben  an ,  auf  wel- 
cher dieser  Punkt  sich  bewegen  soll,  so  ergeben  sich  die  den  verschie- 
denen Lagen  von  A  auf  («)  entsprechenden  Lagen  von  B  auf  (ß)  als 
die  continuirliche  Folge  der  Durchschnitte  dieser  Curve  (ß)  mit  jener 
Kugelfläche.  Für  jede  Lage  der  Geraden  A  B  ist  alsdann  der  dritte. 
Punkt  C  auf  den  Umfang  eines  Kreises  beschränkt,  dessen  Mittelpunkt 
der  Schnittpunkt  einer  durch  C  gehenden  zu  A  B  senkrechten  Ebene  mit 
A  B  ist.  Um  also  die  Bewegung  dieses  dritten  Punktes  C  zu  bestimmen, 
darf  man  nicht  etwa  noch  eine  dritte  Curve  willkührlich  annehmen  und 
festsetzen,  C  solle  sich  auf  ihr  bewegen.  Denn  da  C  ausserdem  auch 
auf  jenem  Kreise  liegen  muss,  so  müsste  die  Bedingung  noch  hinzu- 
treten, dass  der  Kreis  in  allen  seinen  Lagen  die  dritte  Curve  schneiden, 
dadurch  aber  die  Willkührlichkeit  der  Wahl  jener  Curve  aufgehoben 
wird.  Vielmehr  darf  nur  noch  eine  Fläche  E  als  Ort  des  Punktes  (■ 
beliebig  angenommen  werden  und  auf  dieser  ergeben  sich  die  den  ver- 
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schiedenen  Lagen  der  Geraden  A  B  entsprechenden  Lagen  des  Punktes 
C  als  die  Folge  der  Durchschnitte  jenes  Kreises  mit  ihr. 

Sind  die  beiden  Curven  («),  (j3)  ebene  Curven  und  enthält  eine 
Ebene  E,  auf  welche  der  Punkt  C  beschrankt  sei,  beide,  so  bleibt  das 
Dreieck  ABC  und  mit  ihm  das  ganze  System,  dem  dasselbe  angehört, 
fortwährend  in  dieser  Ebene.  Hieraus  erkennt  man,  dass  die  Bewegung 
eines  ebenen  Systems  in  seiner  Ebene  bestimmt  ist,  sobald  in  dieser 
zwei  feste  Curven  (<*),  (ß)  gegeben  sind  und  festgesetzt  wird,  dass  zwei 
Punkte  A,  B  des  Systems  auf  ihnen  zu  bleiben  genöthigt  sind.  Für 
diese  Bestimmung  der  Bewegung  ergeben  sich  alsdann  die  Aufgaben : 

Mit  Hülfe  der  gegebenen  Curven  (er),  (ß)  zu  finden  1)  das 
Momentancent  rum  C  für  eine  beliebige  Lage  des  Systems, 
2)  den  Ort  {C)  sämmtlichcr  Moraontance  n tra,  3)  zu  einem 
gegebenen  Momentancentrum  C  den  Systetnpunkt  T,  welcher 
im  Lanfe  der  Bewegung  mit  C  zusammentrifft,  sowie  die 
Lage  des  Systems,  für  welche  dies  geschieht,  4)  den  Ort  (/"") 
aller  Punkte  /'  im  Systeme,  5)  die  Bahn  eines  beliebigen 
Systempunktes  D  un  d  die  Tangente  oder  Normale  dersel- 
ben in  irgend  einem  ihrer  Punkte. 

Die  construetive  Lösung  dieser  Aufgaben  beruht  auf  Folgendem 
(siebe  Fig.  11).  Da  die  Normalen 
der  Bahnen  aller  Systempunkte 
entsprechend  einer  bestimmten  Stel- 
lung des  Systems  durch  xlas  Mo- 
mentancentrum gehen ,  so  erhält 
man  dies  als  Durchschnitt  der  Nor- 
malen an  die  Curven  (er),  (ß)  in 
den  Punkten  A,  B.  Die  continuir- 
liche  Reihe  aller  dieser  Normal- 
durchschnitte ,  entsprechen  d  den 
verschiedenen  Lagen  der  Punkte 
Ay  B  auf  den  Curven  («),  (ß)  bildet  die  Curve  (C).  Die  Punkte  A,  B 
und  das  Momentancentrum  C  bilden  ein  Dreieck  A  B  C,  welches  im  All- 
gemeinen für  jede  Lage  des  Systems  ein  anderes  sein  wird.  Construirt 
man  nun  im  beweglichen  System  über  A  B  als  Basis  die  Dreiecke  ABT 
congruent  mit  den  verschiedenen  Dreiecken  ABC,  so  decken  sich  auf- 
einanderfolgend während  der  Bewegnng  diese  mit  jenen  und  sind  folglich 
die  Ecken  T  derselben,  welche  AB  gegenüberliegen,  die  Systempunkte, 
welche  mit  den  Momentancentris  zusammentreffen.  —  Behufs  Lösung 
der  dritten  Aufgabe  wird  man  von  dem  gegebenen  Momentancentrum 
C  die  Normalen  CA,  CB  auf  die  Curven  («),  (ß)  fällen  und  das  Drei- 
eck ABC  in  das  bewegliche  System  an  A  B  übertragen;  der  System- 
punkt,  mit  welchem  C  zusammenfällt,  ist  der  gesuchto  Punkt  /'.  Lassen 
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sich  von  €  an  eine  oder  die  andere  der  Curvon  («),  (ß)  .mehrere  Nor- 
malen legen,  so  entscheidet  die  bekannte  Länge  AB,  welche  Verbin- 
dungslinie der  Fusspunkte  werden  muss,  welche  zwei  von  den  ver- 
schiedenen Fusspunkten  der  Normalen  zu  wählen  sind.  —  Da  das  Bogen- 
element,  welches  ein  beliebiger  Systcmpunkt  B  beschreibt,  als  unendlich 
kleiner  Kreisbogen  um  das  Momentancentrum  C  angesehen  werden  muss, 
so  folgt,  dass  die  Hahn  des  Punkts  />  von  sämmtlichen  Kreisen ,  welche 
aus  den  Momcntancentris  C  mit  den  Abständen  CD  derselben  von  den 
entsprechenden  Lagen  des  beschreibenden  Punktes  T)  begehrieben  wer- 
den können,  berührt  wird.  Die  Bahn  des  Punktes  D  ist  also  die  Enve- 
loppc  derselben. 

Behufs  der  analytis  ch  en  Behandlung  der  vorstehenden  Aufgaben 
nehmen  wir  in  der  festen  Ebene  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
der  .r,  //  und  in  dem  beweglichen  Systeme  ein  anderes  der  |,  r\  an.  Das 
erste  sei  beliebig  gewählt,  der  Ursprung  des  zweiten  aber  sei  die  Mitte 
der  Geraden  A  B  und  seien  A  B  und  dio  in  ihrer  Mitte  errichtete  Senk- 
rechte die  Axen  der  §  und  »/.  Die  Coordinaten  des  Punktes  A  auf  der 
Curve  («)  seien  ;ra,  //«,  als  Functionen  irgend  einer  Variabein  /„  ge- 
dacht, durch  deren  Elimination  die  Gleichung  der  Curve  («)  in  der  ge- 
wöhnlichen Form  gefunden  würde;  die  Coordinaten  von  B  auf  der  Cnrve 
(ß)  seien  in  ähnlicher  Weise  .r^,  y  p  und  als  Functionen  einer  andern 
Variabein  tp  gegeben.  Ist  alsdann  a  der  constante  Abstand  AB  beider 
Punkte,  so  "besteht  zunächst  die  Gleichung 

und  werden  die  Coordinaten  des  beweglichen  Ursprunges  ff  sein: 
\  (a'a  +  .t^),  \(ya  +  t/^.  Charakterisirt  man  ausserdem  die  spccielle 
Lage  des  beweglichen  Coordinatensystems  gegen  das  feste  durch  den 
Winkel  A,  welchen  die  positiven  Axen  der  x,  §  mit  einander  einschliessen, 
sodass  also 

cos  A  sin  A  I 

so  bestehen  zwischen  den  Coordinaten  .r,  y  eines  Punktes  der  festen 
Ebene  und  denen  |,  i]  des  mit  ihm  in  einer  speziellen  Lage  des  Systems 
zusammenfallenden  Punktes  die  Gleichungen: 

•v  =  h  ix„  +  a>)  +  I  r,,s  X~~n  sin  A 

V  =  i  (//„  +  Vp)  4-  £        *  +  V  <""* 
Bedeuten  nun  .r,  y  die  Coordinaten  des  Momentancentrums  C,  so 
sind  £,  1)  die  Coordinaten  des  mit  ihm  zusammenfallenden  Sy.stempunk- 
tes  .T  und  müssen  .r,  y  den  Gleichungen  der  Normalen  an  («),  {ß)  in 
den  Punkten  A,  B  geniigen,  nämlich 

(.r-  .rj  afi'  +  (»/  —  //„)  .'/„'      0  ^ 

U*~        -V  +  (>/-  Ufi)  Up  - 
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worin  die  Accente  Differentiationen  nach  fa,  /  resp.  bedeuten.  Mit  Hülfe 
der  Gleichung  (1)  kann  eine  von  den  Grössen  /  ,  / ,  eliminirt  werden, 
sodass  von  (3)  und  (4)  durch  Entfernung  von  |,  t]  noch  zwei  Gleichungen 
übrig  bleiben,  welche  die  Coordinaten  des  Momentancentrums  durch  die 
andere  dieser  Grössen  darstellen.  Eliminirt  man  auch  diese  noch,  so 
bleibt  eine  Gleichung  für  den  Ort  (C).  Um  die  Gleichung  der  Curve 
(F)  zu  finden,  hat  man  statt  |,  ij  nur  a\  y  zu  eliminiren.  —  Bedeuten 
|,  »/  die  Coordinaten  eines  bestimmten  Systempunktes,  so  sind  ,r,  y  Coor- 
dinaten der  Punkte  seiner  Bahn}  die  Gleichung  dieser  erhält  man  aus 
(3)  (ohue  (4)  zu  Hülfe  zu  nehmen)  durch  Elimination  der  Grundvariabein. 

§.  5.  "Wir  müssen  noch  eines  merkwürdigen  Dualismus  gedenken, 
welchen  die  Erzeugung  der  Curven  durch  Bewegung  eines  ebenen  Sy- 
stems in  einer  festen  Ebene  darbietet.  Während  das  System  sich  bewegt, 
d.  h.  also  während  die  Curve  (T)  über  die  Curve  (C)  hinrollt,  beschreibe 
der  Systempunkt  D,  d.  h.  ein  .Punkt,  welcher  im  beweglichen  System 
fest  ist,  seine  Curve.  Vertauscht  man  nun  die  Curven  (C)  und  (lr)  und 
lässt  die  Curve  (C)  auf  der  festgedachten  Curve  (/')  im  umgekehrten 
Sinne  rollen,  so  beschreibt  der  Punkt  D  auf  der  jetzt  beweglich  ge- 
dachten Ebene  der  Curve  (C)  dieselbe  Curve,  wie  vorher.  Um  dies 
einzusehen,  bedenke  man,  dass  die  Bewegung  des  beweglichen  Systems 
in  der  festen  Ebene  nicht  im  mindesten  alterirt  wird  und  jeder  Punkt 
nach  wie  vor  seine  Bahn  beschreibt,  wenn  man  beiden  eine  gemein- 
same Bewegung  ertheilt.  Nun  ertheile  man  beiden  in  jeder  Lage  eine 
Rotation  um  den  jedesmaligen  Punkt  F  gleich  und  entgegengesetzt  der 
vorigen  Rotation  um  das  Momentancentrum  ;  dann  wird  das  früher  be- 
wegliche System  zur  Ruhe  kommen,  dagegen  die  früher  ruhende  Ebene 
sich  bewegen  und  zwar  so,  dass  die  Curve  (6'j  in  ihr  auf  der  Curve 
(JH)  des  jetzt  ruhenden  Systems  im  umgekehrten  Sinne  rollt.  Hiebei 
beschreibt  also  der  Punkt  D  in  der  jetzt  beweglichen  Ebene  dieselbe 
Curve,  wie  früher  in  der  ruhenden.  Man  sieht  hieraus,  dass  man  jede 
Curve  auf  eine  doppelte  Art  erzeugen  kann.  Man  hat  von  dieser  dop- 
pelten Erzeugung  vielfach  Nutzen  gezogen ;  so  z.  B.  bei  dem  Mechanis- 
mus der  Drehbank,  wovon  später  die  Rede  sein  wird.  (Vgl.  Chasles 
Apercu  bist,  in  der  deutsch.  Uebers.  v.  Sohnkc,  S.  417).  Die  Curven 
(6')  und  (/")  hängen  ab  von  der  Art,  wie  die  Bewegung  des  Systems 
bestimmt  wird;  vertauschen  sio  nun  ihre  Rollen,  so  wird  die  Bewegung 
der  vorher  festen  Ebene  in  einer  Weise  bestimmt  werden,  welche  aus 
den  Bestimmungselementen  der  ursprünglichen  Bewegung  durch  gewisse 
Vertanschungen  hervorgeht.  Wenn  z.  B.  wie  oben  das  System  sich  so 
bewegt,  dass  zwei  Punkte  desselben  auf  zwei  festen  Curven  bleiben,  so 
wird  nachher  das  bewegliche  System  eine  Bewegung  haben,  bei  wel- 
cher zwei  Curven  desselben  durch  zwei  feste  Punkte  hindurchgehen 
und  ähnlich  in  andern  Fällen.    In  diesem  Umtausch  der  bestimmenden 

3* 


Digitized  by  Google 


30 


Elliptische  Hypocycloidenbcwegung. 


III.  Cap 


Elemente  der  Bewegung  beruht  das,  was  als  Dualismus  bezeichnet 
wurde. 

§.  6.  Als  erstes  Beispiel  für  die  bis  jetzt  behandelten  Lehren 
dieses  Capitels  wählen  wir  die  elliptische  Hy  po cyclo  iden  - 
b  e  w  e  g  u  n  g. 

Ein  ebenes  unveränderliches  System  bewegt  sich  in 
seiner  Ebene  so,  dass  zwei  seiner  Punkte,  A  und  B  (Fig.  12) 

fortwährend  auf  zwei  festen  zu 
einander  rechtwinkligen  Ge- 
raden («),  (ß)  bleiben,  man  soll 
finden:  1.  das  Momentane  en- 
trinn C  für  eine  beliebige  Lage 
des  Systems,  sowie  den  Ort  {(') 
aller  Momen  tau  contra,  2.  den 
Ort*(/')  aller  System  punkte  1\ 
welche  na c h  einander  mit  d  e  n 
M  o  m  e  n  t  a  n  c  e  n  t  r  i  s  C  z  u  s  a  m  m  e  n  - 
treffen,  endlich  .H.  die  Bahn 
eines  beliebigen  Syst  emp unk - 
tes  T)  nebst  der  Tangente  oder  Normalen  derselben  in  einem 
beliebigen  ihrer  Punkte. 

1.  Das  Momentauccntrum  V  ist  der  Durchschnitt  C  der  in  den  Punkten  A,  Ii 
auf  ihre  Hahnen  (a),  (ß)  errichteten  Normalen  AC,  BC.  Da  in  dem  Kechteek 
OABC  die  Diagonale  OCy  welche  dies  Centrum  mit  dem  iSchnittpunktc  der  festen 
Geraden  verbindet,  constant,  nämlich  gleich  Ali  ist,  so  ist  der  Ort  (C)  aller  Mo- 
mentancentra  ein  tun  0  mit  AB  als  Radius  beschriebener  Kreis. 

2.  Da  alle  Dreiecke  AUF,  welche  im  beweglichen  System  Uber  A  Ii  als 
Grundlinie  mit  den  verschiedenen  Punkten  F,  welche  mit  den  Momcntnncentris  (' 
zusammentreffen,  als  Spitzen  gebildet  werden  können,  bei  r  rechtwinklig  sind,  .«o 
ist  der  Ort  (Tj  ein  über  AB  als  Durchmesser  beschriebener  Kreis.  Dieser  Kreis 
geht  während  der  Bewegung  fortwährend  durch  O  hindurch  und  berührt  den  Kreis 
der  Momentancentra  so,  dass  beide  auf  dieselbe  Seite  der  gemeinschaftlichen 
Tangente  fallen.  Die  Bewegung  des  Systems  kann  daher  ebensogut  durch  das 
Köllen  eines  Kreises  auf  der  Innenseite  eines  andern  Kreises  von  doppelt  so 
grossem  Halbmesser  deilnirt  werden,  als  durch  die  Bewegung  der  beiden  System- 
punkte A ,  ß  auf  den  festen  Geraden  (a),  (ß)\  daher  der  Name  „Hypocycloiden- 
bewegung".  Die  Bewegung  ist  eine  periodische  und  kehren  dieselben  Lagen  des 
Systems  nach  zwei  vollen  Umläufen  des  rollenden  Kreises  wieder;  sie  kann  in 
beiderlei  Sinne  erfolgen,  im  Sinne  der  Uhrzeigerbewegung  und  im  umgekehrten. 

3.  Um  die  Bahn  eines  beliebigen  Systernpunktes  Ü  (Fig.  13)  zu  linden,  bestim- 
men wir  zunächst  die  üussersten  Lagen,  welche  derselbe  während  der  Bewegung 
erreicht.  Der  Punkt  Dy  der  Mittelpunkt  0  des  festen  und  der  Mittelpunkt  0'  des 
rollenden  Kreises  kommen  während  einer  vollen  Periode  der  Pewegung  viermal 
in  gerade  Linie  zu  liegen,  zweimal  so,  dass  D  ausserhalb  der  Strecke  00'  zwischen 
O  und  der  Peripherie  dos  festen  Kreises  sieh  befindet  und  zweimal  so,  dass  er 
zwischen  0  und  0'  liegt.  Diese  Lagen  folgen  abwechselnd  auf  einander  und  treten 
je  nach  einer  halben  Umdrehung  des  rollenden  Kreises  ein,   liegen  mithin  paar- 


Digitized  by  Googl 


III.  Cap. 


Elliptische  llypoeycloidenbewcguiig. 


37 


Fi*.  IX 


weise  sich  diametral  gegenüber.  In  den  beiden  ersten  Lagen  E,  E"  wird  die  Entfer- 
nung OD  ein  Maximum,  in  den  beiden  letzten  F,  F*  ein  Minimum.  Bezeichnet  a  die 
Länge  AH,  den  Durchmesser  des  rol- 
lenden Kreises,  und  D  die  Entfernung 
OD  des  beschreibenden  Punktes  von 
seinem  Mittelpunkt,  so  ist  \  a  -j-  rl  das 
Maximum,  Ja —  (/  das  Minimum  der 
Entfernung.  Ziehen  wir  jetzt  die  bei 
den  zu  einander  senkrechten  Geraden 
EE",  Fi-"  und  beschreiben  wir  aus  0 
mit  den  Radien  \a  —  <i,  }  ^«-f-rfdrei 
feste  Kreise ,  sowie  aus  0'  mit  dor 
Entferuung  d  einen  vierten  beweg- 
lichen. Eine  beliebige  Lage  des  rul- 
lenden Kreises  sei  durch  den  Winkel 
COE—  xf}  charakterisirt,  welchen  die 
Verbindungslinie  OC  des  festen  Mittel- 
punktes und  des  Momeutancentrums  mit 
OE  bildet ;  diese  Gerade  schneide  die 
drei  ersten  Kreise  in  K,  0',  L.  Ist 
nun  Cn  das  Momeutancentrum  für  die 

Lage  tp~0  und  ro  der  Punkt  des  rollenden  Kreises,  welcher  in  dieser  Lage  mit 
C0  zusammenfiel,  während  in  der  Lage  —  if>  der  Punkt  T  in  das  Momentan- 
ccutrum  C  eingetreten  ist,  so  sind  die  Bogen  r„  Fund  (.'t)C,  von  dejicn  der  erstere 
sich  während  der  Bewegung  auf  dem  letzteren  abgewickelt  hat,  einander  gleich. 
Da  sie  aber  zwei  Kreisen  angehören,  deren  Halbmesser  im  Verhältnisse  1  :  2 
stehen,  so  ist  der  dem  ersteren  zugehörige  Ccntriwinkel  das  Doppelte  des  dem 
letzteren  zugehörigen,  d.  h.  es  ist  CO'  F0  —  2tp.  Aus  dem  gleichschenkligen 
Dreiecke  DO' K  folgt  daher,  dass  die  Gerade  KD  parallel  OE,  wozu  man  weiter 

hinzufügen  kann,  dass  LD  parallel  OF,  indem  <^r  A"  D  L  -  * .  Mau  erkeunt  hier- 
aus, dass  der  Ort  des  Systempunktes  D  übereinkommt  mit  dem  Orte  des  Durch- 
schnitts zweier  zu  zwei  festen  rechtwinkligen  Axen  OE,  OF  paralleler  Geraden 
KD,  LD,  welche  durch  die  Schnittpunkte  K,  L  eines  beweglichen  Strahles  OC 
mit  zwei  um  den  Durchschnitt  der  festen  Axen  beschriebenen  Kreisen  gezogen 
werden.  Der  gesuchte  Ort  des  Punktes  D  ist  daher  eine  Ellipse,  welche  den  Punkt 
0  zum  Mittelpunkt  und  die  Geraden  EE',  FF*  zu  Hauptaxen  hat.  Auch  kann 
man  die  Natur  dor  Bahncurvc  so  erkennen.  Zieht  man  durch  den  beweglichen 
Punkt  D  eine  Parallele  zu  CO,  welche  die  Geraden  EE',  FF*  in  fi  und  ff  schnei- 
det, so  folgt  aus  den  Parallelogrammen  LH  und  KG,  dass  Dff=\a-\-d,  DG  =  \a  —  d 
und  folglich  0/1  =  2  d  =  KL  ist.  Demnach  kommt  der  gesuchte  Ort  ühercin  mit 
dem  Orte  des  Punktes  D  einer  Geraden,  von  welcher  zwei  andere  Puukte  G,  ff 
auf  zwei  festen  Geraden  EE',  FF"  sich  bewegen.  Dieses  ist  aber  dieselbe  Ellipse, 
wie  vorher. 

Da  die  Halbaxen  der  Ellipse  -f-  d  und  ±a  —  d  sind,  so  folgt,  dass  alle 
Punkte  des  beweglichen  Systems,  welche  auf  einem  Kreise  um  O'  liegen,  con- 
grueuto  Ellipsen  beschreiben,  welche  sich  blos  durch  die  Lage  ihrer  Hauptaxen 
unterscheiden.  Wird  der  Radius  d  dieses  Kreises  Null,  so  erhält  man  den  Kreis, 
welchen  O'  beschreibt.  Für  d^\a,  d.  h.  für  Punkte  auf  dem  Umfang  des  rollen- 
den Kreises  wird  die  kleine  Axo  der  Ellipse  Null,  die  grosse  gleich  dem  Durch- 
messer des  festen  Kreises.  Alle  Punkte  dieses  Umfangen  beschreiben  daher  gerade 
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Strecken.  Demi  ila  da«  Dreieck  00Ta  gleichschenklig  ist  und  an  seiner  Basis 
Winkel  gleich  t/>  besitzen  muss,  weil  der  Ausaonwinkcl  2  ip  ist,  so  folgt,  dass  der 
Punkt  T0  für  jede  Lage  des  .Systems  sich  auf  KF'  befinden  muss.  Auch  kann  die 
geradlinige  Beschaffenheit  der  Mahn  dieser  Punkte  unmittelbar  auf  folgende  Art 
erkannt  werden.  Denkt  mau  sich  nämlich  die  Lage  des  .Systems,  bei  welcher  A 
mit  dem  Punkte  0  zusammenfällt  (Fig.  14,  a,  b.),  also  das  Dreieck  AM)  die  Lage 

hj.  1  l  b. 


H 


0 

1  V 


■i 


Aßtni  hat,  so  nrnss.  da  Winkel  IIA.H-  Winkel  HAI),  die  (ierade  O  />,  durch 
O  hindurchgehen,  d.  h.  der  Punkt  I)  muss  für  jede  Lage  des  Systems  auf  dem 
Strale  ÜDt  oder  seiner  Kückverlängerung  Hegen. 

Um  die  Lage  der  Hauptaxen  der  von  einem  bestimmten  Systempuukte  be- 
schriebenen Ellipse  zu  bestimmen,  sei  (Fig.  12)  fi  der  Winkel  1)0' A  im  System, 
den  die  Verbindungslinien  <)' I)  des  beschreibenden  Punktes  und  des  Mittelpunktes 
des  beweglichen  Kreises  wie  der  Geraden  Ii A  bildet,  deren  Kndpunkte  auf  den 
festen  Geraden  '(«),  (ß)  sich  bewegen.  Die  Lage  der  grossen  Axe  ist  nun  die- 
jenige, für  welche  l)  in  den  Punkt  E  (siehe  Fig.  Iii)  eintritt;  daher  muss  der 
Winkel  tK,  den  die  grosse  Axe  mit  («)  bildet,  die  Hälfte  von  jtt  sein.  Mau  sieht 
hieraus,  dass  alle  Punkte  einer  (Jeraden  des  Systems,  welche  durch  ()'  geht, 
Ellipsen  beschreiben,  deren  Ilauptaxeu  in  dieselben  Richtungen  der  festen  Ebenen 
fallen.  Für  (i  —  O  erhält  man  die  Gerade  Aß  selbst;  für  ihre  Punkte  wird  »  —  o; 
alle  ihre  Punkte  beschreiben  daher  Ellipsen,  deren  H.iuptaxenriehtungen  in  («) 
und  iß)  liegen.  Das  Quadrat  der  halben  Exceutricität  <•  dieser  Ellipsen  ist 
<■•*  —  ( \  a  -4-  —  {  ^  a  d)2  -  2  a  d,  es  ist  also  diese  Grosse  das  geometrische 
Mittel  zwischen  dem  Durchmesser  2«  des  festen  Kreises  und  dem  Abstände  d  des 
beschriebenen  Punktes  von  dem  Mittelpunkt  des  rollenden  Kreises. 

4.  Um  die  Hahn  eines  Systempunktes  O  ana- 
lytisch zu  bestimmen,  seieu  £,  rj  (Fig.  15)  seine 
Coordinaten  in  Bezug  auf  ein  dem  System  ange- 
höriges  rechtwinkliges  Coordiuntensystem,  dessen 
Axe  der  £  in  die  Gerade  fi  A  fällt  und  dessen 
Ursprung  der  Mittelpunkt  derselben  ist.  Ferner 
seien  x,  y  die  Coordinaten  desselben  Punktes  in 
Bezug  auf  das  Coordinatcnsystem  der  festen  Ebene, 
dessen  x-  und  y-Axe  in  die  Geraden  («)  und  (ß) 
fallen.  Während  der  Bewegung  des  Systems 
bleiben  also  §,  rj  constaut,  dagegen  sind  .v,  y  die 
variabeln  Coordinaten  eines  Punktes  der  Hahn, 
welche  l)  beschreibt.  Wählt  mau  nun  den  Winkel  // A  O  -  tp  als  unabhängige 
Variable,  welche  die  spezielle  Lage  des  Systems  bestimmt,  so  sind  die  Coordinaten 
des  beweglichen  Ursprungs  .'  a  cos  und  \  a  sin  ip  und  erhält  man  aus  den  Glei- 
chungen des  §.  4  oder  auch  unmittelbar  durch  Projection  des  Dreiecks  O'jtf)  auf 
die  festen  Axcn  die  beiden  Gleichungen: 


Kip.  Ii. 
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x  —      a  +  |)  cos     +  ij  sin 

y=  n    COS  1//  +  —  £)  »>l  t/>. 

Au»  ihnen  folgt,  indem  mau  die  Quadratsumme  von  sin  ip  und  cos  ip  entwickelt  und 
dieselbe  gleich  Eins  »etat,  als  Gleichung  des  gesuchten  Ortes 

Ki  «  —  l)a  +  V2]  *  *  —  2  «  »/  *  y  +  [( J  «i  +  §) '  +  »/  •]  y2  =  J5, 

^/  =  ±  «»  —  (I»  +  rj2)  =  i  «l  —  rf'J. 
Bemerkt  man,  dass  (i  «  —  £)*  -f  17 1  —  Alt'1,  ({  a  +  {)»  +  17*  ~  ///>*  ist,  so 
erhält  man  hierfür  etwas  einfacher,  indem  man  AD~  d,  tili  —  d'  setzt: 

iT2  .r  -  —  2  « tj  xtj  -f-  d'2  y'2  =  ^/'2. 
Dies  ist  die  (ileichung  eitie.s  centralen  Kegelschnittes,  dessen  Mittelpunkt  im  Coor- 
dinatenurspiuug  liegt.   Die  Art  desselben  hängt  von  der  Beschaffenheit  der  Grösse 

/>  =  «*       —  6  '  <T2 
ab.    Nun  stellt  einerseits  arj,  andererseits,  wenn  der  Winkel  ///>//  mit  co  bezeich- 
net wird,   dd'  xi«  w  den  duppelteii  Inhalt  27  des  Dreiecks  Ali!)  dar,  daher  ist 
D  =  —  4V*«*//y  tu,  also  nicht  positiv,  mithin  ist  der  Kegelschnitt  elliptischer 

Natur.    Für  den  Fall  to  —  -  wird  /)  -.-  0,  d.  h.  «n^  dd';  daher  ist  die  linke  Seite 

2 

der  (ilcieliHUg  der  Curve  ein  vollkommenes  Quadrat  und  degenerirt  der  Kegel- 
schnitt in  zwei  zusammenfallende  Gerade  (da?  —  d',y)*=(),  da  in  diesem  Falle 
der  Funkt  I)  auf  dem  rollenden  Kreise  liegt,  also  d  =-=:  4  mithin  _/  —  0  ist. 
Für   17       0   liegt  0  auf  der  Geraden  AB  und   wird   wegen  J*  —  |  «*  — 

—        —  I)  (i  «  +  £)  -~  dd'  die  Gleichung  der  Curve  ^,   -\~       —  1,   sie  selbst 

also  eine  Ellipse,  deren  Hauptaxenrichtungen  in  die  festen  Geraden  fallen.  — 
Für  den  Winkel  &  einer  Hauptaxe  des  Kegelschnitts  mit  der  Axe  der  .r  hat  mun 

lg  '1  oder  da  d*  =  \  «'  -f-  d%  -f-  «</  ro*  fi,  d'*  =  \  a*  -\-d*  —  ad  cos  [i, 

also  dl  —  d'*  =  2  <«/  co«  fi,  sowie  «17  =  ar/  vi«  ,u  wird:  ///  2  d"  =  ty  u,  also  #^^|», 
wie  obcu. 

5.  Wir  wollen  noch  die  Enveloppe  einer  Geraden  des  Systems  suchen.  Ihr 
Abstand  vom  Mittelpunkte  des  beweglichen  Kreises  sei  c  Wir  ziehen  durch  diesen 
Punkt  den  zu  ihr  parallelen  Durehmesser,  dessen  Endpunkte  dem  Obigen  zufolge 
zwei  zu  einander  senkrechte  Gerade  beschreiben.  Nehmen  wir  diese  zu  Coordinaten- 
axeu,  so  wird,  wenn  wieder  ip  den  Neigungswinkel  jenes  Durchmessers  gegen  die 
.r-Axe  bezeichnet,  die  Gleichung  der  beweglichen  Geraden  j-  sin  ip  -f-  y  cos  xp  =--■ 
\  a  sin  2  ip  -\-  e.  Nach  der  Theorie  der  Enveloppen  ist  diese  Gleichung  nach  ip  zu 
differentiiren,  welches  liefert:  .v  cos  ip  —  1/  sin  ip  —  a  cos  2  ip  und  nun  ist  aus  beiden 
der  Winkel  ip  zu  climinireu.  Aus  ihnen  findet  man  mit  Hülfe  einer  leichten  Trans- 
formation .1?  =  a  cos  3  ip  -f-  c  sin  ip,  y  —  a  sin  xp  und  hieraus  die  gesuchte  Gleichung 
der  Enveloppe 


[ 


Für  e  —.  0  erhält  man  als  Enveloppe  des  zur  Geralden  parallelen  Durchmessers 
des  rollenden  Kreises  die  Astrois: 

•>  •>  -i 

x  15  +  y  1 "  =  a  3- 

ü.  Nimmt  man  die  beiden  festen  Geraden  f«)  und  (ß)  nicht  rechtwinklig,  sou- 
dern  schief  zu  einander  an  (Fig.  Iß),  so  lässt  sich  die  Untersuchung  dieses  Falles 
leicht  auf  die  vorhergehende  zurückführen.  Die  Normalen  in  ./  und  //  liefern  wie 
früher  das  Moinentancentrum  (•'.  Da  nun  in  dem  Vierecke  OAHC  die  Summe  der 
Gegenwinkel  n  beträgt,  so  ist  dasselbe  ein  Sehnenvicrcck  und  da  die  Diagonale 
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rechten  Winkeln  gegenüberliegt,  so  ist  sie  ein  Durch- 
messer dieses  Kreises;  dieser  findet  sich  mit  Hülfe  des 
Dreiecks  AOB  und  hat,  wenn  X  den  Winkel  der  Geraden 

A  Ii 

bedeutet,  den  Werth  OC  =         .   Es  ist  mithin  OC  cou- 

sin  l 

»taut  und  folglich  der  Ort  der  Momentancentri  auch  hier 


ein  Kreis  vom  Radius 


sin  X 


Fip.  17. 


wenn  A  B  —  d  gesetzt  wird. 

Da  ferner  der  Winkel  ACH 
=  ic  —  X  constant  ist,  so  ist 
der  Ort  der  Punkte  T  ein  Kreis 
und  zwar  der  obenerwähnte 
dem  Viereck  OA  CD  umschrie- 
bene. Sein  Durchmesser  ist 
wie  früher  gleich  dem  Radius 
des  Kreises  derMoraentancen- 
tra.  Die  Bewegung  besteht 
auch  hier  in  dem  Rollen  des 
kleineren  Kreises  auf  der  In- 
nenseite des  grösseren.  Jeder 
Punkt  auf  dem  Umfang  des 
rollenden  Kreises  beschreibt 
auch  hier  einen  Durchmesser 
des  festen  Kreises,  wie  man 
direkt  mit  Hülfe  derselben 
Construction,  die  oben  ange- 
wandt wurde,  einsieht. 
•  Errichtet  man  auf  OA  die 
Gerade  OB'  senkrecht,  welche 
den  rollenden  Kreis  in  Zf 'trifft, 
so  bewegt  sich  der  Punkt  B' 
des  Systems  auf  dieser  Ge- 
raden; AB'  ist  Durchmesser 
des  rollenden  Kreises,  mithin 
gleich  0  C  und  sieht  man, 
wie  die  vorliegende  Aufgabe 
identisch  mit  der  im  Vor- 
stehenden behandelten  ist. 
Man  kann  irgend  zwoi  Durch- 
messer des  festen  Kreises  als 
die  festen  Geraden  (a),  (ß) 
annehmen. 

7.  Um  die  elliptische  Hy- 
pocyeloidenbeweguug  zu  rea- 
lisiren,  lässt  man  ein  eylin- 
drisches  Zahnrad  im  Innern 
eines  andern  von  doppelter 
Grtisse  laufen,  indem  man  die  Mittelpunkte  beider  durch  eine  Stange  verbiudet 
und  das  bewegliche  mit  Hülfe  einer  Kurbel  dreht. 

7.  Die  Kurbelbeweguug.    (Fig.  17.) 
Ein    ebenes    uti veränderliches  System    bewegt   sich  in 
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seiner  Ebene  so,  d  a  s  s  einer  seiner  Punkte,  A,  auf  einem 
Kreise  (et)  und  ein  anderer,  B ,  auf  einer  durch  dessen  Mit- 
telpunkt gehenden  Geraden  (ß)  fortrückt,  man  soll  die 
Curven  (C)  und  (T),  sowie  die  Bahn  eines  Systempunktes 
D  bestimmen,  welcher  auf  der  Geraden  AB  liegt. 

Das  Momentancentrum  C  ist  der  Schnittpunkt  der  Normalen  OC  de* 
Kreises  und  BC  der  Geraden  in  den  Punkten  B.  Für  den  Mittelpunkt 
O  des  Kreises  als  Pol,  die  Gerado  (ß)  als  Polaraxc,  -^COB  =  OC=g 
erhält  man  aus  dem  Dreieck  AGB,  in  welchem  die  constante  Länge  von 
A  B  mit  a  und  der  Radius  des  Kreises  mit  r  bezeichnet  werden  mögen : 
a  2  =  OH2  +  r2  —  2  r  •  ö//  •  co.v  #  und  folglich  wegen  OB  =  p  cos  9 
als  Polargleichung  der  Curve  (C): 

p  (?  -  2  r)  cos  2d  =  «2  —  r2. 

In  rechtwinkligen  Coordinatcn  x,  //  für  die  Polaraxe  als  Axe  der 
x  und  den  Pol  als  Ursprung  ergiebt  sich  für  dieselbe: 

(*2  +  y2)  l>2  +  r2  —  a2)2  =  4  r2  x4. 
Die  Curve  nimmt  verschiedene  Gestalten  an,  je  nachdem  «  5  r  ist. 

Um  eine  Gleichung  für  die  Curvo  (/')  zu  finden,  nehmen  wir  A  als 
Pol  und  AB  als  Polaraxe  eines  Polarcoordinatensystcms  im  beweglichen 
System  au,  sodass  die  Coordinaten  des  Punktes  r  sind :  .  / 7^  =  p  ,  und 
BAr=&i ;  man  hat  dann  zunächst  OB  •  sin  #  =  «  */w  oder  wegen 
05  =  p  cos  #  und  p  =  p ,  -f-  r  auch  :  (p,  +  r)  sin  &  cos  #  =  «  jrm  Aus 
der  Polargleichung  der  Curve  (£')  zieht  man  aber  (pj  +  r)  (pi  —  r)  cos2& 
=  «2 —  r2  und  hiermit  (p ,  -f-  r)  (p  ,  — r)  sin  2#=  p,2 —  «2,  sodass, 
wenu   mau   das  Produkt  dieser   beiden   letzten  Gleichungen,  nämlich 

(p|  ~f*  r)2  (Pi  —  r)2  s'n  c<>s  2  &  —  ("2  —  r?)  (Qi2  —  <'1)  mit  der  vorigen 
Gleichung  verbindet,  man  als  Polargleichung  der  Curve  (-T)  erhält: 

«2  (P,  —  r)2  s/w  2     =  («2  -  >*2)  (Pi2  — 
In   Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem,  dessen  Ur- 
sprung in  A  und  dessen  .r-Axe  A  B  ist,  lautet  die  Gleichung  dieser 
Curve  : 

4«*(.r2  +y2)  y4  =  r2  [  (.r2  +  y 2) 2  +  a  2  x2]  2. 

Für  die  Bahn  eines  beliebigen  öystempunktes  ZJ  (|,  »/)  sei  die  Mitte 
()'  von  ^  /?  der  Ursprung  des  beweglichen  Coordinateusystems  der  |,  j?, 
A  B  die  Richtung  der  £-Axe  und  werde  der  Winkel  ABO  —  ty  zur  Be- 
stimmung der  individuellen  Lage  des  beweglichen  Systems  verwandt; 
unter  Beibehaltung  des  ursprünglichen  Coordinateusystems  der  x,  y  in 
der  festen  Ebene  sind  dann  die  Coordinaten  von  ü'  gleich  /"  cos  & 
^  a  cos  \  a  sin  worin  au  die  Stelle  von  r  cus  '&  dio  gleichbedeu- 
tende Grösse  f  r- —  «'-'  sin  2ty  tritt,  wie  dies  aus  der  Gleichung  r  sin  & 
=  n  sin  t/>  folgt.    Mit  Hülfe  dieser  Werthe  erhält  man  ähnlich  wie  §.  G: 
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x  =s  \  r'1  —  a2  sin  -  ^  +  (i  «  +  §)  ro*  V  +  "  ^ 

y  —  >/  COS  1f/  +        '*          |)  Sl«  «/>. 

Liegt  clor  Punkt  b  auf  der  Geraden  J  /?,  so  ist  tj  0  und  ist  die 
Elimination  leicht  auszuführen.  Man  erhält  als  Gleichung  für  die  ge- 
suchte Bahn: 

( J  «  -  -  g)  a r      (  .}  „  4-  S)  / ■'(  1  «  -  *  )*  +      +  / ->*  (i  «  -  |)   -  «-*  ,/*. 
Für  §=0,   d.  h.  für  die  Mitte  von  Alt  wird  diese  Gleichung  besonders 
einfach,  nämlich: 

j  «*  +  y-+\-  {  «2  -  V- 
Die  Elimination   des  Winkels  t/j  ist   zwar  iuuner  ausführbar,  doch 
werden  die  Resultate  etwas  ungefügig.    Die  Figur  17  stellt  die  Curven 
((')  und  (i'),  sowie  die  Bahn  des  Mittelpunktes  ü'  von  Ali  dar. 

8.  Ein  ebenes  System  bewegt  sich  so,  dass  zwei  sei- 
ner Punkte  H  auf  den  U  in  fangen  zweier  Kreise  (a),  (ß) 
fortrücken  (Fig.  18),  die  Curven  (('),  (/'),  sowie  die  Bahn  eines 
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Sy  st  e  inj)  im  kt  es  />  zu  bestimmen,  welcher  auf  der  Geraden 
AH  liegt. 

Der  Schnittpunkt  der  Normalen  beider  Kreise  in  i  und  H  liefert 
»las  Momentancentrum  C\  hiernach  erhalt  man  leicht  durch  Zeich- 
nung die  Curve  ((');  ebenso  die  Curve  indem  man  über  AH  als 
Basis  in  irgend  einer  Lage  dieser  Geraden  die  sämmtlichen  Dreiecke 
ACH  constiuirt.  Man  erkennt  leicht,  dass  beide  Curven  von  derselben 
Art  sind.  Die  sämmtlichen  Dreiecke  OCO'  nämlich  haben  dieselbe  Seite 
00'  und  sind  auf  den  Seiten  0(\  O'C  die  Segmento  0  A,  n  H  von  unver- 
änderlicher Länge.  Construirt  man  daher  über  ./  />'  in  irgend  einer  Lage 
alle  Dreiecke  ACH  und  verlängert  die  Seiten  CA,  CH  über  A  und  // 
hinaus  u.i  die  Radien  der  Kreise,  so  liegen  die  Enden  der  Verlänge- 
rungen auf  zwei  Kreisen,  welche  um     und  H  mit  denselben  Radien  be- 
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schrieben  sind  und  haben  diese  Enden  constanten  Abstand  gleich  0  0'. 
Daher  ist  der  Ort  der  Punkte  F  ebenfalls  der  Ort  der  Normalen  zweier 
tun  A,  B  beschriebener  Kreise  in  den  Punkten,  welche  den  constanten 
Abstand  00'  besitzen.  Lässt  man  also  das  einemal  das  ebene  System 
sich  so  bewegon,  dass  die  Endpunkte  der  Geraden  AB  auf  den  beiden  um 
'0,  0'  beschriebenen  Kreisen  laufen,  das  auderemal  so,  dass  die  Enden 
der  Geraden  0  0'  auf  zwei  um  ./  und  B  mit  denselben  Radien  beschrie- 
benen Kreisen  bleiben,  so  vertauschen  die  Curvcn  ((')  und  (F)  ihre 
Rollen,  sodass  das  einemal  (f)  auf  (C),  das  auderemal  (C)  auf  (/')  hin- 
rollt. 

Es  seien  die  Radien  der  beiden  Kreise  («),  (ß)  gleich  r,  r',  ihr  Cen- 
tralabstand  00'  =  o,  der  Abstand  AB  =  a  und  mögen  die  veränderlichen 
Entfernungen  0C}  0' C  des  Momentancentrums  von  den  Mittelpunkten  der 
Kreise  mit  p  und  p'  bezeichnet  werden.  Es  ist  dann  leicht,  eine  Glei- 
chung für  die  Curve  ((J)  in  dem  bipolaren  Coordinatensy.stctn  der  p,  p' 
aufzustellen.  Aus  den  beiden  Dreiecken  ABC  und  Oü'C  erhält  man 
nämlich,  wenn  <t;  OCO'  =  to : 

a*  =z  (p  —  r)2  +  (q  —  r)7  —  2  (p  —  /•)  (p'      r)  cos  to 

6-  =  Q2  -f-  (f'2  —  2  pp'  cos  to 
und    hieraus   weiter  durch   Elimination   von   to  als  Gleichung   für  die 
Curve  (/'): 

[(<.  -  /■)  '  +  (9  -  r)2]  pp'  —  (p  r)  (p'  r)  (o2  +  Q'2  b2)  ^ 
Bezeichnet  man  weiter  Ai1  und  MC  mit  p,  und  p,',  sodass  also  p  =  p,  +  ;•, 
f/  =r  p,'-|-  so  erhält  man  durch  Einführung  von  p,  uud  p,'  an  die  Stelle 
von  p  und  p'  als  Gleichung  der  Curve  (F)  in  Bezug  auf  das  dem  be- 
weglichen System  angehörige  bipolare  Coordinatensystcin  der  p,,  p,': 
[c,2  +  ??]  (*i  +  r)  (p.'-f  r)  -  p,  p',  [(p,  +  r)2  +  (»\  +  /)' -  b2]  =  ^  n\ 
In  rechtwinkligen  Coordinaten  .r,  y  würde  man  hiermit  die  Gleichungen 
für  (C)  und  (F)  leicht  aufstellen  können. 

Zu  der  Gleichung  für  die  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes 
würde  folgende  Betrachtung  führen.  Es  sei  O  der  Ursprung  des  festen 
Coordiuatcnsystems  der  a,  y  und  00'  die  a:-Axe;  ferner  sei  die  Mitte 
von  A  B  der  Ursprung  des  beweglichen  Coordinateusystems  der  £,  >}  und 
AB  die  Axe  der  §;   endlich  seien  A  und  fi  die  Winkel  und  00' B, 

sowie  tj>  der  Winkel,  unter  welchem  AB  gegen  0  0'  geneigt  ist.  Dann 
sind  die  Coordinaten  von  0:  r  cos  k  +  \  «  cos  r  si*//  A  +  \  n  sin  t\> 
und  folglich  nach  den  bekannten  Formeln  für  die  Transformation  der 

* 

Coordinaten : 

x  =    cos  A  -f-  (|  «  -j-  £)  c«s  ^  —  V  s,u  ^ 

y  =  /•       A  -f-  »/  <?os  t/>  +  (4  "  "h  s)  ^> 

wozu  noch  die  folgenden  Gleichungen  hinzutreten: 

r  <ros  A  +  r  cos  -f  a  cos  b 
r  sin  A  —  r  sin  u  -f-  a  sin     —  0. 
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Aus  diesen  vier  Gleichungen  sind  A,  fi  und  zu  eliininiren,  um  die  ge- 
suchte Gleichung  zu  finden.  Die  Bahn  eines  Systempunktes  D,  welcher 
auf  der  Geraden  A  B  liegt,  bildet  eine  Schleife,  welche  symmetrisch  liegt 
gegen  OÖ\  sodass  also  der  Doppelpunkt  in  diese  Gerade  fällt.  Diese 
Curve  geht  in  eine  Lemniscate  über,  wenn  der  beschreibende  Puukt  die 
Mitte  von  A  B  ist,  die  Kreise  sich  rechtwinklig  schneiden  und  die  Länge 
von  AB  gleich  dem  Centralabstande  Off  ist. 

Die  vorliegende  Aufgabe  findet  eine  wichtige  Anwendung  durch  das 
Watt'schc  Parallelogramm.    Zieht  man  nämlich  (Fig.  10)  durch  0'  eine 

Fi^.  i<>.  Parallele  zu  AB,  sowie  durch 

A  und  den  die  Schleifencurve 
beschreibenden  Systempunkt  I) 
-  ^     auf  A  B  Parallelen  A  fr  und  DU 

-J^^'h    -^^,*'  I    zu  O'B,    so   bleibt  GH  wäh- 

rend der  Bewegung  gleich  AD, 
mithin  constant  und  wenn  man 
die  vier  Punkte  A,  G,  ff,  D  zu 
einem  Parallelogramm  verbind  et, 
dessen  Seiten  um  seine  Ecken  drehbar  sind,  so  bedarf  man  blos  noch  der 
unveränderlichen  Geraden  O A  und  O'fJ,  um  mit  Uinweglassung  aller  übrigen 
Figurtheile  den  Punkt  D  zu  nöthigfcn,  die  Schleifencurve  zu  beschreiben. 
In  der  Nähe  des  Doppelpunktes  ist  die  Schleife,  wenn  die  Dimensionen 
des  Apparates  zweckmässig  gewählt  werden,  innerhalb  gewisser  Grenzen 
nahezu  geradlinig;  dieser  Umstand  ist  der  Grund  für  die  praktische  An- 
wendbarkeit. Zieht  man  noch  O'D,  so  besteht  für  die  Lage  des  Schnitt- 
punktes A' dieser  Geraden  mit  AG  die  Proportion  0' K  :  O  D  =  BA:  BD  und 
ist  folglich  das  Verhältniss  ff  K  :  O'D  constant.  Daher  beschreibt  der 
Punkt  K  eine  der  Schleifenlinie  des  Punktes  D  ähnliche  Curve  und  kann 
also  der  Punkt  K  ähnlichen  Zwecken  dienen,  wie  der  Punkt  D. 

Die  hier  behandelte  Aufgabe  ist  eine  Verallgemeinerung  der  Auf- 
gabe des  §.  7;  sie  geht  in  jene  über,  wenn  der  Kreis  um  0'  in  eine 
durch  den  Punkt  0  gehende  Gerade  übergeht,  indem  r  =  oo  wird. 

§.  0.  Bisher  haben  wir  immer  angenommen,  dass  die  Bewegung 
des  Systems  in  der  Ebeno  dadureh  definirt  sei,  dass  zwei  seiner  Punkte 
sich  auf  zwei  gegebenen  Curvcn  bewegen.  Die  Bewegung  kann  aber 
noch  auf  mannigfache  andere  Weisen  detinirt  werden;  so  z.  B.  dadurch, 
dass  eine  bestimmte  Curve  des  Systems  während  der  Bewegung  fort- 
während zwei  gegebene  Curvcn  berührt.  Von  dem  Zustandekommen 
einer  solchen  Bewegung  gewinnt  man  auf  folgende  Weise  eine  deutliche 
Vorstellung.  Man  bringe  die  bewegliche  Curve  mit  der  ersten  festen 
Curve  zur  Berührung  und  lasse  sie  berührend  längs  derselben  so  lange 
hingleiten,  bis  sie  in  eine  Lage  gelaugt,  in  welcher  sie  auch  die  zweite 
berührt;   hierauf  drehe  man  sie  unendlich  wenig  um  den  Bcrührungs- 
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punkt  mit  der  ersten,  sodass  sie  mit  einem  unendlich  nahen  Punkte  zur 
Berührung  kommt  und  lasse  sie  wiederum  längs  der  ersten  gleiten  (es 
wird*  dies  jetzt  nur  Mini  eine  unendlich  kleine  Strecke  erforderlich  sein), 
bis  sie  die  zweite  Curve  von  neuem  berührt  u.  s.  f.  Es  entspringt  hier- 
'  aus  die  sehr  allgemeine  Aufgabe: 

Ein  ebenes  System  bewegt  sich  in  seiner  Ebene  so,  dass 
eine  gegebene  Curve  desselben  fortwährend  zwei  feste 
Curven  berührt,  man  soll  die  Curve  (C)  der  Momentancen- 
tra,  die  zugehörige  Curve  ( T)  und  die  Dahn  eines  belie- 
bigen Systempunktes,  sowie  die  Tangentenconstruction  der 
letzteren  finden. 

Da  während  der  Elementarbewegung  des  Systems  die  beiden  Be- 
rührungspunkte in  den  gemeinschaftlichen  Tangenten  unendlich  wenig 
fortrücken,  so  folgt,  dass  das  dieser  entsprechende  Momentancentrum  der 
Durchschnitt  der  Normalen  in  den  Berührungspunkten  ist  und  dass  man 
also  die  Normalen  der  Bahnen  der  Systempunkte  findet,  indem  man  dies 
Centrum  mit  den  Systempunkten  durch  Gerade  verbindet.  Die  Curve 
(/')  ergibt  sich,  indem  man  in  den  verschiedenen  Paaren  von  Berüh 
rungspunkten  der  beweglichen  Curve  mit  den  beiden  festen  die  Nor- 
malen der  beweglichen  Curve  zum  Durchschnitt  bringt. 

Was  die  Bahn  eines  Systempunktcs  betrifft,  so  kann  dieselbe  auf 
folgende  Weise  analytisch  dargestellt  werden  (Vergl.  Magnus,  Sammlung 
von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus  der  analytischen  Geometrie,  Bd.  I, 
S.  176).  Es  seien  in  Bezug  auf  ein  festes  Coordinatensystem  der  x,  y 
die  Gleichungen  der  festen  Curven 

(1)    <p(.r,  y)  =  0;     (2)    *(*,Äf)  =  0 

und  die  Gleichung  der  beweglichen  Curve  in  Bezug  auf  ein  dem  beweg- 
liehen System  angehöriges  Coordinatensystem  der  §,  y : 

(3)    F&     =  0. 

Sind  nun  für  irgend  eine  Lage  der  beweglichen  Curve  «,  b  und  ^  die 
Coordinatcn  des  Ursprungs  der  £,  tj  und  der  Neigungswinkel  der  Axe 
der  £  gegen  die  Axe  der  .r,  so  hat  man  nach  der  Theorie  der  Coordi- 
natentransformation  : 

x  =  <t  +  £  cos     —  tj  sin  i/> 
//  =  b  +  1)  cos     +  £  s*n 

und  indem  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  |,  q  entwickelt  und  in 
die  Gleichung  (3)  einführt,  erhält  man : 

(4)  F  {  \{x  —  a)  cos if  +  {y  —  //)  sin  ti>],  [(//  -  b)  costy  —  (x  —  u)  sint^J  }  =  0 

als  die  Gleichung  der  bewegliehen  Curve  in  Bezug  auf  die  Axen  der  .r, 
y  für  irgend  eine  durch  die  speziellen  Werth»  «,  b,  t/>  charakterisirte 
Lage.     Nun  soll  diese  Curve  die  Curve  (!)  berühren.    Sind  also  x,  y 
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die  Coordinaten  des  gemeinsamen  Berührungspunktes,  so  müssen  x\  y 
den  Gleichungen  (1)  und  (4),  sowie  ihren  ersten  Differentialgleichungen 
genügen.  Dadurch  erhält  man  vier  Gleichungen  uud  aus  diesen  durch 
Elimination  von  x\  y  eine  Relation  zwischen  «,  b,  t/>.  In  ähnlicher 
Weise  erhält  man  vermöge  der  Bedingung,  dass  die  bewegliche  Curve 
die  Curve  (2)  berühren  soll,  eine  zweite  Relation  zwischen  denselben 
Grössen. 

Bezeichnen  von  jetzt  an  x,  y  die  Coordinaten  irgend  eines  System 
punktes  |,  i\  in  der  durch  «,  i>,  if)  charakterisirten  Lage  des  Systems,  so 
bestehen  zwischen  diesen  vier  Grössen  wiederum  die  Gleichungen 

x  =  a  +  £  cos     —  tj  sin 
y  =b  +  n  cos     +  %  sin  y 
und  indem  man  jetzt  aus  diesen  die  Grössen  «,  6,  y  mit  Hülfe  der  vor- 
hin erwähnten  Relationen  eliminirt,  ergibt  sich  die  gesuchte  Gleichung 
der  Bahn  des  Systempunktes  (|, 

In  der  vorstehenden  allgemeinen  Aufgabe  sind  eine  Menge  von 
Einzelaufgaben  enthalten,  welche  daraus  hervorgehen,  wenn  man  die 
festen  Curvcn  oder  die  bewegliche  Curve  oder  beide  zugleich  spezialisirt 
und  die  Degenerationsfälle  mit  berücksichtigt.  Lassen  wir  zunächst  die 
bewegliche  Curve  allgemein  und  spezialisiren  die  festen.  Wenn  die  eine 
von  diesen  sich  auf  einon  Punkt  reducirt,  so  erhält  man  die  Bewegung 
eines  Systems,  bei  welcher  die  bewegliche  Curve  eine  feste  Curve  be- 
rührt und  fortwährend  durch  einen  festen  Punkt  hindurchgezogen  wird; 
reduciren  sich  beide  Curvcn  auf  Punkte,  so  entsteht  die  Bewegung,  bei 
welcher  eine  Curve  des  beweglichen  Systems  fortwährend  durch  zwei 
feste  Punkte  hindurchgeschoben  wird;  reducirt  sich  nur  eine  der  festen 
Curven  auf  einen  Punkt,  welcher  aber  auf  der  andern  liegt,  so  berührt 
die  bewegliche  Curve  eine  feste  Curve  immer  in  demselben  Punkt  und 
schiebt  sich  durch  den  Berührungspunkt  hindurch.  Werden  die  beiden 
festen  Curven  congruent  und  fallen  in  eine  zusammen,  so  fallen  auch 
ihre  Berührungspunkte  mit  der  beweglichen  zusammen,  dann  berührt  die 
bewegliche  diese  feste  so,  dass  das  Gleiten  au  derselben  ausgeschlossen 
ist  und  sie  auf  ihr  hinrollt;  dann  ist  die  feste  der  Ort  der  Momentan- 
ceutra  selbst  und  die  bewegliche  die  Curve  (/').  Dies  liefert  zugleich 
eine  etenso  einfache  Construction  für  die  Curve  (T)  wie  für  die 
Curve  (C). 

Mit  diesen  mannigfachen  Specialisirungen  der  festen  Curven  können 
sich  Spczialishungen  der  beweglichen  combiniren.  Diese  kann  sich  z.  B. 
auf  zwei  Punkte  reduciren,  oder  auf  eine  Gerade  und  einen  Punkt,  oder 
eine  Curve  und  einen  Punkt  oder  sie  kann  in  zwei  Gerade  zerfallen 
u.  dgl.  m.  Diese  Ucbersicht  soll  nur  die  Reichhaltigkeit  des  hier  vor- 
liegenden Stoffes  andeuten;  einige  Einzelheiten  wollen  wir  jetzt  noch 
besprechen. 
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§.  10.  Ein  ebenes  System  bewegt  sich  so,  dass  eine  sei- 
ner Geraden  fortwährend  durch  einen  festen  Punkt  geht 
und  ein  Punkt  auf  ihr  längs  einer  festen  Geraden  fortrückt; 
man  soll  die  Curven  (C),  (P)  und  die  Ii  ahn  eines  System- 
punkte»  bestimmen  (Conehoidenbewegung). 

Von  den  beiden  festen  Curven  des  vorigen  §.  hat  sich  die  eine  auf  eine 
Gerade  g  (Fig.  20),  die  andere  auf  einen  Punkt  0  reducirt,  den  man  als  einen 
verschwindenden  Kreiß  ansehen  kann ;  die  bewegliche  Curve,  welche  beide 
berührt,  zerfällt  in  eine  Gerade 
und  einen  auf  irjr  liegenden 
Punkt  Z?,  der  gleichfalls  als 
unendlichkleiner  Kreis  gelten 
kann.  Die  Normalen  auf  g  in 
B  und  auf  die  bewegliche  Ge- 
rade in  0  liefern  das  Momentan- 
centrnm  C;  indem  man  im  System 
über  der  beweglichen  Geraden 
in  irgend  einer  ihrer  Lagen, 
z.  B.  in  der  zu  g  senkrechten 
Lage  0B0  Dreiecke  B0TB  con- 
gruent  den  Dreiecken  BCO  con- 
struirt,  erhält  man  die  Punkte 
r.  Die  Curve  (C)  ist  eine  Pa- 
rabel. Sind  nämlich  2?0  0  und  eine  Parallele  zu  g  durch  0  gelegt,  die 
Axen  der  .r,  y  eines  festen  Coordinatcnsystems  und  ist  =  BOB0  der 
veränderliche  Winkel,  welcher  die  Lage  der  beweglichen  Geraden  cha- 
rakterisirt,  so  erhält  man  für  die  Coordinaten  xy  y  des  Punktes  C  aus 
den  Dreiecken  O7?0J5und  OCP,  wenn  0  und  g  den  Abstand  «  besitzen, 
y  =  a  •  ig  x  —  y  •  tgty,  mithin  yl  =  ax.  Brennpunkt  und  Directrix  der 
Parabel  stehen  von  0  um  \a  ab.    Für  die  Curve  (T)  sei  B0D=  B0  =  x 


und  DT  —  OC  =  y}  dann  ist  x  = 


fi 


(i 


ig      und  folglich 


cos  a//  '  "  cos 

wird  die  Gleichung  dieser  Curve:  a2  (x2  -f  yv)  =  .r',  oder  in  Polarcoor- 
dinaten  für  B0  als  Pol  und  B()0  als  Polaraxe  pro.v2{>  =  «.  Man  erhält 
daher  Punkte  der  Curve  (i'),  indem  man  in  //,  dem  Schnittpunkte  der 
Richtung  des  Radiusvectors  mit  der  Scheiteltangeute  der  Parabel  ein  Per- 
pendikel HK  auf  die  Richtung  des  Radiusvectors  errichtet,  iudem  B0A'=q 
wird. 

Um  die  Bahn  eines  Systempnnktes  zn  bestimmen,  sei  7?0  der  Ur- 
sprung des  festen  Coordinatcnsystems  der  .t,  y,  0Bn  die  positive  Rich- 
tung der  .r-Axe,  die  Gerade  g  die  y-Axe,  B  der  Ursprung  des  beweg- 
lichen Systems  der  §,  %  OB  die  positive  Richtung  der  |;  dann  sind  die 
Coordinaten  des  beweglichen  Ursprungs  x  =  0,  y  =  a  Ig     und  mithin 
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geht  die  Gleichung  der  Bahn  des  Systempunktes  durch  Elimination  von 
aus  den  Gleichungen: 

v     x  =  5  cos  ip  —  i]  sin 

y  =  a  Uj     -f-  i]  cos      -|-  £  sin  i/j 

hervor.  Für  r\  =  0,  d.  h.  für  die  Punkte  der  beweglichen  Geraden  er- 
hält man  die  Oonchoiden  des  Nicomedcs,  nämlich 

§.  11.  Die  Bewegung  eines  ebenen  Systems  sei  dadurch 
bestimmt,  dass  eine  Gerade  desselben  fortwährend  durch 
einen  festen  Punkt  A  geht,  während  eine  audere  zu  ihr 
senkrechte  Gerade  des  Systems  einen  festen  Kreis  berührt, 
dessen  Mittelpunkt  B  nicht  mit  A  zusammenfällt. 

Es  leuchtet  ein,  dass  der  Kreis  hiebei  nichts  Wesentliches  ist.  Denn 
da  die  Tangente  des  Kreises  immer  constanten  Abstand  vom  Mittel- 
punkte hat,  so  kann  eine  Linie  des  Systems  mit  ihr  parallel  gezogen 
werden,  welche  in  allen  Lagen  des  Systems  durch  den  Mittelpunkt  hin- 
durchgeht. Demnach  kommt  die  Bedingung  der  Bewegung  des  Systems 
darauf  hinaus,  dass  zwei  zu  einander  senkrechte  Gerade  des  Systems 
durch  zwei  feste  Punkte  A  und  B  hindurchgehen. 

Da  die  Punkte  Ay  B  als  verschwindende  Kreise  angesehen  werden 
können,  welche  von  den  beiden  beweglichen  Geraden  berührt  werden, 
so  folgt,  dass  der  Schnittpunkt,  der  in  A  und  B  auf  sie  errichteten  Nor- 
malen das  Momentancentrum  C  und  ein  Kreis  über  AB  als  Durchmesser 
den  Ort  des  Momentancentra  darstellt.  Ist  ferner  der  Schnittpunkt 
der  beweglichen  Geraden,  so  bleibt  in  dem  Rechtecke  AO'BC  die  Diago- 
nale 0'C^=A7i  cönstant.  daher  liegen  die  Punkte  r  des  Systems  von 
dem  Systempunkte  O'  alle  um  die  Strecke  AB  ab  und  bilden  also  einen  um 
O'  als  Mittelpunkt  mit  A  B  als  Halbmesser  beschriebenen  Kreis.  Dem- 
nach kann  die  vorliegende  Bewegung  auch  definirt  werden  durch  das 
Rollen  eines  Kreises  auf  einem  andern  von  halb  so  grossem  Durch- 
messer, wenn  sie  so  erfolgt,  dass  beide  Kreise  immer  auf  derselben  Seite 
der  gemeinschaftlichen  Tangente  liegen. 

Vergleicht  man  die  vorliegende  Bewegung  mit  der  im  §.  (5.  behan- 
delten ,  so  zeigt  sich  der  5.  erwähnte  Dualismus  zwischen  beiden, 
welcher  darin  besteht,  dass  die  Curven  (C)  und  (/')  ihre  Rollen  ver- 
tauschen und  sich  noch  insbesondere  in  den  die  Bewegung  deüniienden 
Bedingungen  dahin  ausspricht,  dass  in  derselben  Punkt  und  Gera»Ie  mit 
einander  verwechselt  sind.  Ans  §.  5.  folgt,  dass  ein  Punkt  der  festen 
Ebene  in  dem  beweglichen  System  eine  Ellipse  beschreibt,  dieselbe, 
welche  in  der  dualen  Bewegung  ein  Systempunkt  in  der  festen  Ebene 
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beschreibt.  Um  den  Dualismus  auch  in  den  analytischen  Ausdrücken  zu  er- 
kennen, sei  A  (Fig.  21.)  der  Ursprung  2, 
und  AB  die  ar-Axe  des  festen,  0' 
der  Ursprung  des  beweglichen  Coor- 
dinatensystems,  dessen  £-  und  q-Axen 
mit  den  beiden  durch  A  und  B  gehen- 
den Geraden  zusammenfallen  mögen. 
Ist  O'AB  —  y,  AB  =  a,  so  be- 
stehen für  ein  Paar  zusammenfallende 
Punkte  (a\  y)  und  (£,  t/)  der  festen 
Ebene  und  des  beweglichen  Sy- 
stems die  Gleichungen: 

l  —  (j:  —  a)  i/>  -f-  y  sin  ip 

jj  r=  y  cos      —  x  sin 

aus  welchen  durch  Elimination  von  folgt: 

[X  (X  _  «)  +  y2]?  =  [*  £  +  y  ,]*  +  f(y  4  -  (x  -  «) 

Sind  nun  a*  und  y  constant,  so  stellt  diese  Gleichung  in  £,  ^  oinen  Kegel- 
schnitt daf;  derselbe  ist,  wie  leicht  zu  sehen,  eine  Ellipse.  Sind  £,  y\ 
constant,  so  stellt  sie  den  Ort  eines  Systempunktes  der  festen  Ebene 
dar;  derselbe  ist  eine  Curve  vierten  Grades;  für  17  =  0  wird  dieselbe 
einfach,  nämlich 

(*2  +  y2)S*  =  [*(«-«)  +  y2]2 

und  ihre  Polargleichung  in  o,  y  wird  für  ^  als  Pol 

q  ~  a  cos  y  + 

sie  ist  mithin  eine  Pascal'sche  Schneckenlinie.  Nämlich  a  cos  ist  die 
Sehne  AO'  in  dem  Kreise  über  AB  als  Durchmesser  uud  sind  alle  Sehnen 
der  Art  um  dieselbe  Strecke  zu  verlängern ,  um  zum  beschreibenden 
Punkte  zu  gelangen,  welches  eine  der  Erzeugungsarten  jener  Curven 
ist.  Statt  dass  das  System  mit  dem  grösseren  Kreise  auf  dem  kleineren 
hfnrollt,  kann  man  sich  einen  andern  Kreis  von  derselben  Grösse,  wie  der 
feste  über  diesen  hinrollend  denken;  indem  er  als  dem  System  angehörig 
betrachtet  wird,  bestimmt  er  dessen  Bewegung  ebenso,  wie  sie  vorher 
bestimmt  wurde.  Man  erkennt  hieraus,  dass  die  Systempunkte  Epi- 
cycloiden  beschreiben,  welche  der  Gattung  angehören,  für  welche  der 
rollende  Kreis  gleich  dem  festen  ist.  Die  Punkte  des  Urafangs  des  rol- 
lenden Kreises  beschreiben  gewöhnliche  Cardioiden,  die  übrigen  Curven, 
die  in  ihrer  Gestalt  sich  diesen  annähern. 

Die  vorliegende  Bewegung  ist  von  Wichtigkeit  für  die  Construction 
der  Ovalwerke  (Ellipsendrehbank),  einer  sinnreichen  Erfindung  von 
Leonardo  da  Vinci.*) 


*)  Vgl.  Chaslcs,  Aporcu  historique  in  der  Sohnkc'sclien  UebeiseUung,  Note 

So  hell,  Theorie  d.  Dcw.  u.  «I.  Kraft...  £ 
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§.  12.  Von  den  Entwickelungen  der  letzten  §§.  lassen  sich  zahl- 
lose geometrische  Anwendungen  machen.  So  z.  B.  auf  die  Construction 
der  Tangenten  der  Fusspunktcurven,  indem  man  den  Pol  und  die  Gruud- 
curve  cils  die  festen  Cnrven  ansieht,  längs  welchen  zwei  zu  einander 
senkrechte  Gerade ,  die  Tangente  der  Grundcurve  und  das  vom  Pol  auf 
sie  gefällte  Perpendikel  hingleiten.  Ebenso  kann  man  vermöge  jenes 
Dualismus  zu  jeder  Erzeugungsart  einer  Curve  sofort  noch  eine  zweite 
angeben. 

§.  13.  Sind  die  Curven  (C)  und  (f)  selbst  gegeben,  sowie  irgend 
eine  Anfangslage  von  (/*)  auf  (C),  so  sind  blos  die  Bahnen  der  System  - 
punkte  zu  finden.  Diese  Aufgabe  heisst  das  Problem  der  Rouletten;  es 
besitzt  zwei  Uinkeliningen ,  welche,  eintreten,  wenn  die  Gattung  der  zu 
erzeugenden  Curven,  ausserdem  aber  nur  die  eine  oder  die  andere  der 
beiden  Curven  (('),  (/')  gegeben  ist.  Hierüber  verbreiten  sich  die  Werke 
über  analytische  Geometrie  ausführlicher,  insbesondere  die  Sammlung 
von  Lehrsätzen  und  Aufgaben  aus  der  analytischen  Geometrie  von 
Magnus,  Bd.  I,  S.  G03— 622. 

Ein  wichtiger  besonderer  Fall  ist  der,  dass  die  Curve  (C)  eine  Ge- 
rade, die  Curve  (/')  ein  Kreis  ist.  Die  Systempunktc  beschreiben  hie- 
bei  bekanntlich  Cycloiden  und  zwar  gemeine,  verkürzte  oder  ver- 
schlungene Cycloiden,  je  nachdem  sie  der  Peripherie,  dem  Inncnraume 
oder  dem  Aussenraume  des  rollenden  Kreises  angehören. 

§.  14.  Bei  dem  Hinrollen  der  Curve  (T)  auf  der  Curve  (C)  be- 
schreibt jeder  Punkt  P  des  Systems  ein  Element  1)1/  (Fig.  22)  seiner 
Bahn  als  Kreisbogen  um  das  Momentancentrum  C  als  Mittelpunkt.  Der 

Kreis,   welchem  dies  Element  angehört,  hat  mit 
jener  Bahn  blos  dies  Element  oder  also  die  Tan- 
gente gemein  und  ist  nicht  etwa  der  Krümmungs- 
kreis derselben.    Der  Krümmungsmittelpunkt  er- 
gibt sich  vielmehr,  wenn  man 
welche  durch  das  Momeutancentrum  C  geht,  mit 
der  folgenden  Normalen  D'C,  welche  durch  das 
folgende  Momeutancentrum  (f  geht,   zum  Durch- 
schnitte K  bringt. 
Im   Uebrigen   kennt  man   eine  sehr  elegante  Methode,   um  den 
Krümmungshalbmesser  der  Bahnen  der  Systempunkte  zu  finden.  Die- 
selbe rührt  von  Abel  Transon  her  (Vgl.  L'Institut.   Aum'e  1814.  S.  573, 
sowie  Liouville,  Journal  de  Mathem.  T.  X.  S.  148;  1845}  und  wurde 


XXXIV,  S.  417,  woselbst  sich  noch  manche  Einzelheiten  über  den  Dualismus  der 
liewcgtuifj  linden.  Ueber  die  Scbneckenlinien  dos  1'a.hchI  ebenda».  S.  I:'i8  und 
Nute  XXI.  S.  :JG1). 


( 
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von  Chasles  erweitert  (Liouville,  Journ.  T.  X,  S.  204).  Eine  gehaltvolle 
Ableitung  der  Abel  Transon'schon  Methode  gab  Stegmann  (Gruncrt's 
Archiv.  TM.  VII,  8.  48,  1846). 

Für  die  vorliegende  Untersuchung  können  die  beiden  Cnrvcn  (C) 
und  (T),  welche  sich  mit  den  Punkten  C,  T  berühren  nnd  also  das 
Bogenelement  CC  =  iT"  geraein  haben,  durch  ihre  Krümmungskreise 
ersetzt  werden,  welche  mit  ihnen  auch  die  folgenden  Bogenclemente 
C  C'\  r' T"  gemein  haben.  Es  seien  r,  r  die  Krümmungshalbmesser 
dieser  beiden  Curven  in  C,  r  und  mögen  dieselben  als  auf  entgegen- 
gesetzter Seite  der  gemeinsamen  Tangente  liegend  vorausgesetzt  werden. 
Der  Winkel,  um  welchen  sich  das  bewegliche  System  um  C  umdreht,  um 
in  die  unmittelbar  folgende  Lage  zu  gelangen,  ist  alsdann  die  Summe 

ffGy        IT'  /l        1  \ 

der  Contingenzwinkel    ^    -f-     ^    =  Ctf  y~  +  ~r  J  und  folglich  erhält 

man  für  das  Bogenelement  DD'  zunächst 


CD'CC 

Andererseits  aber  ergibt  sich  dies  Bogenelement,  indem  man  den  Ab- 
stand KD  des  Krümmungsmittelpunktes  der  Curvo  (D)  von  D  mit  dem 
Winkel  der  beiden  auf  cinanderfolgenden  Normalen  der  Curve  (/))  mul- 
tiplicirt.  Diese  Normalen  gehen  aber  durch  die  Momentancentra  C,  C 
und  wenn  also  i  den  Winkel  der  Normalen  CD  mit  der  gemeinschaft- 
lichen Normalen  der  Curven  (C)  und  (F)  im  Sinne  nach  dem  Krüm- 
mungsmittelpunkt von  (r)  genommen  bedoutet,  so  wird  dieser  Winkel 

C CJ^  c  o  v  t 

der  aufeinanderfolgenden  Normalen  —  und  rolgKch  erhält  man  für 

das  Bogenelement  DD'  den  weiteren  Ausdruck : 

r 

Kl) 

DD'=  ""-CC'cosi. 

A  C 

Die  Verbindung  beider  Ausdrücke  für  DD'  liefert  daher,  wenn  KC—q, 
CD  =  p'.,  also  KD  =  p     q'  =  R  gesetzt  wird : 


(1) 


I  -  H  I  cos  t  —     +  -, , 

Vp        Qi/  r  r 


woraus  für  den  gesuchten  Krümmungshalbmesser  R  sich  ergibt,  indem 
man  p  eliminirt: 

(2)    n  =  9'>  - 


Liegen  die  Krümmungskreise  der  Curven  (6'),  (r)  auf  derselben  Seite 

4* 
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der  gemeinschaftlichen  Tangente,  so  genügt  eine  gleichzeitige  Acnderung 
des  Zeichens  von  r  und  q  um  die  Formeln  für  diesen  Fall  umzuge- 
stalten; sie  werden: 

<3>  G -7)^=7-  /' 


V 

1  1 


(4) 


r  r 


9       >(l  l\ 

9  \~  -  ~p)  -cost. 


Man  wendet  die  ohige  Formel  (  i)  mit  Leichtigkeit  auf  die  Hypo- 
cycloidenbewegung  an  (§.6.).    Man  hat  hiefür  r  t=t  «,  r'  =  £a,  also 

R  =  ^—  :i 

o  —  a  cos  t 

fallt  man  daher  ein  Perpendikel  OP  vom  Mittelpunkte  0  des  festen 
Kreises  auf  die  Richtung  der  Normalen  67),  so  wird  HP  —  p' —  a  cos  i  und 
ist  also  R  die  dritte  Proportionale  zu  Q  —  CD  und  DP. 

Es  ist  leicht,  die  Bedeutung  der  Verbindung  +  4-  der  Krüm- 
mungsradien der  Curven  ((?),  (.T)  zu  erkennen,  in  welcher  diese  Grösseu 
allein  in  den  Formeln  für  R  auftreten.  Man  kann  nämlich  eine  Cy- 
cloide  constrniren,  welche  die.  gemeinsame  Tangente  dieser  Curven  zur 
Basis  und  mit  der  Curve  (D)  die  beiden  Elemente  DD\  D'D"  und  folg- 
lich auch  den  Krümmungshalbmesser  gemein  hat.  Der  Wälzungskreis 
dieser  Cycloidc  muss  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  er,  dem  beweg- 
lichen System  angehörend  gedacht,  durch  Drehung  um  das  Momeutan- 
centrum  um  die  Elementaramplitude  in  seine  nächstfolgende  Lage  ge- 
langt. Daher  muss  sein  Contingeuzwinkel  gleieh  C(f  +  d.  h. 
der  reeiproko  Werth  seines  lind  ins  K  muss 

1=1+1 
K  r-r 

sein.  Abel  Transon  nennt  diesen  Kreis  den  Rollkreis  (cercle  de  roule- 
ment).  Diese  Cycloido  wechselt  mit  jeder  Lage  des  Systems;  nur  wenn 
(C)  eine  Gerade  ist  und  (F)  ein  Kreis,  bleibt  sie  constant  dieselbe, 
ist  aber  verschieden  für  die  verschiedenen  Systempunktc.  In  diesem 
Falle  beschreiben  die  Systempunkte  selbst  Cycloiden  der  verschiede- 
nen Formen,  für  alle  ist  die  gemeinsame  Formel  für  den  Krümmungs- 
halbmesser 

(5)  Ä==e' 

Q  —  k  cost 
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worin  q  die  Normale  der  einzelnen  Cycloidc,  vom  Curvenpunkte  bis  zur 
Cyeloidenbasis  gerechnet,  ist. 

Ist  die  Bewegung  des  Systems  dadurch  definirt,  dass  zwei  Punkte 
Ay  B  desselben  auf  festen  Curven  (a),  (ß)  bleiben,  so  erhält  sich  für 
die  Construction  des  Krümmungshalbmessers  folgende  Methode.  Die  For- 
mel (5.)  auf  den  Punkt  A  bezogen,  gibt 

  '^c2 

(G)     K  cos  i\=AC  ~ 

wenn  Rx  der  Krümmungshalbmesser  von  (or)  in  A  und  i,  der  Winkel 
ist,  den  die  Normale  in  A  mit  der  Normalen  in  C  bildet.  K  cos  i.  stellt 
aber  die  Projection  des  Radius  des  Rollkreises  auf  AC  dar.  Die  Formel 
(G)  setzt  voraus,  dass  die  Curve  (a)  concav  liegt  gegen  C;  liegt  sie 
convex,  so  wird 

K  cos  /  j  =  AC 


AC  2 


Allgemein  gültig  aber  erhält  man  die  Projection  des  Mittelpunktes  des 
Rollkreises  auf  AC,   wenn  man  auf  AC  von  A  aus  auf  der  coneaven 


'ÄC2 

Seite  der  Curve  (o)  die  Länge  -—  aufträgt.  Ebenso  erhält  man  mittelst 

I{\ 

BC  und  R2,  welches  die  analogen  Elemente  der  Curve  (0)  sind,  die 
Projection  des  Mittelpunktes  des  Rollkreises  auf  OB.  Dabcr  hat  man 
jetzt  diesen  Mittelpunkt  selbst.  Projicirt  man  nun  diesen  Punkt  nach 
T  auf  die  Normale  BC  der  Bahn  -des  Systempunktes  D,  so  wird  der 
Krümmungshalbmesser  R  in  D  die  dritte  Proportionale  zu  BC  und  BT} 
nämlich 

R  -  'DT 

Chaslcs  hat  diese  Metbode  von  Abel  Transon  verallgemeinert  und 
die  Aufgabe  gelöst,  den  Krümmungshalbmesser  der  Enveloppo  zu  finden, 
welche  von  einer  beliebigen  Curve  des  beweglichen  Systems  erzeugt 
wird.  Er  geht  dabei'  von  folgender  von  Savary  aufgestellten  Formel 
aus,  worin  r,  r  die  Radien  der  Curve  (C),  (r)  wie  vorher  bedeuten,  y, 
/  die  Krümmungsmittelpunkte  der  Systemcurvo  L  und  ihrer  Enveloppe 
E  bezeichnen,  nämlich 


(1         1\  .11 

I  — -  4-  -rr-l  COS  I  =  f-  —■ 

\yC^  yCJ  r  ^  r 


Die  Punkte  y,  y  liegen  au£  der  gemeinschaftlichen  Normalen  von 
L  und  E,  welcho  durch  C  hindurchgeht.  Man  gelangt  zu  dieser  Formel 
in  ähnlicher  Weise  wio  zu  der  von  Abel  Transon,  indem  man  bedenkt, 
dass  die  Normalen  der  Enveloppe  zugleich  Normalen  der  Curve  L  sind 
und  durch  die  Momentancentra  hindurchgehen,  sowie  durch  die  Bemer- 
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kling,  dass  das  Bogenelement  der  Curvc,  welche  der  Punkt  y  beschreibt, 
wie  oben  doppelt  ausgedrückt  werden  kann. 

Die  Bewegung  des  Systems  sei  dadurch  definirt,  dass  eine  Curve 
(A)  desselben  (die  sich  in  zwei  Curvcn  spalten  kann)  zwei  feste  Curvcn 
(er),  fortwährend  berührt.  Haben  nun  f,  e  die  Bedeutung  von 
y,  y,  i  für  die  Curve  (er)  in  dem  Punkte,  wo  (A)  sie  berührt,  so  kann  («) 
als  Envcloppc  von  (A)  angesehen  werden,  sodass 

/  1         1  \  1,1 

i  i 

Eliminirt  man  aus  dieser  und  der  vorigen  Gleichung       +    , ,  so  kommt: 

r  r 

(yc 1  -je) *  =  C.v  ±  A?)ew*- 

Nun  sind  tCy  s'C,  yC  bekannt,  da  sie  die  Abstände  der  Krümmungs- 
mittelpunkte  dreier  gegebener  Curvcn  von  dem  Momentaucentaum  sind; 
die  letzte  Gleichung  liefert  also  y'C  und  folglich  den  Krümmungsmittcl- 
punkt  /  der  Knveloppe  E,  sobald  man  die  Lage  der  Normalen  an  die 
Curve  (C),  (F)  kennt,  auf  welche  sich  die  Winkel  <p,  beziehen.  Um 
diese  zu  finden,  wenden  wir  die  Savary'schc  Gleichung  auch  auf  die 
Curvc  (ß)  an,  für  welche  J,  f,  %  die  Bedeutung  von  f,  e,  i/>  bei  der 
Curvc  (er)  haben,  und  setzen  also 

fei  w)cu,x  =  7±  ?■ 

» 

Hierdurch  erhalten  wir  mit  Hülfe  der  für  die  Curve  («)  aufgestellt 
ten  Relation 

«m?  =  /_L  +  .1  .W_L+  1.) 

cos  r,       \tC  -  iC)'  \eC  ~  tC) 

wodurch  das  Vcrhältniss  gegeben  ist,  in  welchem  die  Normale  von  (6'), 
(r)  den  Winkel  der  Normalen  der  Curvcn  (a)  und  (ß)  theilt.  Man 
braucht  also  zur  Construction  des  gesuchten  Krümmungshalbmessers  der 
Enveloppc  die  Curven  (6'),  (r)  selbst  nicht  zu  kennen. 
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IV.  Capitel. 

Acquivalenz  der  Rotationen  um  Axen,  welche  Bich  in  demselben  Funkte 
schneiden.  —  Rotation  eines  unveränderlichen  Systems  um  einen  Punkt. 

§.1.  Es  werde  wie  in  Cap.  II.  durch  das  Zeichen  (er,  o)  die  dop- 
pelte Bedeutung  einer  Kotationsaxe  ausgedrückt,  dass  nämlich  das  Sy- 
stem um  die  ihm  angehörende  Gerade  a  rotiren  und  diese  Gerade 
während  der  Rotation  mit  der  Linie  a  des  Raumes  zusammenfallen  soll. 
Wenn  daher  ein  System  nach  einander  um  die  Axen  («,  «),  (ßt  b)t 
(y*  c)i  •  •  •  rotiren  soll,  so  heisst  dies  soviel,  als  während  der  ersten 
Rotation  ist  die  Gerade  «  des  Systems  mit  der  Geraden  a  des  Raumes 
vereinigt  und  gelangt  durch  diese  Rotation  die  Gorade  ß  des  Systems 
in  die  Gerade  b  des  Raumes;  durch  die  folgende  Rotation  tritt  a  aus  a 
heraus  und  y  in  r,  während  ß  mit  b  vereinigt  bleibt  u.  s.  w.  Schneiden 
sich  ff,  ß,  y  ...  in  einem  Punkte,  so  ist  dies  auch  mit  6,  c  .  .  .  der 
Fall.  Für  die  Acquivalenz  der  Rotationen  um  Axen,  die  sich  schneiden, 
hat  Euler  zuerst  folgenden  Satz  bewiesen  (Novi  commentt.  Acad. 
Petropolit.  a.  1775.  T.  XX.): 

Die  Folge  zwoier  Rotationen  um  zwei  Axen  («,  a)  und 
(ß,  6),  welche  sich  in  einem  Punkte  0  schneiden,  ist  äquiva- 
lent einer  einzigen  Rotation  um  eine  dritte  Axe  (y,  c), 
welche  gleichfalls  durch  den  Schnittpunkt  j ene  r  hindurch- 
geht; die  drei  Axen  «,  b  und  (y,  c)  bilden  die  Kanten  eines 
dreiseifigen  pyramidalen  Raumes,  in  welchem  die  beiden 
Seitenebenen,  welche  durch  die  Axe  (y,  c)  gehen  mit  der 
dritten  durch  «  und  b  gehenden'  Scitencbene  an  den  Kan- 
ten a  und  b  Winkel  bilden,  welche  den  halben  Amplituden 
der  Rotationen  um  diese  Axeu  gleich  sind  und  zwar  Uegen 
diese  Winkel  bei  der  Axe  «,  um  welche  die  erste  Rotation 
erfolgt,  auf  entgegengesetzter  Seite  der  Ebene  ab,  bei  der 
andern  Axe  b  auf  derselben  Seite,  nach  welcher  hin  die  bo- 
treffende Rotation  erfolgt.  Die  halbe  Amplitude  der  rc- 
sultirenden  Rotation  um  die  Axe  (y,  c)  ist  gleich  dem  an 
der  Axe  (y,  c)  liegenden  Ausseuwinkel  dos  pyramidalen 
Raumes;  die  Aufeinanderfolge  der  Rotation  ist  nicht  ver- 
tauschbar. 

Beschreibt  man  nämlich  (Fig.  23)  um  den  gemeinsamen  Schnitt- 
punkt 0  der  Axen  mit  der  Einheit  als  Radius  eine  Kugelflächo,  so  be- 
stimmen die  Axen  (er,  a)  und  ö,  in  dem  dem  Sinne  der  Rotationen  ent- 
sprechenden Sinne  genommen,  auf  derselben  zwei  Puukto  (er,  «)  und 
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b  und  liefert  die  Ebene  derselben  den  Bogen  grössten  Kreises  */  wel- 
cher den  Winkel  der  beiden  Axcn  misst.     Einen  dritten  Punkt  ß  gibt 

die  Axe  ß  und  ist  der  Bogen  ßa  gleich  b  a. 
Trägt  man  nun  an  «  6  bei  a  und  6  die  halben 
Amplituden  \  ^  &'  der  Rotationen  um  b 
an  und  zwar  ^  #  dem  Sinne  der  zuerst  cr- 
a)  folgenden  Rotation  entgegengesetzt,  |  0'  über- 
einstimmend mit  dem  Sinn  der  zweiten '  Rota- 
tion ,    so    erhält    man    im    Durchschnitt  der 

* 

Schenkel  dieser  Winkel  die  dritte  Ecke  c  eines 
sphärischen  Dreiecks  übe  und  mit  ihr  eine  ge- 
wisse Axe  c,  welche  durch  sie  und  den  Kugel- 
raittelpunkt  0  hindurchgeht.  Bestimmt  man 
nun  zu  c  den  gegen  a  b  symmetrisch  liegenden 
Punkt  c  und  zieht  nach  ihm  durch  0  die  zur 
Axe  c  symmetrisch  gegen  die  Ebene  ab  gelegene 
Axe  c\  so  erkennt  man,  dass  die  mit  c  zusammenfallende  Gerade  y  des 
Systems  durch  die  Rotation  0  um  («,  «),  durch  welche  ß  in  die  Axe  b 
eintritt,  nach  c  gelangt  und  hierauf  durch  die  Rotation  &'  um  (jS,  b)  wie- 
der in  ihre  frühere  Lage  zurückkehrt;  mithin  ist  y  eine  Linie  des  Systems, 
welche  bereits  vor  Beginn  der  Bewegungen  in  ihrer  neuen  Lage  sich 
befand.  Daher  kann  das  ganze  System  durch  die  Rotation  um  die  Axe 
(y,  c)  in  seine  neue  Lage  gelangen.  Um  die  Amplitude  S  dieser  resul- 
tirenden  Rotation  zu  finden,  genügt  die  Bemerkung,  dass  die  Axe  ß  ihre 
Bewegung  der  Rotation  #  um  die  Axe  («,  a)  allein  verdankt  und  durch 
diese  nach  6,  in  eine  zu  ac  symmetrische  Lage  gelangt,  woraus  folgt, 
dass  der  Winkel  ßcb=  0  die  der  Axe  (y,  c)  entsprechende  Amplitude, 
also  der  Aussenwinkel  des  spärischen  Dreiecks  nbc  bei  c  die  halbe  Am- 
plitude darstellt. 

Aus  dem  Dreieck  nbc  folgt  cos        —        =  —  cos  \  #  cos  ^  i>' 

+  sin  %  &  sin  %  &  •  cos  (n  6),  oder  also 

cos  ^  S  —  cos  \  &  cos  ±  O'  —  sin  ^  #  sin  ^  &  •  cos  (a  b) 
Fig.  23  b.  und  weiter 

sin  (n  c)         sin  (bc)         sin  (ab) 
s//7Jtt'         ~sin  ±&~    ~  sin  \~Q  ' 

sowie  auch  für  die  Neigung  p  der  rcsultironden 
Axe  c  gegen  die  Ebene  «  b  der  gegebenen  Axen  (Fig.  '23  b) : 

sin  p.  sin  £  S  =  sin  \  &■  sin  ^       sin  (ab). 

Es  ist  nämlich  in  Betreff  der  letzteren  Gleichung,  wenn  bd  das  von  b 
auf  dio  Seite  a  c  gefällte  sphärische  Perpendikel  ist,  einerseits 

sin  (bc)  •  sin  {  6  =  sin  (bd)  ~  sin  ±  9  •  sin  (ab) 
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und  andererseits  sin  p  ~-  sin  (bc)  •  sin  ^  {>',  aus  welchen  Gleichungen 
jene  durch  Multiplication  hervorgeht. 

Dass  die  Folge  der  Rotationen  um  die  Axen  «,  ß  nicht  umkehrbar 
ist,  ist  von  selbst  klar.  Denn  durch  die  Rotation  um  a  gelangt  ß  nach 
b)  dahin  kann  ß  nur  durch  Rotation  um  eine  Axo  gelangen,  welche 
in  die  Ebene  a  c  fällt.  Erfolgt  nun  die  Rotation  um  ß  zuerst,  so  tritt 
et  aus  dieser  Ebene  heraus,  mithin  kann  ß  durch  die  nachfolgende  Rotation 
um  «  nicht  mehr  die  Lage  b  erreichen.  Indessen  können  beide  Bewe- 
gungen gleichzeitig  erfolgen,  nämlich  so,  dass  das  System  um  die  Axc  ß 
rotirt,  diese  Rotation  aber  in  einem  andern  Systeme  stattfindet,  welches 
selbst  eine  Rotation  um  die  Axe  et  besitzt. 

Mit  Hülfe  des  vorstehenden  Satzes  können  zwei  Rotationen  von 
beliebigen  Amplituden  in  eine  Rotation  vereinigt  und  kann  umgekehrt 
eine  Rotation  in  zwei  andere  zerlegt  werden.  Die  Lösung  dieser  Auf- 
gaben ist  immer  durch  das  sphärische  Dreieck  abc  leicht  herzustellen. 
Durch  wiederholte  Anwendung  des  Satzes  können  ebenso  mehrere  Rota- 
tionen zu  einer  einzigen  vereinigt  und  kann  eine  Rotation  in  mehrere 
andere  zerlegt  werden. 

Der  im  II.  Capitel  entwickelte  Satz  über  die  Zusammensetzung 
zweier  Rotationen  um  parallele  Axen  ist  ein  spezieller  Fall  des  vorlie- 
genden. Rückt  nämlich  der  Schnittpunkt  0  der  Axen  ins  Unendliche, 
so  werden  die  Axen  parallel,  die  Kugel  geht  in  eine  Ebene  und  das 
sphärische  Dreieck  in  ein  ebenes  Dreieck  über. 

§.  2.  Werden  die  Amplituden  der  beiden  Rotationen  unendlich 
klein,  d&,  (W,  so  fallt  die  Axc  c  der  resultirenden  unendlich  kleinen 
Rotation  dß  in  die  Ebene  der  Axen  a ,  b  und  nimmt  eine  solche  Lage 
an,  dass 

sin  (ac)       sin  (bc)       sin  (ab) 
~~c/ö'~  ~  ~~dlT~  ~~      d&~ ' 
d&2  =  rffr2  +  d#'2  —  2  d&  rffr'-  cos  (ab) 

wird,  wie  unmittelbar  aus  den  Gleichungen 
des  vorigen  §.  erhellt.  Es  wird  demnach 
der  Bogen  ab  nach  einem  Sinusverhältniss 
gctheilt,  dessen  Werth  durch  das  reeiproke 
Verhältniss  der  Amplituden  d&  ange- 

geben wird.  Diese  Theilung  kann  man  be- 
wirken, indem  man  auf  den  Axenrichtungen 
0«,  Ob  von  0  aus  (Fig.  24)  zwei  Strecken 
Oer",  Oß'  aufträgt,  welche  rffr,  d&  proportio- 
nal sind  und  über  ihnen  das  Parallelo- 
gramm Oaßy  construirt    Die  Diagonale  Oy  dieses  Parallelogramms  gibt 
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die  resultirende  Axe  e  nach  Richtung;  und  Sinn  und  ist  zugleich  der 
resultirenden  Amplitude  d&  proportional.  Dies  führt  zu  dem  folgenden 
Satze,  welcher  unter  dem  Namen  des  Satzes  vom  Parallelogramm 
der  Rotationen  bekannt  ist: 

Die  Folge  oder  auch  die  Verbindung  zweier  unendlich- 
kleiner  Rotationen  d&>  d&  um  zwei  sich  in  einem  Punkte  (t 
sch n eid cn d e A xen  («,«),  6)  ist  aequivalent  einer  einzigen 
u  n  e n  d  1  i c h k  1  c i n e n  Rotation  d S  um  eine  Axe  ( ,  c ) ,  welche 
durch  den  Schnittpunkt  O  geht  und  in  die  Ebene  jener 
beiden  Axcn  hineinfällt;  man  erhält  diese  resultirende 
Axe  nach  Richtung  und  Sinn  durch  die  Diagonale  eines 
Parallelogramms,  dessen  Seiten  zwei  den  Amplituden  d&t 
d&'  proportionale,  auf  den  Axeu  («,  «),  6)  von  ihrem 
Schnittpunkte  aus  übereinstimmend  mit  dem  Sinne  der  Ro- 
tationen aufzutragende1,  Strecken  sind;  die  Amplitude  d  & 
der  resultirenden  Rotation  ist  der  Lange  dieser  Diagonale 
proportional. 

Da  die  Amplituden  der  Rotationen  unendlich  klein  sind,  so  liegt  ß 
der  Geraden  b  unendlich  nahe  und  tritt  u  nur  unendlich  wenig  aus  der 
Geraden  a  heraus;  die  Geraden  «,  ß  können  daher  als  mit  «,  b  zusam  - 
menfallend angesehen  werden;  der  Unterschied  der  Aufeinanderfolge 
der  Rotationen  fällt  hier  weg,  beide  Rotationen  können  als  gleichzeitig 
erfolgend  gelton  und  ist  es  gleichgültig,  ob  man  das  System  die  Rotation 
d&  um  ß  in  einem  System  ausführend  sich  denkt,  welches  um  «  die 
Rotation  d&  besitzt  oder  das  System  um  «  rotirt  in  einem  andern 
Systeme,  welches  die  Rotation  um  ß  besitzt. 

Auch  kann  man  die  Richtigkeit  des  vorstehenden  Satzes  auf  folgende 
Art  unmittelbar  einsehen.  Die  Axe  a  thoilt  die  Ebene  ab  in  zwei  Fel- 
der; durch  die  Rotation  um  sie  werden  die  Punkte  des  eines  Feldes 
nach  der  einen,  dio  des  andern  nach  der  andern  Seite  der  Ebene 
ab  geschleudert,  während  die  Punkte,  der  Axe  hierbei  keine  Bewegung 
annehmen.  Ebenso  theilt  die  Axe  b  die  Ebene  a  b  in  zwei  andere 
Feldor,  für  welche  in  Bezug  auf  die  Rotation  um  b  Aehnliches  gilt.  Beide 
Axcn  zusammen  theilcn  die  Ebene  in  zwei  Paar  Scheitelräume  und  das 
Zusammenwirken  beider  Rotationen  ertheilt  den  Punkten  des  einen 
Paares  gleichartige,  denen  des  andern  Paares  entgegengesetzte  Be- 
wegungen. Bios  in  diesem  letzten  Paare  können  also  Punkte  liegen, 
welche  ungeachtet  beider  Rotationen  in  Ruhe  bleiben.  Ist  y  ein  Punkt 
dieses  Schcitelpaares  und  fällt  man  von  ihm  auf  a  und  b  dio  Perpen- 
dikel y'l\  /£),  so  sind  die  beiden  unendlich  kleinen  Wege,  um  welche 
er  senkrocht  zur  Ebene  ab  nach  der  cinon  und  der  andern  Seite  hin- 
ausgeschleudcrt  wird  y  P  •  dO  und        •(/#';  dieselben  werden  gleich, 
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sobald  y  P  :  y'Q  —  d&:d&  und  liegen  dalier  die  Punkte  y  in  einer 
durch  den  Schnittpunkt  0  der  Axeu  gehonden  Geraden  ,  welche  den 
Winkel  des  Schcitelraumcs  nach  einem  SinusYerhältniss  theilt,  welches 
den  Werth  d&':d&  besitzt.  Da  diese  Theilung  für  alle  Werthe  des 
Verhältnisses  immer  durch  eine  einzige  Gerade  möglich  ist,  so  folgt,  dass 
es  in  dem  fraglichen  I'aar  iScheitclräumen  eine  Gerade  gibt,  welche 
durch  die  beiden  Rotationen  nicht  in  Bewegung  geräth,  um  welche  das 
System  sich  folglich  dreht.  Die  Construction  des  Parallelogramms  folgt 
daraus,  dass  y'Pf  y'Q  den  Sinussen  der  Winkel  nOy\  bOy  proportional 
sind;  die  Amplitude  dS  der  resultirenden  Rotation  ergibt  sich,  sobald 
man  die  Bewegung  eines  Punkts  einer  der  Axcn,  z.  B.  des  Punktes  0 
von  b  als  Rotation  um  die  Axe  Oy  auffasst. 

Der  Satz  vom  Parallelogramme  der  Rotationen  erweitert  sich  zu 
einem  Satze  vom  Parallelepipcd  und  Polygon  der  Rotationen,  sobald 
man  von  ihm  wiederholte  Anwendung  behufs  Zusammensetzung  mehrerer 
unendlichkleincr  Rotationen  macht.  Will  mau  hiebei  fortwährend  auf 
der  Kugelfläche  construiren,  so  kommt  alles  auf  die  Theilung  von  Kreis- 
bogen nach  gegebenem  Verhältnisse  oder  schliesslich  auf  die  Aufsuchung 
eines  gewissen  Punktes  in  einem  gegebenen  sphärischen  Punktsysteme 
hinaus,  welcher  durch  fortgesetzte  Theilung  von  Bogen  grösstcr  Kreise, 
welche  zwischen  den  Punkten  desselben  gezogen  werden  können,  nach 
gegebenen  Verhältnissen  entspringt. 

Von  nicht  geringerer  Bedeutung  ist  die  Zerlegung  einer  unendlich- 
kleinen  Rotation  in  zwei  oder  mehrere  andere,  welche  man  durch  die 
umgekehrte  Anwendung  des  Parallelogramms  der  Rotationen  erreicht. 
Ein  einfaches,  aber  lehrreiches  Beispiel  hierfür  bietet  die  Rotation  der 
Erde  um  ihre  Axe  dar,  wenn  von  dem  gleichzeitigen  Fortrücken  ihres 
Mittelpunktes  im  Räume  abgesehen  wird.  Die  unendlich  kleine  Rotation 
dS  der  Erde  um  ihre  Axe  NS  (Fig.  25)  zerlegen  wir  in  der  Ebene  des 
Meridians  irgend  eines  Beobachtungsortes,  dessen 
geographische  Breite  A  sei,  in  zwei  Componenten 
dir,  d&  um  die  Vertikale  W  des  Orte»  und 
eine  zu  dieser  senkrechte  um  die  dem  Horizonte 
parallele  durch  den  Erdwinkelpunkt  gehende 
Axe  Hü' .  Man  erhält  hierfür  mit  Iltilfe  des 
Parallelogramms  der  Rotationen 

d%  —  dB  •  sin  A,  d&  =  d 9  •  cos  X. 

Die  Componente  um  die  Vertikale  ist  es, 
welche  in  dem  Foucault'schen  Pendclversuch 
zur  Anschauung  gelangt.  Der  Sinn  der  Rotationsaxe  für  dS  ist  von 
Norden  nach  Süden  gerichtet,  da  die  Erde  sich  von  Westen  nacli  Osten 
dreht;  daher  ist  der  Sinn  der  Axe  für  die  Rotation  dO  der  Sinn  der 
Vertikalen  nach  dem  Mittelpunkt  dor  Erde  und  der  Sinn  der  Axe  für 
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d&'  nach  Süden  gerichtet.  Die  Rotation  d&  führt  den  Meridian  und 
mit  ihm  eine  am  Bcobachtungsortc  befindliche  Pcndelebeue  um  die  Axc 
////'  und  ändert  nicht  die  Lage  dieser  Ebene  gegen  die  Ebene  des 
Meridians,  daher  bemerkt  ein  Beobachter  nichts  von  ihr;  die  Rotations- 
coinponcntc  d&  dagegen  dreht  die  Erde  unterhalb  das  Pendels  für  nörd- 
liche Breiten  im  Sinne  von  Norden  über  Westen  nach  »Süden  zu  und 
es  scheint  daher  die  Pendclebcnc  dem  Beobachter  im  umgekehrten  Sinne 
sich  zu  drehen.  Für  südliche  Breiten  wechselt  diese  echeiubare  Drehung 
den  Siun,  für  die  Breite  Null  verschwindet  dieselbe.  Denkt  man  sich 
die  Zerlegung  der  Erdrotation  jeden  Augenblick  ausgeführt,  so  summiren 
sich  dß,  d&y  d&\  sodass 

2d&  =  sin  X  •  2dG,    2  d#  ~  cos  X  2  dS, 
und  wenn  2dS  =  2  n  wird,  d.  h.  die  Erde  eine  volle  Umdrehung  macht, 
so  beträgt  die  Drehung  2  d&  um  die  Vertikale  2  n  sin  X.  Umgekehrt  ent- 

2  7t 

spricht  einer  vollen  Umdrehung  der  Pendelcbene  die  Amplitude  — — . 

stti  X 

der  Axendrehung  der  Erde. 

§.  3.  Durch  die  Untersuchungen  der  beiden  vorigen  §§.  sind  wir 
in  den  Stand  gesetzt,  eine  genaue  Einsicht  in  den  Vorgang  der  Bewe- 
gung eines  unveränderlichen  Systems  zu  erlangen,  welches  um  einen 
Punkt  rotirt.  Bei  dieser  Bewegung  beschreiben  die  Punkte  des  Sytems 
sphärische  Bahnen,  welche  concentrischen  Kugeltiächen  angehören,  deren 
gemeinsamer  Mittelpunkt  jener  Punkt  ist.  Ein  sphärischer  Schnitt  des 
Systems  ,  um  diesen  Mittelpunkt  geführt,  bewegt  sich  in  seiner  eigenen 
Kugclfläche  und  die  Bahnen  aller  auf  einer  durch  den  Mittelpunkt 
gehenden  Geraden  des  Systems  sind  ähnliche  Curven.  Es  genügt  da- 
her die  Bewegung  eines  einzigen  solchen  sphärischen  Schnittes  zu  unter- 
suchen, um  die  Bewegung  aller  Systempuukte  kennen  zu  lernen  und 
kommt  demnach  das  Problem  der  Rotation  eines  unveränderlichen  Systems 
um  einen  Punkt  auf  das  einfachere  der  Bewegung  eines  sphärischen  Systems 
auf  seiner  eigenen  Kugelfläche  zurück.   Man  hat  hierfür  folgenden  Satz. 

Jede  Bewegung  eines  unveränderlichen  sphärischen 
Systems  auf  seiner  Kugclfläche  ist  äquivalent  einer  Rota- 
tion desselben  um  eine  bestimmte  durch  den  Kugelmittel- 
punkt hindurchgehende  Axo;  oder  wie  hieraus  unmittelbar  folgt: 

Jede  Bewegung  eines  unveränderlichen  räumlichen 
Systems  um  einen  Punkt  ist  äquivalent  einer  Rotation  des- 
selben um  eine  bestimmte  durch  diesen  Punkt  gehende  Axe. 

Sind  nämlich  2'  und  2"  die  beiden  Lagen  des  beweglichen  sphä- 
rischen Systems  «£,  welche  dasselbe  zu  Anfang  und  Endo  seiner  Be- 
wegung einnimmt,  so  bilden  2\  2"  zwei  voreinigte  congruento  sphä- 
rische Systeme;  es  kann  gezeigt  werden,  dass  dieselben  stets  zwei 
Doppelpunkte  besitzen,  welche  Gegenpunkte  auf  der  Kugelfläche  sind. 
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Zu  dem  Ende  seien  Ä  Ä'  (Fig.  26)  ein  Paar  homologe  Punkte  von  2fy  2""; 
jedem  Hauptkreise  a  durch  Ä  entspricht  ein  Hauptkreis  a'  durch  Ä\ 
sodass  der  sphärische  Stralenhüschel  Ä  dem  sphärischen  Stralenhüschel 
A"  homolog  ist;  diese  Büschel  sind  congruent,  es  bilden  daher  irgend 
zwei  Stralen  des  einen  denselben  Winkel  miteinander,  wie  die  homo- 
logen Straten  des  andern  und  wenn  ein  be- 
weglicher Stral  den  einen  Büschel  in  einem 
gewissen  Sinne  beschreibt,  so  beschreibt  der 
homologe  Stral  den  homologen  Büschel  in  dem- 
selben Sinne.  In  dem  Verbindungsstrale  von 
Ä  und  A'  insbesondere  sind  zwei  Stralen  ver- 
einigt, ein  Stral  d'  von  A'  und  ein  Stral  e" 
von  A\  denen  wiederum  in  Ä'  und  Ä  resp. 
die  Stralen  d"  und  e  entsprechen.  Den  Punk- 
ten S'  eines  Strales  a  entsprechen  Punkte  S" 
des  homologen  Strales  «",  welche  auf  homo- 
logen Seiten  von  Ä,  Ä'  in  gleichen  sphärischen 
Abständen  Ä  &  =  A"  S"  liegen.  Die  Durchschnitte  homologer  Stralen- 
paare  «',  a"  bilden  nun  eine  Curve,  welche  durch  A\  Ä'  hindurchgeht  und 
in  diesen  Punkten  die  Stralen  e d"  berührt,  wie  man  leicht  findet, 
wenn  man  ein  Paar  bewegliche  Stralen  verfolgt.  Auf  dieser  Curve 
liegen  nothwendig  die  Doppelpunkte  der  Systeme  2 ',  2",  wenn  solche 
existiren.  Dsnn  ist  C  ein  solcher  Doppelpunkt,  so  sind  in  derselben 
zwei  homologe  Punkte  C\  C"  vereinigt  und  er  ist  mithin  Schnittpunkt 
homologer  Stralen  CA\  C  A" '.  Diese  Curve  wird  durch  das  im  Mittel- 
punkte von  A'A"  ermittelte  sphärische  Perpendikel  symmetrisch  getheilt 
und  liegen  daher  die  Schnittpunkte  desselben  mit  ihr  von  den  Punkten 
Ä,  A"  gleich  weit  entfernt.  Von  diesen  Schnittpunkten  ist  der  eine  ein 
Doppelpunkt.  Die  Stralen  c,  e"  zorlegen  nämlich  die  KugelHäche  in 
zwei  Paar  Scheitelräume,  von  denen  nur  das  eine  homologe  Punkte  zu- 
gleich enthalten  kann,  nämlich  dasjenige,  in  welchem  sich  die  homologen 
Seitenräume  der  Stralen  e\  e"  übereinanderlagern.  Daher  ist  derjenige 
von  jenen  Schnittpunkten ,  welcher  sich  in  diesem  Paare  Scheitelraume 
findet,  ein  Doppclpunkt.  Da  zwei  homologe  Stralen  «',  a"  sich  aber  in 
zwei  Gegcnpnnkten  schneiden,  so  besitzt  die  Curve  zwei  Aeste.  deren 
Punkto  Gegenpunkte  sind.  Daher  gibt  es  noch  einen  zweiten  Doppel- 
punkt, welcher  der  Gegenpunkt  des  eben  bestimmten  ist,  woraus  die 
Richtigkeit  des  Satzes  erhellt. 

Die  hier  erwähnte  Curve  ist  der  sphärische  Kegelschnitt,  d.  h.  die 
Durchschnitt8linic  eines  Kegels  zweiten  Grades  mit  einer  conccntrischen 
Kngelfläche.  T^cgt  man  nämlich  durch  die  homologen  Stralenpaare  wie 
«',  a"  und  den  Kugelmittelpunkt  Ebenen,  so  sind  diese  homologe 
Ebenen  der  räumlichen  Systeme  2T,  £"  und  bilden  zwei  homologe  gleiche 
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Ebenenbüschel,  deren  Axen  sich  in  dem  Kngelmittelpunkte  schneiden; 
dieselben  erzeugen  durch  die  Durchschnittslinien  ihrer  homologen  Ebenen- 
paare einen  Kegel  zweiten  Grades,  dessen  Schnitt  mit  der  Kugel  jene  aus 
zwei  Aesten  bestehende  Curve  ist.  Die  wenigen  oben  benutzten  Eigen- 
schaften der  Curve,  nämlich  dass  jeder  Ast  von  einem  Hauptkreise  in 
zwei  Punkten  getroffen  wird  und  dass  sin  symmetrisch  liegt  gegen  das 
sphärische  Perpendikel,  welches  in  der  Mkte  von  A'A"  errichtet  werden 
kann,  ergeben  sich  unmittelbar  aus  der  obigen  Construction  derselben 
auf  der  KugclHäche. 

Der  Hauptbogen  ÄÄ\  welcher  zwei  homologe  Punkte  der  sphäri- 
schen Systeme  verbindet,  heisst  eine  sphärische  Sehne  der  Systeme. 
Die  Perpendikel ,  in  den  Mitten  der  sphärischen  Sehnen  errichtet,  schnei- 
den sich  dem  Obigen  zufolge  sämmtlich  in  den  beiden  Doppelpunkten. 
Die  Perpendikel  auf  irgend  zwei  Sehnen  genügen  daher,  die  Doppel- 
punkte zu  linden/  Durch  Rotation  um  einen  Doppelpunkt,  oder  was 
dasselbe  ist,  um  beide  Doppelpunkte  oder  ihre  Verbindungslinie  gelangt 
das  bewegliche  sphärische  System  2  aus  der  Lage  2'  in  die  Lage  2" die 
Amplitude  derselben  ist  der  Winkel,  welchen  die  Hauptbogen  vom  Doppel- 
punkte nach  zwei  homologen  Punkte  A\  A"  gezogen  mit  einander  bilden. 

Die  Uebcrtragung  aller  auf  der  Kugelfläche  hier  ausgeführten  Con- 
struetionen  auf  das  räumliche  System,  welches  sich  um  den  Kugelmittel- 
punkt dreht,  besteht  grösstentheils  nur  in  einer  Aendcrung  des  Wert- 
ausdruckes. An  die  Stelle  des  Punktes  auf  der  Kugelfüeho  tritt  die 
Gerade,  welche  durch  den  Rotationsmittelpunkt  geht,  an  die  Stelle  homo- 
loger Punkte  treten  homologe  Geraden  dieser  Art,  der  Hauptbogen  wird 
ersetzt  durch  die  Ebene,  welche  den  Mittelpunkt  enthält,  die  sphärische 
Sehne  wird  zur  Ebene  des  Winkels  zweier  nach  homologen  Punkten  durch 
den  Mittelpunkt  gezogenen  Geraden  u.  s.  f. 

§.  4.  Wenn  ein  sphärisches  System  2  sich  auf  seiner  Kugelfläche 
bewegt  und  wenn  2",  2"t  2"\  .  .  .  eine  Keine  von  Lagen  ist,  welche  das- 
selbe während  seiner  Bewegung  durchläuft,  so  ist  die  Bewegung  aus  der 
Lage  2f  in  die  Lage  2"  äquivalent  einer  Rotation  um  einen  bestimmten 
Punkt  C  der  festen  Kugelfläche  (oder  seinen  Gegenpunkt  oder  um  beide), 
die  Bewegung  aus  der  Lage  2  in  die  Lage  2"  ebenso  äquivalent  einer 
Rotation  um  ein  zweites  Centrum  C",  u.  8.  f.  Wählt  man  nun  die 
Zwischenlagen  2\  2'\  2"',  .  .  .  immer  dichter  und  dichter  an  einander, 
so  häufen  sich  die  Rotationscentra  C,  C" .  .  .  gleichfalls  und  werden  die 
Amplituden  für  die  Rotation  aus  einer  Lage  des  Systems  in  die  nächst- 
folgende immer  kleiner.  In  der  Grcnzo  geht  die  Folge  der  Rotationen 
in  die  wirklich  stattfindende  Bewegung  und  die  Folge  der  Centra  C  in 
eine  continuirliche  Curve  (ff)  auf  der  festen  Kugelfläche  über.  Während 
der  Rotation  um  (f  fällt  ein  gewisser  Systempunkt  /"*'  mit  C  zusammen, 
während  der  Rotation  um  C  ein  anderer  Systempunkt  i'"  mit  diesem 
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u.  s.  f.  Bei  dem  Grenzeniibergange  erhält  man  daher  noch  eine  zweite, 
aber  dem  beweglichen  System  angehörende.  Curve  (/'),  deren  Punkte 
während  der  Bewegung  des  »Systems  nach  und  nach  mit  den  Punkten 
der  Curve  (C)  zusammentreffen.  In  dein  Momente,  in  welchem  die  ver- 
schwindend kleine  Rotation  um  (,'"  beginnt,  ist  l""  in  ('"  eingetreten 
und  verlässt  V  den  Punkt  C' \  daher  haben  beide  Curven  die  Bogcn- 
elcmente  C ' C"  und  VT'  gemein,  d.  h.  sie  berühren  sich  in  V'.  Fügt 
man  diesen  Betrachtungen  über  die  Bewegung  des  sphärischen  Systems 
dio  entsprechende  über  die  Bewegung  des  körperlichen  Systems  um  den 
Kugclmittelpunkt  hinzu,  so  gelangt  man  dazu,  die  folgeudenJSätze,  welche 
den  Sätzen  im  III.  Cap.  §.  2.  analog  sind,  aufzustellen. 

Jede  Bewegung  eines  unveränderlichen  sphärischen 
Systems  auf  seiner  Kugelfläche  ist  äquivalent  einer  conti- 
nuirlichen  Folge  von  Rotatio.ncn  um  die  Erzeugungslinien 
einer  bestimmten  Kegelfläche,  deren  Mittelpunkt  der  Mit- 
telpunkt der  Kugel  ist  und  welche  durch  eine  bestimmte  auf 
d  e  r  Kugel  fläche  liegende  Curve  (C)  hindurchgeht,  oder  auch: 

Jede  Bewegung  eines  unveränderlichen  räumlichen 
Systems  um  einen  Punkt  ist  äquivalent  einer  continuir- 
lichen  Folge  von  Rotationen  um  Axen,  welche  durch  diesen 
Punkt  gehen  und  die  Erzeug ungslinicn  einer  bestimmten 
von  der  speziellen  Natur  dcrBewegung  abhängigen  Kegel- 
fläche des  absoluten  Raumes  sind. 

Jede  Bewegung  eines  unveränderlichen  sphärischen 
Systems  auf  seiner  Kugel  fläche  ist  äquivalent  dem  Rollen 
einer  bestimmten  Curve  (/')  des  bewoglichon  Systems  auf 
einer  bestimmten  anderen  Curve  (6')  der  festen  Kugcl- 
f  läche. 

Jede  Bewegung  eines  unveränderlichen  räumlichen 
Systems  um  einen  Punkt  ist  äquivalent  dem  Rollen  einer 
bestimmten,  dem  beweglichen  System  angehören  den  Kegel- 
fläche (r*)  auf  einer  bestimmten  andern  Kegel  fläche  (6')  des 
absoluten  Raumes,  welche  mit  jener  den  Punkt,  um  wel- 
chen das  System  sich  bewegt,  zum  gemeinschaftlichen  Mit- 
telpunkte hat. 

§.  5.  Jeder  Lage  des  beweglichen  Systems  entspricht  eine  be- 
stimmte Gerade  C  des  Kegels  (C),  um  welche  dieselbe  eine  unendlich- 
kleine  Rotation  ausführt,  um  in  die  folgende,  jener  unendlichnahe  Lage 
zu  gelangen.  Diese  Gerade  heisst  die  jener  Lage  entsprechende  Mo- 
mentan axe  des  Systems  und  die  unendlichkleine  Rotation  um  sie  die 
Elemontarbe wogung  des  Systems.  Dio  Momentanaxe  ist  eine  Dop- 
pellinie der  beiden  aufeinanderfolgenden  unendlichnahen  Lagen  des 
Systems  und  sämmtliche  Momentanaxen  laufen  durch  den  allen  Lagen 
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gemeinsamen  Doppelpunkt,  nämlich  den  Punkt,  um  welchen  das  System 
sich  überhaupt  bewegt.  Vermöge  der  Elementarbewegung  beschreibt  jeder 
Systempunkt  ein  Element  seiner  Bahn  als  einen  uncndlichkleinen  Kreis- 
bogen, dessen  Mittelpunkt  der  Fusspunkt  des  von  ihm  auf  die  Momentan- 
axe gefällten  Perpendikels  ist.  Dieser  Kreisbogen  oder,  was  «uf  das- 
selbe hinauskommt,  die  Richtung  seiner  Taugente  ist  senkrecht  zu  der 
Ebene,  welche  durch  dies  Perpendikel  um  die  Momentanaxe  gelegt  wer- 
den kann,  d.  h.  die  Ebene,  durch  den  beschreibenden  Punkt  und  die 
Momentanaxe  gelegt,  ist  die  Normalebene  der  Bahn  des  Punktes.  Daher 
schneiden  sich  die  Ncnnalebeucn  der  Bahnen  sämmtlicher  Systempunkte 
in  den  Punkten,  welche  ein  und  derselben  Lage  des  Systems  angehören, 
in  der  dieser  Lage  entsprechenden  Momentanaxe.  Um  also  die  Normal- 
ebene und  die  Tangente  an  die  Bahn  eines  Systempunktes  zu  con- 
struiren,  bedarf  es  nur  der  Aufsuchung  der  entsprechenden  Momentanaxe. 

Für  die  Bewegung  des  sphärischen  Systems  auf  seiner  Kugelfläche 
ändert  sich  blos  die  Nomenclatur  ein  wenig.  Die  Momentanaxe  wird 
vertreten  durch  zwei  Punkte,  von  denen  jeder  als  Momentan  centrum 
angesehen  werden  kann.  Vermöge  der  Elementarbeweguug  beschreibt 
der  Systempunkt  das  Element  eines  Kreisbogens,  der  um  das  Momentan- 
centrum mit  dem  sphärischen  Abstände  des  Systerapunktcs  in  diesem  be- 
schrieben werden  kann.  Die  sphärischen  Normalen  der  Bahnen  aller 
Punkte  laufen  durch  das  zugehörige  Momentancentrum. 

§.  6.  Die  Bewegung  eines  unveränderlichen  räumlichen  Systems 
überhaupt  ist  durch  die  Bewegung  dreier  nicht  in  gerader  Linie  liegen- 
der Punkte  bestimmt  (Cap.  I,  §.  2.).  In  dem  vorliegenden  Falle  der  Ro- 
tation um  einen  Punkt  kann  man  den  ruhenden  Punkt  als  den  einen 
von  diesen  ansehen  und  bedarf  es  nur  noch  derKenntniss  der  Bewegung 
von  zwei  mit  diesem  nicht  in  gerader  Linie  liegenden  Punkten,  um  die 
Bewegung  aller  Systempunkte  ermitteln  zu  können.  Da  die  System- 
punkte nur  sphärische  Curven  beschreiben  können,  so  ist  die  Bewegung 
des  Systems  bestimmt,  sobald  zwei  Curven  auf  zwei  mit  dem  festen 
Rotationsmitttdpunkte  conccntrischen  Kugelflächen  (die  auch  in  eine 
K^igelfläche  zusammenfallen  können)  als  Bahnen  zweier  Punkte  gegeben 
sind.  Statt  dessen  können  auch  die  beiden  Kegclflächen,  welche  diese 
Curven  enthalteu  und  mit  dem  Kotationsmittelpunkt  conccntrisch  sind, 
als  Orte  für  zwei  Gerade  des  Systems  angenommen  werden. 

Es  ist  interessant  und  sehr  lehrreich,  die  Betrachtungen,  welche  wir 
in  den  §§.  4  — 11  des  vorigen  Capitels  für  die  Bewegung  eines  unver- 
änderlichen Systems  parallel  einer  Ebene  oder  für  die  Bewegung  eines 
ebenen  Systems  in  seiner  Ebene  durchgeführt  haben,  zu  übertragen  auf 
die  hier  vorliegende  allgemeinere  Bewegung  eines  Systemes  um  einen 
festen  Punkt  oder  die  Bewegung  eines  sphärischen  Systemes  auf  seiner 
Kugclfläche.     Das  Allgemeine  dieser  Uebertragung  ist  sehr  leicht,  die 
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Lösung  spezieller  Aufgaben  complicirt  sich  aber  in  dem  Maasse,  als 
die  Sphärik  weniger  einfach  als  die  ebene  Geometrie  ist. 

Die  der  Aufgabe  im  III.  Capitel,  §.  G.  analoge  Aufgabe  würde 
lauten :  „Ein  unveränderliches  System  bewegt  sich  so 
um  einen  gegebenen  Punkt,  dass  zwei  seiner  Geraden, 
welche  sich  in  diesem  Punkte  schneiden,  auf  zwei  festen 
gleichfalls  durch  diesen  Punkt  gehenden  Ebenen  bleiben, 
die  Momentanaxe  für  eine  beliebige  Lage  des  Systems,  die 
Kegelflächen  (C)  und  (T),  die  Kcgelfläche,  welche  eine  be- 
liebige Gerade,  welche  durch  den  festen  Punkt  geht,  be- 
schreibt, sowie  die  Bahn  einos  beliebigen  Systempunktes 
nebst  der  Tangcntenconstruction  für  letztere  zu  finden." 
Für  das  sphärische  System  würde  man  ihr  folgende  Einkleidung  geben: 
„Ein  unveränderliches  sphärisches  System  bewegt  sich  auf" 
seiner  Kugelfläche  so,  dass  zwei  seiner  Punkte  auf  zwei 
Haupt  kr  eisen  sich  bewegen  u.  s.  f." 

Sind  die  Kegelflächen  (C)  und  (T)  selbst  gegeben,  so  kommt  das 
Problem  der  Bewegung  unseres  Systems  auf  das  Problem  der  sphäri- 
schen Rouletten  zurück.  Ist  z.  B.  (i')  ein  gerader  Kreiskegel,  (C) 
eine  Ebene,  so  sind  die  Bahnen  der  Systempunkte  sphärische  Cy- 
cloiden. 

Mit  der  Uebertragung  und  Ausbildung  der  im  III.  Capitel  geführten 
Untersuchungen  ist  aber  das  Gebiet  der  Möglichkeiten ,  die  Bewegung 
eines  Systems  um  einen  Punkt  zu  bestimmen,  nicht  im  Entferntesten 
erschöpft.  Denn  die  allgemeinste  sich  hierbei  darbietende  Aufgabe: 
„Die  Bewegung  des  Systems  zu  bestimmen,  wenn  eine  Kegelfläche  des- 
selben zwei  andere  feste  Kegelflächen,  welche  mit  ihr  den  Punkt,  um 
den  das  System  sich  bewegt,  zum  gemeinsamen  Mittelpunkt  haben,  fort- 
während berührt,  ist  immer  noch  sehr  speziell,  weil  die  sich  berührenden 
Elemente  Kegelflächen  sind.  Sie  kann  dahin  erweitert  werden,  dass  an 
die  Stelle  der  beiden  feston  Kcgclflächen  irgend  zwei  feste  beliebige 
Flächen  treten,  welche  von  einer  beliebigen  dem  Systeme  angehörenden 
Fläche  während  der  Bewegung  fortwährend  berührt  werden  sollen. 


Scliel  I,  Theorie  d.  Bew.  u.  <1.  Kräfte. 
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Aequi valenz  von  Translationen  und  Rotationen  um  gekreuzte  Axen  mit 
der  Schraubenbewegung.   Die  allgemeinste  Art  der  Bewegung  eines  un- 
veränderlichen Systems. 


§.  1.  Ein  im  veränderliches  System  rotire  um  die  Axe  a  (Fig.  27) 
um  die  Amplitude  #  und  erleide  hierauf  eine  Trans- 
lation x  parallel  dieser  Axe.  Vermöge  der  Rotation 
beschreibt  ein  Punkt  A  des  Systems,  welcher  sich 
in  Ä  befindet,  einen  Kreisbogen  Ätt^  dessen  Ebene 
senkrecht  zur  Axe  «  ist  und  welcher  einem  Centri- 
winkel  A'Oa  gleich  der'  Amplitude  O  entspricht; 
durch  die  nachfolgende  Translation  durchläuft  A 
sodann  die  Strecke  a  A"  =  x  parallel  der  Axe  und 
gelangt  dadurch  in  die  Endlage  A",  Ebendahin 
gelangt  A,  indem  das  System  zuerst  die  Translation  und  hierauf  die 
Rotation  erleidet;  der  Punkt  durchläuft  hiebei  zuerst  die  Strecke 
A'a  =  x  parallel  zur  Axe  und  hierauf  den  Kreisbogen  a  Ä'  parallel  und 
gleich  dem  vorigen  A'cc.  A  eh  n  liebes  gilt  für  alle  Systempunkte  und 
dio  Folge  der  Rotation  und  der  Translation  ist  vertauschbar.  Beide  Be- 
wegungen -können  zugleich  stattfinden,  sei  es,  dass  das  System  die  Trans- 
lation besitzt  und  sie  in  einem  andern  System  ausführt,  welches  um  die 
Axe  a  des  absoluten  Raumes  rotirt  oder  sei  es,  dass  es  um  die  in  a  be- 
findliche Systemlinie  a  in  einem  andern  Systeme  rotirt,  welches  die 
Translation  besitzt.  Bei  der  gleichzeitigen  Verbindung  beider  Bewegungen 
durchlaufen  die  Systempunkte  A  cylindrische  Curven,  welche  im  Allge- 
meinen Schraubenlinien  genannt  werden  und  gelangen  auf  diese  Weise 
in  dieselben  Endlagen  wie  vorher.  Während  der  Bewegung  wachsen  die 
Amplitude  und  die  Translation  allmählig  auf  O  und  r  an ;  je  nach  dem 
Verhältnisse,  in  welchem  die  gleichzeitigen  Acnderungen  beider  erfolgen, 
ist  die  Beschaffenheit  der  Schraubenlinien  verschieden.  Bleibt  die  Trans- 
lation fortwährend  der  Rotationsamplitude  proportional,  so  sind  sie  Bah- 
nen der  Systempunktc  gemeine  Schraubenlinien.  Nennt  man  in  diesem 
Falle  die  einer  vollen  Umdrehung  2  7t  entsprechende  Translationsgrösse  h 
die  Höhe  des  Schraubenganges,  so  erhält  man  dieselbe  aus  der  Gleichung 

h  x  x 

o    =  ä>  n»mlich  h  =  n  A,  wenn  das  constante  Vcrhältniss  -  gleich  A  ge- 

§ 

setzt  wird. 
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Die  Schraubenbewegung  ist  eine  aus  einer  Rotation  und  einer  zur 
Rotationsaxe  parallelen  Translation  zusammengesetzte  Bewegung;  sie 
kann  in  diese  beiden  Componenten  wieder  zerlegt  werden  und  ist  diesen 
in  beliebiger  Ordnung  äquivalent. 

§.  2.  Für  die  Aequivalenz  der  Schraubenbewegung  mit  Translationen 
und  Rotationen  gelten  folgende  Sätze. 

I.  Die  Folge  einer  Rotation  &  und  einer  zur  Rotations- 
axe  geneigten  Translation  x  oder  auch  die  gleichzeitige  Ver- 
bindung beider  Bewegungen  ist  äquivalent  einer  Schraub en- 
bewegung;  die  Axe  der  Schranbenbewegung  ist  parallel  der 
Rotationsaxe  und  die  Amplitude  ihrer  Rotationscomponente 
stimmt  mit  &  nach  Grösse  und  Sinn  tiberein,  die  Transla- 
tionscomponente  derselben  ist  tsmi,  wenn  X  die  Neigung 
von  t  gegen  eine  zur  Rotationsaxe  senkrechte  Ebene  be- 
deutet. Ist  nämlich  (Fig.  28.)  et  die  Rotationsaxe  und  zerfällt  man 
die  Translation  r  in  zwei  Componenten  xsin  A, 
r  cosky  erstere  parallel,  letztere  senkrecht  zu  a,  so 
ist  die  Rotation  #  um  a  in  Verbindung  mit  der 
Translation  r  cos  X  äquivalent  einer  Rotation  O  um 

eine  Axe  0,  welche  mit  et  im  Abstände  d=Xx  -,°S.  * 

z   sin  $  & 

parallel  läuft  (Vgl.  Cap.  II,  Satz  VI);  diese  Rotation 
liefert  mit  der  andern  Componente  xsinX  der  Trans- 
lation die  Schraubenbewegung  um  die  Axe  ß. 
n 

Ist  X  =  -,  so  verschwindet  die  Translationscomponente  der  Schrau- 

benbewegung  und  reducirt  sich  diese  auf  eine  blosse  Rotation.  Man 
erhält  den  Satz  VI  in  Cap.  II  wieder. 

II.  Umgekehrt  ist  jede  Schraubenbowcgung  äquivalent 
einer  Rotation  um  eine  beliebig  wählbare,  zur  Schrauben- 
axe  parallele  Axe  von  derselben  Amplitude,  wie  die  Rota- 
tionscomponente der  Schraubenbewegung  und  einer  zur 
Axe  geneigten  Translation. 

Man  erhält  dies  Resultat,  indem  man  die  Schraubenbowegung  in 
ihre  Rotations-  und  Translationscomponente  zerlegt,  die  Axe  der  ersteren 
nach  Cap.  II,  Satz  V.  in  eine  parallele  Axe  verlegt  und  die  hiebei  sich 
ergebende  Translation  mit  der  Translationscomponenten  der  Schrauben- 
bewegung vereinigt.  Die  aus  beiden  Translationen  resultircnde  Trans- 
lation ist  geneigt  gegen  die  Axe  der  Rotation,  da  von  ihren  Comnonenten 
die  eine  dieser  parallel,  die  andero  zu  ihr  senkrecht  ist. 

III.  Die  Folge  zwoior  Rotationen  um  zwei  gekreuzte 
Axen  (er,  a),  (0,  b)  ist  äquivalent  einer  Schraubenbewegung. 
Um  diese  zu  finden,  sei  (Fig.  29  a.)  a  die  erste,  ß  die  zweite  Axe,  0 

5* 
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die  Amplitude  der  Rotation  um  a,  die  Amplitude  der  Rotation  um  ß. 
Während  der  Rotation  um  et  bleibt  diese  Axe  mit  der  Geraden  a  des 
Raumes  vereinigt  und  gelangt  die  Axe  ß  durch  dieselbe  in  die  Gerade 
b,  um  welche  hierauf  die  zweite,  Rotation  erfolgt.  In  Folge  der  Rotation 
um  a  beschreiben  alle  Punkte  B'  der  Axe  ß  Kreisbogen  B'  B",  deren 
Ebenen  senkrecht  zu  et  sind  und  diese  Axe  in  den  Kreismittelpunkten 
A  treffen;  alle  diese  Kreisbogen  nebst  den  zugehörigen  Sehnen  ß' B" 
entsprechen  der  Amplitude  #  als  Centriwinkel.  Durch  irgend  einen  der 
Punkte  B'  ziehen  wir  mit  «  die  Parallele  et'  und  ersetzen  die  Rotation 
O  um  et  durch  dieselbe  Rotation  um  «'  und  die  zugehörige  Translation 
BB".  Die  beiden  Rotationen  O'  um  die  sich  schneidenden  Axen  et',  ß 
sind  aber  nach  Cap.  IV.  §.  1.  äquivalent  einer  einzigen  Rotation  6  um 
eine  gewisse  durch  B'  gehende  Axe  y,  welche  durch  die  dort  angegebene 
Construction   gefunden   wird.    Die  Folge  der  Rotationen  um  die 

Axen  et,  ß  ist  demnach  äquivalent  der  Rotation  0  um  y  in  Verbindung 
mit  der  Translation  B'  B" ,  in  beliebiger  Aufeinanderfolge  dieser  beiden 


Fi*.  '-'9:..  Fii,-.  SWb. 


Bewegungen.  Die  Translation  B' B"  zerlegen  wir  nun  in  zwei  Kompo- 
nenten BB"  und  //"'/?",  von  denen  die  erstere  senkrecht,  die  letztere 
parallel  zur  Axe  y  ist  und  verbinden  die  zu  y  senkrechte  Translations- 
coniponente  B'B"'  nach  Cap.  II,  Satz  VI.  mit  der  Rotation  6>  um  diese  Axe 
zu  einer  Rotation  0  um  eine  zu  y  parallele  Axe  y.  Diese  Rotation  0 
um  y  endlich  liefert  in  Verbindung  mit  de/  zu  ihr  parallelen  Translations- 
componenten  B" B"  die  Schraubenbewegung,  welche  der  Folge  der  Ro- 
tationen. a>,  um  die  Axen  et,  ß  äquivalent  ist.  Die  Rotationsfolge  ist 
nicht  vertauschbar,  wohl  aber  können  beide  Rotationen  gleichzeitig  statt- 
finden, so  zwar,  dass  das  System  um  ß  rotirt,  während  ß  selbst  einem 
um  (er,  «)  rotirenden  zweiten  Systeme  angehört,  in  welchem  das  gegebene 
System  jene  Rotation  um  ß  ausführt. 
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§.  3.  Wir  wollen  jetzt  insbesondere  die  Punkte  A,  B'  auf  den  Axen 
a,  ß  so  wühlen,  dass  AB'  der  kürzeste  Abstand  beider  Axen  ist  (Fig.  29b.) 
In  diesem  Falle  ist  AB'  senkrecht  zu  beiden  Axen  <r,  ß,  also  auch  senk- 
recht zur  Ebene  Legt  man  daher  durch  a  eine  Ebene  und  lasst 
dieselbe  sich  um«'  drehen,  sodass  sie  zuerst  durch  ß,  dann  durch  B  B'' 
und  hierauf  durch  B  A  hindurchgeht,  so  müssen  die  Winkel,  welche  ihre 
erste  Lage  mit  der  zweiten  und  diese  mit  der  dritten  bildet,  sich  zu 
^  7t  ergänzen.  Es  steht  aber  a  senkrecht  auf  der  Ebene  des  gleich- 
schenkligen Dreiecks  AB'B"  und  ist  Winkel  AB'B"  und  folglich  auch  der 
Neigungswinkel,  den  die  zweite  Lage  der  beweglichen  Ebene  mit  deren 
dritter  Lage  bildet,  \  n  —  daher  bildet  die  erste  Lage  mit  der 
zweiten  den  Winkel  Um  denselben  Winkel  muss  sich  aber  auch 
die  bewegliche  Ebene  drehen ,  um  aus  der  Lage  (aß)  in  die  Lage  (tx'y) 
zu  gelangen;  daher  geht  die  Ebene  («')')  duroli  die  Gerade  B'B"  und 
da  B'B"  parallel  der  Axo  y  ist,  auch  durch  B"B"\  d.  h.  die  Ebene 
(«'y')  fällt  mit  der  Ebene  des  Dreiecks  B1 B" B'"  zusammen ,  mit  Hülfe 
dessen  die  Translation  B'B"  zerlegt  wurde,  oder  die  Ebene  dieses  Drei« 
ecks  ist  parallel  der  ersten  Axe  et  und  der  gesuchten  Axe  y  der  Schrau- 
benbewegung. Eine  Gerade,  welche  senkrecht  zu  dieser  Ebene  ist  und 
die  Axen  a  und  y  schneidet,  gibt  daher  den  kürzesten  Abstand  beider 
au.  Diese  Gerade  ist  die  Verbindungslinie  des  Punktes  A  mit  der  Mitte 
N  der  Sehne  B'B"]  sie  tri  fit  die  Axe  y  in  einem  gewissen  Punkte  G 
und  AG  ist  der  kürzeste  Abstand  der  Axe  er  von  der  Scbraubenaxe  y. 
Es  sei  ferner  C  der  Schnittpunkt  der  Scbraubenaxe  y  mit  der  zu  ihr 
senkrechten  durch  B'B"'  geführten  Ebene  und  folglich  CB'  senkrecht  zu 
y  und  y .  Denkt  man  sich  nun  eine  Ebene  durch  y  gelegt  und  lässt  sie 
nach  einander  Lagen  annehmen,  in  welchen  sie  durch  BC,  B'B"'  und  ß 
geht,  so  bilden  die  beiden  ersten  Lagen  derselben  mit  einander  den 
Winkel  A ;t  —  £  0  und  da  die  Ebene  (/«')  durch  B'B"'  hindurchgeht,  so 
bildet  die  zweite  Lage  mit  der  dritten  den  Winkel  beide  Winkel 
betragen  zusammen  £  tt,  es  steht  daher  die  Gerade  CB'  senkrecht  auf  der 
Ebene  (//?),  mithin  insbesondere  auf  der  Axe  ß  und  ist  folglich  der 
kürzeste  Abstand  zwischen  der  zweiten  Axe  ß  und  der  Scbrauben- 
axe y. 

Da  die  Strecke  CG—DN~{B'"B"  ist;  so  folgt,  dass  die  Pro- 
jection  CG  des  kürzesten  Abstandes^iß'  der  Axen  u,ß  auf 
die  Richtung  der  Scbraubenaxe  gleich  der  halben  Transla- 
tionsgrösse  £r  der  Schraubenbewegung  ist. 

Fällt  man  in  dem  sphärischen  Dreieck  a'ßy  von  y  das  Perpendikel 
p  auf  {aß),  so  ist  nach  Cap.  IV,  §.  1.: 

sin  p  •  sin  ^  0  =  sin        •  sin  \  &  •  sin  (aß) ; 

Sin  p  ist  aber  der  Cosinus  des  Winkels,   welchen  y    mit  dem  auf  der 
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Ebene  (aß)  erriebteten  Perpendikel,  d.  h.  in  der  Richtung  des  kürzesten 
Abstandes  der  beiden  Axen  «,  ß  bildet.  Ist  d  dieser  Abstand,  so  stellt 
daber  d  sinp  die  Prcjection  von  d  auf  die  Axe  y,  d.  h.  die  halbe 
Translationsgrösse  dar.  Multiplicirt  man  daher  die  vorstehende  Glei- 
chung mit  d,  so  erhält  man  aus  ihr 

±z  •  sin  \&  =  d  •  sin  £t>  •  sin        •  sin  {ctß), 

d.  h.  das  Produkt  der  Sinusse  der  halben  Amplituden  der 
Rotationen  um  zwei  Axen,  des  kürzesten  Abstandes  dieser 
Axen  und  des  Sinus  ihrer  Neigung  ist  gleich  dem  Produkte 
aus  der  halben  Translation  und  dem  Sinus  der  halben  Am- 
plitude der  der  Folge  beider  Rotationen  äquivalenten 
Schraubenbewegung.  Dieser  Satz  wurde  zuerst  1840  von  Rodrigues 
bewiesen.  (Vgl.  dessen  Abhandlung:  Des  lois  göometriqucs  qui  regissent 
le  dtSplacement  d'un  Systeme  solide  dans  Tespace,  et  de  la  Variation  des 
coordonnees  provenant  de  ces  deplacements.  Liouville's  Journal  de 
Mathem.  T.  V,  p.  390.) 

§.  4.  IV.  Umgekehrt  ist  jede  Schraubenbewegun  g  äqui- 
valent der  Folge  zweier  Rotationen  um  zwei  sich  kreu- 
zende Axen  und  zwar  auf  unendlich  viele  Arten,  sodass 
man  die. eine  der  beiden  Axen  willkührlich  annehmen  und 
die  andere  dazu  finden  kann.  Ist  die  zweite  Axe  ß  gegeben,  so 
kann  man  mit  Hülfe  der  bekannten  Schraubenbewegung  leicht  die  Lage 
b  bestimmen,  in  welche  ß  durch  die  Schraubenbewegung  gelangt  und 
kann  demnach  zu  jedem  Punkte  B'  auf  ß  den  homologen  Punkt  Bf'  auf 
b  finden.  Vermöge  der  Rotation  um  die  noch  unbekannte  erste  Axe 
muss  aber  ß  gleichfalls  in  die  Lage  b  versetzt  werden.  Hieraus  folgt, 
dass  alle  Geraden,  wie  BfB",  welche  homologe  Punkte  von  ß  und  b  ver- 
binden, die  Sehnen  von  Kreisbogen  sind,  deren  Mittelpunkte  auf  der 
ersten  Axe  liegen  und  deren  Ebenen  senkrecht  zu  dieser  ersten  Axe  sind. 
Eine  Ebene,  in  der  Mitte  von  Bf  Bf'  normal  zu  dieser  Sohne,  geht  daher 
durch  die  gesuchte  Axe;  eine  Normalebene  zu  einer  weiteren  Sehne 
CC  liefert  durch  ihre  Schnittlinie  mit  dieser  die  erste  Axe  selbst.  Ist 
die  erste  Axe  et  gegeben  und  wird  die  zweite  gesucht,  so  führt  eine  ähn- 
liche Construction  zum  Ziel.  Man  bestimmt  vermöge  der  Schrauben - 
bewegung  die  Lage,  in  welche  a  gelangen  muss  und  da  sie  ihre  ganze 
Bewegung  der  Rotation  um  die  zweite  Axe  verdankt,  so  genügen  die 
Normalebeuen  in  der  Mitte  zweier  Sehneu  auch  hier  um  die  Axe  b  und 
folglich  auch  um  ß  zu  finden. 

Zwei  Axen,  für  welche  die  Rotationsfolge  einer  gegebenen  Schrauben- 
bewegung  äquivalent  ist,  heissen  conjugirto  Axen.  Es  ist  immer 
genau  anzugeben,  welche  von  ihnen  die  erste,  welche  die  zweite  sein 
soll.  Für  alle  Paare  conjugirter  Axen  ist  nach  dem  Satze  von  Rodrigues 
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das  Produkt  aus  den  Sinussen  der  halben  Amplituden ,  dem  kürzesten 
Axenabstande  und  dem  Sinus  der  Neigung  der  Axen  gegen  einander  con- 
stant.  Man  kann  diesem  Satze  auch  eine  etwas  mehr  geometrische 
Fassung  geben.  Tragt  man  nämlich  irgendwo  auf  den  beiden 
Axen  Längen  auf,  welche  den  Sinussen  der  halben  Ampli- 
tuden der  Rotationen  um  sie  proportional  sind  und  con- 
struirt  das  Tetraeder,  in  welchem  diese  Längen  Gegen- 
kanten sind,  so  wird  jenes  Produkt  dem  Volumen  dieses 
Tetraeders  proportional  und  bleibt  dies  Volumen  also  con- 
stant,  auf  welche  Weise  man  auch  immer  die  Schraubcn- 
beweguug  in  die  Folge  zweier  Rotationen  auflösen  möge. 
Ein  Tetraeder  AB  CD  nämlich  (Fig.  30),  welches 
die  beiden  Gegenkanten  AB,  CD  besitzt,  ist  der 
sechste  Theil  eines  Parallelepipeds  AHCDEBGF, 
welches  zwischen  der  durch  jene  Kanten  be- 
stimmten Parallelschicht  enthalten  ist  und  mit- 
hin den  kürzesten  Abstand  beider  Kanten  zu 
einer  seiner  Höhen  hat.  Dies  Parallelepiped 
ist  an  Volumen  gleich  einem  andern  Parallel- 
epiped AhcdcBgf,  dessen  durch  A  und  B 
gehende  Gegenflächen  senkrecht  zu  AB  sind 
und  das  jenen  kürzesten  Abstand  gleichfalls  zur 
Höhe  hat.  Daher  ist  das  Tetraeder  AB  CD  der  sechste  Theil  des  Pro- 
duktes  aus  der  Fläche  des  Parallelogramms  edef  und  des  kürzesten  Ab- 
Standes von  AB  und  CD.  •  Der  Inhalt  dieses  Parallelogramms  ist  aber 
ed'  CD  •  sin  {CD,  ed)  =  AB  -  CD  sin  {AB,  CD),  u.  s.  w. 

Denkt  man  sich  durch  einen  beliebigen  Punkt  B'  des  Systems 
(Fig.  29,  b.)  alle  möglichen  Axen  ß  gelegt  und  bestimmt  alle  ihnen 
conjugirten  Axen  a,  so  fallen  diese  sämmtlich  in  eine  Ebene,  nämlich 
in  die  Normalebene  der  Sehne  B"B",  welche  diese  Sehne  halbirt.  Dreh't 
sich  daher  von  zwei  in  Bezug  auf  eine  gegebeno  Schranben- 
bewegung  conjugirten  Axen  die  eine  um  einen  Punkt  des 
Systems  um,  so  beschreibt  die  andere  eine  bestimmte  Ebene. 

Fällt  die  Axe  ß  mit  der  Sehne  B"B"  zusammen,  so  kreuzt  sie  die 
ihr  conjugirte  Axe  «  rechtwinklig.  Man  kann  daher  durch  jeden 
Punkt  des  Systems  eine  Axe  legen,  zu  welcher  die  conju- 
girte Axe  rechtwinklig  ist. 

§.  5.  V.  Die  Folge  von  beliebig  vielen  Rotationen  und 
Translationen  ist  immer  einer  Schraubenbewegung  äquiva- 
lent. Man  findet  dieselbe,  indem  man  die  Rotationen  in  der  gegebenen 
Ordnung  und  die  Translationen  für  sich  zusammensetzt;  die  resulti- 
rende  Rotatiön  und  die  resultirende  Translation  liefern  die  Schrauben- 
bewegung nach  Satz  I. 
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VI.  Zwei  Schraub  cnbewegungen  sind  einer  einzigen 
dritten  Schraubenbewegung  äquivalent;  die  Ordnung  der- 
selben ist  nicht  vertauschbar.  Es  genügt,  die  Schraubenbewegungen 
in  ihre  Rotations-  und  Translationscomponenten  aufzulösen;  die  beiden 
Translationen  liefern  wieder  eine  Translation,  die  Rotationen  eine  Ro- 
tation nebst  Translation.  Setzt  man  die  so  gewonnenen  Translationen 
in  eine  einzige  zusammen,  so  verbindet  sie  sich  nach  Satz  I.  mit  der 
zuletzt  erhaltenen  Rotation  zu  der  rcsultirenden  Schraubenbewegung. 

§.  6.  Werden  die  in  den  sechs  vorstehenden  Sätzen  auftretenden 
Translationen  und  Rotationsamplituden  unendlich  klein,  so  vereinfachen 
sich  die  Sätze  in  folgender  Weise. 

1.  Die  Folge  oder  auch  die  gleichzeitige  Verbindung  einer  unend- 
lich kleinen  Translation  dz  und  einer  unendlich  kleinen  Rotation  d&  um 
eine  zur  Richtung  von  dz  geneigte  Axe  et  ist  äquivalent  einer  unendlich 
kleinen  Schraubenbewegung  von  derselben  Amplitude  d&  und  Translation 
dz  um  eine  zur  Axe  cc  parallele  Axe  ß;  diese  Axe  ß  liegt  mit  a  in  einer 
zu  der  durch  a  und  dz  bestimmten  Ebene  senkrechten  Ebene  und  zwar 
auf  derjenigen  Seite  von  a,  nach  welcher  hin  die  Rotation  d&  erfolgt, 

dt 

in  einem  Abstände  d=  j^cos^y  wenn  A,  wie  fiüher,  die  Neigung  von 

dz  gegen  die  zu  cc  senkrechte  Ebene  bedeutet.    (Vgl.  Fig.  28.) 

2.  Die  Folge  oder  auch  gleichzeitige  Verbindung  zweier  unendlich 
kleinen  Rotationen  d&'  um  zwei  sich  kreuzende  Axen  (er,  «)  und 
(ß,  b)  ist  äquivalent  einer  unendlich  kleinen  Schraubenbewegung.  Die 
Figur  29  b.  erleidet  hiefür  folgende  Moditicationcn.  Da  d&,  d&  ver- 
schwindend klein  sind,  so  fällt  die  Axe  /  in  die  Ebene  (« ß)  und  läuft 
also  die  Axe  der  Schraubenbewegung  parallel  mit  den  Ebenen  der 
Schicht,  welche  durch  die  Axen  «,  ß  bestimmt  wird ;  sie  ist  mithin  senk- 
recht zu  dem  kürzesten  Abstände  AB'  —  rf  dieser  Axen.  Die  Amplitude 
dS  der  Schraubenbewegung  erhält  man  zufolge  des  Satzes  vom  Paralle- 
logramm der  Rotationen  (Cap.  IV.  §.  2.)  und  zwar  ist 

sin  ycc       sin  yß       sin  aß 
W  =    d&    =    d&  ' 

Die  unendlich  kleine  Translation  Ii' Ii"  ist  senkrecht  zu  AB'  und  fällt  in 
die  Ebene  («'/i);  ihr  Werth  ist  d  •  d&.    Da  die  Ebene  B' Ii" B  "  mit  der 
Ebene  (<*'/),  also  jetzt  mit  der  Ebene  («' ß)  zusammenfällt,  welche  senk 
recht  zu  AB'  ist,  so  fällt  der  Punkt  C  in  die  Richtung  des  kürzesten 
Abstandes  AB'  beider  Axen  und  ist  seine  Entfernung  von  der  zweiten 

Axe  CB'  =  —  f-  •  cos  (B"I/B"')  =  d  •       •  cos  ycc,  da  Winkel  B'' Ii Ii" 
d®  v  ;  dS         1  ' 

gleich  Winkel  (}'V)  =  (y  a)  ist  (weil  B ' B"  auf  er  und  B'B  "  auf  y  senk- 
recht steht).    Die  Tianslatioiiscomponcnte  der  Scbraubeubewegung  ist 
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/>•"'  B"  =  dr  =  d  ■  d&  •  sin  ya,  oder  da  sin  ya  —  rf^  •  sin  (aß)  ist, 

•  d&  d  &  sin  a  ß  .  .  s 

rfr  =   .    Diese  Gleichung  ergibt  sich  auch  aus  dein 

Rodrigues'schen  Satze,  indem  man  denselben  für  unendlich  kleine  Am- 
plituden und  Translationen  in  Anwendung  bringt.  Die  Figur  31.  er* 
läutert  den  Uebergang  der  Fig.  29  b. 
für  den  Fall  der  unendlich  kleinen  Be- 
wegungen. 

Sind  die  Amplituden  der  Rota- 
tionen gleich,  so  bildet  y  mit  er  und  ß 
gleiche  Winkel.  —  Der  Unterschied 
der  Aufeinanderfolge  der  Rotationen 
fällt  weg;  sie  können  beide  gleich- 
zeitig erfolgen.  Die  Rotation  d&  um 
«  verrückt  die  Axe  ß,  die  Rotation  um 
ß  die  Axe  a  unendlich  wenig;  dabei 
verschiebt  sich  blos  die  Axe  y  in  sich 
selbst  um  die  unendlichkleine  Grösse 
dr.  Analog  der  oben  gegebenen  For- 
mel für  den  kürzesten  Abstand  CB"  < 


ler  Schraubenaxe  von  der  A 


erhält  man  durch  geeignete  Vertauschung  der  correspondirenden  Ele- 
mente für  den  kürzesten  Abstand  CA  derselben  Schraubenaxe  von  der 

d%' 

Axe  a  die  Formel  CA  =  d  ■  ^  •  cosyß.     Demnach    erhält   man  weiter 

für  das  Theilungsverhältniss  des  kürzesten  Abstandes  durch  die  Schrau- 
benaxe : 

CA  _  d&  cos  yß 
CB      d&'  cos  ya 

.      ,   d&'       sin  ya  . 
oder  da  --  =  -r-  a  ist: 
rfO  smyß 

CA  lg  ya 
CB  ~~  Tg"yß 

Es  theilt  demnach  die  Schraubenaxe  den  kürzesten  Abstand  der  Axcu 
c,  ß  im  Verhältniss  der  Tangenten  der  Winkel,  welche  sie  mit  diesen 
Axen  bildet. 

§.  7.  Bereits  im  Cap.  I.  §.  2.  wurde  gezeigt,  dass  ein  unveränder- 
liches System  aus  einer  ersten  Lage  in  eine  zweite  gelangt  ist,  sobald 
dies  bei  irgend  drei  nicht  in  gerader  Linie  liegenden  Punkten  desselben 
der  Fall  ist.  Haben  daher  beide  Lagen  drei  Doppelpunkte,  so  sind  alle 
Punkte  Doppclpunkte  und  fallen  heide  Lagen  zusammen.  Sollen  also 
beide  Lagen  von  einander  verschieden  sein,  so  können  sie  nur  2,  1  oder 
0  Doppelpunkte  besitzeu.    Die  beiden  ersten  dieser  Fälle  sind  in  den 
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vorigen  Capitoln  erörtert  worden,  denn  die  Bewegung  des  Systems  ist 
in  diesen  Fällen  äquivalent  einer  Rotation  um  die  Verbindungslinie  der 
beiden  Doppelpunkte  als  Axe  und  einer  Rotation  um  den  einen  Doppel- 
punkt. Es  bleibt  daher  von  allen  möglichen  Fällen  der  Bewegung  eines 
unveränderlichen  Systems  blos  der  eine  noch  zu  untersuchen,  in  welchem 
die  beiden  Lagen  keinen  Doppelpunkt  besitzen;  dieser  Fall  ist  der  all- 
gemeinste und  zu  seiner  Behandlung  dienen  die  in  vorliegendem  Capitel 
bis  jetzt  entwickelten  Sätze,  aus  denen  sich  die  folgenden  ergeben. 

I.  Jede  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems  2 
aus  einer  ersten  Lage  2'  in  eine  zweite  2"  ist  äquivalent 
der  Folge  zweier  Rotationen  um  zwei  Axcn  auf  unendlich 
viele  Arten,  sodass  die  eine  von  diesen  willkührlich  ge- 
wählt und  die  andere  dazu  gefunden  werden  kann.  Siud  näm- 
lich ß\  ß"  irgend  zwei  homologe  Gerade  von  2',  2"  und  auf  ihnen  A,  A'\ 
B\  B''  zwei  homologe  Punktpaare,  so  constmire  man  die  Kugelfläche, 
welche  diese  beiden  Paare  enthält  und  denke  sich  ein  Hülfssystem  tf, 
dessen  beide  Lagen  ff',  tf"  die  Punkte  A,  B' \  A\  B''  als  tomologe  Punkte 
und  den  Mittelpunkt  der  Kugelfläche  als  Doppelpunkt  (0',  0")  besitzen. 
Nach  Cap.  IV.  gelangt  dies  System  a  aus  der  Lage  in  die  Lage  ö" 
durch  Rotation  um  eine  bestimmte  durch  den  Doppelpunkt  gehende  Axe 
«,  welche  die  Durchschnittslinie  der  Normalebenen  ist,  welche  man  in 
den  Mitten  der  Sehnen  A '  A\  BB"  auf  diesen  Sehnen  errichten  kann. 
Mit  dieser  Axe  a  fällt  eine  gewisse  Gerade  «  des  Systems  2  zusammen, 
und  da  durch  Drehung  um  sie  die  Gerade  ß  aus  der  Lage  ß'  in  die 
Lage  ß"  übergeführt  wird,  so  bedarf  es,  nachdem  dies  geschehen,  blos 
noch  einer  Rotation  um  letztere,  damit  das  System  2  vollständig  in  die 
Lage  2"  gelange.  Die  Linie  ß  kann  willkührlich  angenommen  werden 
und  zu  ihr  als  zweiter  Rotationsaxe  die  zugehörige  erste  Axe  a  nach  der 
vorigen  Construction  gefunden  weiden. 

II.  Jede  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems  2 
aus  einer  ersten  Lage  2'  in  eine  zweite  Z"  ist  äquivalent 
der  Folge  einer  Translation  und  einer  Rotation  in  belie- 
bigerOrdnung  auf  unendlich  viele  Arten.  Ertheilt  man  nämlich 
dem  System  eine  Translation  übereinstimmend  nach  Grösse,  Richtung 
und  Sinn  mit  der  Verbindungssehne  zweier  homologer  Punkte  Ä,  A'  von 
2'  und  2",  so  gelangt  dasselbe  in  eine  gewisse  Lage  24,  in  welcher  es 
mit  2'  einen  Doppelpunkt  (A,  A')  besitzt.  Nach  Cap.  IV.  gibt  es  daher 
eine  durch  A"  gehende  Axe  «,  durch  Rotation  um  welche  2  aus  der 
Lage  2t  in  die  Endlage  £"  gelangen  kann.  Da  Translation  und  Rotation 
vertauschbarc  Bewegungen  sind,  so  kann  das  System  auch  erst  die  Ro- 
tation um  eine  zu  dor  eben  erwähnten  Axe  parallele,  durch  A  gelegte 
Axe  ausführen  und  dann  die  Translation  A ' A'  erleiden,  um  schliesslich 
in  dieselbe  Lage  2'  übergeführt  zu  sein. 
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Da  man  zur  Translation  jede  andere  Verbindungssehne  zweier  homo- 
loger Punkte  von  £\  2"  wählen  kann,  so  ist  die  Aufgabe,  das  System 
Z  aus  der  Lage  2"  in  die  Lage  <£"  durch  eine  Folge  von  Translation 
und  Rotation  überzuführen,  auf  unzählige  Arten  lösbar.  Obgleich  die 
hiezu  dienenden  Translationen  im  Allgemeinen  nach  Grösse  und  Rich- 
tung verschieden  sind,  so  ist  die  Rotation  dennoch  nach  Axen- 
richtung,  Amplitude  und  Sinn  immer  die  nämliche  und 
haben  die  Translationen  parallel  der  Richtung  der  Rota- 
tionsaxe  sämmtlich  gleiche  Componenten.  Zieht  man  nämlich 
durch  irgend  einen  andern  Systempunkt  B  mit  a  eine  Parallele  ß,  so 
gelangt  dieselbe  durch  die  Translation  A '  Ä'  aus  der  Lage  ß\  in  welcher 
sie  durch  B'  ging,  in  eine  Lage  ßt,  und  bleibt  sich  und  a  dabei  fort- 
während parallel.  Durch  die  nachfolgende  Rotation  des  Systems  um  a 
gelangt  sie  in  ihre  definitive  Lage  ß'\  in  welcher  sie  durch  B"  hindurch- 
geht. Da  sie  auch  während  dieser  Rotation  sich  parallel  bleibt,  so  folgt, 
dass  sie  auch  dann  in  ihre  definitivo  Lage  gelangt,  wenn  das  System 
statt  der  Translation  ÄÄ'  die  Translation  BfB"  erleiden  würde.  Ertheilt 
man  folglich  dem  System  diese  letztere  Translation,  so  bedarf  es  bios 
noch  einer  Rotation  um  (ß,  ß"),  damit  dasselbe  die  Endlage  27"  erreiche. 
Daher  sind  alle  den  verschiedenen  Translationen  ÄÄ' ,  B'B",  .  .  .  ent- 
sprechenden Rotationsaxen  einer  gemeinschaftlichen  Richtung  parallel. 
Da  nach  Ausführung  der  Translation  ÄÄ'  das  System  blos  noch  um  die 
Axe  <*  zu  rotiren  braucht  und  dabei  sich  parallel  einer  zu  er  senkrechten 
Ebene  bewegt,  so  folgt,  dass  durch  die  Translation  ÄÄ  alle  zur  Rich- 
tung der  Rotationsaxe  senkrecht  durch  die  verschiedenen  Punkte  A, 
2?,  . . .  geführten  ebenen  Schnitte  des  Systems  bereits  in  ihre  definitiven 
Ebenen  gelangt  sind.  Dasselbe  gilt  von  der  Translation  B'  B'\  etc. 
Daher  müssen  die  Rotationen  um  die  parallelen  Axen  a,  ß  äquivalent 
sein.  Sie  können  sich  daher  blos  um  eine  Translation  senkrecht  zu 
ihrer  gemeinschaftlichen  Axenrichtung  unterscheiden  und  haben  folglich 
gleiche  Amplituden  von  demselben  Sinne.  Ein  zur  Axenrichtung  u  senk- 
rechter Schnitt  des  Systems  bewegt  sich  in  Folge  der  Translation  ÄÄ 
parallel  mit  sich  selbst  aus  seiner  Lage  in  £'  in  die  homologe  Lage  in 
2"  um  eine  Strecke,  welche  durch  die  Projection  der  Translation  ÄÄ 
auf  die  Richtung  a  angegeben  wird  ;  da  er  auch  durch  dio  Translation 
ÜB",  sowie  durch  jede  andere  eben  dahin  gelangt,  so  folgt,  dass  die  Pro- 
jektionen aller  Translationen  ÄÄ\  B  B'\  .  .  .  auf  die  Axenrichtung  «,  oder 
also  die  Translationscomponenten  parallel  dieser  Axe  gleich  gross  sind.  Die 
gemeinschaftliche  Richtung  der  Rotationsaxen  ist  mithin 
diejenige  Gerade  des  Raumes,  für  welche  die  Verbindungs- 
sclincn  der  homologen  Punktpaare  von  21'  und  £"  gleiche 
Projectionen  liefern. 

III.  Jede  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems  2* 


76  Aequiv.  d.  Beweg,  eines  Systems  mit  einer  Sebraubenbeweg.    V.  Cap. 


aus  einer  Lage  £ 


in   eine  andere  2'   ist  äquivalent  einer 
Schraubenbewegung. 

Dem  vorigen  Satz  zufolge  ist  nämlich  die  Bewegung  des  Systems 
äquivalent  einer  Translation,  welche  nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn 
mit  der  Verbindungssehne  zweier  homologer  Punkte  A,  A"  von  2?  und 
£"  übereinstimmt  und  einer  Rotation  um  eine  durch  den  Punkt  A 
gehende  Axe  a.  Diese  beiden  Bewegungen  sind  aber  nach  §.  1,  Satz  I. 
einer  Schraubenbewegung  äquivalent,  welche  wie  dort  gefunden  wird, 
indem  man  die  Translation  ÄA"  in  zwei  Componenten  zerlegt,  die  eine 
parallel  der  Rotationsaxc ,  die  andere  senkrecht  zu  ihr.  Die  erstcre 
dieser  Componenten  ist  die  Translationscomponente  der  Schrauben? 
bewegung,  die  zweite  bestimmt  in  Verbindung  mit  der  Rotation  um  a 
die  Axe  derselben  ihrer  Lage  und  Amplitude  nach. 

Unmittelbar  kann  dieselbe,  wie  folgt,  bostimmt  werden.  Da  das 
System  in  seine  neue  Lage  übergeführt  ist,  sobald  drei  nicht  in  gerader 
Linie  liegende  Punkte  ihre  Endlagen  erreicht  haben,  so  müssen  drei 
Sehnen  A'A",  B'B'\  C  C',  welche  nicht  parallel  sind,  zur  Auffindung  ge- 
nügen. Nun  ist  die  Richtung  der  Axe  a  und  mithin  auch  die  der 
Schraubenaxc  die  Richtung  des  Raumes,  in  Bezug  auf  welche  alle  Sehnen, 
insbesondere  also  auch  jene  drei  gleiche  Projectionen  besitzen.  Zieht 
man  also  durch  irgend  einen  Punkt  0  des  Raumes  drei  Strecken  0«,  0hy 

Oc  (Fig.  32.)  gleich,  parallel  und  von  dem- 
selben Sinne  mit  den  Sehnen  ÄÄ\  B'B>',C'(f' 
legt  durch  die  Punkte  </,  b>  c  eine  Ebene 
und  zieht  durch  0  die  Normale  dieser  Ebene, 
so  erfüllt  dieselbe  die  Bedingung  der  Gleich- 
heit der  Projectionen,  und  zwar  ist  sie  die 
einzige  Richtung,  welche  dieser  Bedingung 
genügt.  Nachdem  auf  diese  Weise  die  Rich- 
tung der  Schraubenaxc  gefunden  ist,  ergibt 
sich  die  Lage  derselben  im  Räume  und  im 
beweglichen  System  folgendermasseu  mit 
Hülfe  zweier  Pnnktpaare,' z.  B.  A' ,  A" ; 
B'}  B".  Zwei  durch  Ä  und  A"  zur  Schrau- 
ezogenc  Gerade  et'  und  «"  sind  homologe 
indem   eine  bewegliche  Gerade   durch  die 


Fig.  32. 


benaxenrichtune  parallel 


Gerade  von  2V  und  Z'\ 
Schraubenbewegung  aus  der  Lage  et'  in  die  Lage  et"  gelangt;  sie 
liegen  daher  auf  einer  Cylinderfläche,  deren  Axe  mit  der  Schrauben - 
axe  zusammenfällt.  Legt  man  daher  durch  sie  eine  Ebene  und  hal- 
birt  den  zwischen  ihnen  in  dieser  enthaltenen  Parallelstreifen  et  et" 
durch  eine  ihnen  parallele  Normalebene  (welche  mithin  durch  die  Mitte 
der  Sehne  A'A"  geht),  so  muss  diese  die  Schraubenaxe  enthalten ;  wendet 
man  dieselbe  Cunstruction  nochmals,  nämlich  in  Bezug  auf  die  Punkte 
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Z?',  /?"  an,  indem  man  darch  diese  zwei  zur  Schraubenaxenrichtang  pa- 
rallele Gerade  ß*f  ß"  zioht,  so  liefert  die  Ebene,  welche  den  Parallel- 
streifen ß'ß"  uormal  balbirt,  durch  ihren  Durchschnitt  mit  der  vorigen 
Normalebene  die  Schraubenaxe  selbst.  Um  die  Amplitude  der  Schrauben- 
bewegung zu  finden,  hat  man  nur  nöthig,  durch  die  bereits  gefundene 
Schraubenaxe  und  zwei  homologe  Punkte,  z.  B.  A ',  A'\  zwei  Ebenen  zu 
legen,  ihr  Winkel  ist  die  gesuchte  Amplitude.  Der  cbengeführte  Beweis 
zeigt  zugleich ,  dass  jede  Bewegung  des  Systems  nur  einer  einzigen  Schrau- 
benbewegung äquivalent  sein  kann. 

Die  Aequivalenz  der  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems  mit 
einer  Schraubenbewegung  wurde  von  Chasles  entdeckt  und  im  Bulletin 
des  sciences  math<5m.  von  Ferussac  als  eine  Mittheilung  an  die  Societo 
philomatique  zu  Paris  vorn  5.  Februar  1H31  zuerst  gedruckt.  In  Ueber- 
eiu8timniung  mit  Chasles  wird  die  Schraubenaxe  auch  die  Centralaxe 
(besser  Centralaxe  der  Bewegung  zum  Unterschiede  von  der  von 
Poinsot  gefundenen  Centralaxe  der  Kräfte)  genannt. 

Der  Satz  über  die  Schraubenbewegung  ergibt  sich  auch  aus  dem 
obigen  Satze  I;  jedes  Paar  Rotationsaxen,  wie  sie  dort  gefunden  wer- 
den, ist  ein  Paar  conjugirter  Axen  der  Schraubenbewegung. 

§.  8.  Die  Schraubenaxe  ist  eine  Doppcllinie  der  beiden  Systeme 
E\  £"]  zieht  man  durch  alle  Punkte  von  2"  einerseits  und  durch  die 
ihnen  homologen  Punkte  von  H"  andererseits  Geraden  parallel  dieser 
Axe,  so  bilden  sie  zwei  Parallelstralcnbiindel  homologer  Geiaden  der 
Systeme,  die  Axe  ist  der  Doppelstral  dieser  Biimlel.  Die  Punkte  des 
beweglichen  Systems,  welche  in  die  Schraubenaxe  fallen,  erleiden  wäh- 
rend der  Schraubenbewegnng  eine  blosse  Verschiebung  in  ihr,  alle  andern 
Punkte  des  Systems  eine  Verschiebung  parallel  dieser  Axe  und  eine  Rota- 
tion um  dieselbe.  Die  Verbindnngssehnen  homologer  Punkte,  welche  in 
die  Axe  fallen,  sind  alle  gleich  und  sind  die  kleinsten  Sehnen  des  Systems. 
Ist  t  die  Translation  und  S  die  Amplitude  der  Schraubenbewegung,  so 
ist  die  Grösse  /  einer  Sehne,  deren  Mitte  von  der  Axe  den  Abstand  r 
besitzt,   gegeben    durch   die  Gleichung  /?  —  4  r* Ig2  |ö  +  t  '  und  die 

2r 

Tangente  ihrer  Neigung  q>  gegen  die  Axe  durch  tg  <p  =  —  entg  18. 

x 

Alle  Sehnen,  welche  gleichen  Abstand  von  der  Axe  haben,  sind  daher 
gleich  und  gleichgeneigt  gegen  die  Axe;  mit  wachsendem  Abstände 
wächst  die  Sehne  und  nähert  sich  ihre  Lage  gegen  die  Axe  immer  mehr 
der  rechtwinkligen  Kreuzung. 

Die  Schraubenbewegung  ist  äquivalent  einer  Rotation  um  irgend  eine 
Gerade  des  obigeu  Parallelstralenbündels  von  derselben  Amplitude  in  Ver- 
bindung mit  einer  Translation  gleich  der  einem  Punkte  der  Geraden  ent- 
sprechenden Sehne  des  Systems.  Je  weiter  diese  Rotationsaxc  sich  von  der 
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Schraubenaxe  entfernt,  um  so  grösser  wird  die  zugehörige  Translation 
und  um  so  mehr  biegt  sich  dieselbe  von  der  Rotationsaxe  ab. 

Die  Schraubenaxe  ist  die  einzige  Doppellinie  der  Systeme  L"\ 
hieraus  folgt,  dass  wenn  dieselben  einen  Doppelpunkt  besitzen,  dieser 
auf  der  Axe  liegen  muss.  In  diesem  Falle  fallen  alle  homologen  Punkte 
auf  der  Axe  zusammen,  verschwindet  die  Translationscomponcnte  der 
Schraubenbewegung  und  geht  diese  selbst  in  eine  blosse  Rotation  über, 
wie  dieselbe  Cap.  IV.  näher  untersucht  wurde.  Besitzen  £'  und  £" 
zwei  Doppelpunkte,  so  tritt  Aehnliches  ein  und  erhalten  wir  den  Fall  des 
Cap.  II. 

§.  9.  Es  sei  jetzt  £\  £ ",  £"'  .  .  .  eine  Reihe  von  Lagen ,  welche 
das  System  £  während  seiner  Bewegung  durchläuft.  Die  Bewegung, 
welche  dasselbe  aus  der  Lage  £'  nach  £"  führt,  ist  äquivalent  einer 
Schraubenbewegung  von  der  Amplitude  und  der  Translation  x  um 
eine  gewisse  Axe  C,  die  Bewegung  aus  der  Lage  £"  nach  £"'  ist  ebenso 
äquivalent  einer  zweiten  Schraubenbewegung  (fr",  t")  um  eine  zweite  Axe 
.  C"  u.  s.  f.  Construireii  wir  alle  diese  Axen  und  ertheilen  dem  Systeme 
£  statt  seiner  wirklichen  Bewegung  nach  und  nach  die  Schrauben- 
bewegungen (#',  r'),  (#",  t"),  (#'",  t'")  .  .  . ,  so  ergibt  sich  eine  Bewegung, 
welche  mit  der  wirklich  stattfindenden  in  den  Lagen  £ ,  £",  £"'  .  .  . 
übereinstimmt,  im  Uebrigen  aber  im  Allgemeinen  von  ihr  abweicht. 
Schaltet  man  aber  zwischen  je  zwei  aufeinanderfolgenden  dieser  Lagen 
andere  Lagen  des  beweglichen  Systems  ein  und  wiederholt  die  Con- 
struetion  der  Schraubenbewegungen ,  wobei  sowohl  die  Amplituden ,  als 
auch  die  Translationen  und  nicht  minder  die  Axen  sich  ändern,  so  er- 
gibt sich  eine  Bewegung,  welche  sich  der  wirklichen  Bewegung  weit 
inniger  anschliesst.  Bei  Fortsetzung  dieses  Prozesses  häufen  sich  die  Axen 
immer  dichter  und  dichter,  nehmen  die  Amplituden  und  Translationen, 
weil  die  Lagen  des  Systems  einander  immer  näher  aneinanderrücken, 
ohne  Ende  ab  und  nähert  sich  der  Ort  aller  Axen  einer  bestimmten  ge- 
radlinigen Fläche,  die  ganze  Bewegung  aber  der  wirklich  stattfindenden 
Bewegung  ohne  Ende  als  ihrer  Grenze.  Durch  die  Vollziehung  dieses 
Grenzüberganges  ergibt  sich  daher  der  Satz: 

IV.  Die  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems  ist 
äquivalent  einer  conti  nuirlichen  Folge  vors  eh  windend  klei- 
ner Schraubenbewegungen  um  die  Erzeugungslinien  einer 
bestimmten  geradlinigen  Fläche  (C)  des  absoluten  Raumes. 

Während  das  System  die  Schraubenbewegung  um  die  Axe  C  er- 
leidet, fällt  eine  bestimmte  Linie  V  des  Systems  mit  C  zusammen  und 
verschiebt  sich  in  Folge  der  Translationscomponcnte  der  Schrauben- 
bewegung in  ihr;  durch  dio  folgende  Schraubenbewegung  um  C  verlässt 
/"  diese  Linie,  während  derselben  fällt  aber  eine  zweite  Linie  V"  des 


Digitized  by  Google 


V.  Cap.       Gleiten  und  Rollen  der  Flächen  (C)  nnd  (f)  aufeinander.  79 


Systems  mit  C"  zusammen ;  ebenso  fällt  während  der  Bewegung  um  C" 
eine  dritte  Linie  I*"  in  C"  u.  s.  f.  Der  geometrische  Ort  aller  dieser 
Geraden  I\  welche  nach  und  nach  mit  den  Schraubenaxen  C  zusammen- 
fallen und  in  diesen  gleiten,  ist  in  der  Grenze  eine  bestimmte  gerad- 
linige Fläche  (r)  des  beweglichen  Systems.  Beide  Flächen  (6')  und  (r) 
berühren  sich  während  der  Bewegung  längs  der  zusammenfallenden  Er- 
zengungslinien  C  und  V ,  C"  und  V  u.  s.  f. ,  d.  h.  sie  haben  längs  diesen 
in  allen  Punkten  gemeinschaftliche  Tangentenebenen.  Denn  durch  die 
Schraubenbewegung  um  C  z.  B.  gelangt  r"  in  die  Axe  C",  während  r' 
in  (f  bleibt,  und  C  erst  in  dem  Momente  verlässt,  in  welchem  V  in  C" 
eintritt;  mithin  haben  die  Flächen  in  diesem  Moment  zwei  aufeinander- 
folgende Erzeugungslinien  geinein,  und  berühren  sich  folglich  längs  der 
ersten  von  ihnen.    Man  hat  daher  weiter  den  Satz: 

V.  Die  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems  ist 
äquivalent  dem  Gleiten  und  Rollen  einer  bestimmten  ge- 
radlinigen Fläche  (Z1)  des  beweglichen  Systems  auf  einer 
bestimmten  geradlinigen  Fläche  {(')  des  absoluten  Raumes. 

Sind  die  beiden  Flächen  Kegelflächen  mit  gemeinsamem  Mittelpunkt, 
so  ist  das  Gleiten  ausgeschlossen  und  reducirt  sich  die  Bewegung  der 
Flächen  auf  das  blosse  Rollen  der  einen  auf  der  andern ;  die  Bewegung 
ist  die  in  Cap.  IV.  behandelte  Rotation  dos  Systems  um  einen  Punkt.  — 
Sind  die  Flächen  Cylinderflächen,  welche  nicht  aufeinander  gleiten,  son- 
dern blos  rollen,  so  ist  die  Bewegung  die  in  Cap.  III.  behandelte  Be- 
wegung eines  Systems  parallel  einer  Ebene. 

Es  sei  A  ein  beliebiger  Punkt  des  Systems,  welcher  durch  die 
Scbraubenbcwegung  um  die  Axe  C  aus  der  Lage  A'  in  die  nächstfolgende 
unendlich  nahe  Lage  A"  gelangt;  man  ersetze  die  in  der  Scbrauben- 
bcwegung enthaltene  Rotation  durch  die  gleiche  Rotation  um  die  durch 
A  gehende,  zu  C'  parallele  Axe  c  und  füge  die  zu  dieser  senkrechte 
Translation  Ä  A/  zu,  so  wird  letztere  mit  der  Translationscomponentcn  der 
Schraubenbowcgung  zusammen  äquivalent  der  Translation  A' A"  sein  und 
mithin  die  Schraubenbewegung  äquivalent  sein  einer  Rotation  von  der- 
selben Amplitude  mit  ihr  um  eine  durch  einen  beliebigen  Punkt  //  des 
Systems  gehende,  zu  ihrer  Axe  parallele  Axe  und  einer  Translation 
gleich  der  Strecke,  welche  dieser  Punkt  beim  Ucbergang  des  Systems 
aus  der  ersten  Lage  in  die  zweite  durchläuft.  Wiederholt  man  diese 
Zerlegung  der  Schraubenbewegung  bei  den  Axen  C",  C".  ...  so  ergibt  sich 
folgender  Satz: 

VI.  Die  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems  ist 
äquivalent  der  im  Allgemeinen  krummlinigen  Translation, 
welche  durch  die  Bahn  eines  beliebigen  seiner  Punkte  ange- 
geben wird  in  Verbindung  mit  einer  continuirlich en  Rota- 
tionsfolge um  Axen,  welche  durch  die  aufeinanderfolgenden 
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Orte  dieses  Punktes  parallel   der  Schraubenaxe  ge- 
legt werden. 

Während  der  Bewegung  fallen  mit  den  Axen  c\  c'\  c"  .  .  .  gewisse 
Linien  y',  y",  des  Systems  zusammen  und  da  der  Punkt  A  die  Punkt- 

reihe Ä*Ä\  Ä" ...  welche  auf  dem  geometrischen  Orte  der  Axen  c\  r'\  c'"... 
liegt,  durchläuft,  so  gehen  alle  diese  Linien  y  durch  A  hindurch  und  bil- 
den im  beweglichen  System  eine  Kegelfläche,  deren  Erzeugungslinien  nach 
und  nach  mit  der  Rotationsaxe  zusammenfallen.  Ziehen  wir  durch  den 
Punkt  Ä  ausser  c  noch  eine  Schaar  Gerader,  resp.  parallel  c'\  c  \  ... 
so  bilden  diese  einen  zweiten  Kegel,  und  wenn  wir  diesem  die  Trans- 
lation A'A"A"'...  crtheilen,  so  gelangen  wegen  des  Parallelismus 
diese  Geraden  nach  und  nach  in  die  Lage  von  c\  r",  c"  . .  .  ;  rollt  daher 
der  erste  Kegel  (y)  auf  diesem  zweiten  (c),  während  dieser  selbst  die 
Translation  erleidet,  so  gelangt  das  System  nach  und  . nach  in  alle  seine 
Lagen.  Daher: 

VII.  Die  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems  ist 
äquivalent  dem  Köllen  eines  dem  System  angehörigen  Ke- 
gels auf  einem  andern  gleichfalls  beweglichen,  aber  nicht 
dem  System  angehörigen  Kegel,  welcher  eine  Translation 
besitzt,  welche  durch  die  Bahn  des  Mittelpunktes  des  er- 
steren  Kegels  bestimmt  ist. 

§.  10.  Jeder  Lage  des  Systems  entspricht  eine  bestimmte  Gerade 
der  Fläche  ((•'),  um  welche  dasselhe  eine  unendlich  kleine  Schrauben-  ' 
bewegung  ausführt,  um  in  die  folgende  unendlich  nahe  Lage  zu  gelangen. 
Diese  Gerade  heisst  die  Momentanaxe  und  die  unendlich  kleine 
Schraubenbewegung  um  sie  die  Kiemen  t  arbewegung  des  Systems, 
entsprechend  jener  Lage  desselben. 

In  Folge  der  Elementarbewegung  beschreibt  jeder  Punkt  des  Systems 
ein  Element  seiner  Bahn  als  Element  einer  gewissen  gemeinen  Cylinder- 
schraube;  ist  daher  die  Momentanaxe  und  das  Verhältniss  der  Ele- 
mentaramplitude zur  Elcmentartranslation,  welche  ihr  zukommen,  be- 
kannt, so  hat  die  Aufgabe,  die  Tangente  und  Norraalebene  der  Bahn 
zu  bestimmen,  keine  Schwierigkeit.  Die  Cy  linderschraube  hat  übrigens 
mit  der  Bahn  des  Punktes  blos  ein  Element  gemein  und  berührt  sie  folg- 
lich blos  in  der  ersten  Ordnung;  sie  ist  wesentlich  verschieden  von  der 
Schmiegungsschraubenlinie,  welche  die  Curvc  weit  inniger  berührt. 

An  diese  Betrachtungen  lässt  sich  die  Behandlung  einer  Reihe  von 
allgemeinen  und  speziellen  Aufgaben  anschlicssen,  in  ähnlicher  Weise,  wie 
wir  dies  Cap.  III.  und  IV.  gethan  haben.  Die  Bewegung  des  Systems 
ist  bestimmt,  sobald  die  Bewegung  dreier  Punkte  desselben  bestimmt 
ist.  Man  findet  die  Momentanaxe  und  die  Elemente  der  Schraubenbewegung 
um  sie,  indem  man  die  §.  7.  III.  (Fig.  ;J2.)  gegebene  Construction  für 
den  Fall  durchführt,  dass  die  Sehnen  ÄÄ\  B  li  ",  CC"  die  unendlich  kleinen 
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Bogenelemente  der  Bahnen  der  drei  Punkte  darstellen.  Zunächst  wird 
man  durch  einen  beliebigen  Punkt  0  des  Raumes  drei  Gerade  parallel 
den  Tangenten  dieser  Bahnen  ziehen  und  auf  ihnen  von  0  aus  drei  den 
Bogenelementen  proportionale  Längen  im  Sinne  der  Bewegung  dieser 
Punkte  auftragen;  die  Ebene,  welche  die  Endpunkte  derselben  enthält, 
ist  senkrecht  zur  Momentanaxe  und  ihre  Normale  folglich  die  Richtung 
dieser  Axe.  Hierauf  wird  man  durch  zwei  der  drei  Punkte  mit  dieser 
Axenrichtung  Parallelen  legen  und  durch  sie  Ebenen  führen  normal  zu 
den  Ebenen,  welche  eine  Parallele  und  die  Tangente  der  Bahn  des 
Punktes  enthalten,  durch  welchen  die  Parallele  gelegt  ist;  der  Durch- 
schnitt dieser  Ebenen  ist  die  Momentanaxe.  Die  Elementartranslation 
der  Schraubenbewegung  ist  gleich  der  Projection  eines  der  Bogenelemente 
auf  die  Richtung  der  Momentanaxe;  die  Elementaramplitudc  wird  erhal- 
ten, indem  man  die  Projection  dieses  Bogenelementes  auf  die  zur  Mo- 
mentanaxe senkrechte  Ebene  durch  den  Abstand  des  Punktes  von  der 
Momentanaxe  dividirt,  dessen  Bahn  das  Bogenelement  angehört. 

Die  Bewegung  des  Systems  und  damit  die  Bewegung  dreier  seiner 
Punkte  kann  auf  sehr  mannigfache  Art  bestimmt  sein;  so  z.  B.  dadurch, 
dass  zwei  Punkte  genöthigt  werden,  bestimmte  Curven  zu  beschreiben, 
während  ein  dritter  eine  bestimmte  Fläche  nicht  verlassen  darf;  oder 
dadurch,  dass  ein  Punkt  eine  Curve  beschreiben  und  eine  Fläche,  die 
durch  ihn  hindurchgeht,  zwei  andere  gegebene  Flächen  berühren  soll; 
oder  dadurch,  dass  eine  Fläche  des  Systems  drei  gegebene  Flächen 
fortwährend  berühren  soll,  etc.  Der  letztere  Fall  ist  sehr  allgemein,  in- 
dem die  bewegliche  Fläche  sich  in  drei  andere  spalten  kann,  von  denen 
einzelne  in  Punkte  degeneriren  können. 

Die  individuelle  Natur  der  Bewegung  des  Systems  wird  durch  die 
beiden  geradlinigen  Flächen  (C),  (r)  bestimmt,  von  denen  die  letztere 
auf  der  ersteren  rollt  und  gleitet.  So  viele  derartige  Flächenpaare  denk- 
bar sind,  so  viele  verschiedene  Bewegungsarten  des  Systems  sind  mög- 
lich. Darunter  gibt  es  jedoch  Fälle  von  einer  gewissen  Unbestimmtheit. 
Denn  nicht  immer  sind  die  Elemente  der  Schraubenbewegung,  Trans- 
lation und  Amplitude,  durch  die  Beschaffenheit  der  Flächen  bestimmt 
und  es  können  z.  B.  zwei  Cylinder  auf  mannigfache  Weise  aufeinander 
rollen  und  gleiten. 

Die  Bewegungsarten  des  Systems  lassen  sich  eintheilen  nach  dem 
Gesichtspunkte,  dass  die  Flächen  (C),  (f1)  beide  windschief,  oder  beide 
abwickelbar  sind  oder  die  eine  von  ihnen  windschief,  während  die  andere 
abwickelbar  ist.  Die  Bedingungen,  welche  erfüllt  sein  müssen,  wenn 
der  eine  oder  der  andere  dieser  Fälle  eintreten  soll,  sind  bekannt  und 
von  Resal  in  seinem  Traitd  de  Cintfmatique  pure.  Paris  18G2,  ausführ- 
licher behandelt. 

§.  11.  Als  ein  interessantes  Beispiel  zu  den  Lehren  dieses  Capitels 
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wollen  wir  die  Schmiegungsschraubcnl  inie  der  Curven  dop- 
pelter Krümmung  bestimmen.*)  Ein  unveränderliches  System  2  be- 
wege sich  so,  dass  ein  Punkte  desselben  eine  gegebene  Curvc  doppelter 
Krümmung  beschreibt,  eine  durch  A  hindurchgehende  Gerade  /  des  Sy- 
stems fortwährend  Tangente  dieser  Curve  und  eine  durch  /  gehende 
Ebene  i  fortwährend  Schmiegungsebene  derselben  bleibt.  Die  zu  <  in  r 
senkrechte  durch  A  gehende  Gerade  g  bleibt  dann  immer  Hauptnormale 
und  die  zu  i  normale  gleichfalls  durch  A  gezogene  Gerade  n  die  Binor- 
male der  Curve.  Die  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Geraden  /,  g,  n 
charakterisiren  das  bewegliche  System  hinreichend  und  um  die  Bewegung 
desselben  mit  den  im  vorigen  §.  angegebenen  Bestimmungsweisen  der 
Bewegung  in  Einklang  zu  bringen,  genügt  es,  sich  auf  /  irgend  einen 
Punkt  Ii  und  auf  g  einen  andern  Punkt  C  des  Systems  zu  denken;  von  den 
drei  Punkten  A.  By  C  ist  alsdann  der  erste  genöthigt,  die  gegebene  Curve 
zu  beschreiben,  während  der  zweite  auf  deren  Tangentenfläche  und  der 
dritte  auf  deren  Fläche  der  llauptnormalen  oder  Krümmungshalbmesser 
bleiben  muss.  Der  üebergang  des  Systems  £  aus  einer  Lage  2\  in 
welcher  A,  ty  p,  n  die  Lagen  A\  t\  g\  n  haben,  in  eine  andere  unend- 
lich nahe  Lage  £'\  in  welcher  diese  Elemente  sich  in  A"\  f\  o",  n  be- 
finden, erfolgt  durch  eine  Elementarschraubenbewegung,  um  die  Be- 
stimmung deren  Axe,  Elementartranslation  und  Elementaramplitude  es 
sich  hier  handelt.  Die  Bewegung  des  Systems  ist  nun  zunächst  äquiva- 
lent der  Translation  Ä Ä\  welche  das  Bogenelement  ds  der  Curve  dar- 
stellt, und  einer  Rotation  um  eine  durch  Ä'  gehende  Axe  y.  Da  nach 
Ausführung  der  Translation  die  Punkte  der  Tangente  /  durch  die  Rotation 
in  die  Punkte  der  Tangente  t"  gelangen  müssen,  so  folgt,  dass  die  Rota- 
tionsaxe  in  der  zur  Schmiegungsebene  (/'/")  normalen  Ilalbirungsebene  des 
Contingenzwinkels  </w  liegen  muss;  da  ferner  durch  dieselbe  Rotation  die 
Gerade  g  aus  der  Lage  p,,  in  welche  sie  durch  die  Translation  gelaugt 
ist,  in  die  Lage  von  g"  übergeführt  werden  soll,  so  muss  die  Rotations- 
axe  in  einer  Ebene  liegen ,  welche  den  Winkel  p,  p"  halbirt  und  zu 
dessen  Ebene  senkrecht  ist.  Die  Schnittlinie  beider  llalbirungsebenen 
ist  folglich  die  Rotationsaxe  selbst  Da  tlu>  unendlich  klein  ist,  so  fällt 
die  erste  Halbirungsebene  mit  der  Ebene  (/V),  der  sogenannten  rectifi- 
cirenden  Ebene  der  Curve  im  Punkte  A'  zusammen  und  ist  folglich  die 
Rotationsaxe  senkrecht  zu  p'  und  da  die  zweite  Ilalbirungsebene  senk- 
recht zur  Ebene  (p ,  p")  oder  also  senkrecht  zu  der  Ebene  ist,  welche  mit 


*)  Vgl.  meine  Schrift:  Allgemeine  Theorie  der  Curven  doppelter  Krümmung, 
in  rein  geometrischer  Darstellung.  Leipz.,  Ii.  (3.  Teubner,  18tVJ.  8.  82,  sowie  S.  21  u. 
61.  —  In  neuester  Zeit  gab  C hei  in i  in  Uattaglini's  Giornale  di  Matematica.  T.  V. 
(1867).  p.96  eine  Kntwickclung  der  Schraubcnbewegung  der  Curveu  doppelter  Krüm- 
mung in  der  im  Texte  befolgten  Anordnung. 
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p',  g"  parallel  läuft,  so  ist  die  Rotationsaxe  als  Schnittlinie  beider  Halbi- 
rung8ebcncn  senkrecht  zu  p'  und  p".  Sic  hat  daher  die  Richtung  des  kür- 
zesten Abstandes  der  beiden  Hauptnormalen  p',  p"  und  fällt  mit  der  soge- 
nannten rectificirenden  Geraden  der  Curvc  im  Punkte  A  zusammen,  wenn 
wir  sie,  was  wegen  der  Vertauschbarkcit  der  Folge  von  Translation  und 
Rotation  erlaubt  ist,  durch  Ä  statt  darch  Ä  ziehen.  Die  Grösse  der 
Translation  der  gesuchten  Schraubenbewegung  ist  die  Projection  von  ds 
auf  die  Richtung  der  Schraubenaxe,  folglich  der  kürzeste  Abstand  de  von 
p'  und  p",  die  Amplitude  derselben  ist  der  Winkel  dk%  welchen  p',  p" 
oder  pj,  p''  mit  einander  bilden  (Winkel  der  ganzen  Krümmung).  Ist 
(y  t )  der  Winkel,  den  die  Rotationsaxe  mit  der  Tangente  (  bildet,  so 
wird  die  Translationscomponente  parallel  y,  dez=ds-cos  (yt)  und  die 
zu  dieser  Axe  senkrechte  Componente  ds-sin  y(,  daher  ist  der  Abstand 

p  der  Schraubenaxe  (auf  p'  gemessen)  von  Ä  gleich  ~^^y''"  und  ^e- 

zeichnet  der  Endpunkt  dieser  Strecke  den  Fusspunkt  des  kürzesten  Ab- 
standes der  Geraden  p',  p"  auf  p\  Um  diese  Formeln  zu  entwickeln, 
suchen  wir  die  Winkel  (y  (  )  und  (p'p")«  ^S-  %3  stellt  p'  und  p"  in  den  bei- 
den aufeinanderfolgenden  Schmiegungsebenen, 
sowie  p,  (parallel  p'),  nebst  der  Projection  p2 
von  p"  auf  die  erste  Schmiegungsebene  dar. 
Die  von  den  drei  Kanten  pp  p2,  p"  gebildete 
Ecke  A"  ist  an  p.>  rechtwinklig,  ebenso  das 
gleichnamige  sphärische  Dreieck,  welches  wir 
erhalten,  indem  wir  um  Ä'  mit  der  Einheit  als 
Radius  eine  Kugelfläche  beschreiben.  In  diesem 
letzteren  misst  der  Bogen  p,  p.2  den  Contingenz- 
winkel  dm,  weil  pt  und  g.2  in  der  ersten  Schmie- 
gungsebene normal  zu  den  Tangenten  in  Ä  und 
A  sind,  p'p2  den  Winkel  da  der  beiden  Schmie- 
gungsebenen ,  weil  die  Ebene  desselben  normal 
ist  zu  der  Schnittlinie  beider,  nämlich  der  Tan- 
gente in  A"  und  p,  p"  den  Winkel  dk  der  beiden  Hauptnormalen  p',  p", 
da  pj  pararallel  p'  ist.  Dies  unendlich  kleine  rechtwinklige  Dreieck  ist 
als  eben  anzusehen  und  in  demselben  ist  also  dk2=dvr  +  do2,  oder  wenn 

d  s 

man  diese  Gleichung  mit  ds-  dividirt  und  die  drei  Längen  ^  =  p, 

~  =  r,  ™-  =  R  einführt,  nämlich  den  Krümmungsradius,  Schmiegungs- 
radius  und  Radius  der  ganzen  Krümmung: 

R2       g2  ^  r2 

Auf  den  drei  Ebenen  der  Ecke  stehen  senkrecht:  die  Tangente  /" 
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(oder  t\  was  wegen  des  unendlichkleinen  Winkels  da  keinen  Unter- 
schied macht)  auf  der  Ebene  von  d tf,  die  Binormale  auf  der  des  Winkels 
da  und  die  Hotationsaxe  oder  rectificirende  Gerade  auf  der  Ebene  von 
dk.  Daher  sind  die  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks  bei  p"  und  p,  gleich 

()-/')  und  («'/')  =  -    —  mithin  erhält  man 

und  hiermit  wird  . 

de  =  ds  •  evs  (vi')  =  ****  ds  —  Ä  •  r/s 

- 

und 

7'  ~~  rf*  '  rf*  ~~  p  ' 
Theilt  man  demnach  den  Krümmungshalbmesser  ÄK  =  p  in  C*  so, 
dass  SC  A'A'=  R'1  wird  und  zieht  durch  £  eine  Gerade  parallel  der 
rectificirenden  Ebene  (fV),  welche  mit  der  Richtung  der  Tangente  /'  einen 

Winkel  bildet,  dessen  Cosinus      ist,  so  ist  sie  die  gesuchte  Schraubenaxe 

r 

ct  um  welche  das  System  {tQti)  sich  bewegen  muss,  um  aus  der  Lage 
(/' pV)  in  die  Lage  (*"pV)  zu  gelangen.  Die  Translation  der  hierzu 
nöthigen  Elementarschraubcnbewegung  ist  de  und  die  Amplitude  d  k. 

Man  kann  die  Schraubenbewegung  auf  mannigfache  Art  in  zwei 
Rotationen  um  conjugirte  Axen  auflosen;  nimmt  man  zu  der  einen  von 
diesen  die  Tangente,  so  wird  die  andere  die  KrÜmmungsaxe  (die  Nor- 
male zur  Schmiegungsebene  im  Krümraungsmittelpunkte);  sie  sind  ein 
Paar  rechtwinklig  conjugirte  Axen.  Durch  die  Rotation  um  die  KrÜm- 
mungsaxe von  der  Amplitude  gleich  dem  Contingenzwinkel  dto  gelangt 
A  von  Ä  nach  A"  und  p'  nach  p,,  /  nach  /'  in  der  Schmiegungsebene, 
durch  die  Rotation  um  die  Tangente  von  der  Amplitude  gleich  dem 
Schmiegungswinkel  da  rückt  p  aus  der  Lage  p,  in  die  definitive  Lage  p''. 

In  Folge  der  Schraubenbewegung  beschreibt  der  Punkt  A  das  Bogen 
dement  A A"  als  Element  einer  gemeinen  Oylinderschraube,  deren  Axe  c 
ist;  der  Basisradius  des  zugehörigen  Cylinders  ist  p.  Da  die  Axe  c 
parallel  der  rectificirenden  Geraden  y  ist,  so  ist  diese  Gerade  eine  Er- 
zeugungslinie des  Cylinders  und  da  sie  in  clor  zur  Schmiegungsebene 
senkrechten  rectificirenden  Ebene  (/'«')  liegt,  so  besitzen  die  beiden  Tan- 
genten l"  gleiche  Neigung  gegen  sie.  Daher  hat  die  erwähnte  Cylinder- 
schraube  mit  der  gegebenen  Curve  zwei  Tangenten  gemein  und  berührt 
sie  folglich  dreipunktig;  in  Folge  dessen  hat  sie  auch  mit  ihr  gemein- 
schaftlichen Krümmung8kreis.  Da  beide  Curven  aber  auch  die  rectifici- 
rende Gerade  gemein  haben,  so  fallen  nicht  nur  ihre  ersten,  sondern 
auch  noch  die  folgenden  Schmiegungsebcnen  zusammen  und  haben  beide 
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Curven  auch  gleicho  Schmiegungsradien  und  Radien  der  ganzen  Krüm- 
mung. Die  Berührung  der  Curven  ist  also  eine  dreipunktige  besonders 
inniger  Art,  aber  noch  keine  vierpunktige,  die  dritten  Tangenten  fallen 
zwar  in  dieselbe  Schmiegungsebcnc,  aber  nicht  in  dieselbe  Gerade.  Die 
hier  construirte  Schraubenlinie  heisst  die  Schmiegungssch  raube  der  Curve 
im  Punkte  Ä.  Im  Allgemeinen  berühren  die  Schraubenlinien,  dercu 
Kiemente  die  Punkte  eines  Systems  während  der  Elementarschraube  n- 
bewegung  durchlaufen,  die  Bahnen  der  Punkte  nur  zweipunktig,  die 
spezielle  Art  der  Bewegung  unseres  Systems,  derart,  dass  nicht  nur  der 
Punkt  A  die  Curve  beschreiben  sollte,  sondern  «auch  noch  die  Geraden 
I,  Qy  n  mit  den  Krümmungselcmenten  der  Curve  in  einer  intimeren  Be- 
ziehung zu  bleiben  genöthigt  wurden ,  führte  eine  innigere  Berührung 
herbei. 


Zum  Schlüsse  dieses  Capitels  und  des  hauptsächlichsten  Theiles  der 
Lehre  von  der  Bewegung  unveränderlicher  Systeme  fügen  wir  noch 
einige  Bemerkungen  über  die  Bewegung  einer  gewissen  Gattung  veränder- 
licher Systeme  hinzu.  Die  Geometrie  kennt  eine  Verwandtschaft  zweier 
Systeme,  welche  die  Collineation  oder  die  projectivischo  Verwandtschaft 
heisst  und  dadurch  definirt  ist,  dass,  wenn  in  dem  einen  Systeme  Punkte 
in  gerader  Linie  liegen,  ihre  homologen  Punkte  im  andern  System  gleich- 
falls in  einer  Geraden  liegen,  wenn  auch  in  andern  Abständen  von 
einander.  Hieraus  folgt,  dass  einer  Ebene  eine  Ebene,  allen  Ebenen, 
welche  durch  einen  Punkt  oder  eine  Gerade  gehen,  wieder  Ebenen  ho- 
molog sind,  welche  durch  den  homologen  Punkt  oder  die  homologe  Ge- 
rade gehen.  Congruente  und  ähnliche  Systeme  sind  spezielle  Fälle  dieser 
allgemein  projecti vischen  Systeme.  Nun  können  zu  einem  System  un- 
zählig viele  andere,  ihm  projectivische  construirt  werden ,  und  wenn  man 
sich  eine  solche  Schaar  continuirlich  aufeinanderfolgend  denkt,  so  sieht 
man  ein,  dass  es  möglich  ist,  dass  ein  veränderliches  System  sich  so 
bewege,  dass  es  nach  und  nach  mit  allen  zusammenfällt  und  sich  also 
selbst  immer  projectivisch  bleibt.  Derartige  Bewegungen  eines  ver- 
änderlichen Systems  gibt  es  unzählig  viele,  denn  es  ist  durch  die  bis- 
her gemachten  Annahmen  weder  die  Art  der  Veränderlichkeit  vollkom- 
men, noch  die  Art  der  Aufeinanderfolge  der  Lagen  des  beweglichen 
Systems  überhaupt  bestimmt.  Es  kann  leicht  gezeigt  werden ,  dass  zwei 
projectivische  Systeme  durch  5  Paar  homologe  Punkte  bestimmt  sind,  so 
dass,  wenn  diese  gegeben  sind,  man  im  Stande  ist,  zu  jedem  beliebigen 
sechsten  Punkte  des  einen  den  homologen  des  anderen  zu  finden. 
Hieraus  folgt,  dass,  wenn  zwei  solche  Systeme  eine  beliebige  gegen- 
seitige Lage  im  Räume  haben,  sie  höchstens  4  Doppelpunkte  besitzen 
können,  ohne  vollständig  zusammenzufallen.     Die  vier  Doppelpunkte 
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bestimmen  vier  Doppelebencn,  welche  durch  sie  hindurchgehen  und  sechs 
Doppclliuien,  welche  sie  paarweise  verbinden.  In  jeder  dieser  Doppel- 
ebenen  liegen  also  im  Allgemeinen  drei  Doppelpunkte  und  drei  Doppel- 
linien, in  deren  jeder  Doppellinie  zwei  Doppelpunkte,  aber  nicht  mehr. 
Wenn  daher  ein  System  sich  so  bewegt,  dass  es  während  der  Bewegung 
sich  selbst  projectivisch  bleibt,  so  ist  diese  Bewegung  durch  folgende 
Eigenschaften  ausgezeichnet: 

1.  In  jedem  Momente  der  Bewegung  ruhen  vier  bestimmte  Punkte  des 
Systems,  während  die  übrigen  rings  herum  liegenden  sich  bewegen.  Diese 
vier  Punkte  wechseln  mit  jeder  andern  Lage  des  Systems  und  erzeugen 
vier  Curven  im  absoluten  Raum,  welche  die  geometrischen  Orte  dieser 
Ruhepunkte  sind,  sodass  in  jedem  Moment  die  Bewegung  von  vier  System- 
punkten, welche  in  diese  Curven  eintreten,  für  einen  Augenblick  erlischt. 

2.  In  jedem  Momente  ruhen  6  Gerade  des  Systems,  sodass  deren 
Punkte  blos  in  diesen  Geraden  sich  bewegen;  jede  Gerade  enthält  zwei 
der  vorgenannten  vier  Ruhepunkte. 

3.  In  jedem  Momente  ruhen  vier  Ebenen  des  Systems,  sodass  deren 
Punkte  und  Geraden  blos  in  ihnen  sich  bewegen;  jede  Ebene  enthält 
drei  der  ruhenden  Linien  und  drei  Ruhepunktc. 

Die  angegebene  Zahl  der  Ruhepunkte,  Ruhelinien  und  Ruheebenen 
ist  blos  das  Maximum,  sie  kann  geringer  sein;  dann  werden,  wie  man 
sagt,  einige  von  ihnen  imaginär. 

Man  kann  zeigen,  dass  für  die  Bewegung  eines  Systems,  welches 
während  seiner  Bewegung  sich  ähnlich  bleibt,  von  den  vier  Ruhepunkten 
nur  zwei  vorhanden  sind,  von  denen  der  eine  in  endlicher  Entfernung, 
der  andere  aber  im  Unendlichen  liegt,  dass  mithin  von  den  6  Ruheliuien 
nur  eine  einzige,  nämlich  die  Verbindungslinie  der  beiden  Ruhepunkte, 
und  von  den  vier  Rnhecbenen  nur  zwei,  nämlich  die  unendlich  ferne  Ebene 
und  die  zu  der  einzigen  Ruhelinie  im  endlich  entfernten  Ruhepunkte 
senkrechte  Ebene.  Hienach  besteht  die  Bewegung  eines  veränderlichen 
sich  ähnlich  bleibenden  Systems  in  einer  Rotation  um  eine  Axe  und 
eiuer  gleichzeitigen  Bewegung  der  Systempunkte  in  der  Richtung  nach 
einem  bestimmten  Punkte  bin  oder  von  ihm  weg  und  zwar  so,  dass  das 
Abstandsverhältniss  von  ihm  für  alle  dasselbe  bleibt. 

Soll  das  System  während  seiner  Bewegung  sich  selbst  congruent 
bleiben,  so  geht  es  in  ein  unveränderliches  über.  Für  die  congruenten 
Systeme  entfernt  sich  der  letzte,  in  endlicher  Entfernung  liegende  Ruhe- 
punkt der  ähnlichen  Systeme  gleichfalls  ins  Unendliche,  während  die 
Ruhelinie  bleibt,  in  ihr  aber  zwei  homologe  Grade  liegen,  welche  erst 
durch  Verschiebung  sich  decken  können.  In  der  Ruhelinie  finden  wir 
die  Axe  und  in  der  Verschiebung  die  Translation  der  Schraubeu- 
bewegung  des  unveränderlichen  Systems  wieder.  Iliemit  ist  die  zu  An- 
fang des  Cap.  I  ausgesprochene  Behauptung  gerechtfertigt,    dass  die 
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neuere  synthetische  Geometrie  die  Mittel  besitze,  um  die  Schrauben- 
bewegung unmittelbar  nachzuweisen. 

Die  erste  Idee  zum  Verständniss  der  Bewegung  eines  Systems, 
welches  sich  ähnlich  bleibt,  hat  wohl  C haß  1  es  gehabt,  wenigstens  kann 
man  dies  nach  der  früher  citirten  Abhandlung  im  Bulletin  von  Ferussac, 
welche  die  Entdeckung  der  Schraubenbewegung  enthält,  vermuthen.  In 
neuester  Zeit  erschienen  zwei  Abhandlungen  über  eine  spezielle  hierher 
gehörige  Aufgabe,  nämlich  über  die  Bewegung  eines  ebenen,  sich  ähn- 
lich bleibenden  Systems  in  seiner  Ebene,  wenn  drei  Gerade  des  Systems 
durch  drei  feste  Funkte  gehen,  die  eine  von  Durand  (Nouvelles  Aunales 
de  Mathein.  p.  Terquem  et  Gerono  2'""u  Serie,  T.  VI.  p.  80),  in  welcher 
der  von  Petersen  in  demselben  Journal  aufgestellte  Satz,  dass  bei  dieser 
Bewegung  jede  beliebige  vierte  Gerade  gleichfalls  durch  einen  festen 
Punkt  geht,  bewiesen  wird,  die  andere  von  Wiener  (Annali  die  matc- 
matica  pura  ed  ap plicata  p.  Creinona,  Seria  II,  T.  I,  p.  139),  welche 
den  Petersen'schen  Satz  gleichfalls  beweist,  an  diesen  Beweis  aber  weiter- 
gehende Consequenzen  anknüpft. 


VI.  Capitel. 

Die  relative  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems. 

§.  1.  Ein  unveränderliches  Systems  sei  in  Bewegung  und  sei  der 
geometrische  Vorgang  derselben  bekannt;  ein  Punkt,  welcher  von  dem 
System  unabhängig  ist,  bewege  sich  gleichfalls  und  sei  seine  Bewegung 
ebenfalls  bekannt;  endlich  sei  anch.noch  eine  Beziehung  zwischen  bei- 
den Bewegungen  gegeben,  vermöge  welcher  zu  jeder  Lage  des  Punktes 
die  zugehörige  Lage  des  Systems  und  umgekehrt  unzweideutig  gefunden 
werden  kann.  Eine  solche  Beziehung  wird  am  einfachsten  dadurch  be- 
gründet, dass  man  die  Lagen  des  Punktes  und  des  Systems  von  ein 
uud  derselben  Grundvariablen  abhängig  macht.  Während  nun  Punkt 
und  System  sich  bewegen,  trifft  der  Punkt  mit  immer  andern  Punkten 
des  Systems  zusammen,  sodass  er  im  System  eine  bestimmte  Punktreihe 
durchwandert  oder  also  im  System  eine  bestimmte  Bahn  beschreibt. 
Diese  Bewegung  des  Punktes  im  System,  d.  i.  also  seine  Ortsverände- 
rung  im  System,  heisst  seine  relative  Bewegung  und  die  Bahn, 
welche  er  in  ihm  beschreibt,  nämlich  die  continuirliche  Folge  der  System- 
puukte,  mit  welchen  er  während  seiner  Bewegung  zusammentrifft,  seine 
relative  Bahn  in  Bezug  auf  das  System.  Dieser  relativen  Be- 
wegung gegenüber  heisst  die  Oitsvcränderung  des  Punktes  im  absoluten 
Räume  seine  absolute  Bewegung  und  seine  Bahn  in  diesem  seine 
absoluteBahn. 


8H 


-  Kelattve  Bewegung  ciues  unveränderlichen  Systems.  VI.  Cap. 


Bewegen  sich  zwei  Systeme  zugleich,  so  nimmt  jedes  im  andern 
successive  andere  und  andere  Lagen  an  und  beschreibt  also  jeder  Punkt 
des  einen  im  andern  eine  relative  Bahn.  Die  Ortsveränderung  des 
einen  Systems  im  andern  heisst  seine  relative  Bewegung  in  Bezug  auf 
dieses.  Es  hat  also  jedes  von  ihnen  eine  relative  Bewegung  in  Bezug  auf 
das  andere. 

Bewegen  sich  drei  Systeme  zugleich,  so  hat  jedes  in  Bezug  auf  jedes 
andere  eine  relative  Bewegung;  da  aber  die  beiden  andern  selbst  in 
Bezug  auf  einander  relative  Bewegungen  besitzen,  so  kann  eine  solche 
relative  Bewegung  mehrmals  mit  der  Bewegung  der  ersten  der  drei 
Systeme  in  Verbindung  gebracht  werden.  Insofern  könnte  man  von 
relativen  Bewegungen  verschiedener  Ordnungen  sprechen :  das  bekannte 
Beispiel  vom  Passagier,  .welcher  sich  auf  dem  Schiffe  bewegt,  während 
dieses  den  Strom  hinabfahrt  und  dieser  an  der  Bewegung  der  Erde  Theil 
uimmt,  genügt  dies  zu  erläutern. 

Die  Aufgaben,  welche  der  Geometrie  der  Bewegung  hinsichtlich  der 
relativen  Bewegung  eines  Punktes  zufallen,  sind  folgende: 

1.  Wenn  gegeben  ist  die  absolute  Bahn  des  Punktes,  die  Bewegung 
des  Systems  und  eine  Beziehung,  vermöge  welcher  zu  jeder  Lage  des 
Punktes  die  ihr  entsprechende  Lage  des  Systems  gefunden  werden  kann, 
die  den  absoluten  Orten  des  Punktes  entsprechenden  relativen  Orte  des- 
selben im  System,  also  auch  seine  relative  Bahn  in  diesem  zu  bestimmen. 

2.  Wenn 'gegeben  ist  die  relative  Bahn  des  Punktes  im  System,  die 
Bewegung  des  Systems  und  eine  Beziehung,  durch  welche  zu  jeder  rela- 
tiven Lage  des  Punktes  auf  der  relativen  Bahn  die  entsprechende  Lage 
des  Systems  gefunden  werden  kann,  die  entsprechenden  absoluten  Orte, 
also  auch  die  absolute  Bahn  des  Punktes  zu  bestimmen. 

3.  Wenn  gegeben  ist  die  absolute  Bahn  des  Punktes,  seine  relative 
Bahn  und  eine  Beziehung,  welche  die  entsprechenden  absoluten  und 
relativen  Orte  bestimmt,  sowie  ein  bewegliches  System,  welchem  die 
relative  Bahn  angehört,  die  jenen  Orten  entsprechenden  Lagen  des 
Systems  oder  die  Bewegung  des  Systems  zu  linden  (unbestimmte  Auf- 
gabe). 

Aehnliche  Aufgaben  lassen  sich  für  die  relative  Bewegung  zweier 
Systemo  aufstollen,  wobei  aber  jede  derselben  in  doppeltem  Sinne  gelöst 
werden  kann,  nämlich  einmal  für  das  eine,  das  anderemal  für  das 
andere  System.    Sie  lauton: 

1.  Wenn  gegeben  sind  die  absoluten  Bewegungen  zweier  Systeme 
(durch  die  Elementarschraubenbewegungen  für  alle  Lagen  oder  die 
Flächen  (C)  und  (V)),  die  relative  Bewegung  des  einen  in  Bezug  auf  das 
andere,  d.  h.  die  Elemente  der  relativen  Schraubenbewegung  oder  die 
relativen  Flächenpaare  (C),  (f)  zu  bestimmen,  vorausgesetzt,  dass  eine 
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Relation  bekannt  ist,  vermöge  welcher  die  sich  entsprechenden  Be- 
wegungszuständo  beider  Systeme  aufgefunden  werden  können. 

2.  Wenn  die  absolute  Bewegung  des  einen  Systems  und  die  rela- 
tive Bewegung  des  andern  in  Bezug  auf  dasselbe,  sowie  eine  Relation 
gegeben  ist,  welche  ermöglicht,  die  sich  entsprechenden  Zustände  beider 
Bewegungen  zu  ermitteln,  die  absolute  Bewegung  des  zweiten  Systems 
zu  bestimmen. 

3.  Wenn  die  absolute  Bewegung  eines  ersten  Systems,  seine  rela- 
tive Belegung  in  Bezug  auf  ein  zweites  und  die  das  Entsprechen  der 
Bewegungszuständc  vermittelnde  Relation  gegeben  ist,  die  absolute  Be- 
wegung des  zweiten  Systems  zu  finden. 

§.  2.  Für  die  Behandlung  dieser  Aufgaben  ist  das  folgende  Princip 
von  Wichtigkeit,  welches  die  Bestimmung  der  relativen  Bewegung  eines 
Punkts  oder  Systems  in  Bezug  auf  ein  gegebenes  System  auf  die  Be- 
stimmung einer  absoluten  Bewegung  zurückführt.  Wir  wollen  dasselbe 
zunächst  für  die  relative  Bewegung  eines  Punktes  erläutern.  Das  be- 
wegliche System  sei  P  der  Punkt,  um  dessen  relative  Bewegung  in 
£  es  sich  handelt  und  falle  P  in  einem  bestimmten  Momente  mit  dem 
Systempunkte  p  zusammen ,  d.  h.  habe  die  Lage  p  auf  seiner  relativen 
Bahn.  Ertheilt  man  nun  dem  System  ausser  der  vorhandenen  noch 
eine  weitere  Elcmentarbewegung,  so  würde  vermöge  dieser  allein  der 
Systempunkt  p  sich  von  P  entfernen,  ertheilt  man  daher  P  dieselbe  Be- 
wegung, welche  der  mit  ihm  eben  vereinigte  Systempunkt  p  annimmt,  so 
bleibt  P  mit  p  verbunden  und  entfernt  sich  von  ihm  blos  in  Folge  seiner 
absoluten  Bewegung.    Daher  der  Satz: 

Die  relative  Bewegung  eines  Punktes  in  Bezug  auf  ein 
bewegliches  System  wird  nicht  geändert,  wenn  man  dem 
System  noch  irgend  eine  andere  Bewegung,  dem  Punkto 
aber  zugleich  in  jedem  Momente  diejenige  Bewegung  er- 
theilt, welche  der  in  diesem  Momente  mit  ihm  zusammen- 
fallende Symstempunkt  vermöge  der  zugefügten  Bewegung 
annimmt. 

Wählt  man  zu  der  zuzufügenden  Bewegung  in  jedem  Momente  die- 
jenige, welche  der  vorhandenen  Elementarbewegung  des  Systems  entgegen- 
gesetzt ist,  so  gelangt  das  System  zur  Ruhe,  während  sich  die  abso- 
lute Bewegung  des  Punktes  mit  der  ihm  zu  erthcilcnden  entgegengesetzten 
Bewegung  des  mit  ihm  zusammenfallenden  Systeinpunktes  zu  der  rela- 
tiven Bewegung  combinirt  und   ergibt  sich  daher  weiter: 

Die  relative  Bewegung  eines  Punktes  in  Bezug  auf  ein 
System  ist  in  jedem  Momente  die  Resultante  aus  der  abso- 
luten Bewegung  desselben  und  derjenigen  Bewegung, 
welche  der  Bewegung  des  mit  dem  Punkte  in  diesem  Mo- 
mente zusammenfallenden  Systempunktes  entgegengesetzt 
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ist.  Da  das  System  hieboi  ruht,  so  geschieht  die  Bestimmung  der  re- 
lativen Bewegung  in  demselben  hiedurch,  wie  die  einer  absoluten  und 
ist  mithin  dieser  Satz  das  Mittel,  um  die  Bestimmung  der  relativen  Be- 
wegung eines  Punktes  auf  die  einer  absoluten  zurückzuführen. 

In  gleicher  Weise  lassen  sich  diese  Betrachtungen  auf  die  relative 
Bewegung  eines  Systems  in  einem  andern  anwenden.  Die  relative 
Bewegung  eines  Systems  in  Bezug  auf  ein  anderes  System 
wird  nicht  geändert,  wenn  man  beiden  in  jedem  Momente 
ein  und  dieselbe  Elcmentarbo wegung  (Elcmcntarschrauben- 
bewegung  von  derselben  Translation  und  Rotation  um  die- 
selbe Axe)  ertheilt. 

Die  relative  Bewegung  eines  Systems  in  Bezug  auf  ein 
anderes  System  ist  in  jedem  Momente  die  Resultante  aus 
der  absoluten  Bewegung  des  ersteren  und  der  entgegen- 
gesetzten Bewegung  des  zweiten,  nämlich  die  aus  diesen 
beiden  Elemen tarschraub enbc wegu ngen  resultirendc  Eie- 
rn e  n  t  a  r  b  e  w  e  g  u  u  g. 

§.  3.  Die  Anwendung  dieses  Priucips  auf  die  Lösung  der  obigen 
Aufgaben  über  die  relative  Bewegung  eines  Punktes  oder  Systems  ist 

leicht.    Es  sei  für  irgend  eine  Lage  des  Systems 
/  (C,  r)  (Fig.  35)  die  Momentanaxe  und  pp  das  Elc- 

ment  der  Schraubenlinie,  welches  der  mit  dem 
Punkte  P%  dessen  relative  Bewegung  zu  bestimmen 
ist,  zusammenfallende  Systempunkt  p  beschreiben 
jiL/f  würde;  kehrt  man  die  Elementarbewegung  des 
Systems  um,  so  stelle  ppi  das  dieser  umge- 
kehrten Bewegung  entsprechende  Schraubonele- 
ment  desselben  Punktes  dar.  Der  Punkt  P  be- 
schreibe nun  das  Element« PP'  seiner  absoluten 
Bahn  während  der  Elementarbewegung  des  Sy- 
stems; die  Diagonale  PP{  des  unendlich  kleinen 
Parallelogramms  PPPipi  stellt  alsdann  das  Element  der  relativen  Bahn 
dar  und  P\  P,  sind  die  correspondirenden  Orte  des  Punktes  P  am  Ende 
der  Elementarbewegung.  Wiederholt  man  dieselbe  Construction  für  die 
folgende  Elementaibowegung  des  Systems,  so  ergibt  sich  ein  weiteres 
Paar  correspondirender  Orte  u.  s.  f.  und  könneu  auf  dieso  Weise  be- 
liebig viele  Punkte  der  relativen  Bahn  bestimmt  werden. 

Soll  andererseits  aus  der  relativen  Bewegung  eines  Punktes  und 
der  Bewegung  des  Systems  die  absolute  Bewegung  des  Punktes  ge- 
funden werden,  so  folgt  ebenso  einfach,  dass  das  Element  der  absoluten 
Bahn  die  Diagonale  des  unendlichkleinen  Parallelogramms  ist,  dessen 
Seiten  das  Element  der  relativen  Bahn  und  das  Element  sind,  welches 
der  mit  dem  Punkte,  um  dessen  absolute  Bewcguug  es  sich  handelt,  zu- 
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sammcnfallcnde  Punkt  vermöge  der  Elementarbewegung  des  Systems  be- 
schreibt. 

Sind  endlich  die  absolute  und  die  relative  Bahn  gegeben  und  die 
correspondirenden  Punkte  P,  p\  Px ,  so  liefert  das  vorhin  erwähnte 
Parallelogramm  das  Bahnelement  pp'  des  Systempunktes  p,  welcher  zu 
Anfang  der  Elementarbewegung  des  Systems  mit  P  zusammenfältt;  die 
Lage  der  Momentanaxe  des  Systems  ist  aber  nicht  vollständig  bestimmt; 
ihre  Richtung  ist  willkührlich  wählbar,  hat  man  diese  angenommen  und 
durch  pp'  eine  Ebene  parallel  zu  ihr  gelegt,  so  ist  die  Lage  der  Axe 
auf  eine  Ebene  beschränkt,  welche  durch  p  senkrecht  zu  jener  Ebene 
geführt  werden  kann;  die  Elementaramplitude  und  Translation  ergibt 
sich  durch  Zerlegung  des  Elementes  pp'. 

Befindet  sich  der  Punkt  P  in  absoluter  Ruhe ,  so  ist  PP  =  0  und 
fällt  das  Element  PP\  der  relativen  Bahn  mit  dem  Elemente  ppl  der 
Bahn  des  Systempunktes  zusammen,  welche  dieser  vermöge  der  umge- 
kehrten Bewegung  des  Systems  beschreiben  würde;  da  dies  von  allen 
Elementen  gilt,  so  folgt,  dass  die  relative  Bahn  im  System  überhaupt 
mit  der  umgekehrten  Bahn  des  Systempunktes  übereinkommt. 

Soll  der  Punkt  P  sich  in  relativer  Ruhe  befinden,  so  muss  PPX  ver- 
schwinden, folglich  PP'  mit  pp'  zusammenfallen,  es  muss  P  mithin  an 
der  Bewegung  des  Systems  theilnehmen. 

§.  4.    Einige  Beispiele  sollen  die  vorstehenden  Lehren  erläutern. 

1.  Es  sei  PI'P"  .  .  .  (Fig.  35)  dio  absolute  Bahn  eines  Punk- 
tes/*, ein  System  2  besitzt  eineTrans- 
lationsbewegung,  vermöge  welcher 
alle  Punkte  desselben  Bahnen  con- 
gruent  und  parallel  AA'a",..}  der 
Bahn  eines  Systempunkts  A  be- 
schreiben; es  seien  ferner  P,  A;  Pr^Ä\  ** 
P",A"i  .  .  .  correspondirendc  Lagen 
von/'  und./,  die  in  beliebiger  Menge 

aufgefunden  werden  können,  die  relativen  correspondiren- 
den Orte  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  das  System  oder  also 
dessen  relative  Bahn  im  System  zu  bestimmen. 

Zieht  man  AA\ÄP  und  mit  diesen  Geraden  parallel  Ppx%  Apx,  so  ist 
der  Ort,  an  welchen  der  mit  P  zusammenfallende  Systempunkt  p  ver- 
möge der  dem  System  zu  ertheilenden  entgegengesetzten  Trauslations- 
bewegung  gelangen  würde,  während  P  selbst  auf  der  absoluten  Bahn 
nach  P'  gelangt.  Durch  Vollendung  des  Parallelogramms  PPPxpx  er 
gibt  sich  daber  der  dem  Puukt  P'  entsprechende  relative  Ort  Pv  Die 
Construction  ist  gleich  gut  anwendbar  für  verschwindend  kleine  Abstände 
PP\  ppXi  wie  für  endliche,  also  für  die  Eleraentarbewegungen  so  gut  wie 
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für  Bewegungen  von  endlichen  Balm  strecken ,  und  da  bei  Translationen 
alle  homologen  Parthien  der  Figuren  »ich  parallel  bleiben,  so  kann  man 
die  Sehnen  der  Bogen  oder  die  Bogen  selbst  zur  Bildung  der  Paralle- 
logramme verwenden.  Ebenso  gut  hatte  man  auch  die  Parallelogramme 
APpÄ  und  PpP'l\  benutzen  können;  man  hatte  dann  pp'  als  die 
Bahn  des  Systempunktes,  welche  dieser  in  Folge  der  direkten  (nicht 
umgekehrten)  Translation  beschreibt  und  die  absolute  Bewegung  aus 
der  Bewegung  des  Systempunktes  und  der  relativen  Bewegung  zu- 
sammengesetzt gedacht ,  während  nach  der  vorigen  Constructiou  die 
relative  Bewegung  aus  der  absoluten  und  der  entgegengesetzten  Be- 
wegung des  Systempunktes  als  Resultante  hervorgehend  gedacht  wird. 

Man  kann  die  Construction  auf  verschiedene  Weise  fortsetzen.  Ein- 
mal kann  man  AAPp2  und  pP'P^p.,  bilden  und  erhält  mit  Hülfe  der 
Lage  p.2  des  Punkts  p>  welche  der  umgekehrten  Translation  A.i'  ent- 
spricht, den  Punkt  P.,  der  relativen  Bahn,  welcher  durch  die  direkte 
Translation  mit  P"  zusammengeführt  wird;  oder  man  führt  die  Con- 
struction für  den  mit  P'  zusammenfallenden  Systempunkt  P{  unter  Zu- 
grundelegung der  Translation  AA"  aus,  inuss  alsdann  aber  den  gewon- 
nenen relativen  Ort  in  die  ursprüngliche  Lage  des  Systems  zurückver- 
setzen, da  die  Construction  annimmt,  dass  das  System  bereits  die 
Translation  AA  ausgeführt  habe  und  Px  sich  in  P'  befinde. 

Ist  der  Punkt  P  in  absoluter  Ruhe,  so  reducirt  sich  die  absoluto 
Bahn  PP  P"  .  .  .  auf  diesen  Punkt  und  fällt  die  relative  Bahn  PPtP,  •  .  . 
mit  der  entgegengesetzten  Translationsbahn  ppx  />,..,  zusammen  und 
ist  der  direkten  Trauslationsbahn  pp'p"...  symmetrisch  gleich  in  symme- 
trischer Lage.  Ein  passendes  Spezialbeispicl  hiezu  bietet  die  jährliche 
Bewegung  der  Erde  dar.  Wenn  dieselbe  keine  Axendrehung  besässe, 
so  wäre  sie  ein  in  Translation  begriffenes  System  uud  die  Translations- 
bahn wäre  die  Ellipse,  welche  ihr  Mittelpunkt  um  den  Sonnoumittel- 
punkt  als  Brennpunkt  im  Laufe  des  Jahres  beschreibt.  Wird  nun  der 
Sounenmittelpunkt  als  in  absoluter  Ruhe  befindlich  angenommen,  so  ist 

dessen  relative  Bahn  in  Bezug  auf  die  Erde 
eine  symmetrisch  gleiche  und  symmetrisch 
/  liegende  Ellipse,  welche  vom  Sonnenmittel- 
/  punkte  um  den  Erdmittelpunkt  als  Bronn- 

//*"         punkt  im  umgekehrten  Sinne  der  Bewegung 
«      /.  der  Erde  beschrieben  wird. 


f-\  /  ■       .  2.   Es  sei  Pl'P"  ...  (Fig.  1*6)  die 

t't     pt '1  /p  >'  absolute  Bahn  eines  Punktes  ein 

System  ü  besitze  eine  Rotation  um 
die    Axc    «,    vermöge   welcher  die 
Systempunkto  Kreisbogcu   senkrecht  zur  Axe  beschreiben 
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und  seien  O,/>0//,  pOp",  .  .  .  die  Amplituden  der  Rotation, 
■welche  den  absoluten  Lagen  1\  P\  P"  .  .  .  entsprechen,  man 
soll  die  relativen  Orte  des  Punktes  P}  also  dessen  "relative 
Bahn  im  System  bestimmen. 

Construirt  man  die  Orte  p,  pt,  p.t  .  .  welche  der  mit  P  zusammen- 
fallende Systempunkt  p  in  Folge  der  entgegengesetzten  Rotation  ein- 
nimmt, so  liefern  dio  krummlinigen  Parallelogramme  PP'P^p^  PP"P.Jp.J,  . .  . 
die  relativen  Orte  P,,  P.,  .  .  .  und  damit  beliebig  viele  Punkte  der  rela- 
tiven Bahn. 

Ist  der  Punkt  P  in  absoluter  Ruhe,  so  reducirt  sich  die  absolute 
Bahn  auf  den  Punkt  P  und  fallt  die  relative  Bahn  mit  der  entgegen- 
gesetzten Rotationsbahn  des  mit  p  zusammenfallenden  Systempunktes 
zusammen.  Ein  Beispiel  hiezu  bietet  die  tägliche  Bewegung  der  Erde 
dar.  Würde  die  Erde  im  Räume  nicht  fortschreiten ,  so  wäre  sie  ein 
System,  welches  blos  eine  Rotation  um  ihre  Axe  besitzt.  Wird  nun  der 
Sonnenmittelpunkt  als  absolut  ruhend  angesehen,  so  ist  seine  relative 
Bahn  in  Bezug  auf  das  System  ein  Kreis,  dessen  Ebene  senkrecht  zur 
Erdaxe  ist,  und  im  umgekehrten  Sinn  der  Erdrotation  beschrieben  wird 
(scheinbare  Bewegung  der  Sonne  um  die  Erde). 

Als  weiteres  passendes  Uebungsbeispiel  dürfte  die  graphische  Be- 
handlung der  Aufgabe  dienen:  „Ein  Punkt  beschreibt  als  absolute  Bahn 
eine  Gerade,  senkrecht  zur  Axe  eines  rotireuden  Systems,  die  veränder- 
liche Amplitude  #  der  Rotation  und  der  veränderliche  Abstand  *  des 
beweglichen  Punktes  von  einem  festen  Punkte  A  seiner  absoluten  Bahn 
bleiben  sich  fortwährend  proportional,  sodass  die  Gleichung  besteht 
s  ~  man  soll  die  relative  Bahn  des  Punktes  im  rotireuden  System 
finden." 

3.  Besitzt  das  System,  in  Bezug  auf  welches  die  relative  Bewegung 
eines  Punktes  ermittelt  werden  soll,  eine  Schraubenbewegung  um  eine 
feste  Axe,  so  führt  eine  Combination  der  Lösung  der  beiden  vorigen 
Aufgaben  zum  Ziele,  indem  man  die  Schraubenbewegung  in  die  Trans- 
lations-  und  Rotationscomponente  auflöst. 

Bewegt  sich  das  System  einer  Ebene  parallel  oder  dreht  es  sich  um 
einen  Punkt  oder  besitzt  es  die  allgemeinste  Art  der  Bewegung,  so 
reichen  auch  hierfür  die  erläuterten  Principien  für  die  Bestimmung  der 
relativen  Bewegung  aus. 

§.  5.  In  Bezug  auf  die  relative  Bewegung  eines  Systems  2'  in 
einem  andern  System  £"  zu  bestimmen,  ist  die  Aufgabe  zu  lösen,  für 
jedes  Paar  correspondirender  Lagen  der  Systeme  aus  ihren  absoluten 
Elementarbewegungen  (Translationen  und  Rotationen  um  die  absoluten 
Moraentanaxen)  die  Moraentanaxe,  sowie  deren  Translation  und  Rotation 
um  sie  für  die  relative  Bewegung  zu  finden.  Indem  man  dem  System 
£'  zu  seiner  absoluten  Bewegung  noch  die  entgegengesetzte  Bewegung 
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um  die  Momentanaxc  von  £'  ertheilt  und  beide  Bewegungen  zu  der  aus 
ihnen  entspringenden  Schraubenbewegnng  zusammensetzt ,  gelangt  man 
zur  Kcnntniss  der  gesuchten  Elemente  der  relativen  Bewegung.  Das 
System  £"  verhält  sich  dabei  für  jeden  Moment  wie  ein  ruhendes  und 
ergibt  sich  in  ihm  eine  geradlinige  Fläche  (C") ,  auf  welcher  eine  ge- 
wisse geradlinige  Fläche  (iv)  rollt  und  gleitet,  um  dem  System  £'  die. 
relative  Bewegung  zu  ertheilen.  Die  erstere  Fläche  ist  der  Ort  der  re- 
lativen Momentanaxen  im  System  2",  die  zweite  der  Ort  der  Geraden 
von  2?',  welche  durch  die  relative  Bewegung  mit  den  Momentanaxen  zu- 
sammentreten. 

§.  6.  Für  die  analytische  Behandlung  kommt  das  Problem  der  re- 
lativon  Bewegung  eines  Punktes  auf  das  Problem  der  Coordinatentrans- 
formation  zurück.  Man  denkt  sich  nämlich  zwei  Coordinatensysteme, 
von  denen  das  eine  dem  absoluten  Räume,  das  andere  dem  beweglichen 
Systeme  angehört.  Die  Coordinaten  eines  beweglichen  Punktes  in  Be- 
zug auf  das  erste  geben  seinen  Ort  im  absoluten  Räume  an  und  heissen 
seine  absoluten  Coordinaten ,  die  Coordinaten  dieses  Punktes  in  Bezug 
auf  das  andere  bestimmen  seinen  Ort  im  beweglichen  Systeme  und  sind 
seine  relativen  Coordinaten.  Die  Art  und  Weise,  wie  diese  Coordinaten 
sich  ändern,  bestimmt  die  Bewegung  der  einen  oder  der  andern  Art. 
Die  absoluten  Coordinaten  des  Punktes  seien  x,  y}  z;  die  relativen  der- 
selben x\  y\  z\  die  Bewegung  des  Systems  werde  durch  die  Bewegung 
dos  Ursprungs  der  relativen  Coordinaten  und  der  Axen  des  relativen 
Coordinatensystems  bestimmt.  Da  letztere  in  verschiedenen  Fällen  ein- 
facher, in  anderen  compiieirter  ist,  so  behandeln  wir  dieselben  der 
Reihe  nach'. 

1.  Das  bewegliche  System  besitze  blos  eine  Translation  (Fig.  37); 

hiebei  bewegen  sich  die  Axen  der  x\  y\  z'  pa- 
rallel mit  sich ;  wir  nehmen  der  Einfachheit  wegen 
die  Axen  beider  Coordinaten  als  mit  einander 
resp.  parallel  an.  Sind  .r,,  y,,  r,  die  Coordinaten 
des  beweglichen  Ursprungs,  so  hängen  sie  mit 
den  G  übrigen  durch  die  Gleichungen  zusammen  : 
xt  -\-  x  —  x  =  0,  y,  -f-  y  —  y  —  0,  r,  -\-  z  —  c  =0, 
welche  man  findet,  indem  man  den  Umfang  des 
Dreiecks,   gebildet  von  den  Anfangspunkten  der  beiden  Coordinaten  - 
Systeme  und  dem  Punkte  (xy  z),  auf  die  absoluten  oder  auf  die  relativen 
Axen  projicirt,  gleich  Null  setzt.   Dio  relativen  Coordinaten  sind  daher: 

X    =  X    .T  j 

y  =  y  —  y\ 

z   —  z  —  z  , ; 

sind  also  die  absoluten  und  die  Coordinaten  des  relativen  Ursprungs  als 
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Functionen  irgend  einer  Grösse  gegeben,  so  erhält  man  hiednreh  die 
relativen  Cnordinaten  als  Functionen  derselben  Grösse. 

2.  Das  bewegliche  System  besitze  blos  eine  Bewegung  um  einen 
festen  Punkt  (Fig.  38.).  Wir  nehmen  denselben  zum  Ursprung  der  abso- 
luten und  der  relativen  Coordi- 


Fig.  38. 


'  - 

-  V 

c) 


dinaten  .r,  y,  2;  x\  y,  z  und  be- 
stimmen die  Lage  dera'-Axe  gegen 
die  festen  Axen  der  a*,  y,  z  durch 
die  Winkel,  welche  sie  mit  ihnen 
bildet  und  deren  Cosinusse  «,  c 
seien,  ebenso  die  Lage  der  y'-Axe 
gegen  dieselben  durch  ihre  Nei- 
gungswinkel, deren  Cosinusse  «', 
b' ,  c  und  ähnlich  die  Lage  der 
z'-Axe  durch  die  Winkel,  deren 
Cosinusse  «",&",  c"  sind.  Die  neun 

Grössen  «,  ß,  c.  \  a\  b\  c  \  a",b",  c"  hängen  von  der  Bewegung  des  Systems 
nb  und  sind  unter  sich  durch  0  unabhängige  Relationen  verbunden, 
vermöge  welcher  sie  auf  drei  reducirbar  sind.  Projicirt  man  unter  Vor- 
aussetzung rechtwinkliger  Coordinaten  den  Linienzug  der  Coordinaten 
x\  y\  z  und  zurück  nach  dem  Ursprung  auf  die  absoluten  Axen,  und 
andererseits  den  Linienzug  der  a-,  y,  z  und  zurück  zum  Ursprung  auf  die 
relativen  Axen,  so  erhält  man: 


x=*ax  +  ay  +  az 
y  =bx'  +  b'y  +  b"z 
z  =  cx  +  c  y  +  r  z 

wobei  die  Relationen  bestehen: 

•i         l'l  _|-  c?  —  1 
+  &'2  +  C'*  =  1 


« 


11 


+  b"*  +  c"2==  1 


aa   +  bb'   +  cc  —  0 
+  rV  =  0 
„"„  +  f,"6  +  c"c  =  0 


a;'  =  a  x  -f-  i>  y  +  c  z 

y  =  ax  -f  fc'y  +  r'r 

»        "11"    1  " 
:  =«  i'-f-fc  i/|f  ; 

„2  _|_  a>2  +  Ä"2=  j 
J,2  4.  fc'2  +  ^"2  l 
C1  +  Ä'*  +  „"2  =  1 

+  ab'  +  «"&"  =  0 
bc  +  6V  +  &V'  =  0 
ca  +  *V  -f-  c"«"  =  0, 


von  denen  jedesmal  die  drei  ersten  ausdrücken,  dass  a,  b,  c  .  .  .  Rich- 
tungscosinus einer  Geraden  sind,  während  die  drei  letzten  die  Recht- 
winkligkeit der  Axe  darstellen. 

3.  Besitzt  das  bewegliche  System  die  allgemeinste  Bewegung,  so 
genügt  eine  Combination  der  beiden  vorigen  Fälle,  um  die  relative  Be- 
wegung zu  bestimmen.  Denkt  man  sich  nämlich  durch  den  Ursprung 
der  beweglichen  Axen  drei  Hülfsaxen  der  £,  %  £,  welche  während  der 
Bewegung  der  festen  Axen  fortwährend  parallel  bleiben,  so  hat  man, 
wie  bei  2.: 
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x' =      +  6»j  +  <??  §  =  *  —  xx 

y  =  a'£  +       +  e'f    nnd  zugleich :    »/  -  -  y  —  y , 
=  «"I  -h  6"»?  -f-  f  =  $  - 

mithin  aus  Riesen  Gleichungen  zusammen: 

x'  =  «  (x  —  xx)  +  b  (y  —  y,)  +  c  (c  —  r ,) 
y'  =  a  (x  —  xt)  +  ft'  (y  —  y,)  +  c  (z  —  2 ,) 
c'  =  „"     -*,)+  ft"  (y  -  y.)  +  c"  (s  -  r ,). 

§.  7.  Die  Zerlegung  der  absoluten  Bewegung  eines  Punktes  in 
zwei  oder  mehrere  andere  (welche  zum  Theil  als  relative  Bewegungen 
anzusehen  sind)  ist  ein  wirksames  Mittel,  um  eine  schwierige  Unter- 
suchung zu  erleichtern  oder  wenigstens  übersichtlicher  zu  machen.  Der 
Gebrauch  der  Coordinatensysteme  führt  fast  von  selbst  dazu;  wir  wollen 
einige  der  wichtigeren  Fälle  daher  behandeln. 

1.  Ein  Punkt  beschreibt  eine  ebene  Curve,  bezogen  auf  ein  Parallel- 
coordinatensystom  der  x,  y;  man  kann  seine  Bewegung  zerlegen  in  eine 
relative  längs  der  Ordinate  und  die  Translation  der  Ordinate  (oder  der 
ganzen  beweglichen  Ebene)  parallel  der  Abscisseuaxe  oder  umgekehrt  in 
eine  relative  Bewegung  parallel  der  Abscissenaxe  und  eine  Translations- 
bewegung parallel  der  Ordinatenaxe.  Die  Projectionen  des  Punktes  auf 
die  Coordinatenaxen  stellen  diese  Bewegungen  dar. 

2.  Ein  Punkt  beschreibt  eine  ebene  Curve;  man  bezieht  dieselbe 
auf  ein  Polarcoordinatensystem.  Die  Bewegung  zerfällt  hier  in  eine 
relative  Bewegung  längs  des  Radiusvcctors  und  eine  Rotation  der  Ebene 
um  den  Pol. 

Ii.  Ein  Punkt  beschreibt  eine  Raumcurve;  sie  wird  auf  ein  Parallel- 
coordinatensystem  bezogen.  Die  Bewegung  zerfällt  in  die  Bewegungen 
der  Projectionen  de«  Punktes  auf  die  Axen  oder  in  die  Bewegung  seiner 
Projection  auf  eine  Coordinatenebene  und  eine  Translation  parallel  der 
Axe,  welche  nicht  in  diese  hineinfällt. 

4.  Ein  Punkt  beschreibt  eine  Raumcurve;  man  bezieht  dieselbe  auf 
ein  räumliches  Polarcoordinatensystem  mit  Hülfe  von  Radiusvector, 
Wiukel  zwischen  ihm  und  der  Polaraxe  und  Winkel  zwischen  der  Ebene 
des  ebengenannten  Winkels  und  der  Fundamentalebene.  Die  Bewegung 
kann  zerfällt  werden  in  die  Bewegung  längs  des  Radiusvcctors  und  eine 
sphärische  Bewegung  oder  in  eine  Rotation  um  die  Polaraxe  und  eine 
ebene  Bewegung,  von  denen  die  sphärische  und  die  ebene  Componente 
noch  weiter  aufgelöst  werden  können. 

5.  Wenn  ein  Punkt  eine  Gerade  beschreibt,  diese  Gerade  sich  in  einer 
Ebene  bewegt,  sodass  sie  sich  in  einem  jeden  Momente  um  den  Punkt 
umdreht  und  die  Ebene  sich  im  Räume  so  bewegt,  dass  sie  joden  Mo- 
ment um  diese  bewegliche  Gerade  rotirt,  so  ist  die  absolute  Bahn  des 
Punktes  eine  Raumcurve,  deren  Tangente  die  Gerade  (weil  sie  durch 
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je  zwei  aufeinanderfolgende  Lagen  des  Punktes  geht)  und  dessen  Schmie- 
gungsebene jene  Ebene  ist  (weil  sie  durch  je  zwei  aufeinanderfolgende 
Lagen  der  Geraden  geht).  Umgekehrt  kann  man  die  Bewegung  eines 
Punktes  zerlegen  in  die  Bewegung  in  der  Schmiegungsebene  und  die 
Bewegung  dieser  Schmiegungsebene  selbst;  die  Bewegung  in  der  Schmie- 
gungsebene zerfällt  aber  weiter  in  die  Bewegung  in  der  Tangente  und 
die  Bewegung  der  Tangente  in  dieser  Ebene. 

§.  8.  Zwei  unveränderliche  Systeme,  welche  sich  zugleich  bewegen, 
werden,  rein  geometrisch  aufgefasst,  im  Allgemeinen  in  einander  ein- 
dringen, sodass  Punkte  und  Theile  des  einen  zwischen  Theile  des  an- 
dern gelangen,  über  diese  hinweggehen,  etc.  Von  den  vielen  Möglich- 
keiten, welche  in  dieser  Hinsicht  stattfinden  können,  wollen  wir  hier 
blos  die  eine  näher  betrachten,  dass  es  in  den  Systemen  zwei  Flächen 
gibt,  welche  während  der  Bewegung  furtwährend  in  Berührung  bleiben 
und  insbesondere  die  relative  Bewegung  dieser  Flächen  selbst  ins  Auge 
fassen.  Es  ist  dieser  Fall  fiir  die  Technik  besonders  wichtig  und  sind 
in  der  Regel  diese  Flächen  Oberflächen  der  physischen  Körper,  welche 
dortsei  bat  die  unveränderlichen  Systeme  oder  wenigstens  Theile  von 
diesen  repräsentiren. 

Hinsichtlich  der  Berührung  zweier  Flächen,  d.  h.  wenn  dieselben 
gemeinschaftliche  Tangentenebenen  und  Normalen  und  den  Berührungs- 
punkt der  ersteren  als  gemeinschaftlichen  Doppelpunkt  ihrer  Schnittcnrven 
mit  denselben  besitzen,  sind  für  unsere  Untersuchung  folgende  Fälle 
hervorzuheben:  a)  die  Berührung  findet  blos  in  einem  einzigen  Punkte 
statt,  welcher  während  der  Bewegung  für  beide  Flächen  derselbe  bleibt; 
b)  die  Berührung  findet  in  einem  einzigen  Punkte  statt,  welcher  zwar 
auf  der  einen  Fläche  immer  derselbe  bleibt,  auf  der  andern  aber  conti- 
nuirlich  wechselt  (eine  springende  Bewegung  wird  hier  ausgeschlossen), 
sodass  die  verschiedenen  Punkte  einer  Curve  der  zweiten  Fläche  nach 
und  nach  mit  jenem  in  Berührung  kommen ;  in  diesem  Falle  gleitet  jede 
Fläche  an  der  andern  hin;  c)  die  Berührung  findet  in  einem  Punkte 
statt,  welcher  aber  auf  beiden  Flächen  continuirlich  wechselt,  sodass  es 
auf  jeder  Fläche  eine  Curve  gibt,  deren  Punkte  nach  und  nach  mit 
Punkten  der  andern  in  Berührung  kommen.  Diese  Curven  haben  in 
jedem  Berührungspunkte  der  Flächen  zwei  Tangenten,  welche  beide  in 
die  gemeinschaftliche  Tangentenebene  der  Flächen  fallen;  fallen  sie  selbst 
zusammen  und  sind  die  vom  Berührungspunkte  auf  beide  Curven  durch- 
laufenen Bogen  gleich,  so  findet  ein  Hollen  der  einen  Fläche  auf  der 
andern  statt,  sind  diese  Bogenfängen  ungleich,  Köllen  und  Gleiten. 
Schneidet  aber  die  eine  Tangente  die  andere  unter  einem  Winkel,  so 
gleitet  die  eine  Fläche  an  der  andern;  der  Fall  b)  ist  alsdann  eine 
Specialität  dieses  Falles,  welche  hervortritt,  wenn  die  eine  Curve  sich 
auf  einen  Punkt  reducirt ;  der  Winkel  der  Tangenten  kann  veränderlich 
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sein  und  hie  und  da  auch  Null  werden,  alsdann  findet  ein  momentaner 
Uebergang  vom  Gleiten  zum  Rollen  statt,  d)  Die  Berührung  findet  in 
mehreren  Punkten  statt,  e)  die  Flächen  berühren  sich  in  allen  Punkten 
einer  Linie,  f)  sie  berühren  sich  mit  allen  ihren  Punkten.  Die  Be- 
wegung ist  im  letzten  Falle  eine  schleifende ;  sie  findet  statt,  wenn  eine 
Kugelfläche  auf  einer  ihr  congruenten  oder  eine  Schraubenfläche  auf 
einer  congruenten  Schraubenfläche  fortrückt. 

Wir  wollen  jetzt  sehen,  wie  diese  Fälle  in  Folge  der  Elementar- 
bewegung der  beiden  Systeme,  £\  £\  welchen  respective  unsere  Flächen 
tf,  S",  die  sich  fortwährend  berühren,  angehören,  zu  Stande  kommen. 
Es  genügt,  die  relative  Bewegung  der  einen  Fläche  gegen  die  andere 
zu  untersuchen  und  wir  reduciren  die  relative  Bewegung  von  Z  gegen 
Z'  auf  eine  absolute,  indem  wir  Z'  die  entgegengesetzte  Bewegung  von 
2"  ertheilen,  sie  mit  der  absoluten  Bewegung  von  2-  verbinden  und  2,v' 
selbst  als  ruhend  denken.  Es  sei  C  die  Momentanaxe  für  diese  Bewegung 
für  irgend  eine  Lage  dos  Systems  -T,  d&  und  dt  die  Elementaramplitude  und 
die  Elementartranslation,  welche  ihr  zukommen,  B  einer  der  Berührungs- 
punkte der  Flächen  S\  und  BP  =:  r  sein  Abstand  von  ('.  Man  ersetze 
die  Elementarrotation  dft  durch  eine  ihr  gleiche  um  eine  durch  B  gehende, 
mit  C  parallele  Axe  c  und  füge  die  hieraus  entspringende  Translation 
rrfd,  welche  rechtwinklig  zur  Ebene  (Cc)  ist,  hinzu;  sie  setzt  sich  mit 

dt  zu  einer  resultirenden  Translation  du  =  }-'di2  +  r*dfr2  zusammen, 
welche  mit  der  Rotation  </#  um  die  Axe  c  die  gesammte  Elementar- 
bewegung des  Systems  £  darstellt.  Im  Berührungspunkte  B  haben  nun 
die  Flächen  ein  Flächenelement  gemein,  welches  in  die  gemeinschaft- 
liche Tangentenebene  fällt.  Damit  sich  also  die  beiden  Flächen  nach 
Ausführung  der  Elementarbewegung  in  einem  folgenden,  dem  Punkte  B 
unendlich  nahen  Punkte  von  Neuem  berühren,  ist  nothwendig,  aber  auch 
genügend,  dass  die  Translation  du  der  gemeinschaftlichen  Tangenten- 
ebene  in  B  parallel  sei.  In  allen  Fällen,  in  welchen  die  Rotation  rf#  =  0 
ist,  findet  ein  Gleiten  der  Fläche  &  an  S"  statt;  die  Flächen  berühren 
sich  mit  anderen  und  anderen  Punkten,  deren  Tangentenebenen  also 
jedesmal  zusammenfallen,  es  geschieht  dies  aber  allein  in  Folge  einer 
Translation  du. 

Ist  die  Translation  du  =  0,  ohne  dass  t/O  um  c  verschwindet,  so 
muss  dt  ==  0  und  r  —  O  sein;  es  geht  mithin  die  Momentanaxe  C  durch 
den  Punkt  B\  durch  die  Rotation  um  sie  gelangen  zwei  folgende  Punkte 
der  Flächen  zur  Berührung  in  einem  gemeinsamen  Punkte  B'  und  wenn  jetzt 
wiederum  die  Translation  Null  ist,  so  rotirt  das  System  um  eine  Momentan- 
axe c,  welche  durch  tf  geht  u.  s.  f.  In  allen  diesen  Fällen  findet  ein 
Rollen  der  Fläche  S~  auf  S"  ohne  Gleiten  statt.  Es  ist  hiebei  nicht  nöthig, 
dass  die  Axen  <?,  c.  .  .  in  die  Tangentenebenen  der  Punkte  /?,  B'.  .  .  fallen ; 
findet  dies  nicht  statt,  so  kann  man  die  Rotation  d&  um  c  in  zwei  Com- 
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ponenten  zerlegen,  deren  Axen  in  die  gemeinschaftliche  Normale  uud 
die  Tangentenebene  fallen.  Die  erstere  dreht  die  Tangentenebene  von 
&  in  der  Tangentenebene  von  S",  die  zweite  hebt  sie  aus  dieser  hernus. 
Die  erstere  verleiht  der  Bewegung  von  ST  den  Charakter  der  Bohrbewegung. 
In  den  Füllen  des  Hollens  der  Flächen  gehen  die  Normalebenen  der 
Bahnen  aller  Systempunkte  durch  die  Momentanaxe.  Sollen  die  Flächen 
tf,  S"  sich  nicht  blos  in  einem  Punkte,  sondern  in  mehreren  berühren 
und  soll  in  allen  diesen  ein  Rollen  derselben  aufeinander  stattfinden,  so 
müssen  alle  auf  der  Momentanaxe  liegen,  und  sollen  die  Flächen  auf 
einander  rollen  und  sich  längs  einer  Linie  berühren,  so  kann  letztere 
nur  eine  Gerade  sein,  welche  mit  der  Momentanaxe  zusammenfällt.  Es 
können  daher  nur  geradlinige  Flächen  aufeinander  rollen  und  sich  dabei 
längs  einer  Linie  berühren ,  diese  Linie  kann  nur  eine  Erzeugungs- 
linie sein. 

In  allen  Fällen,  in  welchen  du  und  d&  nicht  Null  sind,  findet  ein 
Rollen  und  Gleiten  der  Flächen  S\  S"  auf  einander  zugleich  statt. 


Einige  literarische  Nachweise  zur  Geometrie  der  Bewegung. 

Cartesius  bemerkte  zuerst  das  Momentancentrum  bei  der  Erzeugung  der 
Cycloide  (Lettres  de  Descartes,  t.  II,  p.  39.  (Ausg.  v.  1724).  —  Die  Entdeckung 
des  Momeutancentrums  für  dio  allgemeine  Bewegung  eines  ebenen  Systems  in  sei- 
ner Ebene  gebührt  Johann  Bcrnonilli  (De  centro  spontaneo  rotationis.  Opera, 
t.  IV,  p.  265.  a.  1742).  —  Dio  Bewegung  räumlicher  Systeme  erforschten  zuerst 
d'Alembert:  Traite'  de  la  precession  des  e'quinoxes  (1749),  in  welchem  Werke 
zuerst  eine  „axe  instantane'e  de  rotation"  vorkommt  und  Euler:  Dicouverte  d'un 
nouveau  principe  de  Mdcanique  (Mi!m.  du  l'Acad.  de  Berlin,  a.  1750);  Du  monve- 
ment  de  rotation  des  corps  solides  autour  d'un  axe  variablo  (Mim.  de  l'Acad.  de 
Berlin,  a.  1758);  Tbeoria  motus  corporum  solidorum  seu  rigidorum  (1765);  For- 
mulae  generales  pro  translatione  quacunque  corporum  rigidorum  (Novi  Commen- 
tarii  Acad.  Petropolit.  a.  1796.  t.  XX.)  —  Von  grösster  Wichtigkeit  sind  folgende 
Arbeiten  von  Chasles:  1)  Note  sur  les  propridtes  generales  du  Systeme  de  deux 
corps  semblables  cntr'cux,  et  place«  d'une  maniere  quelconque  dans  l'espacc;  et 
sur  le  ddplacemeut  fini,  ou  infiniment  petit,  d'un  corps  solide  libre;  communique'e 
a  la  soc.  pbilom.  5.  Fevrier  1831.  (Bulletin  des  sciences  math.  p.  Fdrussac. 
Novemb.  1830).  2)  Propridte's  gdomdtriques  relatives  au  inouvement  infiniment 
petit  d'un  corps  solide  libre  dans  l'espacc.  (Comptcs  rend.  de  l'Acaddm.  des  sciences 
de  Paris,  t.  XVI.  p.  1420—1432.  annde  1843).  3)  Proprietds  relatives  au  ddplacement 
fini  quelconque,  dans  l'espacc,  d'une  iigure  de  forme  invariable.  (Comptes  rend.  de 
l'Acad.  de  Paris  t.  LI:  5.  Ddcembre  1860,  10.  Ddcembre  1860;  t.  LH:  21.  Janv. 
1861,  4.  Fe'vr.  1861,  18.  Mars  1861).  Ilicran  reiht  sich  unmittelbar  an:  Jon- 
quieres:  Propridtds  geomdtriques  relatives  au  mouvement  infiniment  petit  d'un 
corps  in  seinem  Werke:  Mclanges  de  Gdomdtrio  pure.  Paris  1856.  p.  1  — 61. 
(Enthält  eine  Entwickelung  der  Beweise  zu  der  unter  No.  2  bei  Chasles  angeführten 
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gleichnamigen  Schrift).  —  Poinsot:  The'orie  nouvellc  de  la  rolatione  des  corps 
(Journ.  des  Mathe'm.  p.  Lionville,  t.  XVI,  p.  9  et  289),  in  welcher  Arbeit,  die 
eine  weitere  Ausfuhrung  einer  gleichnamigen  des  Verfassers  ans  dem  Jahre  1834 
ist,  die  Theorie  des  Rollens  der  Kegel  (F)  und  (C)  zuerst  vollständig  entwickelt 
ist.  —  Möbius:  Ucber  die  Zusammensetzung  unendlich  kleiner  Drehungen. 
(Crelle,  Journ.  d.  reinen  und  angewandten  Mathematik.  Bd.  XVIII.  8.  189— 212, 
a.  1886.)  —  Rodrigues:  Des  lois  georndtriquos  qui  re*gissent  le  de'placemont 
d'un  Systeme  solide  daus  Tespace,  et  de  la  Variation  des  coordonne'es  provenant 
de  ces  de'placements  conside'rcs  inde'pendamment  des  cause»  qui  peuvent  les  pro- 
dtiire.  (Journ.  des  Mathe'm.  p.  Liouville,  t.  V.  p.  380  —  440.).  —  Lamarle:  Me'm. 
sur  la  the'orie  ge*ometrique  des  centres  et  axes  instantane's  de  rotation  (Bullet,  des 
se*ances  de  l'Acad.  des  sciences  de  Bruxelles,  a.  1859),  sowie  dessen  Expose*  gcV 
me'trique  du  Calcul  differentiel  et  integral,  pre"ce'dd  de  la  cindmatique  du  point,  de 
la  droito  et  du  plan.  Paris  1861  und  1863.  —  Stegmann;  geometrische  Unter- 
suchungen über  Drehung.  Marburg  1863.  —  Chelini:  Dei  moti  geometrici  c  loro 
leggi  nello  spostamento  di  una  tigura  di  forma  iovariabile.  Bologna  1862,  sowie 
dessen  Elementi  di  Mcccanica  razionale.  Bologna  1860.  —  Resal:  Trnitu  de  eine 
matique  pure.    Paris  1862.  —  Belanger,  Traite  de  cine'matiqne.  Pari«  1864. 
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Zweiter  Theil. 

Die  Geschwindigkeit  der  Bewegung. 

I.  Capitel. 

Die  Geschwindigkeit  eines  Punktes.   Projectionen  der  Geschwindigkeit 

auf  Axen  und  Ebenen. 

§.  1.  Die  Geometrie  der  Bewegung  betrachtet  die  Bewegung  als 
blose  Aenderung  des  Ortes  ohne  Rücksicht  auf  die  innere  Natur  der- 
selben; ihr  genügt  es,  zu  bestimmen,  wohin  der  bewegliche  Punkt 
oder  das  bewegliche  System  gelangt  und  welche  Lagen  es  durchläuft 
oder  wenigstens  durchlaufen  könnte,  um  eine  bestimmte  Lago  zu  or- 
reichen. Nun  kann  aber  dieselbe  geometrische  Bewegung,  sowohl  die 
eines  Punktes  als  die  des  Systems  auf  sehr  verschiedene  Art  erfolgen, 
schneller  oder  langsamer  in  sehr  mannigfachen  Abstufungen.  Um  die 
innere  Natur  einer  Bewegung  zu  erkennen,  vergleicht  man  sie  mit  anderen 
bereits  bekannten  Bewegungen  mit  Iltilfc  des  Begriffs  der  Geschwindig- 
keit. Derselbe  basirt  auf  der  Vorstellung  der  Zeit.  Die  Zeit  wird  als 
continuirlich,  unbegrenzt,  aber  beliebig  begrenzbar,  mithin  als  messbar 
gedacht;  die  Einheit  derselben  ist  an  sich  willkürlich,  gewöhnlich  wählt 
man  aber  dazu  die  Secundo  mittlerer  Zeit,  wie  sie  die  Uhren  angeben. 
Die  Astronomie  unterscheidet  nämlich  drei  Arten  der  Zeiteintheilung: 
die  Sternzeit,  die  wahre  Sonnenzeit  und  die  mittlere  Sonnenzeit.  Der 
Sterntag  ist  die  constantc  Umdrehungszeit  der  Erde ;  der  wahre  Sonnen- 
tag ist  die  Zeit  des  scheinbaren  Umlaufs  der  Sonne  um  die  Erde  uud 
ist  veränderlich  im  Laufe  des  Jahres,  der  mittlere  Sonnentag  aber  ist 
die  mittlere  Dauer  des  wahren  Sonnentages.  Der  mittlere  Sonnentag  hat 
86400,  der  Sterntag  nur  86164,09  Sekunden  mittlerer  Zeit;  letzterer  ist 
also  etwa  um  4  Minuten  kürzer,  als  ersterer. 

In  allen  mechanischen  Untersuchungen,  wobei  es  sich  um  Bewegung 
handelt,  tritt  die  Zeit  als  unabhängige  Variabcle  auf  und  pflegt  als  solche 
mit  dem  Buchstaben  t  bezeichnet  zu  werden;  für  bestimmte  constauto 
Zeiten  reservirt  man  sich  gern  die  gleichlautenden  J,  r. 
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§.  2.  Wir  beginnen  mit  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  und  wer- 
den erst  später  von  der  Geschwindigkeit  im  Systeme  reden.  Die  Be- 
wegung eines  Punktes  heisst  gleichförmig,  wenn  derselbe*  in  gleichen, 
übrigens  beliebigen  Zeiten  gleiche  Längen  seiner  Bahn  durchläuft;  sie 
heisst  veränderlich  in  jedem  andern  Falle.  Zwei  gleichförmige  Be- 
wegungen besitzen  gleiche  Geschwindigkeit,  wenn  der  bewegliche  Punkt 
bei  beiden  gleiche  Längen  in  derselben  Zeit  durchläuft;  ist  die  Weg- 
länge bei  der  einen  das  Doppelte,  Dreifache,  Vierfache  etc.  der  Weg- 
lange  bei  der  andern,  so  heisst  die  Geschwindigkeit  derselben  doppelt 
so  gross,  dreimal  so  gross,  viermal  so  gross  etc.,  als  die  der  anderen. 
Sind  daher  V,  V"  die  Geschwindigkeiten  zweier  gleichförmigen  Bewe- 
gungen, «,«'  die  Längen,  welche  die  beweglichen  Punkte  in  der  Zeit- 
einheit zurücklegen,  so  besteht  die  Proportion  V:  V'=  w.a  .  Wählt  man 
nun  zur  Einheit  der  Geschwindigkeit  die  Geschwindigkeit  der  gleich- 
förmigen Bewegung,  bei  welcher  in  der  Zeiteinheit  die  Längeneinheit 
durchlaufen  wird,  so  wird  diese  Proportion,  wenn  Y'  die  Kinhe.it  der  Ge- 
schwindigkeit bedeutet  uud  mithin  «' —  1  gesetzt,  die  Masszahl  V-.V' 
aber  mit  v  bezeichnet  wird,  übergehen  in  c  =d,  d.  h.  bei  der  gleich- 
förmigen Bewegung  ist  die  Masszahl  der  Geschwindigkeit  die  Masszahl 
der  Länge,  welche  in  der  Sekunde  durchlaufen  wird.  Kürzer,  wonu 
auch  weniger  accurat,  sagt  man  gewöhnlich:  Bei  der  gleichförmigen 
Bewegung  ist  die  Geschwindigkeit  der  Weg  des  Punktes  in 
der  Zeiteinheit.  —  Beschreibt  der  bewegliche  Punkt  in  der  Zeit  / 

den  Weg  w  gleichförmig  mit  der  Geschwindigkeit  «,  so  ist  W-  der  Weg, 

welchen  er  in  der  Zeiteinheit  zurücklegt,  also  ^=:«  oder «;  =  «/,  d.h.:  Bei 

der  gleichförmigen  Bewegung  ist  der  in  irgend  einer  Zeit 
zurü ckgelcgtc  Weg  gleich  dem  Produkte  aus  der  Geschwin- 
digkeit und  der  Zeit. 

Ein  Punkt  bewege  sich  in  der  Linie  OS  gleichförmig  mit  der  Ge- 
schwindigkeit <i,  befinde  sich  zu  den  Zeiten  (0  und  l  respective  in 
und  M  und  seien  von  dem  beliebigen  Anfangspunkte  0  ab  gerechnet 

0M0  —  50,  OM  —  s%  diese  Abstände  positiv 
genommen  im  Sinne  der  Bewegung,  negativ 

^       m  jf'__         im  entgegengesetzten;  dann  ist  M0M  =  s  —  s0 

S     der  in  Zeit  t — /0  zurückgelegte  Weg  und 
folglich 

s—  <?»  =  «  (t  —  i0). 
Für  in  =  0,  d.  h.  wenn  man  die  Zeit  von  dem  Momente  an  zählt,  wo  der 
bewegliche  Punkt  den  Punkt  M0  verlässt,  wird  diese  Gleichung  etwas 
einfacher,  nämlich 


Digitized  by  Google 


I.  Cap.     Geschwindigkeit  der  vcräuderliclien  Bewegung  eines  Puuktes. 


103 


Sie,  sowie  die  vorige  etwas  allgemeinere  heisst  die  Gleichung  der 
gleichförmigen  Bewegung.  Sie  ist  linear  und  bestimmt  den  Ab- 
stand s  des  beweglichen  Punktes  M  von  einem  beliebigen  Anfangs- 
punkte 0  seiner  Bahn  als  Function  der  Zeit.  Erfolgt  die  Bewegung 
im  entgegengesetzten  Sinne,  so  ist  *0  —  s  oder  —  (s — s0)  der  in  der 
Zeit  /  durchlaufene  Weg  und  folglich  —  (*  —  *0)  =  at  oder  s  —  slt  = 
( —  a)  t  dio  Gleichung  der  Bewegung.  Um  dieselbe  mit  der  vorigen  in 
Harmonie  zu  bringen,  muss  also  die  Geschwindigkeit  das  Zeichen 
wechseln.  Ebenso  Uberzeugt  man  sich  leicht,  dass  dieselbe  Gloichung 
für  positive,  wie  für  negative  Wertho  von  /  gilt  und  dass  überhaupt 
sämmtliche  darin  vorkommende  Grössen  $0,  /0,  s}  /,  a  beliebige  positive 
oder  negative  Werthc  haben  können,  ohne  die  Gültigkeit  der  Gleichung 
zu  beeinträchtigen. 

Man  kann  die  Gleichung  der  gleichförmigen  Bewegung  geometrisch 
construiren,  indem  man  dio  Zeiten  /  als  Abscissen ,  die  Abstände  s  als 
Ordinaten  eines  Parallelcoordinatensystems  aufträgt,  wobei  man  die  Ein- 
heit der  Zeit  gewöhnlich  durch  dieselbe  Länge  darstellt,  wie  die  des 
Raumes.  Die  Gleichung  stellt  alsdann  eine  gerade  Linie  dar,  welche 
durch  den  Punkt  (s0,  /„)  geht,  und  wenn  das  Coordinatcnsystem  recht- 
winklig ist,  so  flrüekt  die  Geschwindigkeit  a  die  Tangente  der  Neigung 
dieser  Geraden  gegen  die  Axe  der  /  aus. 

§.  3.  Bei  der  veränderlichen  Bewegung  legt  der  bewegliche  Punkt 
in  gleichen  Zeiten  ungleiche  Wege  zurück.  Man  kann  daher  nicht  von 
der  Geschwindigkeit  einer  solchen  Bewegung  im  Allgemeinen,  sondern 
nur  von  der  Geschwindigkeit .  zu  einer  bestimmten  Zeit  oder  an  einer 
bestimmten  Stelle  der  Bahn  reden.  Um  die  Geschwindigkeit  einer 
solchen  Bewegung  am  Ende  der  Zeit  /  zu  erkennen,  denken  wir  in 
diesem  Momente  alles  hinweg,  was  dio  Veränderlichkeit  derselben  be- 
stimmt, sodass  die  Bewegung  in  eine  gleichförmige  übergeht  und  defi- 
niren,  wie  folgt.  Die  Geschwindigkeit  einer  veränderlichen 
Bewegung  am  Ende  der  Zeit  /  ist  die  Geschwindigkeit  der- 
jenigen unveränderlichen  Bewegung,  in  welche  die  verän- 
derliche Bewegung  in  diesem  Momente  übergehet,  wenn 
plötzlich  alles  hinwegfällt,  was  die  Veränderlichkeit  be- 
stimmt; sie  ist  demnach  der  Weg,  welchen  der  Punkt  in 
der  nächsten  Sekunde  zurücklegen  würde,  wenn  dio  Be- 
wegung gleichförmig  würde. 

Um  den  analytischen  Ausdruck  dieser  Geschwindigkeit,  welche  im 
Allgemeinen  mit  der  Zeit  und  der  Stelle  der  Bahn  variiren  wird,  zu 
finden,  seien  (Fig.  39)  OM  =  s  und  OM'=s  +  Js  die  Abstände  des  be- 
weglichen Punktes  zu  den  Zeiten  /  und  t+  dt  von  irgend  einem  festen 
Punkte  0  der  Bahn,  sodass  MM'  =  4 s  den  in  der  Zeit  dt  durchlaufenen 
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Wog  darstellt;  es  seien  ferner  »und  v-\-Av  die  Wcrthc  der  Geschwin- 
digkeit, welche  der  Punkt  zu  denselben  Zeiten  besitzt  und  schliesslich 
werde  Al  bereits  so  klein  gedacht,  dass  innerhalb  dieses  Zeitintervalls 
die  Aenderung  Av  der  Geschwindigkeit  das  Zeichen  nicht  wechselt,  d.  h. 
v  selbst  während  dieses  Intervalles  nicht  vom  Abnobmen  zum  Wachsen 
oder  von  diesem  zu  jenem  übergeht.  Würde  nun  der  bewegliche  Punkt 
während  der  Zeit  At  das  einemal  mit  der  Geschwindigkeit  v,  das  andere- 
mal  mit  der  Geschwindigkeit  v-\-Av  in  der  Richtung  von  M  nach  iV'sich 
gleichförmig  bewegen,  so  wären  vAt  uud  (v  +  Av)'  Al  seine  Wege,  aber 
keiner  von  ihnen  würde  dio  mit  der  veränderlichen  Geschwindigkeit 
durchlaufene  Strecke  As  darstellen,  vielmehr  würde  As  zwischen  beide 
fallen,  sodass  mit  Rücksicht  auf  das  Vorzeichen  von  Av  die  Ungleichung 

v  Al      A  s  3>  (»  +  4v)  At  besteht,  aus  welcher  durch  Division  mit  At  die 

dio  folgende  entsteht: 

^  A  s  ^  . 
0  >  At>V~^~  V' 

Lässt  man  nun  Al  ohne  Endo  abnehmen,  welches  unmittelbar  auch  die 
unendliche  Abnahme  von  As  und  Av  nach  sich  zieht,  so  fallen  die 
Grenzwerthe  »und  v-f-z/y  zusammen  und  mit  ihnen  folglich  auch  der 
ds         A  s 

Grenzwerth   -    von     -.    Es  ergibt  sich  daher  durch  diesen  Grenzübcr- 
dt  At 

gang  die  Gleichung: 

ds 

V  =  df 

d.  h.  die  G  esch  w  i  ndigkeit  einer  veränderlichen  Bewegung 
am  Ende  der  Zeit  /  ist  die  Dcrivirte  des  von  dem  beweg- 
lichen Punkte  durchlaufenen  Raumes  nach  der  Zeit,  d.  h. 
das  Element  dieses  Raumes,  dividirt  durch  das  Zqitelemeut, 
in  welchem  es  durchlaufen  wird. 

Die  gleichförmige  Bewegung  ist  ein  spezieller  Fall  veränderlicher 

Bewegung;  für  sie  reducirt  sich  dio  Geschwindigkeit  auf  eine  Oonstaute. 

Die  Gleichung  für  die  gleichförmige  Bewegung,  nämlich  s  =  s0-\-nt  lie- 

ds  tl  s 

fert  übereinstimmend  hiemit  »  =  ■  -  =  n.  —  Aus  der  Gleichung  v  = 

at  d  t 

folgt  ds=vdt,  d.  h.  das  während  des  Zcitelcmentes  dl  beschriebene 

Bahuelemcnt  ds  wird  erhalten,  indem  man  die  Geschwindigkeit  v  mit 

dem  Zeitelcmcntc  multipliciiH.  Nun  galt  für  die  gleichförmige  Bewegung 

der  »Satz,  dass  der  Weg  gleich  dem  Produkte  der  Geschwindigkeit  und 

der  Zeit  ist,  für  beliebige  endliche  Zeiten.    Man  sieht  daher,  dass  bei 

einer  beliebigen  Bewegung   derselbe  Satz   für  die  Bewegung  während 

des  Zeitelementes  gilt  und  man   während    desselben  jede  Bewegung 

als  eine  gleichförmige  behandeln  darf. 


Digitized  by  Google 


I.  Cap.  Kichtuug  der  Geschwindigkeit.  105 

§.  4.  Ist  v  als  Function  der  Zeit  bekannt,  so  liefert  die  Gleichung 
ds=vdt  durch  Integration  die  Gleichung  der  Bewegung,  nämlich: 


worin  /„,  s0  zwei  zusammengehörige  Spezialwerthe  von  t  und  *  sind.  Ist 
v  als  Function  von  s  gegeben,  so  erhält  man  die  Gleichung  der  Be- 
wegung unter  der  Form : 

Die  Gleichung  der  Bewegung  s  =/*(/)  kann  analog,  wie  in  §.  2. 
geometrisch  construirt  werdeu.  Sie  stellt  eine  Curvo  dar,  die  Tangente 
der  Neigung  derselben  gegen  die  Axc  der  /  ist  die  Geschwindigkeit 
und  es  gibt  mithin  das  Steigen  und  Fallen  der  Tangente  das  Wachsen 
und  Abnehmen  der  Geschwindigkeit  an.  Die  Tangente  an  die  Curvc 
ist  aber  selbst  die  Linie,  welche  eine  gleichförmige  Bewegung  darstellt ; 
man  sieht  daher,  wie  die  Geschwindigkeit  der  veränderlichen  Bewegung 
übereinkommt  mit  der  Geschwindigkeit  einer  gleichförmigen  Bewegung, 
mit  welcher  sie  während  des  Zeitelcmentes  zusammenfällt. 

Ist  die  Geschwindigkeit  als  Function  der  Zeit  bekannt,  so  kann 

man  dieselbe  als  Ordinate  einer  Curve  construiren  für   die  Zeit  als 

Abacisse.  Diese  Curvc  heisst  die  Gcsch win digkeitscur ve.    Für  die 

gleichförmige  Bewegung  ist  sie  eine  mit  der  Abscisscnaxe  parallellaufende 

Gerade.    Der  Flächenraum  dieser  Curvc,  begrenzt  von  zwei  Ordinaton, 

dem  zwischenliegenden  Bogen  und  der  Abscissenaxe ,  nämlich  das  Intc- 
t 

gral  fvdl  stellt  die  Differenz  *  —  *0,  d.  h.  den  in  der  Zeit  /  —  tQ  durch- 
laufenen Weg  dar. 

§.  5.  Bisher  war  nur  von  der  Grösse  der  Geschwindigkeit  die  Rede; 
mau  spricht  aber  auch  von  ihrer  Richtung.  Unter  der  Richtung  der 
Geschwindigkeit  versteht  man  die  Richtung  der  Bewegung, 
nämlich  die  Tangente  der  Bahn  dos  beweglichen  Punktes. 
(Vgl.  I.  Tbl.  Cap.  I,  §.  1.)  Bei  der  geradlinigen  Bewegung  bleibt  mit- 
hin die  Richtung  derselben  fortwährend  die  nämliche,  bei  der  krumm- 
linigen wechselt  sie  von  Punkt  zu  Punkt.  Würde  bei  der  krummlinigen 
Bewegung  alles  plötzlich  hinwcgfallen,  was  die  Bahn  krümmt,  so  würde 
der  bewegliche  Punkt  in  der  Richtung  seiner  Bewegung,  d.  h.  in  der 
Tangente  der  Bahn  seine  Bewegung  fortsetzen  und  dieselbe  würde  fortan 
geradlinig  sein ;  würden  zugleich  auch  alle  Umstände  hinwegfallen,  welche 
die  Bewegung  veränderlich  machen ,  so  würde  die  Bewegung  gleich- 
förmig werden.  Der  Punkt  würde  alsdann  in  der  Richtung  der  Tangente 
mit  der  zuletzt  erlangten  Geschwindigkeit  sich  gleichförmig  bewegen. 
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Man  pflegt  auf  der  Taugente  vom  Berührungspunkte  aus  im  Sinne 
der  Bewegung  die  Geschwindigkeit  als  Lange  aufzutragen.  Von  den 
beiden  die  Geschwindigkeit  bestimmenden  Merkmalen,  Grösse  und 
Richtung,  kann  jedes  für  sich  und  können  auch  beide  zusammen  un- 
veränderlich werden. 

§.  6.    Als  Beispiel  wählen  wir  die   Bewegung,    deren  Gleichung 

s  =  s„  -+-  t'w l  -f-  \ « / •  ist.  Für  sie  ist  p  =  ^  —  vo  +  at>   uiithiu  ändert 

sich  die  Geschwindigkeit  der  Zeit  proportional  und  stellt  der  Coefücient 
a  die  nach  jeder  Zeiteinheit  erfolgte  Aenderung  derselben  dar.  Die  Gc- 
sehwindigkeitscurve  ist  eine  Gerade,  welche  gegen  dio  Axe  der  /  uuter 
einem  Winkel  k  geneigt  ist,  für  welchen  tatig  l  tt  ist.  Die  Bewegung 
heisst  die  gleichförmig  veränderliche  und  zwar  je  nach  der  positiven  oder 
negativen  Beschaffenheit  von  a  gleichförmig  beschleunigt  oder  gleich- 
förmig verzögert;  et  selbst  wird  dio  Beschleunigung  genannt.  Der  in  der 
Zeit  /  durchlaufene  Weg  ist  s  —  s0=  f>„  t  -f- .]  a  t  '1  =  \  a  t  (vw  +  v) .  Er  wird 
durch  den  Inhalt  des  Trapezes  der  Geschwindigkeitslinic  dargestellt. 
Wir  werden  später  auf  diese  Bewegung  zurückkommen. 

§.  7.  Da  jede  Bewegung  eine  Gleichung  hat  zwischen  *  und  /,  so 
kann  eine  ziemlich  grosse  Parthie  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene 
unmittelbar  in  die  Mechanik  übersetzt  werden,  sobald  man  voraussetzt, 
dass  zwei  oder  mehrere  Bewegungen  zugleich  auf  derselben  Bahn  er- 
folgen. So  hat  die  Aufsuchung  der  Coordinatcn  des  Schnittpunktes 
zweier  Geraden  die  Lösung  der  mechanischen  Aufgabe  zur  Folge:  „Zwei 
Punkte  bewegen  sich  in  derselben  Bahn,  die  Gleichungen  ihrer  gleich- 
förmigen Bewegungen  sind  s  =  sn  +  at  und  s  =  <j  0 -f- er  / ,  wann  und  wo 
werden  sich  die  Punkte  begegnen?"  Ist  die  Bahn  eine  in  sich  zurück- 
kehrende Linie,  so  ergeben  sich  viele  Lösungen.  An  die  Stelle  der  gleich- 
förmigen Bewegungen  können  hiebei  andere  treten,  etc.  Die  Bedingung, 

dass  drei  Geraden  sich  in  einem  Punkte 
schneiden,  liefert  mechanisch  gedeutet  die 
Lösung  der  Aufgabe:  „Drei  Punkte  be- 
wegen sich  gleichförmig  auf  derselben 
Bahn,  werden  sie  überhaupt  einmal  alle 
drei  zusammentreffen  und  wann  und  wo 
wird  dies  geschehen  V"  u.  s.  w. 
I  £  pjr^ffir-  Technik  macht    hiervon  nütz- 

lichen Gebrauch.  Hierher  gehört  z.  B. 
die  für  die  graphischen  Eisenbahnfahrpläne  übliche  Construction.  Es  sei 
(Fig.  40)  PqSS&B  die  Linie,  deren  Ordinaten  die  von  einem  beweg- 
lichen Punkte  in  den  durch  die  Abscissen  angegebenen  Zeiten  durch- 
laufenen Strecken  darstellen.    Dio  Figur  zeigt,  dass  der  Punkt  zur  Zeit 
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/0  =  AP0  von  A  abgeht,  zur  Zeit  tx  —  APX  in  S  aukommt  und  wenn  I\S 
eine  Gerade  ist,  sich  gleichförmig  dorthin  bewegt  hat.  Ist  SS  parallel 
der  Axe  /,  so  drückt  dies  aus,  dass  der  Punkt  hierauf  bis  zur  Zeit 
/.,  =  AP2  in  S  verweilt  und  wenn  SB  geradlinig  und  parallel  P0S  mit 
derselben  Geschwindigkeit,  wie  vorher,  sich  von  S  nach  B  bewegt  und 
an  letzterem  Orte  zur  Zeit  f3  =  AP.±  ankommt.  Grösserer  Übersicht- 
lichkeit wegen  kann  man  sich  auf  der  Ordinatenaxc  die  den  verschie- 
denen Zeiten  entsprechenden  Entfernungen  von  A  aus  abtragen ,  sodass 
diese  Axe  die  geradlinig  ausgestreckte  Kahn  dos  Puuktes  darstellt.  Die 
Figur  zeigt  weiter,  dass  ein  anderer  Punkt  zur  Zeit  /0'  den  Ort  B  ver- 
lässt  und  nach  A  zurückkehrt,  zur  Zeit  =  AP^  dem  ersteren  Punkte 
in  K  begegnet,  hierauf  zur  Zeit  /./  =  AP2'  in  S  eintrifft,  um  nach  einem 
Verweilen  *3'  —  =  P2 'P3'  in  S  zur  Zeit  //  =  AP4'  in  A  anzulangen. 
Die  Neigung  der  Strecken  BS,  »SV','  gegen  die  Axe  der  /  gibt  die  Ge- 
Kchwindigkeit  der  Bewegung  des  zweiten  Punktes  an.  Zugleich  lehrt 
die  Figur  die  Orte  zu  bestimmen,  an  welchen  beide  Punkte  zu  derselben 
Zeit  sich  befinden. 

§.  8.  Unter  der  mittleren  Geschwindigkeit  der  veränderlichen 
Bewegung  eines  Punktes  während  der  Zeit  /  —  /„,  während  welcher  er 
den  Kaum  s  —  *w  durchläuft,  versteht  mau  die  constanto  Geschwindig- 
keit, mit  welcher  er  in  derselben  Zeit  denselben  Raum  durchlaufen 
würde.  Ist  daher  v  diese  mittlere  Geschwindigkeit,  so  besteht  die 
Gleichung : 

*  (<  -  lo)  =  s  —  *o- 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  den  Werth  für  *  —  aus  §.  4.  ein, 
so  erhält  man,  falls  v  als  Fuuction  der  Zeit  bekauut  ist, 


ist  aber  v  als  Function  von  s  gegeben,  so  erhält  man  durch  Einsetzen 
des  dort  für  /  —  t0  gegebenen  Aus- 
druckes : 


rig.  41. 


* 

v 


So  V 


Stellt  (Fig.  41)  die  Gcschwindig- 
keitscurve  dar,  so  drückt  der  Flächen- 
raum dorselbcn,  welcher  über  der 
Basis  /—  t0  steht,  den  Kaum  s  —  s0 

aus  und  ist  folglich  die  mittlere  Geschwindigkeit  die  Höhe  eines  Recht- 
ecks von  derselben  Basis,  dessen  Fläche  gleich  diesem  Flächenraume 
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ist.  —  Ist  v  =  f(t)y  schaltet  man  zwischen  /„  und  /  in  gleichen  Inter- 
vallen aufeinanderfolgend  die  Werthe  /, ,  l2,  t3...  t„-i  ein  und  bildet  das 
arithmetische  Mittel  aus  den  den  Zeitwerthen  /„,  f„_i  entsprechen- 

den Werthen  f(t0),  /"(O»  f(t2)  . .  der  Geschwindigkeit,  nämlich  die 

Grösse 

\  l/W  +  /*('.)  +  .... 

so  geht  dieselbe  in  der  Grenze  für  wachsende  n  und  abnehmende  Zeit- 
intcrvalle  in  die  mittlere  Geschwindigkeit  über.  Denn  aus  den  Gleichungen 

/j  —  f„  =  l2  —  'i  =  h  —  Lz  -  -  •  -    —  '«>  —  '«-1= 
welche  die  Gleichheit  der  Zeitiutervalle  ausdrücken,  folgt, 

t  -  t0  =  »d 

und  indem  mau  hieraus  den  Werth  für  n  entnimmt  und  in  den  Ausdruck 
des  arithmetischen  Mittels  einführt,  nimmt  dies  die  Gestalt 

V~   [/(<«)+/•(<,)  +  ..•+  /"('-Ol 
l  -  l  „ 

an  und  sein  Grenzwerth  ist  daher  nach  der  Definition  des  bestimmten 
Integrales 

wie  oben. 

§.  9.  Projicirt  mau  einen  in  Bewegung  begriffeneu  Punkt  M 
durch  einen  Stral  oder  auch  durch  eine  Ebene  nach  irgend  einem  be- 
stimmten Gesetze  jeden  Augenblick  auf  eine  feste  Gerade  als  Axe,  so 
besitzt  die  Projectiou  m  desselben  eine  Bewegung,  deren  Natur  von  der 
Bewegung  jenes,  der  Lage  der  Axe  und  dem  Gesetze,  welchem  die  Pro- 
jectiou unterworfen  ist,  abhängt.  Die  Bewegung  der  Proj  cetion 
eines  Punktes  auf  eine  Axe  wird  auch  die  Projcction  der 
Bewegung  desselben  auf  diese  Axe  genannt;  ihr  gegenüber 
mag  die  projicirtc  Bewegung  die  Uauptbcwegung  heissen. 

Ist  MAf  =  ds  (Fig.  42)  das  im  Zeitelemente  dl  von  HI  beschriebene  Weg- 
element, so  ist  seine  Projcction  mw'  =  rf.c  d«s  in  demselben  Zeitelcinente 
von  m  auf  der  Axe  durchlaufene  Element;  es  sind  mithin  nach  §.  4. 

ds  dx 


die  Geschwindigkeiten  der  Hauptbewegung  und  der  Projcctionsbewegung 
zur  Zeit  /.  Zwischen  den  Elementen  </.v  und  dx  besteht  aber  vermöge 
des  Gesetzes  der  Projectiou  ein  Abhängigkeit  und  in  Folge  dieser  wird 
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auch  vx  von  v  abhängig.  Für  rechtwinklige  Projectionen  ist,  wenn  et 
den  Winkel  bezeichnet,  welchen  die  Tangente  der  Hauptbahn  im  Sinne 
der  Geschwindigkeit  v  genommen  mit  der  Axe  im  Sinn  von  vx  bildet: 

dx  =  dS'Cos  a. 

* 

Hierdurch  wird 


Fiff.  42. 


ds  „ 
vx  =  —  cos  et  =  v  cos  ct. 
dt 


Für  schiefwinklige  Projectionen  wird  cos  a  jA 
durch   eine    andere  Winkelfunction  vertreten,  mp- 
welche,  wie  der  Cosinus  für  die  rechtwinklige,  das 

Gesetz  des  schiefen  Projicirens  darstellt.  In  beiden  Fällen  aber  ergibt 
sich,  wenn  man  die  Geschwindigkeit  der  Hauptbewegung  auf  der  Tan- 
gente der  Hauptbahn  vom  Berührungspunkte  aus  aufträgt,  dass  die 
Gesch windigkeit  der  Projectionsbe wegung  gleich  der  Pro- 
jection der  Geschwindigkeit  der  Hauptbewegung  auf  die 
Axe  ist.  Auch  kann  man  folgendermassen  schliesseu,  um  zu  diesem 
Satze  zu  gelangen.  Die  Abstände  s  und  x  der  Punkte  M  und  m  von 
beliebigen  Anfangspunkten  auf  der  Hauptbahn  und  der  Projectionsbahn 
gerechnet,  sind  Functionen  der  Zeit  /.  Statte  als  unmittelbare  Function 
von  /  anzusehen,  kann  man  diese  Grösse  zunächst  als  Function  von  .v 
und  durch  dieses  mittelbar  als  Function  von  t  betrachten.    Dadurch  er- 

dx      dx  ds  dx 

halt  man    -  =  r  und  folglich  vx  =  v-  — .  Das  Verhältniss  der  Ele- 

ds       ds  dt  B  ds 

mente  dx  und  ds  stellt  aber  für  die  rechtwinklige  Projection  cos  er,  für 

jede  andere  die  Winkelfunction  dar,  mit  deren  Hülfe  projicirt  wird. 

§.  10.  Projiciren  wir  die  Bewegung  des  Punktes  M  auf  drei  Axen, 
von  denen  keine  zwei  einander  parallel  sind  und  die  wir,  ohne  die  All- 
gemeinheit zu  beeinträchtigen,  durch  ein  und  denselben  Punkt  0  des 
Raumes  ziehen  können,  so  stellen  in  Bezug  auf  sie  als  Coordinatenaxen 
die  Coordinaten  a:,  y,  z  des  beweglichen  Punktes  M  die  Abstände  seiner 
Projectionen  wi  x ,  tn  y ,  in  z  auf  diese  Axen  von  0  dar  und  sind  ebenso, 
wie  der  Abstand  s  des  Punktes  M  auf  seiner  Bahn  von  irgend  einem 
Anfangspunkt  auf  derselben  gerechnet,  Functionen  der  Zeit.  Dann  be- 
stehen, wenn  die  Winkel  »,  ß}  y  die  Neigungen  der  Tangente  der  Haupt- 
bahn gegen  die  Axen  bezeichnen,  für  die  Geschwindigkeiten  rx,  vz 
der  drei  Projectionsbewegungen  auf  die  Axen  die  Gleichungen 

dx  du  dz 

=         ,,=  -,  r.=  ---  . 

und  wenn  das  Coordinatensystem  rechtwinklig  ist,  auch  die  drei  fol- 
genden : 

vx  —  v  cos  or,  vy~v  cosß,  vz  =  v  cos  y. 
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Es  stellen  mithin  die  Arsten  Derivirten  der  Coordi- 
naten  des  beweglichen  Punktes  in  Bezug  auf  die  Zeit  die 
Geschwindigkeiten  der  drei  Projectionsbewcgungen  auf  die 
Coordinatenaxcn  dar  und  sind  gleich  den  Projectionen  der 
Geschwindigkeit  der  Hauptbe wegung  aufwiese  Axen. 

Da  die  Quadratsumme  der  drei  Projectionen  einer  Strecke  auf  drei 
rechtwinklige  Axen  gleich  dem  Quadrate  der  Strecke  selbst  ist,  so  folgt 

V2  =  Vj?  4"  V,/  -f  Vt2. 

Es  ist  daher  die  Geschwindigkeit  der  Hauptbewegung 
die  Diagonale  des  über  den  Geschwindigkeiten  der  drei 
Proj  ectionsbewegungen  auf  drei  rechtwinklige  Axen  con- 
struirten  Parallelepipeds.  Dies  folgt  auch  aus  den  drei  letzten 
der  vorstehenden  Gleichungen  mit  Rücksicht  darauf,  dass  für  die  Cosi- 
nusse der  Richtungswinkel  a,  0,  y  einer  Geraden  die  Relation  gilt 
cos  «2  -f  cosß2  +  cosy2  =  1. 

Quadrirt  man  die  drei  ersten  Gleichungen  im  Fall  eines  rechtwink- 
ligen Coordinatensystems,  so  folgt  weiter 

- = * + v + ... = ey  +  (*y  +  o -**j±" = & 

da  ds2  =  dz2  +  dy2  +  dz2. 

Endlich  erhält  man  noch  für  die  Richtung  der  Geschwindigkeit 
cos  a       cos  ß       cos  y  1 

An  diese  Formeln  schliessen  sich  die  folgenden  Hauptaufgaben 
über  die  Geschwindigkeit  an,  welche  mit  Hülfe  derselben  leicht  zu 
lösen  sind: 

1.  Wenn  die  Coordinatcn  des  beweglichen  Punktes  als  Functionen 
der  Zeit  gegeben  sind,  die  Geschwindigkeiten  der  drei  Projections- 
bewegungen,  die  Geschwindigkeit  der  Hauptbewegung,  ihre  Richtung  und 
die  Beschaffenheit  der  Hauptbahn  zu  finden. 

2.  Wenn  die  Geschwindigkeiten  der  drei  Projectionsbewcgungen  als 
Functionen  der  Zeit  gegeben  sind,  die  Coordinatcn  des  beweglichen 
Punktes  und  dessen  Bahn  zu  rinden. 

3.  Wenn  der  Bogen  s  der  Hauptbahn  als  Function  der  Zeit  ge- 
geben und  die  geometrische  Beschaffenheit  der  Bahn  bekannt  ist,  die 
drei  Proj  ectionsbewegungen  zu  bestimmen. 

Ist  die  Bahn  der  Hauptbewegung  eine  ebene  Curve,  so  vereinfachen 
sich  die  Formeln.  Nimmt  man  nämlich  die  Ebene  derselben  zu  einer 
der  Coordinatenebenen,  z.  B.  zur  .ry- Ebene,  so  erhält  man 
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dz 

z  —  0,        =  0,    rosy  =  0,  —  .<?/'w  et, 

§.  11.  Projicirt  man  einen  beweglichen  Punkt  M  durch  einen  Stral 
auf  eine  Ebene  f,  so  wird  die  Bewegung  seiner  Projcction  (i  die  Pro- 
jection  seiner  Bewegung  auf  diese  Ebene  genannt.  Sind  die  Projec- 
tionen  rechtwinklig,  so  besteht  zwischen  den  Geschwindigkeiten  v  und 
r,  der  Hauptbewegung  und  der  Projectionshewegung  die  Gleichung 
,  r,  =  v  cos  y,  wenn  der  Winkel  y  die  Neigung  der  Bogenelemente  ds  und 
da  heider  Bahrten,  oder  also  die  Neigung  der  Tangente  der  Hauptbahn 
gegen  die  Projectionsebene  darstellt. 

Projicirt  man  die  Bewegung  auf  die  Coordinatenebenen  eines  recht- 
winkligen Coordinatensystems  des  xyz  und  bezeichnen  er,  jS,  y  die  Nei- 
gungen der  Tangente  der  Hauptbahn  gegen  die  Coordinatenaxen ,  so 
sind  deren  Neigungen  gegen  die  Ebenen  der  yz,  :ar,  ary  die  Oomplemente 
zu  er,  ß,  y  und  folglich  die  Geschwindigkeiten  t^.,  v:x,  der  drei  Pro- 
jectionsbewegungen 

=  v  sin  «,  vzx  =  v  sin  ß,  vxy  =  v  sin  y. 

Zwei  der  Projectionsbewegungen  gentigen,  um  die  Hauptbewegung 
zu  bestimmen.  Sind  die  Projectionsbewegungen  R*. 
für  die  drei  Axen  gegeben,   so  können  die 
Projectionsbewegungen  für    die  Ebenen  ge- 
funden werden  und  umgekehrt  kann  man  aus 


Sit 


jeder  Projectionshewegung  für  eine  Ebene  die  ^ 

A ! 


beiden  Projectionsbewegungen  für  die  beiden 
in  dieser  Ebene  liegenden  Axen  finden.  Das 
Detail  dieser  Betrachtungen  ergibt  sich  leicht 
aus  Fig.  43. 


§.  12.  Als  Beispiel  zu  den  vorstehenden  Lehren  wählen  wir  zu- 
nächst folgende  Aufgabe. 

Ein  Punkt  M  bewegt  sich  mit  constanter  Geschwindig- 
keit v  =  a  auf  dem  Umfange  eines  Kreises,  welches  ist  die 
Beschaffenheit  der  Projection  seiner  Bewegung  auf  irgend 
eine  in  der  Ebene  des  Kreises  liegende  Axe,  z.  B.  auf  einen 
Durchmesser  des  Kreises? 

Es  seien  M0,  M  die  Lagen  des  beweglichen  Punktes  zu  den  Zeiten 
/  z=  0  und  /  c=  /  und  werde  die  Bewegung  auf  den  durch  ;V0  gehenden 
Durchmesser  J/0  Mx  projicirt.  Der  in  der  Zeit  /  durchlaufene  Bogen 
M0M=  s  ist  *  =  «/  =  rtl>,  wenn  r  den  Radius  des  Kreises,  y  den  zu 


Digitized  by  Google 


112   Projoction  der  gleichfürm.  Kreisbeweg,  auf  einen  Krei&dtirchmecscr.   I.  Cap. 

MtiM  gehörigen  Centriwinkel  bezeichnet.  Der  Weg  der  Projection  m  in 
der  Zeit  /  ist  Am  =  a  =  r  —  r  cos     und  der  Abstand  vom  Mittelpunkte, 

nämlich  m  C  =  x  =  r  cos  ty.  Aus  der  Glei- 
chung at  =  rty  folgt,  wenn  a  :  r  =  o»  gesetzt 
wird,  ip  =  (ol  und  hiemit  wird 

s  =  raty  ar  =  r  cos  «o / ,  0  =  r  —  a\ 


Die  Geschwindigkeit    der  Projectionsbe- 
wegung  ist 

da  dx  . 

Zu  derselben  Formel  fuhrt  auch  der  Satz  px  =  r  ros  «  (§.  8.).  Denn 
der  Winkel  «,  den  die  Tangente  in  M  mit  der  Projectionsaxe  bildet,  ist 
—  i//,  folglich  wird  vx  =  a  sin  ^^rw  sin  tot. 

Die  Gleichungen  x  =  r cos  tot,  =  r  w  ««  a/  geben,  soweit  nur  die 
Orte  und  Geschwindigkeiten  des  Punktes  wi  in  Frage  kommen,  vollstän- 
digen Aufschluss  über  die  Natur  der  Projectionsbewegung.  Sie  zeigeu, 
dass  dieselbe  in  Bezug  auf  beides  periodisch  ist;  der  Punkt  m  oscillirt 
zwischen  den  Grenzlagen  M0  und  M x.  Den  Mittelpunkt  C  des  Kreises 
passirt  er  zu  den  Zeiten  /,  für  welche  .r  =  0,  d.  h.  a>/  =  ^«,  Ü  ni 

|  yr, . .  .  2— ^"  1  n  wird,  nämlich  zu  den  Zeiten  /  =  *     ;»=0, 1,2,....; 

in  befindet  er  sich  zu  den  Zeiten,  für  welche  x  =  r  wird ;  dieselben 
ergeben  sich  durch  die  Bedingung  a)/  =  0,  2«,  4«,  ...  2««,  nämlich 

t=_  2»»  „  —  o,  1,  2,  ...  ;  in  M.  ist  er  zu  Zeiten  /  =  ^""^"«^O, 

CO  Q} 

12,...    Die  Zeiten,  welche  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Lagen 

2n 

so  gross,  als  die  Zeiten,  welche  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden 
Lagen  C  liegen. 

Die  Geschwindigkeit  vx  wird  Null  in  den  Lagen  M0,  J/,  und  er- 
reicht ihr  Maximum  rw  =  «,  sobald  der  Punkt  den  Mittelpunkt  C  pas- 
sirt; sie  wächst,  während  er  von  fttx  bis  C  geht,  nimmt  hierauf  bis  zu 
Null  ab,  während  er  der  Grenzlage  Mx  zueilt,  wechselt  hierauf  ihren 
Sinn  und  wächst  im  Negativen,  während  er  nach  C  zurückkehrt,  und  ver- 
schwindet wieder,  sobald  er  die  andere  Grenzlage  M0  erreicht. 

Trägt  man  vx  als  Ordinate  zu  x  als  Abscissc  auf,  so  bilden  die  End- 

x2  vj 

punkte  der  Ordinaten  eine  Ellipse,  deren  Gleichung    .,  -f-   ,  w?  =  1  a"s 

den  Gleichungen  für  x  und  r,e  durch  Elimination  von  t  entspringt.  Die 
Grösse  o>,  welche  hier  auftritt  und  mit  deren  Hülfe  die  Geschwindigkeit 


iV„,  oder  M{  vermessen,  sind  gleich  gross,  nämlich  T  —  *"    und  doppelt 
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a  durch  die  Gleichung  «  r<a  ausgedrückt  wurde,  stellt  die  Geschwin- 
digkeit des  Punktes  itf  dar,  für  den  Fall,  dass  der  Kreis  die  Einheit  als 
Radius  besitzt.  Man  nennt  sie  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Kreis- 
bewegung. 

Die  Zeit  T  =  ^™  heisst  die  Oscillationsdauer  der  Projectionsbewe- 

gnng.  Sie  ist  unabhängig  von  dem  Radius  r  des  Kreises  und  hängt  nur 
von  der  Winkelgeschwindigkeit  ab.  Die  Entfernung  MQMx=2r  heisst 
die  Oscillationsweite;  sie  ist  ohne  Einfluss  auf  die  Oscillationsdauer  und 
alle  Bewegungen,  deren  Gleichung  x  =  r  cos  tot  für  die  verschiedenen 
Werthe  von  r  ist,  haben  dieselbe  Oscillationsdauer. 

§.  13.  Als  weitere  Beispiele  dürften  sich  zur  Behandlung  folgende 
empfehlen. 

1.  Ein  Punkt  bewegt  sich  gleichförmig  auf  einem  Kreise;  seine  Be- 
wegung wird  auf  eine  Ebene  projicirt,  welche  gegen  die  Ebene  des  Krei- 
ses geneigt  ist,  man  soll  die  Projectionsbewegung  hinsichtlich  der  Ge- 
schwindigkeit untersuchen. 

2.  Die  Projectionen  einer  ebenen  Bewegung  sind  gegeben  durch 
die  Gleichungen  x  =  a  cos  x/,  y  —  b  sin  x/,  man  soll  bestimmen:  a)  die 
Bahn,  b)  die  Projectionen  der  Geschwindigkeit,  c)  die  Geschwindigkeit 
selbst  und  ihre  Richtung.  .» 

3.  Welche  Bewegung  ist  durch  die  Gleichungen  x  —  bt,  y  =  ^c/2, 
welche  durch  x  =  W,  y  =  b  sin  %t  dargestellt? 

4.  Ein  Punkt  bewegt  sich  auf  einer  gemeinen  Schraubenlinie  gleich- 
förmig, seine  Bewegung  wird  auf  drei  rechtwinklige  Axen ,  nämlich 
zwei  Durchmesser  des  Basiskreises  und  die  Schraubenaxe  projicirt,  wel- 
ches sind  die  Gleichungen  seiner  Projectionsbewegungen  und  die  Ge- 
schwindigkeiten derselben?  Welches  sind  die  Projectionen  der  Bewegung 
auf  die  Ebenen  der  drei  Axen? 

5.  Dieselbe  Aufgabe  für  die  gleichförmige  Bewegung  auf  der  Kegel- 
loxodrome. 


IL  Capitel. 

Aequivalenz  der  Geschwindigkeiten  eines  Punktes.  Parallelogramm  und 
Parallelepiped  der  Geschwindigkeiten.   Zerlegung  der  Geschwindigkeiten. 
Construction  der  Tangenten  von  Roberval. 

# 

§.  1.  Ein  Punkt  besitze  zwei  Bewegungen;  vermöge  der  ersten 
allein  würde  er  eine  continuirliche  Punktreihe  m" .  .  .  durchlaufen, 

diese  Punktreihe  gehöre  aber  einem  System  an,  welches  selbst  in  Be- 
wegung begriffen  ist  und  an  dessen  Bewegung  sie  mithin  Theil  nimmt. 
Der  bewegliche  Punkt  erlangt  dadurch  die  zweite  Bewegung,  welche  in 
jedem  Augenblicke  dieselbe  ist,  wie  die  Bewegung  des  Systempunktes, 
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mit  welchem  er  eben  zusammentrifft.  Dabei  kann  das  System,  in  wel- 
chem der  Punkt  die  erste  Bewegung  ausführt,  unveränderlich  oder  auch 
veränderlich  sein,  sodass  die  Punktreihe  m,  tri,  tri'...  im  absoluten  Räume 
entweder  blos  fortgeführt  wird  oder  zugleich  auch  ihre  Gestalt  Ändert. 
Jene  Punktreihe  ist  die  relative  Bahn  des  beweglichen  Punktes  im  Sy- 
stem und  die  erste  Bewegung  seine  relative  Bewegung  in  Bezug  auf 
dieses;  sie  combinirt  sich  mit  der  Bewegung  des  Systems  und  bildet  die 
absolute  Bewegung  des  Punktes.  Durch  die  Bewegung  des  Systems  be- 
schreibt die  Punktreihe  eine  Fläche  im  absoluten  Kaum,  welche  der 
Ort  aller  Punkte  ist,  mit  welchen  der  bewegliche  Punkt  während  seiner 
Bewegung  überhaupt  zusammentreffen  kann;  auf  dieser  Fläche  liegt  da- 
her auch  seine  absolute  Bahn.  —  Dieser  Vorgang  lässt  aber  noch  eine 
andere  Auffassungsweise  zu,  welche  auf  der  VertnuschbaTkeit  beider  Be- 
wegungen beruht.  Ein  Punkt  von  der  Punktreihe  m,  tri,  tri'.  .  .  beschreibt 
vermöge  der  Bewegung  des  Systems  eine  gewisse  Punktreihe  p,  fi\  p" 
ebenso  beschreibt  tri  eine  andere,  m"  eine  dritte  u.  s.  f.  Es  steht  nichts 
im  Wege,  diese  Bewegung  des  Punktes  tn  als  eine  relativ«'  Bewegung  in 
einem  Systeme  anzusehen,  welches  selbst  in  Bewegung  begriffen  ist  und 
durch  seine  Bewegung  die  Punktreihe  p\  »»",  ,«'".  .  .  in  die  übrigen  Punkt- 
reihen überführt.  Dadurch  wird  diese  Punktreihe  dieselbe  Fläche  beschrei- 
ben, welche  vorher  die  Reihe  m,  tri,  tri' .  .  .  beschrieb,  und  der  bewegliche 
Punkt  durchläuft  dieselben  absoluten  Orte  auf  dieser  Fläche,  wie  früher. 
Der  ganze  Unterschied  zwischen  dieser  Auffassung  und  der  vorigen  be- 
steht darin,  dass  dort  die  Reihe  tn,  tri,  tri'  ...  die  relative  Bahn  war,  welche 
der  Punkt  in  Folge  der  ersten  Bewegung  beschrieb  und  die  Systempunkte, 
mit  welchen  er  zusammentraf,  vermöge  der  zweiten  Bewegung  Punkt- 
reihen, wie  fi,  \a',  .  .  .  durchliefen,  während  hier  die  Reihe  j«,  u"  .  .  . 
relative  Bahn  ist  und  durch  die  zweite  Bewegung  der  Punkt  getrieben 
wird,  sie  zu  beschreiben,  ihre  Punkte  aber  vermöge  der  ersten  Bewegung 
Punktreihen,  wie  tn,  tri,  tri'  .  .  .  durchlaufen.  —  Die  erwähnte  Fläche  ist 
der  Ort  beider  Arten  von  PunktreiWfcn,  welche  sich  gegenseitig  auf  ihr 
durchschneiden,  sodass  jeder  Punkt  der  absoluten  Bahn  des  beweglichen 
Fiff.  45.  Punktes  der  Durchschnittspunkt  einer  Reihe  der 

^  /  /  ersten  und  einer  Reihe  der  zweiten  Art  ist. 

..///    r  Es  8ei  nun  M  (F'S-  4r>)  d°r  °rt  des  beweg- 

(&)     liehen  Punktes  zur  Zeit  /;  wir  ziehen  durch  ihn 
die  Curve  (m),  die  relative  Bahn  und  die  Curve 
m\      /  (fi),  die  Bahn  des  Systempunktes  (t,  der  eben 

m'fö  l  nut  m  zusammenfällt,  so  wie  die  absolute  Bahn 

tfffi'p       >r  und  legen  an  diese  drei  Curven  die  Tan- 

r  genten,  welche  die  Bogenelemente  Mm,  Mp, 

MM'  derselben  enthalten  und  alle  drei  in  die 


Tangentenebene  im  Punkte  M  der  obenerwähnten  Fläche  fallen.  Diese 
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Tangenten  sind  die  Kichtnngen  der  Geschwindigkeiten  der  relativen 
Bewegung,  der  Bewegung  des  mit  M  zusammenfallenden  Systemspunk- 
tes und  der  absoluten  Bewegung,  die  wir  mit  u,,  v2  und  »  be- 
zeichnen und  als  Längen  MVn  Ml\,  MV  mt  ihnen  aufgetragen  denken. 
Da  die  absolute  Bewegung  des  Punktes  M  die  Resultante  der  beiden 
andern  ist,  so  wird  auch  ihre  Geschwindigkeit  die  Resultante  der  Ge- 
schwindigkeiten jener,  nämlich  der  Geschwindigkeit  der  relativen.  Be- 
wegung und  der  Bewegung  des  Systempunktes  genannt;  diese  selbst 
hejssen  ihre  Componenten.  Da  die  drei  Geschwindigkeiten  erhalten 
werden,  indem  wir  die  drei  Bogenelemente  durch  das  Zeitelement  divi- 
diren,  so  folgt,  dass  sie  diesen  Bogenelementen  proportional  sind,  sodass 

r,  v 
Mm  ~~  Mn'  ~~  M  M" 

Verbinden  wir  daher  die  Endpunkte  F, ,  I",  V2  durch  die  Ge- 
raden F,  F,  V2  F,  so  folgt,  dass  das  Viereck  MVXVV.,,  in  welchem 
die  in  M  zusammenstossenden  Seiten  und  Diagonale  die  drei  Geschwin- 
digkeiten der  relativen  Bewegung,  der  Bewegung  des  Systempunktes 
und  der  absoluten  Bewegung  darstellen,  dem  verschwindend  kleinen 
Vierecke  Mm'j\fp  ähnlich  in  ähnlicher  Lage  ist.  Beide  Vierecke  sind, 
weil  sie  in  die  Tangentenebene  der  Fläche  fallen,  ebene  Figuren,  und 
da  das  Viereck  der  Bogenelemente  als  Parallelogramm  verschwindet,  weil 
Mm  und  (SM*  beide  als  Bogenelement  der  relativen  Bahn  in  zwei  ver- 
schiedenen Lagen  gleich  sind  und  im  Moment  des  Zusammenfallens 
derCurven  Mmm"  .  .  .  und  (iM*.  .  .  als  parallel  anzusehen  sind,  so  folgt, 
dass  auch  das  Viereck  M  F,  M'  V.2  ein  Parallelogramm  ist. 

Hieraus  ergibt  sich  mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  ganze  Betrach- 
tung auch  mit  Zugrundelegung  der  obenerwähnten  zweiten  Auffassungs- 
weise  der  Bedeutung  beider  Bewegungen  unverändert  ebenso  durchge- 
führt werden  kann,  also  der  Unterschied  der  Bedeutung  der  Bewegungen 
keinen  Einfluss  auf  das  Endresultat  hat  und  folglich  nicht  in  den  Wort- 
ausdruck desselbcu  aufgenommen  zu  werden  braucht,  der  folgende  unter 
dem  Namen  des  Satzes  vom  Parallelogramm  der  Geschwindig- 
keiten bekannte  Satz: 

Die  Resultante  zweier  gleichzeitigen  Geschwindig- 
keiten eines  Punktes  wird  nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn 
durch  die  Diagonale  des  Parallelogramms  dargestellt,  wel- 
ches aus  jenen  beiden  Geschwindigkeiten  als  Seiten  con- 
struirt  werden  kann. 

Umgekehrt  ist  die  Geschwindigkeit  ein  es  Punktes  äqui- 
valent je  zwei  andern  gleichzeitigen  Geschwindigkeiten 
desselben,  wenn  sie  ein  Parallelogramm  bilden,  dessen  Dia- 
gonale nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn  mit  der  gegebenen 
Geschwindigkeit  übereinkommt. 

8* 
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Zur  Auflösung  aller  die  Zusammensetzung  zweier  Geschwindigkeiten 
zu  ihrer  Resultanten  und  die  Zerlegung  einer  Geschwindigkeit  in  zwei 
Componenten  betreffenden  Aufgaben  dient  das  Dreieck  MVV^y  dessen 
Seiten     ,  t>2,  v  sind.    In  demselben  ist  insbesondere 

v2  =  v.2  +  v,2  +  2  v  v  •  cos  (v  r.) ,  -  =  -        --  =  -    —  -*  . 

I».»  fj  v 

Als  spezieller  Fall  des  allgemeinen  Satzes  verdient  Erwähnung, 
dass,  wenn  die  Geschwindigkeiten  dieselbe  Richtung  be- 
sitzen, ihre  Resultante  gleich  ihrer  Summe  oder  Differenz 
ist,  je  nachdem  sie  übereinstimmenden  oder  entgegenge- 
setzten Sinnes  sind  und  dass  ihre  Resultante  verschwindet, 
wenn  sie  entgegengesetzt  gleich  sind.  Ferner: 

Entgegengesetzt  gleiche  Geschwindigkeiten  können 
einem  Punkte  beliebig  crtheilt  oder  entzogen  werden  ohne 
Einfluss  auf  seine  Bewegung. 

§.  2.  Besitzt  ein  Punkt  drei  Bewegungen,  sodass  er  vermöge  der 
ersten  eine  continuirliche  Punktreihe  durchlaufen  würde,  aber  in  einem 
System,  welches  selbst  eine  zweite  Bewegung  besitzt,  an  welcher  jene 
Punktreihe  Theil  nimmt  und  zwar  in  einem  weiteren  Systeme,  welches 
einer  dritten  Bewegung  unterworfen  ist,  so  ergibt  sich  die  Geschwin- 
digkeit seiner  absoluten  Bewegung  als  die  Resultante  der  drei  Ge- 
schwindigkeiten, welche  er  einzeln  durch  diese  drei  Bewegungen  er- 
langt, mit  Hülfe  der  Diagonale  des  über  jenen  Geschwindigkeiten  con- 
Fig  i6  struirten  Parallclepipeds.  Denn  die  Geschwindigkeiten 

t*, ,  v2  (Fig.  46.),  welche  von  den  beiden  - ersten  Be- 
wegungen herrühren,  sind  zusammen  aequivalent  ihrer 
Resultante  welche  die  Diagonale  des  Parallelo- 
gramms über  »t,  t»2  ist,  und  v  liefert  mit  ys  die  Re- 
sultante v  als  die  Diagonale  des  Parallelepipeds  über 
r,,  v2,  v3.  (Parallelepiped  der  Geschwindig- 
keiten.) 

Indem  man  in  derselben  Weise  fortschliesst,  gelangt  man  zu  dem 
allgemeinen  Satze  über  die  Resultante  einer  beliebigen  Menge  von  Ge- 
schwindigkeiten eines  Punktes,  nämlich: 

Die  Resultante  von  beliebig  vielen  Geschwindigkeiten 
eines  Punktes  wird  nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn  durch 
die  Schlusslinie  eines  Polygonalzuges  dargestellt,  dessen 
Seiten  in  beliebiger  Ordnung  genommen  nach  Grösse,  Rich- 
tung und  Sinn  mit  den  oinzelnen  Geschwindigkeiten  über- 
einstimmen.  (Polygon  der  Geschwindigkeiten.) 

§.  3.  Für  die  Zerlegung  einer  Geschwindigkeit  v  in  drei  Compo- 
nenten vx,  t'y,  v.  parallel  drei  rechtwinkligen  Coordinatenaxen  der  x,  y, 
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sowie  umgekehrt  für  die  Zusammensetzung  der  letzteren  zu  ersterer, 
als  ihrer  Resultanten  treten  die  Formeln  des  Cap.  I,  §.  0.  in  Kraft, 
denn  die  Componenten  sind  nichts  anderes  als  die  Projectionen  von  v 
auf  die  Axen  oder  auf  Gerade,  welche  ihnen  parallel  laufen. 

Behufs  der  Zusammensetzungen  der  Geschwindigkeiten  t>„  vv 
eines  Punktes,  welche  mit  den  Coordinatenaxen  die  Winkel  (or,  ß{  y,), 

(*2  ßt  7*1  ("«  ß»  T»)  bilden,  zerlege  man  jede  von  ihnen,  wie  vM  in 

ihre,  drei  Componenten  v„cos  «„,  vHcos  ß„,  vncos  yH  parallel  diesen 
Axen,  vereinige  die  auf  dieselbe  Axe  bezüglichen  Componenten  zu  den 
drei  Summen 

X  =  ZvH  cos  «„,    Y  =  2v„cos  ßny    Z  —  2vHcos  >-„, 

■ 

und  hierauf  diese  drei  Geschwindigkeiten  X,  1',  Z,  welche  dem  Systeme 
aller  zusammen  aequivalent  sind,  mit  Hülfe  des  Parallelepipeds  der  Ge- 
schwindigkeiten zu  der  Resultanten 

R^=z  /X2  +  F  +  Z'  , 

für  deren  Richtungswiukel  a,  b,  c  alsdann  die  Gleichungen  bestehen: 

cos  a       cos  b       cos  c  1 
X    ~     Y  Z  R  * 

Fallen  die  Geschwindigkeiten  alle  in  dieselbe  Ebene,  so  gelten  für 
diese  als  a:y-Ebene  die  einfacheren  Formeln 

X  =  2v„  cos  aH  ,    Y  =  2vm  sin  aH  , 

Zu  denselben  Formeln  gelangt  man  auch  unter  Anwendung  des 
Satzes,  dass  die  Projection  eines  geschlossenen  Polygons  auf  irgend 
eine  Axe  gleich  Null  ist.  Denn  da  die  Resultante  von  p, ,  ...  vn  die 
Schlusslinie  eines  aus  diesen  Strecken  gebildeten  Polygonalzuges  ist,  so 
bildet  sie,  in  entgegengesetztem  Sinne  genommen,  mit  diesem  Polygonal- 
zuge ein  geschlossenes  Polygon,  und  wenn  also,  wie  vorher  a,  b,  c  ihre 
Richtungswinkel  gegen  die  Axen,  also  n — «,  n  —  b,  it — c  die  Richtungs- 
winkel für  sie,  in  entgegengesetztem  Sinne  genommen,  sind,  so  erhält 
man  z.  B.  für  die  ar-Axe  £vH  cos  a„  -f-  R  cos  (n — a)  =  0  oder  R  cos  a 
=  2vn  cos  aH  u.  s.  w.  Auch  kann  man  den  Irrhalt  einer  solchen  Glei- 
chung dahin  aussprechen,  dass  die  Projection  der  Resultanten  auf„ einer 
Axe  gleich  der  Summe  der  Projectionen  der  Componenten  ist. 

§.  4.  Wird  die  Bewegung  auf  eine  Ebene  projicirt,  so  folgt  daraus, 
dass  die  Projection  eines  geschlossenen  Polygons  auf  einer  Ebene  wieder 
ein  geschlossenes  Polygon  ist,  dass  die  Resultante  aus  den  Projectionen 
der  Geschwindigkeiten  eines  Punktes  auf  einer  Ebene  gleich  der  Pro- 
jection der  Resultanten  anf  diese  Ebene  ist. 

§.  5.  Die  im  I.  Capitel  behandelten  Projectionen  der  Geschwindig- 
keit auf  Axen  und  Ebenen  sind  Componenten  derselben,  welche  aus 
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Zerlegungen  entspringen,  auf  welche  der  Gebrauch  des  Parallelcoordi- 
natensystems  hinführt.  Andere  Zerlegungen  werde^n  durch  die  Polar- 
coordinatensystemc  veranlasst,  wie  wir  jetzt  zeigen  wollen. 

Fi(r.  4-a.  Kijf  47b  Ein  Punkt  M  bewege  sich  in  einer 

y  Ebene  und  seien  (Fig.  47  a.)  r,  0  seine 

\>       Polarcoordinaten ;  seine  Geechwindigkeit 


r   Ä  . Ä         v  =  MV  soll  in  zwei  Componenteu  zor- 

^  legt  werden,  von  denen  die  eine  vr  —  MR 

die  Richtung  des  Radiusvectors  besitzt,  die  andere  v»  =  MT  Benkrecht 
zu  ihm  ist.  Das  Zerlegungsrechteck  gibt  zunächst,  wenn  a  den  Winkel 
bedeutet,  welchen  die  Tangente  der  Bahn  mit  dem  Radiusvector  bildet, 
vr'=  v  cos  «,      =  v  sin  a.    Die  Hilfsligur  (Fig.  47b.)  zeigt  aber,  dass 

dr  rd& 

cos  et  =  •  -    ,  sm  a  =  — -  , 
ds  ds 

ds 

wodurch  mau  mit  Hilfe  von  v  —  -  -  erhält: 

(t  t 

dr  d& 
Vr  =  di  ,  v9  =  r  d(  . 

Zu  demselben  Resultat  gelangt  man,  indem  man  die  Bewegung  des 
Punktes  zerlegt  in  seiue  relative  Bewegung  längs  des  Radiusvectors  und 
die  Bewegung,  welche  der  mit  M  zusammenfallende  Punkt  dos  Radius- 
vectors in  Folge  der  Rotation  des  Systems  um  den  Pol  annimmt.  Wäh- 
rend M  das  Bogenelement  ds  beschreiht,  weiden  bei  diesen  Bewegungen 

die  Elemente  dr  und  rdO  längs  des  Radiusvectors   und  des  zu  ihm 

dt*  d  & 

senkrechten  Kreisbogens  beschrieben  und  sind  folglich       und  r  die 

dl  dl 

zugehörigen  Geschwindigkeiten. 

Da  die  Zerlegung  rechtwinklig  erfolgt,  so  muss  vr2  +  vj1  =  v2 
sein,  wie  man  dies  auch  daraus  sieht,  dass  dr2  +r7d&i  =  ds2  und 


§.  6.  Ein  Punkt  beschreibe  eine  Curve  im  Raum,  seine  Bewegung 
werde  auf  räumliche  Polarcoordinaten  r,  &,  g>  bezogen  (Radiusvector, 

Polarwinkel  zwischen  ihm  und  der  Polaraxe  und 
Polarwinkol  zwischen  der  Ebene  des  Winkels  # 
und  einer  Fundamentalebene) :  die  Geschwindier- 
keit  v  soll  in  drei  zu  einander  rechtwinklige  Com- 
ponenteu zerlegt  werden,  eine  längs  des  Radius- 
vectors, eine  senkrecht  zu  ihm  in  der  Ebene  des 
Winkels  &  und  eine  senkrecht  zur  Ebene  dieses 
Winkels.  Sind  «,ß,y  die  Neigungen  der  Tangeute 
der  Bahn  gegen  diese  dreiRichtuugen,  so  sind  diese 
Componenteu  zunächst  (Fig.  48  a.)  v,  =  v  cos  a, 
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v9  =  v  cos  ß,  vv  i=  o  cos  y.  Von  ihren  Rich- 
tungen berühren  die  der  beiden  letzteren  die 
mit  dem  Radiusvector  r  um  den  Pol  beschrie- 
bene Kugel  und  sie  sind  alle  drei  zusammen 
die  Richtungen  der  Eckkanten  eines  Elemen- 
tarparallelepipeds  (Fig. 48b.),  dessen  acht  Ecken 
der  Reihe  nach  die  Coordinaten  haben:  r,  qp; 
r,  #  +  rf#,  cp;  r,#,qp  +  dq>\  r,#  rf#,  tp  +  dtp; 
r  +  rfr,  fr,??;  r  +  rfr,  #  +  rf#,  9»;  r  +  rfr,  9  +  rfqp;  r  +  rfr,  #  +  rfO; 
<p  +  dtp.    Aus  demselben  erhält  man 

dr  r  d&  r  sin  9  dtp  ... 

cos  tt  —       .    cos  8  s=t        -,    cos  y  =      -  •  und  mithin  wegen 

ds  r        ds  ds  0 

ds 

°=  dt' 

dr  d&  .    Ä  rfqp 

*  =  d<  ,         =  r  rf(  ,    ,v  =  r  „„  •  rf(  . 

Zu  denselben  Formeln  gelangt  man  auch,  wenn  man  die  Bewegung 
des  Punktes  während  des  Zeitelementes  dt  spaltet  in  eine  relative  Be- 
wegung längs  des  Radiusvectors  und  eiue  sphärische  Bewegung  um  den 
Pol,  diese  letztere  aber  selbst  wieder  in  zwei  Rotationen  auflöst,  eine 
um  eine  zur  Ebene  des  Winkels  #  senkrechte  Axe  und  eine  andere  um 
die  Polaraxe.    Die  Elemontarwege  für  diese  drei  Bewegungen  sind  rfr, 

dr  rfO 

r  d&i  r  sin  &  dtp  und  mithin  ihre  drei  Geschwindigkeiten  —  ,  r  , 

r  sin  &  wie  vorher.    Da  ds2  =  rfr2  -f-  r2  rf#2  +  r2  sin2  &  dtp2  ist, 

dt 

(d  s\2 

so  gibt  ihro  Quadratsumme  wieder  v2  =  I  -  j  . 

Einige  spezielle  Fälle  sind  von  Interesse,    er)  Es  sei  r  constant 

gleich  a.    Die  Bewegung  erfolgt  auf  einer  Kngelfläohe.    Wegen  rfrs=0 

_           f          0         d&                    sin  &  dtp 
ist  er  =  0,  cos  et  =  0,  et  —    -  ,  cos  p  =  a       ,  cos  y  =  a   ^  , 

d&  n  dtp  rfO-  ,  _ 

dt       ^  dl  sin  #  dtp 

t'v  constant,  welche  Curve  beschreibt  der  bewegliche  Punkt?  —  ß)  Es 
sei  rp  constant  =  J.  Die  Bewegung  ist  eine  ebene.  —  y)  Ist  9  con- 
stant —  A,  so  ist  die  Bewegung  eine  conische;    hierbei  ist  v$  =  0, 

,r  =  **■ ,  ,v  =  «>,  i  rf-?  ,  „'  =  (£)'+  r'  sin'  l  (£)'.  WdaheCnre 

beschreibt  der  Punkt,  wenn  r#  und  uy  constant  bleiben? 

7.  Von  der  Zusammensetzung  der  Geschwindigkeiten  hat  Roberval 
(1602 — 1675)  eine  sehr  ingeniöse  Anwendung  auf  die  Construction  der 
Tangente  der  Curven  gemacht,  welche  von  einem  beweglichen  Punkte 
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beschrieben  werden,  indem  er  die  Bewegung  in  zwei  oder  mehrere  Coin- 
ponenten  zerfallt,  die  Verhältnisse  ihrer  Geschwindigkeiten  bestimmt  und 
hieraus  die  Richtung  ihrer  Resultante  sucht,  welche  keine  andere,  als 
die  der  Tangente  ist.  Er  hat  diese  Methode  auf  13  Curven  angewandt, 
darunter  auf  die  Kegelschnitte,  die  Conchoiae,  die  archimedische  Spi- 
rale, die  Cycloidc  u.  s.  w.    Einige  Beispiele  hiervon  mögen  folgen. 

1.  Die  archimedische  Spirale.  Diese  Curve  wird  von  einem 
Punkte  beschrieben,  welcher  sich  auf  einer  Geraden  gleichförmig  immer  in 

demselben  Sinne  bewegt,  während  diese  selbst 
sich  in  der  Ebene  um  einen  ihrer  Punkte  mit 
constanter  Winkelgeschwindigkeit  umdreht.  Ist 
0  der  Pol  und  zugleich  das  Rotationscentrum, 
OA'diePolaraxe,  OM=r  und  Winkel  MOX=&, 
X  ist  ferner  <a  die  constante  Winkelgeschwindig- 
keit, c  die  relative  Geschwindigkeit  längs  der 
Geraden,  so  wird  r  =  ef,  &  =  at,  oder  wenn 

-  =  a,  also  c  =  rtöj  gesetzt  wird,  r  =  «w/, 

#  =  tot  und  durch  Elimination  von  w  ergibt  sich  die  Gleichung  der 
Curve,  nämlich  r  =  a&.  Das  Vorhältuiss  der  Geschwindigkeiten  des 
Punktes  ist  a  :  r;  trägt  mau  daher  auf  dem  Radiusvector  OM  von  M  aus 
MVi=a  und  senkrecht  dazu  übereinstimmend  mit  dem  Sinne  der  Ro- 
tation MV2  =  r  auf,  so  ist  die  Diagonale  MV  des  über  diesen  Linien 
als  Seiten  construirten  Parallelogramms  die  Richtung  der  Geschwindig- 
keit und  folglich  die  Tangente.   Lässt  man  das  Parallelogramm  MV  um  die 

Ecke  M  im  Sinne  der  Rotation  der  Geraden  sich  um        umdrehen,  so 

2t 

wird  die  Tangente  MV  zur  Normalen  und  da  M  V2  =  MO  ist,  wird  V2  V 
das  Perpendikel  auf  den  Radiusvector  im  Pol  und  folglich  V2  V  die 
Polarsubnormale.  Hieraus  erhellt  die  bekannte  Eigenschaft  der  archi- 
medischen Spirale ,  dass  ihre  Polarsubnormale  constant  gleich  a  ist ; 
diese  Constante  ist  die  Länge  des  dem  Polarwinkel  9  =  2  it  ent- 
sprechenden Radiusvectors,  dividirt  durch  2n. 

2.  Nach  derselben  Methode  kann  man  die  Tangente  für  jede  Po- 
larcur>e  r  —  f  {9)  suchen-  Denn  die  Coraponenten  der  Geschwindig- 
keit des  beschreibenden  Punktes  längs  des  Radiusvectors  und  senkrecht 

0  d  ~ 

dazu  sind    ;     und  r  ■—  ,   ihr  Verhältniss  also  ----    =  mit  Hülfe 

dt  dl  r  d9  r 

dessen  das  Parallelogramm  der  Geschwindigkeiten  oder  ein  ihm  ähnliches 

hergestellt  werden  kann. 

3.  Die  Ellipse.  Sind  F,  F'  (Fig.  50.)  die  Brennpunkte,  so 
kann  die  Geschwindigkeit  des  beschreibenden  Punktes  M  in  Bezug  auf 
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jeden  von  ihnen  in  zwei  Componenten  zerlegt  werden,  nämlich  in  eine 
längs  des  Radiusvoctors  und  eine  andere  senkrecht  hiezu.  Da  aber  die 
Summe  FM  +  F'M  der  Radicnvectoren  constant  bleibt,  also  der  eine 
um  die  nämliche  Grösse  abnehmen  muss,  um  welche  der  andre  wächst 
und  umgekehrt,  so  folgt,  das»  die  Compo-  Figt  ^ 

nente  der  Geschwindigkeit  längs  des  wach- 
senden Radiusvectors  nach  dem  Aussenraume 
der  Curve,  die  längs  des  abnehmenden  nach 
dem  Innenraume  derselben  gerichtet,  in  bei- 
den Fällen  aber  von  derselben  Grösse  sein 
muss.  Erfolgt  also  die  Drehung  der  Radien- 
vcctoren  im  Sinne  des  Pfeils,  so  ist  die  Ge- 
schwindigkeit M  r,  in  der  Richtung  MF,  die  gleichgrosso  Mvy  aber  in  der 
Richtung  FM  aufzutragen.  Ein  Perpendikel  in  F,  auf  FM  errichtet 
muss  durch  die  Ecke  des  Parallelogramms  der  Geschwindigkeiten  gehen, 
welchem  MVl  als  Seite  angehört,  ein  Perpendikel  in  p,  auf  F'M  er- 
richtet durch  die  des  entsprechenden  Parallelogramms,  welches  Mv{  zur 
Seite  hat.  Die  Geschwindigkeit  des  Punktes  M  ist  aber  die  gemeinsame 
Diagonale  dieser  beiden  Parallelogramme,  daher  ist  der  Schnittpunkt  /' 
beider  Perpendikel  ein  Punkt  der  Tangente.  Es  folgt  hieraus  der  Satz, 
dass  die  Tangente  der  Ellipse  den  Winkel  der  Radicnvectoren  halbirt.  — 
Dieselben  Betrachtungen  gelten  mit  geringen  Modifikationen  für  die  Hy- 
perbel und  die  Parabel. 

4.  Die  Conchoido.  Diese  Curve  wird  von  einem  Punkte  M  einer 
Geraden  beschrieben,  welche  sich  um  einen  festen  Punkt  0  der  Ebene 
dreht,  während  ein  anderer  Punkt  B  derselben  eine  feste  Gerade  G 
durchläuft.  (S.  Thl.  1.  Cap.  III.  §.  10.)  Man  kann  die  Geschwindigkeit 
der  Punkte  B   und  M  F^  M 

längs  des  Radiusvectors  v 
OBM  und  senkrecht  zu  y  <  * 

diesem    zerlegen.      Da  r 
die  beiden  Punkte  feste  '  n 

Punkte  der  beweglichen 
Geraden  sind  und  also 
während  der  Beweguug 
constanten  Abstand  von 
einander  haben,  so  sind 
ihre  Elementarwege  und  mithin  auch  ihre  Geschwindigkeiten  längs  des 
Radiusvectors  gleich  gross;  die  Componenten  ihrer  Geschwindigkeit  senk- 
recht zum  Radiusvector,  welche  sie  der  Rotation  der  Geraden  OB  um  0 
verdanken,  stehen  aber  im  Verhältniss  ihrer  Abstände  von  0.  Nun  ist 
die  Geschwindigkeit  von  B  längs  der  festen  Geraden  G  gerichtet;  sie 
oder  eine  ihr  proportionale  Länge,  welche  beliebig  wählbar  ist,  sei  Bv 
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uud  Bvn  Bvj  seien  ihre  obengenannten  Coinponenten.  Trägt  man  daher 
MV{  =  Bv{  auf  dem  Radiusvector  OM  auf,  zieht  die  Gerade  Ov.,  und 
errichtet  in  M  das  Perpendikel  MV,  auf  OM,  so  sind  MVt  und  MV.,  die 
Geschwiudigkeitscompouenten  von  M  uud  mithin  ist  die  Diagonale  MV 
des  über  ihnen  construirten  Kechtecks  die  Tangente  der  Conchoidc  in  M. 

5.  Die  Cycloidc.    Die  Curvc  wird  von  einem  Punkte  M  der  Pe- 
ripherie eines  Kreises  beschrieben,  welcher  in  der  Ebene  über  eine  Ge- 
Fi{f.  w.  rade  hinrollt.     Zerlegen  wir  die 

//  Geschwindigkeit  des  Punktes  M  iu 

lr  ...  zwei  Componenten,  eine  parallel 

^  \ff  \  der  Basis,  auf  welcher  der  Kreis 

W    j*j  \        rollt  und  eine  andere  tangentiell 

_' --  _  -- '  _  \      an  den  rollenden  Kreis,  so  ent- 

spricht  diese  Zerlegung  einer  Spal- 
tung der  Elementarbewegung  um  den  Berührungspunkt  C  des  Kreises 
mit  der  Geraden  als  Momentaucentrum  in  eine  Rotation  um  den  Mittel- 
punkt 0  und  eine  Translation  parallel  der  Basis.  Ist  d&  die  Elementar- 
amplitude um  C,  so  sind  die  beiden  Componenten  der  Geschwindigkeit  des 

PuuktesjV folgende:  M/--/-  =  MV.  und  OC  •  -,-  =  MV.,;  sie  sind  also 

at  dt 

einander  gleich.  Daher  ist  A  MV2V  gleichschenklig  und  ähnlich  A  COM 
und  da  zwei  homologe  Seitenpaare  ÖC,  MV.t;  OM,  V.,  V  zu  einander  senk- 
recht sind,  so  lindet  dies  auch  bei  dem  dritten  Paare  CM,  MV  statt  und 
geht  mithin  die.  Richtung  der  Tangente  MV  durch  den  Punkt  D,  den 
Gegenpunkt  des  Berührungspunktes  C. 


DI.  Capitel. 

Aequi valenz  der  Translationsgeschwindigkeiten  und  der  Winkelge- 
schwindigkeiten um  parallele  Axen.    Geschwindigkeiten  im  unver- 
änderlichen System,  welches  sich  parallel  einer  Ebene  bewegt. 

§.  1.  In  einem  in  Bewegung  begriffenen  System  besitzt  jeder  Punkt 
in  jedem  Momente  eine  Geschwindigkeit,  deren  Grösse  das  Bogenelemeut 
seiner  Bahn,  welches  er  zu  beschreiben  im  Begriff  steht,  dividirt  durch 
das  Zeitclement  ist,  und  deren  Richtung  in  die  Tangente  der  Balm  fällt, 
in  dem  Sinne  genommen,  in  welchem  das  Bogenelement  beschrieben 
wird.  Vermöge  des  Zusammenhanges  der  Systempunkte  unter  einander 
sind  die  Geschwindigkeiten  derselben  von  einander  abhängig,  so  dass 
die  Geschwindigkeiten  aller  Punkte  bestimmt  werden  können,  sobald  die 
Geschwindigkeiten  einer  gewissen  Anzahl  derselben  gegeben  sind.  Im 
unveränderlichen  System  sind  die  Bahneloineute  aller  Punkte  bekannt, 
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sobald  die  Elementarbewegaug  des  Systems  um  die  Momentanaxe  ue- 
kannt  ist,  und  diese  kann  aus  den  Bewegungen  dreier  Punkte,  sowie 
aus  den  ihr  äquivalenten  Translationen  und  Rotationen  gefunden  werden. 
Aehnliches  findet  bei  den  Geschwindigkeiten  statt,  sodass  der  Lehre  von 
der  Aequivalenz  der  unendlich  kleinen  Bewegungen  eines  Systemes  eine 
Theorie  der  Aequivalenz  der  Geschwindigkeiten  zur  Seite  steht,  deren 
Sätze  mit  geringen  Modificationen  im  Wortlaut  aus  den  ihnen  dort  ent- 
sprechenden abgeleitet  werden,  indem  man  die  dort  aufgestellten  Glei- 
chungen mit  dem  Zeitelemente  dividirt  und  den  Begriff  der  Geschwin- 
digkeit einführt. 

§.  2.  Das  unveränderliche  System  besitze  zur  Zeit  /  eine  uuendlich 
kleine  Translation,  vermöge  welcher  seine  Punkte  sätnmtlich  parallele 
und  congruente  Bogenelemente  ds  in  demselben  Sinne  während  des  fol- 
genden Zeitelementes  dt  beschreiben.  Die  gemeinschaftliche  Geschwin- 
digkeit derselben  ist  alsdann  t>  =        und  lieisst  die  Tr  a  ns  lations  - 

geschwindigkeit  des  Systems.  Besitzt  das  System  während  einer 
endlichen  Zeitdauer  eine  Translationsbewegung,  so  ist  v  mit  /  im  Allge- 
meinen nach  Grösse  und  Richtung  veränderlich;  in  jedem  Augenblick 
aber  haben  die  Geschwindigkeiten  aller  Punkte  dieselbe  Grösse  und 
Richtung,  sowie  denselben  Sinn. 

Besitzt  das  System  zugleich  zwei  oder  mehrere  unendlich  kleine  Trans- 
lationen,  so  resultirt  aus  ihnen  eine  einzige  Translation  und  dient  das 
Parallelogramm,  Parallelepiped  und  Polygon  der  Geschwindigkeiten  dazu, 
um  die  Geschwindigkeit  jedes  einzelnen  Punktes  und  hiermit  die  resul- 
tirende  Translationsgeschwindigkeit  des  Systems  zu  finden. 

Das  System  besitze  zur  Zeit  t  eine  unendlich  kleine  Rotation  d&  um 
eine  Axe  («,  «).  Vermöge  derselben  beschreiben  die  Punkte  in  der  Ein- 
heit der  Entfernung  von  der  Axe  im  Zeitelemente  Bogenelemente  gleich  </0 

<l  fr 

und  ist  ihre  gemeinschaftliche  Geschwindigkeit  «  =  rf<  .  Diese  Ge- 
schwindigkeit heisst  die  Winkelgeschwin  digkeit  des  Systems  um 
die  Axe  et  zur  Zeit  l;  indem  wir  ihre  Grösse  als  Länge  auf  der  Axe  a 
auftragen  und  durch  eine  angefügte  Pfeilspitze  den  Sinn  der  Rotation 
ausdrücken,  wie  wir  dies  bereits  im  I.  Tbl.  bei  den  Rotationsamplituden 
gethau  haben,  erhalten  wir  ein  Symbol,  welches  uns  augenblicklich  alle 
Umstände  der  Bewegung  des  Systems  zur  Zeit  l  vergegenwärtigt.  Aus 
der  Winkelgeschwindigkeit  des  Systems  ergibt  »ich  sofort  die  Grösse  der 
Geschwindigkeit  aller  Systempunkte.  Das  von  einem  Punkte  in  der 
Entfernung  r  von  der  Axe  im  Zeitelementc  dl  beschriebene  Bogcnelcment 
ist  dem  Abstände  /•  proportional,  nämlich  rd&  und  folglich  ist  die  Ge- 

schwindigkeit  des  Punktes  v.=  r  ^  =  ru.    Indem  wir  diese  Betiach- 
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tungen  mit  den  im  I.  Theile  enthaltenen  zusammenfassen,  erhalten  wir 
den  Satz  : 

Die  Geschwindigkeiten  der  Punkte  eines  um  eine  Axe 
rotirenden  Systoms  sind  durch  die  Winkelgeschwindigkeit 
w  desselben  um  diese  Axe  bestimmt;  alle  Punkte  in  der- 
selben Entfernung  r  von  der  Axe  besitzen  dieselbe  Ge- 
schwindigkeit v  =  r  w,  ihre  Kichtung  ist  senkrecht  zu  der 
Ebene,  welche  durch  die  Axe  und  den  einzelnen  Punkt  ge- 
legt werden  kann;  die  Punkte  einer  solchen  Ebene  haben 
gemeinsame  Geschwindigkeitsrichtung,  und  zwar  von  dem- 
selben Sinne,  wenn  sie  auf  derselben,  von  entgegenge- 
setztem Sinne,  wenn  sie  auf  verschiedenen  Seiten  der  Axe 
liegen.  Die  Geschwindigkeit  ist  für  die  Punkte  der  Axe 
Null  und  wächst  dem  Abstände  von  der  Axe  proportional. 

§.  3.  Das  System  besitze  zur  Zeit  /  eine  Winkelgeschwindigkeit  <a 
um  eine  Axe  (er,  «)  und  zugleich  eine  Translationsgeschwindigkeit  v 
senkrecht  zu  dieser  Axe.  Vermöge  der  ersteren  erleidet  es  in  dem  auf 
/  folgenden  Zeitelemente  dt  eine  unendlich  kleine  Rotation  d&  um  er, 
vermöge  der  letzteren  eine  unendlich  kleine  Translation  dt  in  der  Rich- 
tung von  v  und  hat  man  daher 

d#  dz 
W       <lT  »   9  Ä  dt  ' 

Nach  Cap.  II.  §.  6.  im  I.  Theile  sind  beide  unendlich  kleine  Bewe- 
gungen zusammen  äquivalent  einer  Elementarrotation  gleich  rfO1  und  von 
demselben  Sinne  um  eine  zu  er  parallele  Axe  (ß,  b),  welche  mit  er  zu- 
sammen in  einer  zur  Translationsrichtung  senkrechten  Ebene  liegt,  und 
zwar  auf  derjenigen  Seite  von  «,  auf  welcher  die  Punkte  dieser  Ebene 
durch  die  Rotation  und  die  Translation  entgegengesetzte  Bewegungen 
erlangen,  in  einem  Abstände  d  von  er,  welcher  aus  der  Gleichung 
dt  =  d  d&  sich  ergibt.  Dividirt  man  diese  Gleichung  mit  dt  und  führt 
die  Werthe  <o  und  v  in  dieselbe  ein,  so  erhält  man  d  durch  a>  und  v 
ausgedrückt,  nämlich 

d  =  V 
oa 

und  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  weiteren  a.  a.  O.  gemachten  Be- 
merkungen der  Satz: 

Die  gleichzeitige  Verbindung  einer  Winkelgeschwin- 
digkeit w  um  eine  Axe  (er,  «)  und  einer  Translationsgc- 
schwindigket.v  senkrecht  zu  dieser  Axe  in  einem  unverän- 
derlichen System  ist  äquivalent  einer  Winkelgeschwindig- 
keit gleich  und  gleichen  Sinnes  mit  w  um  eine  zur  Axe  er 
parallele  Axe  (ß,  6),  welche  mit  er  in  einer  zur  Richtung  der 
Translationsgeschwindigkeit  seukrechteu  Ebene  auf  der- 
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jenigen  Seite  von  a  liegt,  auf  welcher  die  Punkte  dieser 
Ebene  durch  <a  und  v  entgegengesetzte  Geschwindigkeiten 
erlangen  und  zwar  in  einem  Abstände  d  von  «,  welcher  er- 
halten wird,  indem  man  die  Translationsgeschwindigkeit  v 
durch  die  Winkelgeschwindigkeit  co  dividirt. 

§.  4.  Das  System  besitze  zur  Zeit  t  zwei  Winkelgeschwindigkeiten 
o,  io  um  zwei  parallele  Axen  («,  a),  (ß,  vermöge  derselben  erleidet 
dasselbe  um  die  beiden  Axen  in  dem  nächsten  Zeitelemente  dt  die 
unendlich  kleinen  Rotationen  d  d  &\  welche  mit  o,  co  durch  die 
Gleichungen 

d&         ,  d& 

w  =  df      W  =  'dt 

verbunden  sind.  Nach  Cap.  II.  §.  7.  im  I.  Theile  sind  d&  und  d& 
zusammen  äquivalent  einer  Elementarrotation  um  eine  zu  a,  ß  parallele 
Axe,  welche  in  die  Ebene  er  ß  fällt  und  den  Parallelstreifen  der  Axen 
im  umgekehrten  Verhältniss  der  Amplituden  d&  und  d&'  theilt.  Die 
Grösse  dieser  Elementarrotation  ist  je  nach  Beschaffenheit  des  Sinnes 
von  d&  und  d&'  die  Summe  der  Differenz  dieser  Amplituden  und  ihr 
Sinn  wird  aus  dem  Sinne  dieser  leicht  erkannt.  Indem  man  die  a.  a.  0. 
entwickelten  Gleichungen  mit  dt  dividirt  und  die  Winkelgeschwindig- 
keiten ö),  a>  in  dieselben  einführt,  erhält  man  die  folgenden  den  dort 
entwickelten  analogen  Sätze:  ' 

Zwei  Winkelgeschwindigkeiten  o),  to  eines  unveränder- 
lichen Systems  um  zwei  parallele  Axen  (a,  a),  (ß,  b)  sind  zu- 
sammen äquivalent  einer  einzigen  Winkelgeschwindigkeit 
um  eine  jenen  Axen  parallele  dritte  Axe,  welche  in  die 
Ebene  aß  fällt  und  den  Parallelstreifen  et  ß  im  umgekehr- 
ten Verhältniss  der  Winkelgeschwindigkeiten  theilt  und 
zwar  als  innere  Thcilungslinie,  wenn  die  Winkelgeschwin- 
digkeiten Ubereinstimmenden,  als  äussere  Theilungslinie, 
wenn  sie  entgegengesetzten  Sinnes  sind;  im  letzteren  Falle 
liegt  sie  auf  der  Seite  der  der  grösseren  Winkelgeschwin- 
digkeit entsprechenden  Axe.  Die  resultirende  Winkelge- 
schwindigkeit ist  im  ersten  Falle  gleich  der  Summe,  im 
zweiten  gleich  der  Differenz  der  gegebenen  Winkelge- 
schwindigkeiten und  ihr  Sinn  stimmt  im  ersten  Falle  mit 
dem  gemeinschaftlichen  Sinne  beider,  im  letzten  mit  dem 
Sinne  der  grösseren  von  ihnen  überein.  Sind  die  Winkel- 
geschwindigkeiten entgegesetzt  gleich,  so  rückt  die  resul- 
tirende Axe  ins  Unendliche  und  werden  beide  zusammen 
einer  Translationsgeschwindigkeit  äquivalent,  deren  Rich- 
tung senkrecht  zu  der  Axenebene  aß  ist  und  eine  Grösse 
besitzt   gleich   dem  Produkte  des  Axen abstandes   und  der 
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gemeinschaftlichen  Grösse  beider  Winkelgeschwindig- 
keiten. 

Die  gleichzeitige  Verbindung  zweier  entgegengesetzt  gleicher  Win- 
kelgeschwindigkeiten um  zwei  parallele  Axen  heisse  ein  Winkelge- 
schwindigkeitspaar (  Ro  tati o n  s gesch  w i n  digk  e i  ts  paar  oder 
kürzer,  wenn  keine  Verwechslung  mit  dem  Kotationsamplitudenpaar 
1.  Thl.  C'ap.  IL,  §.4.  zu  befürchten  ist,  ein  Rotationspaar),  die 
Richtung  und  der  »Sinn  der  ihr  äquivalenten  Translatiousgeschwindigkeit 
seine  Axenrichtung  und  das  Produkt  aus  der  Winkelgeschwindigkeit  und 
dem  Axenabstand,  welches  gleich  der  Translatiousgeschwindigkeit  ist, 
sein  Moment.  Dies  Moment  trafen  wir  als  Länge  auf  der  Axe  des 
Paares  auf  und  versehen  dieselbe  mit  einer  Pfeilspitze,  um  den  Sinn 
der  Translation  zu  markiren  ;  diese  Pfeilspitze  zeigt  nach  derjenigen 
Seite  der  Axenebene  hin,  von  welcher  aus  die  Pfeilspitzen  der  Winkel- 
geschwindigkeiten, wenn  letztere  auf  den  Axen  des  Paares  in  dem  ihnen 
entsprechenden  Sinne  aufgetragen  werden,  mit  dem  Sinne  der  Uhrzeiger 
bewegung  übereinstimmend  gerichtet  erscheinen. 

Aus  der  Aequivalenz  eines  Rotationspaares  mit  einer  Translations- 
geschwindigkeit folgt  unmittelbar,  dass  alle  Rotationspaare  von 
derselben  Axenrichtung  und  demselben  Momente  einander 
äquivalent  sind,  dass  man  die  Axen  in  ihrer  Ebene  ver- 
schieben und  drehen,  die  Ebene  des  Paares  parallel  mit  sich 
im  System  verlegen,  sowie  dass  man  den  Abstand  der  Axen 
beliebig  ändern  kann,  wenn  nur  zu  gleicher  Zeit  die  Win- 
kelgeschwindigkeit im  reeiproken  Verhältniss  geändert 
wird.  Wird  die  Axenrichtung  des  Paares  in  die  entgegen- 
gesetzte verwandelt,  so  kehrt  die  dem  Paare  äquivalente 
Translationsge windigkeit  den  Sinn  um. 

Ein  spezieller  Fall  des  obigen  allgemeinen  Satzes  über  die  Aeqni- 
valenz  zweier  Winkelgeschwindigkeiten  um  parallele  Axen  tritt  ein, 
sobald  der  Axenabstand  sich  auf  Null  reducirt.  In  diesem  Falle  fallen 
die  Axen  zusammen  und  addiren  oder  substrahiren  sich  die  Winkel- 
geschwindigkeiten auf  der  mit  ihnen  gleichfalls  zusammenfallenden  Axe 
der  resultirenden  Winkelgeschwindigkeit,  je  nachdem  sie  gleichen  oder 
entgegengesetzten  Sinnes  sind.  Man  folgert  hieraus  unmittelbar,  dass 
beliebig  viele  Winkelgeschwindigkeiten  um  dieselbe  Axe  eine  resul- 
tirende  Winkelgeschwindigkeit  um  dieselbe  Axe  liefern,  welche  gleich 
der  algebraischen  Summe  der  einzelnen  Winkelgeschwindigkeiten  ist,  wenn 
diese  in  dem  einen  Sinne  der  Axe  als  positiv,  im  entgegengesetzten 
als  negativ  angesehen  werden. 

Verschwindet  der  Axenabstand  oder  die  Winkelgeschwindigkeit, 
also  überhaupt  das  Moment  eines  Rotationspaares,  so  wird  die  ihm  Äqui- 
valente Translationsgeschwindigkeit  Null.    Gleiche  und  entgegengesetzte 
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Winkelgeschwindigkeiten  um  dieselbe  Axe  sind  daher  ohne  Einflnss  auf 
den  Bewegungszustand  des  Systems. 

Es  sei  eine  Winkelgeschwindigkeit  eo  um  eine  Axe«  gegeben  (Fig.  53.). 
Irgendwo  im  »System  ziehe  man  eine  mit  a  parallele  Axe  ß  und  ertheile 
dem  System  um  diese  zwei  entgegengesetzt  gleiche 
Winkelgeschwindigkeiten  voji  der  Grösse  ca.  Die  eine 
von  ihnen  kann  dann  angesehen  werden  als  die  von  et 
nach  ß  verlegte  Winkelgeschwindigkeit,  wahrend  die 
andere  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  um  et  ein  Ro- 
tattouspaar  bildet,  dessen  Moment  das  Produkt  aus  w 
und  dem  Abstände  p  beider  Axen,  also  äquivalent 
einer  Translationsgeschwindigkeit  gleich  diesem  Mo- 
mente ist,  senkrecht  zur  Ebene  et  ß,  von  dem  Sinne, 
wie  er  durch  die  Axenrichtnng  des  Rotationspaares 
angegeben  wird.  Man  kann  daher  jede  Win- 
kelgeschwindigkeit um  eine  Axe  et  ersetzen  durch  eine 
gleiche  Winkelgeschwindigkeit  desselben  Sinnes  um  eine 
beliebige  mit  et  parallele  Axe  ß  in  Verbindung  mit  einem 
Rotationspaare,  dessen  Moment  gleich  dem  Produkte  aus 
dem  Abstände  beider  Axen  und  der  Winkelgeschwindigkeit 
ist.  Die  diesem  Momente  äquivalente  Translationsge- 
*  s ch windigkeit  ist  senkrecht  zu  der  Ebene  aß  und  von  dem 
Sinne,  wie  er  durch  die  Axenrichtung  des  Rotationspaares 
angegeben  wird. 

§.  5.  Das  System  besitze  zur  Zeit  /  beliebig  viele  Winkelgeschwin- 
digkeiten w,  cö,  .  .  .  um  die  Axen  («,  «),  («,  «'),  (er",  «")  .  .  .  ., 
welche  sämmtlich  einander  parallel  laufen.  Irgendwo  im  System  nehmen 
wir  eine  mit  ihnen  gleichfalls  parallele  Axe  p  an  und  ertheilen  dem 
System  um  sie  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  Winkelgeschwindig- 
keiten ca,  — cd,  desgleichen  zwei  andere  o/,  — w',  zwei  weitere  w", 
—  co",  u.  s.  f.  Da  diese  zugefügten  Winkelgeschwindigkeiten  sich  paar- 
weise tilgen,  so  ist  das  System  der  Winkelgeschwindigkeiten  «  um  die 
Axen  et  äquivalent  sich  selbst  in  Verbindung  mit  diesen  zugefügten 
Winkelgeschwindigkeiten.  Nun  kann  man  aber  anders  gruppiren.  Die 
Winkelgeschwindigkeiten  w,  w',  eo"  .  .  .  um  liefern  eine  resultirende 
Winkelgeschwindigkeit  Sl  =  Zeo  um  dieselbe  Axe;  die  Winkelgeschwin- 
digkeit —  w'  um  it  bildet  mit  w  um  et  (wie  Fig.  53.)  ein  Rotationspaar, 
dessen  Moment  peo  ist,  wenn  p  den  Axenabstand  pet  bedeutet;  iu  ähn- 
licher Weise  erhält  man  aus  — w'  um  ii  und  co'  um  et'  das  Paar  p'ti', 
aus  — cd"  um  fi  und  a"  um  et"  das  Paar  p"a>"  u.  s.  f.  Da  die  Ebenen 
aller  dieser  Paare  durch  die  Axo  (i  gehen,  so  sind  ihre  Axenrichtungen 
sämmtlich  senkrecht  zu  fi  und  liefern  die  ihnen  äquivalenten  Trans- 
lationsgeschwindigkeiten  mit  Hülfe  eines  ebenen  Polygons  eine  resul- 
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welche,  man  sofort  auch  in  ein  Rotationspaar  umsetzen  kann.  Sie  ist 
gleichfalls  senkrecht  zur  Axe  f*  und  die"  Ebene  eines  ihr  äquivalenten 
Rotationspaares  ist  parallel  fi.  Hieraus  erhellt,  dass  die  sämmtlichen 
Winkelgeschwindigkeiten  w,  <a',  ta" ...  um  die  parallelen  Axen  or,  er',  er" ... 
zusammen  äquivalent  sind  einer  resultirenden  Winkelgeschwindigkeit  Sl 
um  eine  beliebig  wählbare  mit  den  gegebenen  Axen  parallele  Axe  (i  des 
Systems,  gleich  der  algebraischen  Summe  aller  <a,  in  Verbindung  mit 
einem  resultirenden  Rotationspaare  T,  dessen  Axenrichtung  senkrecht  zu 
fi  ist.  Tragen  wir  Sl  auf  (i  auf  mit  dem  Zeichen  seines  Sinnes  und 
ziehen  etwa  durch  den  Anfangspunkt  der  Strecke,  welche  Sl  darstellt, 
eine  Strecke,  welche  T  nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn  ausdrückt,  so 
genügen  diese  beiden  Symbole,  um  den  Bewegungszustand  des  Systems 
zur  Zeit  /  vollkommen  zu  charakterisiren. 

Da  die  Axe  ^  willkübrlich  wählbar  ist,  so  kann  man  diese  Reduction 
der  Winkelgeschwindigkeiten  auf  die  Grössen  Sl  und  T  $ich  für  sämmt- 
liche  Stralen  ju.  des  Parallelstralenwinkels  von  der  Richtung  der  ge- 
gebenen Axen  ausgeführt  denken.  Alle  diese  Reductionen  haben  die- 
selbe resultirende  Winkelgeschwindigkeit  Ä,  nämlich  die  Summe  aller 
mit  sich  parallel  auf  die  Axe  ft,  übertragenen  Winkelgeschwindigkeiten, 
sie  unterscheiden  sich  aber  im  Allgemeinen  durch  die  Grösse  und  die 
Richtung  von  T,  weil  mit  einer  Aenderung  der  Lage  der  Axe  fx  eine 
Aenderung  der  Ebenen  j^cr,  na,  fia",  ...  und  eine  Aenderung  der  Axen- 
abstände  p,  p\  p", ...  verbunden  ist,  von  welchen  beiderlei  Dingen  T  ab- 
hängt. Indessen  ist  es  leicht,  den  Zusammenhang  dieser  verschiedenen  Ro- 
tationsarten zu  erkennen,  indem  man  die  für  irgend  eine  Axe  fi  ausgeführte 
Reduction  auf  jede  beliebige  andere  Axe  fi'  übertragen  kann.  Sind 
nämlich  Sl  und  T  (Fig.  54.)  die  resultirende  Winkelgeschwindigkeit  und 
Fi*  M.  ^as  Moment  des  resultirenden  Rotationspaares  für  die 

Axe  ft,  so  ertheile  man  dem  System  um  die  Axe  (*'  die 
i  gleichen  und  entgegengesetzten  Winkelgeschwindigkeiten 

«        Sl  und  — Sl.    Die  auf  \x  aufzutragende  Grösse  Sl  stellt 
-7    alsdann  bereits  die  resultirende  Winkelgeschwindigkeit 
der  Reduction  für  die  Axe  u  dar.    Um  das  Moment  T 
des  ihr  zugehörigen  Rotationspaares  zu  finden,  genügt 
es,  mit  T  das  Rotationspaar  zu  vereinigen,  welches  von 


y  lt  den  Winkelgeschwindigkeiten  Sl  um  p  und  —  Sl  um  fi' 

gebildet  wird.  Sein  Moment  ist  Sir,  wenn  r  den  Ab- 
stand der  Axen  fi  bezeichnet.  Die  Richtung  der  ihm  äquivalenten 
Translationsgeschwindigkeit  ist  senkrecht  zur  Ebene  p  ft  und  ihr  Sinn 
nach  der  Seite  dieser  Ebene  gerichtet,  von  wo  aus  gesehen  die  Pfeil- 
spitzen des  Rotationspaare6  die  Uhrzeigerbewegung  andeuten  Die  beiden 
Translationsgeschwindigkeiten  T  und  Sir    sind   aber  äquivalent  einer 
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Translationsgeschwindigkeit  T,  welche  die  Diagonale  des  über  ihnen 
als  Seiten  construirten  Parallelogramms  ist,  und  ist  senkrecht  zu  f*\  Da 
Sl  um  p  und  T  zusammen  Äquivalent  ß  om  (i  und  T  sind,  diese 
selbst  aber  dem  System  der  Winkelgeschwindigkeiten  <»,  w',  w"  .  .  . 
äquivalent  waren,  so  stellen  sie  die  resultirende  Winkelgeschwindigkeit 
und  das  Kotationspaar  der  lteduction  für  die  Axe  u.'  dar. 

Ist  Sl  =  2ca  =  0,  so  reducirt  sich  das  System  der  Winkelgeschwin- 
digkeiten auf  ein  Rotationspaar  T  oder  also  auf  eine  Translationsge- 
schwiudigkeit;  dies  Kotationspaar  iat  beliebig  im  System  verlegbar  bei 
parallel  bleibender  Axenrichtung.  Ist  aber  Sl  nicht  Null,  so  lässt  sich 
eine  Axe  finden  von  solcher  Lage,  dass  die  ihr  entsprechende  Reduction 
der  Winkelgeschwindigkeiten  eine  resultirende  Winkelgeschwindigkeit  Sl 
liefert,  welcher  ein  Rotationspaar  T=0  zugehört.  Sind  nämlich,  wie 
oben,  Sl  und  T  für  irgend  eine  der  Axe  fi  entsprechende  Reduction  be- 
kannt, so  lege  man  durch  p  senkrecht  zu  der  Richtung  der  Trans- 
lationsgeschwindigkeit T  eine  Ebene.  Dieselbe  zerfällt  durch  die  Axe  p 
in  zwei  Felder;  die  Axen  parallel  p  in  dem  einen  Feld  gelegen, 
veranlassen  bei  der  IJebertragung  der  für  die  Axe  (i  ausgeführten  Re- 
duction auf  sie  ein  Rotationspaar  Sl r,  dessen  Axenrichtung  mit  der 
Axenrichtung  von  T  auf  dieselbe  Seite,  der  Ebene  fällt  und  sich  also 
mit  T  summirt,  um  T'  zu  bilden;  die  Axen  des  anderen  Feldes  da- 
gegen liefern  solche  Sir,  deren  Axenrichtungen  der  von  T  entgegen- 
gesetzt sind  und  folglich  bei  der  Bildung  von  T'  entgegengesetztes 
Zeichen  mit  T  erhalten.  Da  nun  der  absolute  Werth  von  Sir  mit  dein 
Abstände  der  Axen  (i  und  ju.  ohne  Grenze  wächst,  so  lässt  sich  in  dein 
letzteren  Felde  eine  Axe  in  solchem  Abstände  r  finden,  dass  T — Sir— -O 
wird  und  in  Folge  dessen  T  verschwindet. 

Der  Abstand  r  dieser  Axe,  welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die 
Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  sie  allein  dem  gegebenen  Systeme  der 
Winkelgeschwindigkeiten  <a  äquivalent  ist,  folgt  aus  der  eben  aufgestellten 

T 

Bedingung,  nämlich  r  =  Q  .  —  Diese  Axe  ergibt  sich  ebeuso  unter  An- 
wendung des  Satzes  in  §.  3.;  6ie  ist  die  Momentanaxe  der  Bewegung 
des  Systems.  —  Sind  Sl  und  T  beide  Null,  so  ist  das  gegebene  System 
der  Winkelgeschwindigkeiten  äquivalent  der  momentanen  Ruhe. 

Gehen  wir  von  der  Momentanaxe  aus  und  übertragen  die  Reduction 
auf  irgend  eine  andere  Axe,  so  tritt  zu  Sl  ein  Rotationspaar  hinzu, 
dessen  Moment  Sir  mit  dem  Abstände  r  zunimmt,  und  welches 'für  alle 
Axen,  die  denselben  Abstand  r  von  jener  haben,  denselben  Werth  be- 
sitzt. Die  sämintlichen  Reductionsaxen  gruppiren  sich  also  in  Bezug 
auf  die  Momente  der  bei  ihnen  auftretenden  Rotationspaare  symmetrisch 
um  die  Momentanaxe  herum  auf  Cylinderflächen.  Die  Momentanaxe  ist 
zugleich  die  Axe  eines  Ebenenbüschels,  zu  dessen  Ebenen  die  Axon 

Sc  Im- II,  Tln'oiio  «I.  Üt'w.  u.  «I.  K  rufte.  {) 
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richtungen  der  Rotationspaare  senkrecht  sind ;  jede  solche  Ebene  wird 
von  der  Momontanaxe  in  zwei  Felder  getheilt,  fiir  welche  die  Axen- 
richtnngen  der  Kotationspaare  entgegengesetzten  Sinnes  werden. 

§.  6.  Um  die  Reduction  der  Winkelgeschwindigkeiten  nm  parallele 
Axen  analytisch  durchzuführen,  legen  wir  der  Betrachtung  ein  recht- 
winkliges Coordinatensystem  der  x,  y,  z  zu  Grunde,  dessen  a-y-Ebene 
senkrecht  zu  der  Richtung  der  Axen  und  für  welches  der  positive  Sinn 
der  c-Axe  mit  der  Axenrichtung  derjenigen  Winkelgeschwindigkeiten 
übereinkommt,  durch  welche  die  positive  .r-Axe  im  Sinne  der  Uhrzeiger- 
bewegung durch  eine  Drehung  um  \n  in  die  Richtung  der  positiven 
y-Axe  übergeführt  werden  kann. 

Es  sei  nun  co  irgend  eine  der  Winkelgeschwindigkeiten,  («,  a)  ihre 
Axe  und   x,  y  die   Coordinaten   des  Schnittpunktes  dieser  mit  der 
a*y-Ebene,  co  selbst  sei  als  Länge  von  diesem  Schnittpunkte  aus  auf  der 
Axe  in  dem  entsprechenden  Sinne  aufgetragen  (Fig.  55.).  Wir  ertheilen 
r,5.  dem  System  um  die  mit  der  z-Axe  zn- 

z  sammen  fallen  de  Gerade   des  Systems  die 

beiden  entgegengesetzten  Winkelgeschwin- 
digkeiten co  und  — co  und  tragen  sie  vom 
Ursprung  0  aus  auf  dieser  Axe  auf.  Da- 
durcher  halten  wir,  wie  früher  für  die  Win- 
kelgeschwindigkeit co  um  a  dieselbe  Winkel- 
-«I  (*y)  geschwindigkeit  um  die  z-Axe  und  ein  Ro- 

tationspaar (co,  —  co),  dessen  Moment  pco  ist, 
wo  p  den  Abstand  des  Punktes  xtj  vom  Ursprung  0  bezeichnet.  Die 
dem  Momente  peo  äquivalente  Translationsgeschwindigkeit,  welche 
parallel  der  ay-Ebene  und  senkrecht  zur  Ebene  des  Rotationspaares  im 
Sinne  der  Axe  desselben  gerichtet  ist,  tragen  wir  an  0  auf\und  zer- 
legen sie  in  zwei  Componenten,  die  eine  parallel  der  ar-Axe,  die  an- 
dere parallel  der  y-Axe.  Ist  co  auf  a  im  Sinne  der  positiven  z-Axe 
gerichtet,  sind  x,  y  beide  positiv,  welches  der  Normalfall  ist,  auf 
welchen  alle  anderen  Fälle  durch  den  Wechsel  der  Vorzeichen  sich 
reduciren  lassen  und  bildet  die  Länge  />,  von  O  nach  xy  gerichtet,  mit 
der  a-Axe  im  positiven  Drehungssinne  den  Winkel  f,  so  bildet  die  Trans- 
lationsgeschwindigkeit mit  der  a-Axe  den  Winkel  \ n  +  f  und  mit  der 
y-Axc  den  Winkel  n  +  e  und  sind  folglich  ihre  Componenten  />«  sin  e 
und  —  p<o  cos  e  oder,  da  p  cos  s  =  x,  p  sin  s  =  y  ist :  (oy  in  der 
Richtung  der  a-Axe  und  —  ax  in  der  Richtung  der  y-Axc. 

Führen  wir  dieselbe  Construction  für  alle  Winkelgeschwindigkeiten 
ta,  «',  co",  welche  wir  auf  ihren  Axen  («,  «),  (ßy  i>),  (y,  c)  ...  aufge- 
tragen denken,  aus,  so  erhalten  wir  1)  auf  der  z-Axe  sämmtliche  Win- 
kelgeschwindigkeiten co,  deren  Resultante  die  algebraische  Summeü  =  2c<i 
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ist  und  2)  längs  der  x-  und  y-Axe  die  Translationsgeschwindigkeitcn 
T^Zay,  Ty  =  —  Zux,  deren  Rcsultanter=  }/7'J + Tyl  =  Y{£ayjl +{2aox)1 

mit  der  ar-Axe  einen  Winkel«  bildet,  für  welchen  /</a  =  ^  =  —  . 

7  *  2. »  y 

Um  die  vorstehende,  für  den  Coordinatenursprung  ausgeführte  Re- 
duction dahin  zu  verallgemeinern,  dass  der  gewählte  Reduetionspunkt  O 
ein  beliebig  annehmbarer  werde,  genügt  eine  Transformation  der  Coor- 
dinaten.  Nehmen  wir  nämlich  ein  anderes,  dem  bisherigen  paralleles 
-  Coordinatensystem  an,  in  Bezug  auf  welches  der  Punkt  0  die  Coordi- 
naten  x{ ,  y{  besitze  und  bezeichnen  wir  in  Bezug  auf  dieses  die  Coor- 
dinaten  des  Schnittpunktes  der  Axen  a  mit  der  ary-Ebene  jetzt  wie- 
derum mit  x,  y,  so  treten  an  die  Stelle  der  bisherigen  Coordinaten  .r,  y, 
in  soweit  sie  nicht  als  Indices  verwandt  wurden,  die  Differenzen  x  —  ar, 
und  y  — y,  und  gehen  unsere  Formeln  über  in  die  folgenden: 
&  =  Tx  =  £(oy  —  &y,,  Ty  =  —  Zax  +  Slxx 

T*=TJ>  +  Ty\    ig  a  =  g  . 

Für  die  Coordinaten  .r,  y,  des  Schnittpunktes  der  Momentanaxe  mit 
der  .ry-Ebene  erhält  man  hieraus,  indem  man  T=0  setzt,  welches  die 
Gleichungen  Tx  =  0,  TtJ  =  0  nach  sich  zieht: 

Slxx  =  2v>y 

Äy,  =3  Utax, 

woraus  man,  wie  oben,  erkennt,  dass,  so  lange  Sl  —  £<o  nicht  ver- 
schwindet, die  Momentanaxe  in  endlicher  Entfernung  sich  befindet. 
Ferner  erhält  man,  indem  man  Ä  =  0  und  T  =  0  setzt,  für  die  Be- 
dingungen der  gegenseitigen  Tilgung  der  Winkelgeschwindigkeiten  des 
Systems  zur  Zeit  /  (momentaner  Stillstand  des  Systems): 
2;w  =  0,       2(oy  =  0,       2(ox  =  0. 

§.  7.  Die  Lehren  der  vorstehenden  §§.  setzen  uns  in  den  Stand, 
alles,  was  die  Geschwindigkeiten  in  einem  System  betrifft,  welches  sich 
einer  Ebene  parallel  bewegt,  zu  untersuchen.  Die  Elcmentarbcwegung 
desselben  zur  Zeit  /  besteht  nach  Oap.  III.  §.  3.  des  I.  Thcils  in  einer 
Rotation  um  die  Momentanaxe.  Die  Lage  dieser  Axe  ergibt  sich,  indem 
man  die  Normalcbenen  auf  die  Bahnen  zweier  Systempunkto  zum  Durch- 
schnitt bringt,  zu  ihrer  Auffindung  genügt  mithin  die  Kenntniss  der 
Richtungen  der  Geschwindigkeiten  zweier  Punkte.  Die  Grösse  der 
Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  diese  Axe  erhält  man  aus  der  Geschwin- 
digkeit v  eines  einzigen  Systempunktes ,  indem  man  diese  durch  den 
Abstand  des  Punktes  von  der  Momentanaxe  dividirt.  Denn  da  das 
»System  sich  während  des  Zeitelcmentcs  dt  um  die  Momentanaxe  dreht, 
so  beschreibt  jener  Punkt  das  Element  seiner  Bahn  als  das  Element 
eines  Kreises  um  den  Fusspunkt  des  Perpendikels  r,  welches  von  ihm  auf 
die  Momentanaxe  gefällt  werden  kann.  Daher  ist  dies  Element  das  Produkt 
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dieses  Perpendikels  und  der  Elementaramplitude  der  Rotation  und 
folglich,   indem  man  die  Gleichung,  welche  dies  ausspricht,  durch  dt 

dividirt,  die  Geschwindigkeit  ii  =  rfl,  woraus  Sl  =  v  folgt.  Die  Ge- 
schwindigkeiten der  einzelnen  Systempunkte  ergeben  sich  nach  §.  2., 
indem  man  ihre  Abstände  von  der  Momentanaxe  mit  Sl  multiplicirt. 

§.  8.  Ausser  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Momentanaxe  spielt 
bei  der  Bewegung  unseres  Systems  noch  eine  andere  Geschwindigkeit 
eine  Rolle,  nämlich  die  Geschwindigkeit  mit  welcher  die  Mo- 
mentanaxe wechselt.  Sie  ist  der  unendlich  kleine  Abstand  der  der 
Zeit  /  entsprechenden  Momentanaxe  vou  der  folgenden,  der  Zeit  /  +  dl 
entsprechenden,  dividirt  durch  das  Zeitelement  dt.  Dieser  Abstand  ist 
das  Bogenelement  da  der  Curve  (C)  oder  (F)  (vgl.  Cap.  III,  §.  2.  im 
I.  Tbl.)  und  daher 

U 


da 
dt 


Diese  Geschwindigkeit  ist  durch  die  Krümmung  der  Curven  (C)  und 
(/')  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  die  Momentanaxe  verknüpft. 
Sind  nämlich  de,  dt  die  Contingenzwinkel  der  Curven  (C)  und  und 
nehmen  wir  zunächst  an ,  es  liegen  die  Krümmungskreise  der  beiden 
Curven,  die  man  für  die  Elementarbewegung  den  Curven  selbst  sub- 
stituiren  kann,  da  sie  mit  ihnen  zwei  aufeinanderfolgende  Bogenelemente 
gemein    haben,    auf  derselben  Seite  der  gemeinschaftlichen  Tangente 

(Fig.  56.),  so  stellt  de  —  de'  die 


-  v 


fr) 


Elementaramplitude  dO  der  Ro- 
tation um  die  Momentanaxe  nach 
Grösse  und  Sinn  dar,  wenn  der 
positive  Sinn  der  Drehung  nach 
der  Seite  der  gemeinschaftlichen 
Tangente  hin  angenommen  wird, 
auf  welcher  die  Krümmungskreise 
liegen.    Nun  ist 


d® 
dt'' 


daher  erhält  mau  zunächst  durch  Division  der  vorigen  Gleichung  in  diese: 

Sl  d& 
U  ~~  da  ' 

dS  kann  man  den  relativen  Contingenzwinkel  der  Curven  (('),  (/')  und 
den  Quotienten  von  d&  durch  das  gemeinschaftliche  Bogenelement  da 
die  relative  Krümmung  derselben  nennen.  Demnach  stellt  das  Vor- 
hältniss  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Momentanaxe 
zur  Wechselgeschwindigkeit  derselben  die  relativo  Krüm- 
mung der  Curven  (6')  und  (/')  dar,  die  während  der  Bewegung 
des  Systems   auf  einander  rollen.     Das  umgekehrte  Verhältniss 
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U :  Sl  ist  eine  Länge,  die  als  Radius  der  relativen  Krümmung 
angesehen  werden  kann,  wenn  man  die  Analogie  der  gewöhnlichen 
Krümmung  einer  Curve  mit  der  relativen  Krümmung  vollständig  durch- 
führen will.  Durch  die  eben  entwickelte  Abhängigkeit  von  Sl  und  U 
erhellt,  dass  beide  zusammen  constant  oder  variabel  sind,  je  nachdem 
es  die  relative  Krümmung  der  Curve  (C),  (r)  ist  oder  nicht  ist  und 
dass  die  eiue  aus  der  andern  folgt,  sobald  diese  Curven  und  ein 
Paar  homologe  Punkte  derselben  gegeben  sind,  nebst  dem  Sinne,  in 
welchem  längs  der  Curve  (C)  die  Punkte  der  Curve  (r)  sich  auflegen 
oder  dem  Sinne  der  Aufeinanderfolge  der  Momentanaxcn.  Die  relative 
Krümmung  kann  positiv  oder  negativ  oder  Null  sein  und  der  verschie- 
denen Beschaffenheit  ihres  Vorzeichens  entspricht  ein  positiver  oder  ne- 
gativer Sinn  der  Winkelgeschwindigkeit  Sl\  dem  Durchgang  durch  Null 
entspricht  ein  momentanes  Verschwinden  und  eine  Umkehrung  des 
Sinnes  dieser  Grösse.  Nun  sind,  wenn  die  Krümmungshalbmesser  der 
Curven  (6"),  (f)  mit  (>,  q  bezeichnet  werden,  die  Krümmungen  dieser 
Curven 

1       (U      J_    _  d  e ' 

q       da'     q  da 
uud  mithin  wird  die   relative  Krümmung  die  Differenz   dieser  Krüm- 
mungen, nämlich 

dS  _     l_  1 
d  a        (T      y  ' 

also  positiv,  Null  oder  negativ,  je  nachdem  der  Krümmungshalbmesser 
der  Curve  (/')  grösser,  gleich  oder  kleiner,  als  der  Krümmungshalbmesser 
der  Curve  (C)  ist.  So  lange  also  der  Krüminungsmittclpuukt  der  be- 
weglichen Curve  (F)  auf  der  gemeinschaftlichen  Normale  in  dem  Aus- 
senraume  der  Strecke  zwischen  dem  Berührungspunkte  der  Curven  und 
dem  Krümmungsmittelpunkte  der  festen  Curve  (C)  sich  befindet,  erfolgt 
die  Rotation  des  Systems  mit  positiver,  sobald  er  auf  dieser  Strecke 
selbst  Hegt,  mit  negativer  Winkelgeschwindigkeit  und  der  Durchgang 
derselben  durch  den  Krümmungsmittelpunkt  von  (C)  bezeichnet  den  Sin- 
neswechsel derselben. 

Fällt  der  KrümmnngskTcis  der  Curve  (P)  auf  die  entgegengesetzte 
Seite  der  gemeinsamen  Tangente  (Fig.  57.),  so  stellt  vig.ui. 
de  +  de  die  Elementaramplitude  dS  dar  und  genügt 
also  ein  Zeichenwcchsel  von  de  und  in  Folge  dessen  e'1 
von  p',  um  die  entwickelten  Fonncln  diesem  Falle  an- 
zupassen.  Hierbei  liegt  der  Krümranngsmittelpunkt  von 
(r)  immer  in  dem  Ausscnraume  jener  Strecke  und  kann 
Sl  das  Zeichen  nicht  wechseln.    Geht  q'  mit  Zeichen- 
wechsel durch  das  Unendliche  hindurch,  so  wechselt 
deswegen  Sl  nicht  das  Zeichen. 
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Die  Combinatioii  der  Formeln  für       und  -      liefert  die  Gleichung: 

U  da 

welche  allgemein  gilt,  sobald  g'  als  von  gleichem  oder  entgegengesetztem 
Zeichen  mit  g  angesehen  wird,  jenachdem  die  KrUimnungsmittelpuuktc 
beider  Curven  auf  dieselbe  oder  auf  entgegengesetzte  Seiten  der  ge- 
meinschaftlichen Tangente  fallen. 

§.  9.  Einige  Beispiele  mögen  zunächst  die  Anwendung  der  §§.  7. 
und  8.  erläutern. 

1.  Die  elliptische  Hy poey cloid c nbowegung.  (Vgl.  Cap.  III, 
§.  6.  im  I.  Theil.).  Für  diese  Bewegung  sind  die  Curven  (C),  (F)  Kreise 
von  den  Radien  a  und  \a,  mithin  ist  g  =  «,  g'  =  und  hiermit 
wird  V  =  —  aSl.  Es  erfolge  nun  die  Bewegung  des  Systems  so,  dass 
U  fortwährend  constant  bleibt,  d.  h.  es  rolle  der  Kreis  (Jf)  gleichförmig 
auf  der  Innenseite  des  Kreises  (C).  Dann  ist  die  Winkelgeschwindig- 
keit Sl  ebenfalls  constant  und  die  Geschwindigkeit  eines  Systempunktes 
in  der  Entfernung  r  von  der  Momentanaxe  v  =  Sl  r  ■  sie  ist  verän- 
derlich mit  der  Zeit,  weil  der  Abstand  r  sich  ändert,  indem  die  Mo- 
mentanaxe jeden  Augenblick  eine  andere  wird.  Wir  wolleu  deshalb  r 
als  Function  der  Zeit  darstellen.  Zu  dem  Ende  seien  |,  tj  die  Coor- 
dinaten  des  Systempunktes  in  Bezug  auf  das  bewegliche  Coordinatcn- 
«ystem  (vgl.  Fig.  15.  S.  38).  Da  die  Gerade  Oü\  welche  nach  dem 
Momentancentrum  führt,  mit  der  Axe  der  x  den  Winkel  ^  und  mit  der 
Axc  der  |  den  Winkel  2  t/;  bildet,  so  sind  die  Coordinaten  des  Mo- 
mentancentrums  oder  des  mit  ihm  zusammenfallenden  Systempuuktes  /' 
im  beweglichen  Coordinatcnsystcm :  \a  cos  2tf>,  ^asin  2ip  und  hiermit 
wird  zunächst 

r  —  j/(I^J«  cos  2 tf/)7  -  i  «  sin  2  ty)'  . 

Nun  ist  aber  das  Bogenelement  CC'  der  Curve  (C)  gleich  adty  und 
folglich  U=  atlj-  und  indem  man  diese  Gleichung  mit  U  =  —  a  Sl  com- 

dib 

binirt,   wird  ■.—  —  —  Sl.  woraus  mit  Rücksicht  auf  die  constante  Be- 
dt 

schaffenheit  von  Sl  folgt      =  —  Sit ,   wenn  man  die  Bewegung  mit 
=  0  beginnen  lässt.    Hierdurch  wird  jetzt 


v  =  Sl  y  (|  —  £  «  cos  2  Sit)*  +  (v  +  J  a  sin  2  Sl  t)K 

Für  den  Punkt  A  (Fig.  12),  welcher  sich  auf  der  festen  Geraden  («) 
bewegt,  ist  |  =  ^a,  =  0,  für  ihn  wird  daher  v  —  aSl  .sinSlt,  wie  man 
auch  unmittelbar  erkennt,  da  die  Bewegung  dieses  Punktes  die  Projee- 
tion  der  gleichförmigen  Kreisbewegung  des  Momentancentrums  C  auf  die 
Axe  (a),  mithin  die  oscillirendc  Bewegung  Cap.  I,  §.12.  ist.  Aehn- 
liches  gilt  von  allen  Systompunktcn,  welche  sich  in  Geraden  bewegen. 
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2.  Die  Kurbelbewegung  (Vgl.  I.  TM.  Cap.  III.  §.  7.)  Es  sei  g> 
die  Winkelgeschwindigkeit,  mit  welcher  sich  der  Radius  OA  des  Kreises 
um  0  zur  Zeit  /  dreht,  gegeben,  man  soll  die  Winkelgeschwindigkeit  &  um 
die  Momentanaxe  und  die  Geschwindigkeit  eines  beliebigen  Systempunktes, 
insbesondere  die  des  Punktes  B, 
welcher  sich  auf  dem  Durchmesser 
OX  bewegt,  darstellen.  (Fig.  58). 


Fig.  58. 


S*^a 


Die  Geschwindigkeit  des  Punk- 
tes A  ist  w  •  OA  und  wenn  mau 
diese  als  aus  der  Winkelgeschwin- 
digkeit ß  um  die  Momentanste  (C,  P) 

hervorgehend  ausieht,  so  besteht  die  Gleichung  Sl  •  CA  =  a>-OAt  aus  welcher 
0  A 

Sl  =  (o^j  folgt.    Die  Geschwindigkeit  eines  Systcrapunktes  D  ist  da- 

C  D 

her  v  =  Sl  •  CD  =  co  •  OA  •  —A.     Für  den  Punkt  B  insbesondere  wird 


CR 


CA' 


9  s=  <o  •  0J  • Diesen  Ausdruck  kann  man  vereinfachen,  indem  man 

C  R 

das  Verhältniss    '—.  mit  Hülfe  der  ähnlichen  Dreiecke  CBA  und  OKA 

L  A 

OK 

durch  das  gleichbedeutende  ^  ersetzt,  wobei  K  deu  Durchschnitt  der 

Geraden  AB  mit  dem  zu  OA' senkrechten  Durchmesser  OY  bedeutet.  Da- 
durch wird  nämlich  v  =  »  -OK  =  io-BN,  wenn  KN  parallel  OX.  Die 
Geschwindigknit  des  Punktes  B  ist  demnach  proportional  OK  und  kann 
man  über  OX  leicht  die  Curve  construiren,  deren  Ordiuatcn  BNy  mit  co 
multiplicirt,  die  Geschwindigkeiten  des  Punktes  B  seinen  verschiedenen 
Lagen  entsprechend  angeben. 

Um  den  Ausdruck  für  v  in  der  Rechnung  etwas  zweckmässiger  zu 
gestalten,  setzen  wir  Winkel  ABO  =  |3,  Winkel  AOB  =■  §  und  bemerken, 


dass  aus  dem   Droiecko  O  iK  sich  ergibt :    OK  =  OA 


sin  (Ö-\-ß) 
cosß 


OA  (sin  &  +  cos  &  •  tgß),  oder  wenn  man  -  w  =  -.  ~  =  m  setzt  und  OA 
mit  r  bezeichnet 


0K=r(sin9  +  m 


und  hioinit 


wird. 


sin»  cos» 


) 


,  .  Ä  ,        sin  &  cos  &  \ 

v  =  wr  (sin  \>  +  m  ,,.       .  l 

V  I  i— m*  sin1»/ 


Unter  Voraussetzung  eines  constanten  <o  wollen  wir  mit  Hülfe  dieses 
Ausdruckes  von  v  die  mittlere  Geschwindigkeit  p  des  Punktes  B  bestim- 
men. Der  Mittelwerth  einer  Function  f(»)  von  »  zwischen  den  Grenzen 
»0  und  »t  ist  nach  Cap.  I,  §.  8: 
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Da  nun  /'  für  entgegengesetzte  #  entgegengesetzt  gleiche  Wertlie  an- 
nimmt  und  in  Bezug  auf  i>  periodisch  ist,  so  entsprechen  alle  verschie 
denen  Werthc  von  0,  welche  überhaupt  vorkommen,  Winkeln  t>  zwischen 
O  und  tc  und  wird  demnach 

n  n 

Das  zweite  Tutegral  in  diesem  Ausdrucke  verschwindet,  da  die  Elemente 
desselben  diesseits  und  jenseits  des  Argumentes  *>  —  \n  entgegengesetzt 
gleich  sind;  das  erste  Integral  hat  den  Werth  2  und  wird  also  schliess- 
lich der  gesuchte  Mittelwerth 

*  2 

v  =  "  (or: 
n 

derselbe  ist  unabhängig  von  m,  dem  Verhältniss  des  Kreisradius  zum 
Abstände  der  Punkte  A  und  B  (Länge  der  Kurbelstange). 

Für  das  Maximum  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  />  findet  man 
als  Näherungswerth  des  ihm  entsprechenden  Winkels  O  bis  zu  Grössen 

der  Ordnung  in1  genau:  &  =  *  —  m  und  mit  derselben  Annäherung  den 

Maximalwerth  selbst :  v  =  (o  r. 

§.  10.  Um  Aufgaben,  wie  die  beiden  des  vorigen  analytisch 
durchführen  zu  können,  bezieht  man  das  bewegliche  »System  auf  ein 
festes  (absolutes)  (Koordinatensystem  der  .r,  y  und  legt  durch  einen  bc- 
liebigen  .Systempunkt  O  ein  anderes,  im  System  festes  und  mit  ihm  be- 
wegliches Coordinatensystein ,  in- Bezug  auf  welches  die  »Systempunkte 
durch  die  Coordinatcn  .r',  y  dargestellt  werden,  welche  während  der 
Bewegung  unveränderlich  bleiben.  Die  Bewegung  des  »Systems  denken 
wir  uns  etwa  dadurch  bestimmt,  dass  die  Coordinatcn  .r,,  y,  des  beweg- 
lichen Ursprungs  0  in  Bezug  auf  das  feste  »System,  sowie  die  Cosinusse 
u,  h-  b'  der  Winkel  (.u-),  U\y),  (y (y'//)  ^s  Functionen  der  Zeit  auf- 
treten ;  andere  Bestimmungsarten  sind  leicht  auf  diese  zurückzuführen; 
diese  Cosinus  hängen  durch  drei  Relationen  von  einander  ab  und  sind 
also  bekannt,  sobald  einer  von  ihnen  bekannt  ist.  Bei  rechtwink- 
ligen »Systemen  sind  diese  Relationen:  «2+fc*=l,  a"2  -f  ft'2=l, 
au  -f-  bti  =:  0. 

Für  einen  .Systempunkt  (x\  »/'),  dessen  absolute  Coordinatcn  .r,  y 

fi%V     (l  f  / 

sind,  stellen  ^  die  Componenten  r.r,  ry  der  Geschwindigkeit  parallel 

den  festen  Axen  dar;   projkirt  man  das  Dreieck,  welches  sie  mit  der 
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Geschwindigkeit  selbst  bilden,  auf  die  beweglichen  Axen,  so  erhält  man 

für  die  Componcuten  vy ,  ty  parallel  diesen  Axen 

dx  dy 
vy  =  a       ~\-  b 

dt  T  dt 

,dx  ,dy 
ty  =  a    ,    4-  b 

dt      -  rt/ 

Da  aber  die  Coordinaten  ,r,  //;  .1',  y  \  xi ,  //,  durch  die  Gleichungen 

.r  —  .r,  -f-  «.t  -f-  "  # 
#  —    1  +  &     +  b'tj 
mit  «'iiiander  verbunden  sind,  so  erhalt  man  mit  Rücksicht  darauf,  dass 
•r\  //  sich  nicht  mit  der  Zeit  Ändern, 

dx      dx .    ,     ,  r/rt    ,     ,  rf«' 

,«  =  rfT  +  *  di  +  *  ,/<  • 

fty   fl[/l         ,  db         ,  db' 

d  t  ~~  dl    ~l~  X  dl   +  V  <//  ' 

Setzt  man  diese  Werth c  in  die  Ausdrücke  für  va  ,  »y,  «'in,  so  kommt 
zunächst: 

dx\   1   1  1  (   dn  _i_  1           '  1  /  «  ,ih  \  ' 

»  v  =  n  — -  +  h    , 1  4-  I  a  ,    +  &  -    1  x  +  1  a  4-  b       I  y  . 

dl  dt   ^  \    dt  dl)  r//  ^     <//  / 

.  ,.dyx    .  (  .da       ,,db\    ,       (  ,da  db"\  , 

Da  aber  aus  den  Relationen 

a'1  +  //'  =  1     a'1  +  b"1  ^=  1     na  +  bb'  =  0 

durch  Differentation  folgt: 
da        db       ,      .da'       ,,db'  da       ,  db'  (  ,da  ,  ,,r//A  ^ 

wo  vorläufig  als  eine  Abkürzung  der  Bezeichnung  gelten  mag,  so 
erhält  man  weiter: 

dx\       1  d,J\    1    o  ' 

,dxt         dt/ ,  , 
-,lt  +>'  Vit  -flx' 
Die  Coordinaten  .i,,',  i/,,'  der  Punkte,  deren  Geschwindigkeit  zur  Zeit  / 
Null  ist,  liegen  auf  der  Momentanaxe  und  genügen  den  Bedingungen 
'V  =  0,  /y  —  0,  d.  h. 

* 

hierdurch  ist  die  Lago  der  Geraden  im  System  gegeben,  welche  mit  der 
Momentanaxe  zusammenfällt.  Um  die  La^e  der  Momentanaxe  im  festen 
Coordinatensystem  zu  finden,  hat  mau  die  aus  diesen  Gleichungen  fol- 
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gendeu  Werthe  von  x(t\  y0'  für  x\y  in  die  Gleichungen  x=x{  +  ai'+  ay\ 
y  =y,  +  fcc'-f-  b'  y  einzusetzen  und  erhält  für  die  absoluten  Coordinaten 
x0,  y0  der  Momentanaxe: 

Slx0  =  Slx{^{ub'^ub)d^ 

Sly^Sly^iba-b'a)^ 

Es  ist  aber,  wenn  a  —  cos«  gesetzt  wird,  b  =  sin  er,  a  =  cos  +a) 

=  —  sin«,  b'  =  cosa  und  folglich  ab  —  ab'  —  sin-a  +  cos7a  =  1 ;  daher 
erhält  man 


.    Slxlt  =  Slxl+ 

Subtrahirt  mau  die  Gleichungen,  welche  x9\  y0'  bestimmen,  von  den 
Gleichungen  für  vx  y  ty ,  ab,  so  ergibt  sich 

tV  =  Sl(y'  —  yQ') 

ty=— —  Xq) 

und  hieraus  folgt  durch  Quadriren  und  Addiren,  wenn  die  Entfernung 
des  Punktes  x\  y  von  der  Momentanaxe  mit  r  bezeichnet  wird,  für  die 
Geschwindigkeit  v  dieses  Punktes 

v  =  rSl. 

Es  ist  mithin  Sl  die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Momeutauaxe. 


IV.  Capitel. 

Aequivalonz  der  Winkelgeschwindigkeiten  um  Axen,  welche  sich  in 
demselben  Punkte  schneiden.    Geschwindigkeiten  im  System,  welches 

um  einen  Punkt  rotirt. 

§.  1.  Ein  unveränderliches  System  besitze  zur  Zeit  /  zwei  Winkel- 
geschwindigkeiten <ö,  a  um  zwei  Axen  («,  «),  (j3,  6),  welche  durch  den- 
selben Punkt  0  hindurchgehen.  Vermöge  der  ersten  würde  dasselbe  iu 
dem  nächstfolgenden  Zeitelemente  dt  um  a  eine  unendlich  kleine  Ro- 
tation d&,  vermöge  der  zweiten  um  ß  eine  unendlich  kleine  Rotation  d& 
ausführen.    Es  ist  daher 

d»      .  d»' 

Nach  Cap.  IV,  §.  2.  im  I.  Thi.  sind  die  beiden  Rotationen  d&,  d&' 
zusammen  äquivalent  einer  einzigen  unendlich  kleinen  Rotation  dS  um 
eine  dritte  in  der  Ebene  (aß)  liegende,  gleichfalls  durch  0  hindurch- 
gehende Axe  (c,  y),  deren  Richtung  mit  der  Diagonale  eines  Parallelo- 
gramms zusammenfällt,  dessen  Seiten  den  Amplituden  d&,  d&'  pro- 
portionale Längen  sind  und  auf  den  Axen  von  0  aus  im  Sinne  derselben 
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aufgetragen  werden.  Mit  Rücksicht  auf  die  weiteren  dortselbst  ge- 
machten Bemerkungen  erhält  man,  wenn  (».  Fig.  24.)  Ott  =  co,  Oß'  =  co' 
genommen  wird  ,  den  folgenden ,  dem  dort  ausgesprochenen  ana- 
logen Satz  : 

Die  gleichzeitige  Verbindung  zweier  Winkelgeschwin- 
digkeiten co,  ta  eines  unveränderlichen  Systems  um  zwei 
sich  in  einem  Punkte  schneidende  A x e n  (er,  «),  (ß,  b)  ist  äqui- 
valent einer  Winkelgeschwindigkeit  £  um  eine  dritte,  in 
der  Ebene  aß  liegende,  durch  den  gemeinschaftlichen 
Schnittpunkt  von  «  und  ß  hindurchgehende  Axe  (<?,  y). 
Diese  Axe  ist  die  Diagonale  eines  Parallelogramms,  dessen 
Seiten  die  auf  den  Axen  er,  ß  von  dem  Schnittpunkte  aus 
in  dem  Sinne  der  Rotationen  aufgetragenen  Winkelge- 
schwindigkeiten co,  co'  sind;  die  Diagonalstrecke  dieses 
Parallelogramms  gibt  die  Grösse  und  den  Sinn  der  resul- 
tirenden  Winkelgeschwindigkeit  &  an. 

Zur  Bestimmung  der  Lage  der  Axe  c  und  der  Grösse  von  Sl  hat 
man  daher  die  Relationen 

sin  ac      sin  bc      sin  ab 


co  co  Sl 


Sl2  =  <o?  +  a'1  +  2coco'  cos  (ctß) 


Der  vorstehende  Satz,  welcher  den  Namen  des  Satzes  vom  Paral- 
lelogramm der  Winkelgeschwindigkeiten  führt,  erweitert  sich 
für  drei  Winkelgeschwindigkeiten,  deren  Axen  sich  in  einem  Punkte 
schneiden,  zu  einem  Satze  vom  Parallelepiped  und  für  beliebig 
viele  zu  einem  Satze  vom  Polygon  der  Winkelgeschwindig- 
keiten. 

Mit  Hülfe  desselben  Satzes  kann  umgekehrt  jede  Winkelgeschwin- 
digkeit um  eine  Axe  in  zwei  oder  mehrere  Winkelgeschwindigkeiten 
zerlegt  werden  um  Axen,  welche  mit  der  Axe  jener  ersten  sich  in 
einem  Punkte  schneiden.  Sind  die  Axen  dieser  Componenten  zu  ein- 
ander rechtwinklig,  falls  es  ihrer  zwei  oder  drei  sind,  so  findet  man 
die  Grösse  und  den  Sinn  der  Componenten ,  indem  man  die  nach 
Grösse  und  Sinn  auf  ihrer  Axe  aufgetragene  gegebene  Winkelgeschwin- 
digkeit auf  jene  Axen  projicirt.  Sind  daher  «,  ß,  y  die  Winkel,  welche 
die  Axe  der  Winkelgeschwindigkeit  &,  im  Sinne  dieser  Winkelgeschwin- 
digkeit genommen,  mit  drei  zu  einander  rechtwinkligen,  sich  in  einem 
Punkte  0  schneidenden  Axen  OX,  OY,  OZ  bildet,  so  erhält  man  für  die 
Componenten  Slx,  Äy,  Slz  von  Ä  um  diese  Axen: 

cos  a        cos  ß        cos  y  1 
~&»    ~~~  ~Sl9  Ä.    ~~  Ä  ' 

und  zugleich  ist 
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IV.  Cap. 


§.  2.  Das  System  besitze  zur  Zeit  /  Winkelgeschwindigkeiten 
co,  to,  to"  ...  in  beliebiger  Zahl  um  gegebene  Axen,  welche  sich  in  dem- 
selben Punkte  O  schneiden.  Um  dieselben  zu  reduciren,  d.  h.  die  ihnen 
äquivalente  Winkelgeschwindigkeit  fl  nebst  der  Lage  der  Axe,  um  welche, 
sie  stattfindet,  im  System  zu  finden,  legen  wir  durch  0  ein  recht- 
winkliges Coordinatensystem,  dessen  Axen  Gerade  des  Systems  und 
also  mit  ihm  um  0  beweglich  sind,  aber  ihre  Lage  im  Systeme  nicht 
ändern .  Bildet  nun  die  Winkelgeschwindigkeit  w,  als  Lange  nach 
Grösse,  und  Sinn  auf  ihrer  Axe  aufgetragen,  mit  den  Coordinatenaxen 
die.  Winkel  «,  ß,  y,  so  sind  die  ihr  Äquivalenten  Componenten  um  die. 
Coordinatenaxen  w.r  =  w  cos  et,  wv  =  to  cos  ß,  to:  =  to  cos  y  und  wenn 
wir  in  ähnlicher  Weise  sämmtliche  to  durch  ihre  Componenten  ersetzen, 
so  erhalten  wir  drei  Winkelgeschwindigkeiten 

um  die  Coordinatenaxen,  welche  die  gesuchte  resultirende  Winkelge- 
schwindigkeit bilden,  deren  Grösse  !>l  und  Richtung  («,  b,  c)  durch  die 
Gleichungen 

W  =  5i.r2  +        +  Slz2 
cos  a        cos  b        cos  c  1 

"Äx~  ~  "&y~  ~~     &z      ~~  & 

bestimmt  ist.  Die  Axe  der  resultirenden  Winkelgeschwindigkeit  Sl  ist 
die  Momentanaxe,  um  welche  das  System  sich  zur  Zeit  t  dreht.  Man 
bemerke,  dass  dieselben  Gesetze  für  die  Zusammensetzung  der  Winkel- 
geschwindigkeiten eines  Systems  um  sich  in  einem  Punkte  schneidende 
Axen  gelten,  wie  für  die  Zusammensetzung  der  Geschwindigkeiten  eines 
Punktes,  sobald  die  Winkelgeschwindigkeiten  nach  Grösse  und  Sinn  auf 
den  Axen  aufgetragen  werden. 

Die  Bedingungen  des  momentanen  Stillstandes  des  Systems  zur 
Zeit  l  sind: 

Ztox  ==  0,      Zto,,  r-  O,      ZtO:  —  0  . 

§.  3.  Das  Vorstehende  reicht  aus,  um  die  Geschwindigkeiten  der 
Punkte  eines  Systems  zur  Zeit  /  zu  finden,  welches  um  einen  Punkt 
rotirt.  Zunächst  findet  man  die  Momentanaxe  des  Systems,  entsprechend 
dieser  Zeit,  indem  man  auf  die  Richtungen  der  Geschwindigkeiten  zweier 
Punkte,  nämlich  auf  die  Tangenten  ihrer  sphärischen  Bahnen  die  Nor- 
malebenen errichtet  und  ihre  Durchschnittslinie  aufsucht,  welche  durch 
das  Rotationscentrum  hindurchgeht.  Sobald  diese  Axe  bekannt  ist. 
genügt  die  Geschwindigkeit  v  irgend  eines  Systempunktes,  um  die  Win- 
kelgeschwindigkeit fl  tun  die  Momentanaxe  zu  finden;  man  erhält  sie, 
indem   man  jene  durch  den  Abstand  r  des  Punktes  von  dieser  Axe 

dividirt,  nämlich  Sl  =  ~ .  Die  Geschwindigkeit  eines  beliebigen  System- 
punktes, dessen  Abstand  von  der  Momentanaxe  p  ist,  hat  die  Grösse  SIq. 


Digitized  by  Google 


IV.  Cap.  Wechselgeschwindigkcit  der  Momentanaxe.  141 

# 

Neben  der  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  die  Momentanaxe  ist  noch 
eine  andere  Geschwindigkeit  von  Bedeutung,  nämlich  die  Geschwindig- 
keit, mit  welcher  die  Momentanaxe  wechselt.  Die  Momentanaxon  bilden 
im  Kaum  eine  feste  Kegelfiache  (6'),  auf  welcher  die  Kegelfläche  (/') 
des  Systems  hinrollt,  deren  Erzeugungslinien  die  Geraden  sind,  welche 
nach  und  nach  mit  den  verschiedenen  Momentanaxeu  zusammentreffen. 
Beide  Kegelflächen  enthalten  das  Rotationscentrum  0  und  berühren  sich 
zur  Zeit  /  längs  der  Momentanaxe  (C,  i^),  d.  h.  sie  haben  die  Flächen- 
elemente (  CC ,  Fl~")  gemein.  Bezeichnen  wir  mit  dö  den  unendlich 
kleinen  Kreisbogen,  welcher  den  Winkel  (CC")  oder  (FF)  misst,  so  ist 
die  Wechsel gesch windigkeit  V  der  Momentanaxe: 

6  =  ,//  5 

sie  ist  eine  Winkelgeschwindigkeit  um  die  in  0  errichtete  gemein- 
schaftliche Normale  der  beiden  Kegel,  indem  da  den  unendlich  kleinen 
Weg,  den  ein  in  der  Entfernung  gleich  der  Eiuheit  befindlicher,  aber 
dem  System  fremder  Punkt  im  Zeitelement  vermöge  einer  Rotation 
um  diese  Normale  zurückzulegen  haben  würde,  um  aus  der  der  Zeit  / 
entsprechenden  Lage  der  Momentanaxe  in  die  nächfolgende,  der  Zeit 
/  -f-  dt  entsprechende  Lage  derselben  einzutreten.  Die  Grösse  U  ist  mit 
Sl  durch  eine  Gleichung  verbunden,  ähnlich  der  in  Cap.  III.  §.  H.  ent- 
wickelten. Legen  wir  nämlich  durch  die  beiden  Kegelflächen  (6?)  und 
(/*)  in  der  Entfernung  gleich  der  Einheit  einen  ebenen  Schnitt  senk- 
recht zur  Erzeugungslinie  (6T,  F),  längs  welcher  sie  sich  berühren  und 
bezeichnen  die  Contingenzwinkel  der  beiden  Schnittcurven ,  wie  a.  a.  O. 
mit  de  und  de',  sowie,  die  Krümmungshalbmesser  derselben  mit  y  und  y', 
so  stellt  nnter  denselben  Bedingungen,  wie  dort  ds  —  dB  die  Amplitude 
der  Elementarbewegung  um  die  Momentanaxe  dar  und  erhält  man 

Sl       1  £ 

V  ~  9  9" 

Vermöge  dieser  Relation  ist  von  den  Grössen  Sl,  V ,  p,  g  jedesmal 
eine  zu  finden,  wenn  die  drei  andern  bekannt  sind,  auch  bleibt  dieselbe 
während  der  Bewegung  constant,  wenn  jene  constant  bleiben.  Sind  die 

Kegel  so  beschaffen,  dass  die  relative  Krümmung  ^  —  ~,  durchaus  con- 
stant ist,  so  werden  Sl  und  ü  einander  proportional,  sind  also  zusammen 
constant  oder  variabel. 

§.  4.  Als  Beispiel  zu  den  vorigen  §§.  wollen  wir  folgende,  bereits 
im  I.  Tbl.  Cap.  IV.  §.  0.  im  Allgemeinen  angedeutete  Aufgabe,  be- 
handeln. 

Ein  unveränderliches  System  rotirt  um  einen  Punkt  0 
(Fig.  59.),  und  zwar  so,  dass  zwei  seiner  Geraden,  OA,  OH, 
welche  durch  O  gehen,  fortwährend  auf  zwei  festen  Ebenen 
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Fi*ra-  00lX  und  W),F  bleiben;  die  Geraden  bil- 

den mit  einander  einen  rechten  Winkel 
und  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  co  be- 
kannt, mit  welcher  die  Gerade  OA  sich  in 
dcrEbenc  00l Ä'  um  0  zur  Zeit  /  dreht,  man 
soll  die  Momentanaxc,  die  Winkelge- 
schwindigkeit Sl  der  Elementarbewegung 
um  sie  und  die  Winkelgeschwindigkeit  co' 
bestimmen,  mit  welcher  die  Gerade  OB  in 
der  Ebene  Oft,  F  sich  dreht. 

Die  Lage  der  Momentanaxe  OC  ergibt  sich 
als  die  Schnittlinie  zweier  Ebenen ,  welche 
durch  OA  und  OB  senkrecht  zu  den  Ebenen 
OOxX  und  00{Y  geführt  werden.  Stellt  nun  die  Figur  einen  Kugel- 
schnitt des  Systems  um  0  vom  Radius  gleich  der  Einheit  dar  und  be- 
zeichnet man  die  Bogen  OxA  und  0XB  mit  £  und  »j,  so  besteht,  weil 
A  B  =  \ny  zwischen  £  und  rj  die  Relation  cos  £  cos  t)  +  sin  £  sin  v  cos  & 
=  0  oder 

l  tg  V  cos  fr  =  —  1 . 
Während  des  Zeitelementes  dt  beschreiben  nun  die  Tunkte  A  und  B 
die  Bogenelemente  c/£  und  dij  und  sind  mithin 

rf£      ,  drj 

0)  —  -     .    CO  =      *  . 

dt '  dt' 

Differentiirt  man  daher  die  vorige  Gleichung,  wodurch  man  erhält: 

«*i2|£f  +  sin2V  ft =  0, 

so  erhält  man  sofort  das  Verhältniss  der  Winkelgeschwindigkeiten  co'rco, 
nämlich 

co'  sin  2  7} 

co  *tV2£  ' 

welches  man  als  Function  von  £  darstellen  kann,  indem  man  aus  der 
Gleichung  Uj  £  lg  t]  cos  9  =  —  1  die  Grösse  sin  2i]  entwickelt  und  in 
das  Verhältniss  einführt.    Man  erhält  zunächst 

cos  fr  «in  2  £ 


.Vtn'il}  =  — 


und  hiermit 


co 
co 


<•««*£  -f-  cos*  fr  äj'«*£ 
co«  fr 


cos*  £  -f-  cos*  fr  sin1  £ 

Ferner  hat  man,  indem  man  die  Geschwindigkeiten  co,  co'  der  Punkte 
A,  B  als  durch  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  die  Momentanaxe  er- 
zengt ansieht, 

w  =  Sl  sin  (AC) ,    co'  =  Sl  */>i 

und  folglich  ist  das  Sinusveihältniss  der  Winkelabstände  der  Momentan- 
axe von  den  Geraden  OA}  OB: 
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sin  (BC)        ca  cos 
Um  endlich  die  Winkelgeschwindigkeit  &  um  die  Momentanaxe  selbst 
darzustellen,  ist  noch  sin  {AC)  durch  £  auszudrücken  und  hat  man  aus 
dem  Dreieck  ACB: 

sin  {AC)  =  ,  cosC  =  —  sin  A  sin  By 

sowie  aus  dem  Dreieck  GAB:  « 

sin  A  =s  sin  #  sin  ij 
sin  B  ==  sin  &  sin  £ , 

wodurch  man  erhält: 

«n  (AC\  —  l/  -±Td**ai** 

aus  welcher  Formel  man  den  Winkel  rj  mit  Hilfe  der  Gleichung 

ty£  tgrj  cos  &  =t —  1  entfernen  kann.    Hiermit  gelangt  man  schliesslich 

zu  der  gesuchten  Winkelgeschwindigkeit 

o  _  ?_    _  M  lA ^i**"YT«*h 

~  sin  (AC)  —my      1  "~  * 

Die  vorliegende  Aufgabe  ist  von  Wichtigkeit  für  die  Behandlung 
des  Universalgelenkes  (auch  Hook'sclrbr  Schlüssel  genannt),  einer  sinn- 
reichen Erfindung  von  Cardanus.  Vgl.  Redtenbacher,  Maschinenbau, 
B.  I.  S.  357.  und  Taf.  XXI,  Fig.  12. 

§.  5.  Ein  weiteres  Beispiel  entlehnen  wir  der  Bewegung  der  Erde, 
nämlich  die  sogenannte  Präcession  der  Nachtgleichen.  Zerlegen  wir 
die  Bewegung  der  Erde  in  die  Translationsbewegung,  vermöge  welcher 
ihr  Mittelpunkt  die  Ecliptik  beschreibt  und  die  Rotation  um  ihren  Mit- 
telpunkt und  betrachten  wir  letztere  für  sich.  Dieselbe  besteht  in  der 
Rotation  um  eine  Momentanaxe  (C,  r),  welche  für  die  gewöhnlichen 
Bedürfnisse  der  Astronomie  als  fortwährend  von  derselben  Richtung  an- 
gesehen werden  kann,  unter  einem  Winkel  von  23°  27' 32"  gegen  die 
Axe  der  Ecliptik  geneigt.  In  Wirklichkeit  besteht  aber  diese  Bewegung 
in  dem  Rollen  eines  Kegels  dem  System  der  Erde  angehörig,  auf 
einem  andern  Kegel  (C),  dessen  Axe  die  Axe  der  Ecliptik  ist,  sodass 
die  Momentanaxe,  längs  welcher  beide  Kegel  sich  berühren,  fortwährend 
wechselt.  Der  Kegel  (r)  ist  sehr  schmal  und  kann  deswegen  nähe- 
rungsweise als  eine  Gerade,  die  Erdaxe,  angesehen  werden;  auch  ist 
die  Zeit  sehr  gross,  in  welcher  er  ein  Umrollen  in  dem  Kegel  (C) 
vollendet,  indessen  äussert  sich  dieselbe  doch  sehr  deutlich  in  der 
sogenannten  Präcession  der  Nachtgleichen. 

Es  sei  0  (Fig.  60.)  der  Mittelpunkt  der  Erde  (richtiger  der  Schwer- 
punkt derselben),  On  die  Erdaxe  im  Sinne  nach  Norden  genommen, 
ON  die  Axe  der  Ecliptik,  gleichfalls  im  Sinne  nach  dem  Nordpol  der 
Ecliptik  gerichtet,  sodass  Winkel  (niV)  =  23°  27'  32"  ist.    Während  nun 
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die  Eitle  sich  gleichförmig  um  ihre  Axe  fhi 
umdreht,  rückt  diese  Axe  und  mit  ihr  die 
Ebene  Am  im  entgegengesetzten  Sinne  fort, 
indem  sie  siel»  um  die  Axe  der  Ecliptik 
dreht.  Die  Rotation  der  Erde  erfolgt  von 
Westen  nach  Osten,  der  Sinn  ihrer  Winkel- 
geschwindigkeit 03  ist  also  auf  der  Axe  nacli 
Süden  aufzutragen ,  während  der  Sinn  der 
Winkelgeschwindigkeit  10  um  die  Axe  der 
.jjr» Ecliptik  nach  Norden  zeigt.  Aus  beiden  Win- 
kelgeschwindigkeiten ergibt  sich  nach  dem 
Parallelogramm  der  Winkelgeschwindigkeiten 
die  Lage  der  Momcntanaxe  (C,  r)  und  die 
Winkelgeschwindigkeit  Sl,  um  sie.  Die  Axe 
(C,  /*)  fällt  in  den  Nebenwinkel  von  (.V»)  und 
es  rollt  in  Folge  dessen  der  Kegel  (F)  auf  der 
Innenseite  des  Kegels  (C).  Da  aber  die  Winkelgeschwindigkeit  to'  sehr 
klein  ist,  wie  die  Beobachtungen  zeigeu,  so  ist  auch  der  Winkel  (//  /*) 
sehr  klein  und  daher  der  bewegliche  Kegel  sehr  schmal,  sodass  die  Mo- 
mcntanaxe niemals  sehr  weit  von  der  Erdaxe  sich  entfernt.  Auf  der 
Axe  der  Ecliptik  steht  die  Ecliptik  selbst,  auf  der  Erdaxe  der  Erd- 
äquator senkrecht;  mithin  ist  ihre  Durchschnittslinie  ll'W ,  die  Aequi- 
noctiallinie,  senkrecht  zu  beiden,  d.  h.  senkrecht  zur  Ebene  Am  und  rückt 
daher  gleichzeitig  mit  dieser  fort,  indem  sie  sich  mit  derselben  Winkel- 
geschwindigkeit w'  in  der  Ebene  der  Ecliptik  dreht.  Dieses  Fortrücken 
der  Linie  WW\  die  Präcession  der  Nachtgleichen  genannt,  betlägt  .r>0" 
im  Jahr  und  würde  ein  vollständiger  Umlauf  derselben  258G8  Jahre 
erfordern  (grosses  Platonisches  Jahr).  Für  einen  Sterntag  beträgt  das 
Fortrücken  O,"13G705.  Die  beiden  Kegel  (C)  und  (f)  sind  indessen 
nicht  genau  Kreiskegel,  vielmehr  findet  eine  sehr  geringe,  periodische 
Schwankung  der  Erdaxe  gegen  die  Axe  der  Ecliptik  statt,  die  sogenannte 
Nutation  der  Erdaxe,  die  aber  nur  M  Secunden  Abweichung  von  der 
mittleren  Lage  beträgt  und  sehr  langsam  erfolgt  (ihre  Periode  beträgt 
18J-  Jahr). 

Nimmt  man  den  Sterntag,  die  Zeit  der  Umdrehung  der  Erde,  als 
Zeiteinheit,  so  ist  w  =  2n,  o'  =    '  '   '  °    .n  und  erhält  man  aus  dein 

1HO . 00  ,0U 

Parallelogramm  der  Winkelgeschwindigkeiten 

(O  (O  & 

sin  :  T.Vy       sin  i.  r«)  "  "~  sin  i  .Y«) 

und  hieraus 

.  =±    .  —  >-///(  Am)  (•<//</(/  ii)  -f  ms  (Am) 

(0         .si>i  i  /  ii  *m  [Tu  v      /      .»  \      /    i         \  / 
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wodnrcli  .   /  p x  _     at'sin  (Ifn) 

"  {      '        m  —  to  cos  (Xn) 

wird.    Hiernach  ergibt  sich 

(rn)  =  0",0087 , 

sodass  also  für  gewöhnliche  Bedürfnisse  die  Axe  V  als  mit  der  Erdaxe 
zusammenfallend  angesehen  werden  darf.  Weiter  folgt  aus  obiger  Pro- 
portion : 

sin  (Xu) 
sin  {rX)  ' 

woraus  erhellt,  dass  Q  nur  sehr  wenig  von  der  Winkelgeschwindigkeit  w 
der  Erde  um  ihre  Axe  abweicht. 

§.  6.  Wir  gehen  jetzt  über  zu  der  analytischen  Darstellung  der 
Geschwindigkeiten  in  dem  unveränderlichen  System,  welches  um  einen 
Punkt  0  rotirt.  Zu  dem  Ende  betrachten  wir  diesen  Punkt  als  den  ge- 
meinsamen Ursprung  zweier  rechtwinkliger  Coordinatensysteme,  von 
denen  das  eine,  da's  der  .r',  >/,  r',  dem  System  angehört  und  sich  daher 
mit  diesem  bewegt,  während  das  andere,  das  der  y,  c,  nicht  an  der 
Bewegung  Theil  nimmt.  Die  Coordinatcn  x\  y,  z  bestimmen  demnach 
die  Lage  eines  Punktes  im  System  und  sind  nicht  mit  der  Zeit  verän- 
derlich, da  das  System  selbst  unveränderlich  ist,  während  die  Coordi- 
naten  x,  y,  z  die  Lage  desselben  Punktes  im  absoluten  Räume  bestimmen 
und  Functionen  der  Zeit  sind,  welche  von  der  Art  der  Bewegung  des 
Systems  abhängen.  Die  Cosinusse  der  Winkel,  welche  die  beweglichen 
Axen  der  .r',  y',  mit  den  Axen  der  x,  y,  z  bilden,  seien  a,  ft,  c  für  die 
Axe  der  x\  a,  ft'.  c  für  die  der  y  und  a",  ft",  c"  für  die  der  z ;  sie  sind 
gleichfalls  mit  der  Zeit  veränderlich  und  bestimmen  die  Lage  des  Systems 
im  absoluten  Räume.  Zwischen  den  beiderlei  Coordinaten  eines  System- 
punktes bestehen  nun  die  bereits  Cap.  VI,  §.  G.  des  I.  Theiles  ange- 
führten Relationen: 

- 

x  =  ft  x'  -f"  n'y  -f-  a"  z     «*  +  ft*  -f-  c'1  =  1     na  -f-  ftft'  ~\-  cc  =  0 

(1)  y=bx'  +  b'y  +  ft'Y    a'  +  b  -  -f-  c"1  =  1    aa"  +  b'b"+cc"  =  0 
z  =  cx'  -f-  c'y  +  c"z     </"-+  b  "l-\-  c"2  =  1     a"a  +  b"b     c"c  —  0. 

Mnltiplicirt  man  die  drei  Gleichungen  der  ersten  Gruppe  der  Reihe  nach 
einmal  mit  n,  6,  c,  das  anderemal  mit  rf*,  ft',  c,  das  drittemal  mit  a" ,  ft",  r" 
und  addirt  sie  jedesmal,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die  G  letzten 
Relationen  die  weiteren : 

x '  =  ax  -f-  by  +  rz    nl  +  «?  +  ft  2  =1    ftb  -f-  «'6'  -|-  «'ft"  =  0 

(2)  y'  =  «',r-f  ft'//  +  r'r    ft'-'  +  ft'2  +  b'"1  =  1    ft<:  +  ftV  +  ft"c"=  0 

r=       +ft".y+         r2  -f  c'2  +  c  "2  =  1    c«  +        -f  c"«"=  0, 
von  denen  die  in  der  zweiten  und  dritten  Gruppe  stehenden  sich  er- 
geben, indem  man  die  der  ersten  Gruppe  resp.  mit  «,  «',  a";  ft,  ft',  ft"; 
c,  c',  c"  multieiplicirt  und  addirt  und  die  erhaltenen  Resultate  mit  der 
ersten  Gruppe  von  (1)  vergleicht. 

Schell,  Theorie  tl.  Prw.  u.  fl.  Kräflc.  10 
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Die  directe  Auflösung  der  Gleichungen  (1)  würde  ergeben: 
d>x—  {b'c' —  b" c)  x  -f-  (c  a" —  c"a)  y  -f*  (a'b" —  a"  b")  z 

(3)     J-y  =  (b"  c  —  bc")  x  +  (c"a  —  ca")  y  +  (a"  b  —  ab")  z 
A-z  =  (bc  —  b'c )  x  +  ( c a  —  ca )  y  +  (ab'  —  a'b )  r , 

wobei  der  gemeinschaftliche  Nenner 

I  a  b  c  i 


^  = 


a  b  c 
a  b  c 


=  «  (6'c"  —  6'V)  -f  «'  (6"c  —  bc")  +  «'  (6c  —  b'c) 


auftritt.  Diese  Determinante  A  hat  den  Werth  +  1  oder  —  1 ;  denn 
ihr  Quadrat  ist  nach  dem  Multiplicationstheorem  der  Determinanten  und 
mit  Rücksicht  auf  die  6  letzten  Gleichungen  (1): 


aa 


a  b  c 
a  b'  c 
a"b"c" 

a2  +  b7  +  c2  aa  +  bb'  +  cc 
aa  +  b'b  +  c'c  a"1  +  b"*  +  c2 
\a"a  +  b"b  +  c"c    aa'  +  b"b'  +  c"c 

Durch  Vergleichung  der  Gleichungen  (3)  mit  den  Gleichungen  (2)  er- 
geben sich  daher  die  weiteren  I  Delationen 


a  b  c 
a  b  c 
a  b  c 

-f-  bb"  +  cc 

i  ii  ,  i  *  i "  ■  *  * 
aa    +  b  b   -j-  c  c 


II  o 
I  1 


+  b"2  +  c' 


1  0  0 

0  10=1. 

0  0  i! 


b'c"  —  b"c  =  +  a 


t  fr 

c  a 


c"a'  =  +  b 


'u" 
a  b 


a"  b  -  -  +_  c 

6"r  —  6  c"  =  +  n'    c"a  —  c  a"  =  +  b'    ab  —  a  b"  —  +  c' 
6  c'  —  6  c  =  +_  a"    ca'  —  c  a  =  Hh  6"    « 6'  —  «'  6  =  +,  c" , 

wobei  die  Zeichen  (+)  oder  ( — )  gelten,  je  nachdem  J  den  Werth 
+  1  oder  den  Werth  —  1  hat.  Das  doppelte  Zeichen  von  A  bezieht 
sich  auf  die  besondere  Beschaffenheit  der  beiden  Coordinatensysteme. 
Sind  dieselben  so  beschaffen,  dass,  wenn  die  positiven  Axen  der  x  und 
und  y  mit  den  positiven  Axen  der  x,  y  zur  Coincidenz  gebracht  wer- 
den, auch  die  positiven  Axen  der  z  und  z  sich  decken,  so  nennt  man 
die  Coordinatensysteme  consentirend  (congruent),  fallen  aber  in  dieser 
Lage  die  positive  z-  und  die  negative  r-Axe  zusammen,  so  heissen  sie 
dissentirend  (symmetrisch),  Im  ersten  Falle  ist  -f-  1?  im  letzten 
A  =  —  1.  Im  ersten  Falle  nehmen  nämlich  für  diese  Lage  die  3  Co- 
sinusse die  Werthe  an: 

a  =  l,  6  =  0,  c  =  0;   «'  =  0,  b'  =  1,  c  =  0; 
«"  =  0,  6"  =  0;  c"  =  1 

und  hiemit  reducirt  sich  die  Gleichung  ab'  —  ab  =  +  c"  auf  1  =  +  1 
und  kann  also  nur  bei  A=  +  1  bestehen;  im  zweiten  Falle  dagegen  hat  man 

a  =  1,  6  =  0,  c  =  0;  a  =  0,  6'=  1,  c'  =  0; 
«"  =  0,  6"  =  0,  c"  =  _-  1  * 
und  reducirt  sich  dieselbe  Gleichung  auf  —  1  =  +  1 ,  welche  nur  mit 
d  ~  —  1  hannonirt. 
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Wir  wenden  hier  nur  consentircnde  Coordinatensystemc  an  und 
brauchen  also  die  obigen  Formeln  nur  mit  dem  Zeichen  (-f),  da  die 
Vertauschung  der  positiven  und  negativen  Axen  eines  der  Systeme  ge- 
nügt, um  von  dem  Consentiren  derselben  zum  Dissentiren  überzugchen. 

§.  7.  Die  Geschwindigkeit  v  des  Systempunktes  («,  y.  z  ;  x,  y,  z) 
kann  zerlegt  werden  parallel  den  beweglichen  Axen  der  x,  y\  z  und 
parallel  den  Axen  der  x,  y,  z ;  ihre  Componenten  im  ersten  Sinne  seien 
*v,ty,  tv;  die  im  letzteren  Sinne  genommenen  t>x,  vy,  vz.   Man  hat 

dx  dy  dz 

*•*  =  ,u '  •»  =  Tt '  »■  =  di 

und  erhält  daher  diese  Grössen,  indem  man  die  Gleichungen  (1)  nach 
/  differentiirt,  dabei  aber  bemerkt,  dass  x\  y\  z  von  i  unabhängig  sind. 
Die  Ausführung  dieser  Differentiation  liefert: 

dx        ,  da        ,  da         ,  da"  da         dh  de 

=  </<  =  x  di  +  »  di  +  2  d,      "   + b  „I  + '  dt  =  0 

dy        ,db        ,db'        ,  db"  ,da        ,  db  ,dc 

(!)    r,  =  di=x  -  +,j  _  +I  --  „  -+t  ä+e  h  =0 

dz        ,dc        ,  de        .  de"  „da"        db"       „de"  „ 

*  =  dl  =x  dl  +  "  dl  +  '  lü        "  di  +b  di  +c  *  =  ° 

V     dl  T     dl   T     dl/T\     dl  T    dl  dl/ 

/  .  .    ,dc"\     (  „da      „dt'  „dc'\ 

(  „da  db        „dc\     (     da"     .de"  dc"\ 

Die  Componenten  vXi  ty ,  der  Geschwindigkeit  parallel  den 
beweglichen  Axen  erhält  man  nun,  indem  man  den  Linienzug  der 
fjt,  i'y»  P:  und  der  im  entgegengesetzten  Sinn  genommenen  Geschwin- 
digkeit v  selbst  auf  die  beweglichon  Axen  projicirt,  nämlich: 

vx-  =  at'.tr  +  bvy  +  cv- 
(2)    ty  =  a'vx  -f-  ft't'y  +  cvz 
v.-  =  a  vx  +  b  vy  +  c  v~ 

oder  also  mit  Hilfe  der  eben  entwickelten  Werthe  (1),  wenn  man  nach 
x\  y\  z'  ordnet: 

(da         db         dc\     .      (     da  db'   .      dc'\  , 

ad,+bI,+cdi)  *  +{a  «+bdT  +  cdt)'J 

(     da  db"       de"\  , 

+  V  iü  + h -«  +  c  ir)  - 

(  ,da       ,.db   .    ,  dc\    ,      (  ,da        ,  db'       ,  dc'\  . 

=  {ad,+bd,+cd,)x  +  {adt+bd,+cd,)!' 

(   ,da"      ,db"       ,dc"\  , 

+  (Ä  rfT+*di +  c  -dt)2 

10* 
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"'■  =  \'Ä  +"  dt  +c  dt)  x  +  V"  HI+b  ,T,  +c  dt)» 

(  „  da"       „db"       „dc"\  , 

Berücksichtigt  man  aber  die  6  letzten  Gleichungen  (1)  und  setzt 

vorläufig  zur  Abkürzung 

da    ,    ,  db'         de  (    .da    ,  ,,db   ,    ,  dc\ 

a   M       +  c-    ~ —  1  a        -\-  b  —  +€■■]—  —  r 

dt  T     dl   ^     dt  \     dt  T     dt  T  dt) 

,da"     ,,db"       ,dc"  (    „da'     t„db'  „dc'\ 

a        +  b        +  c       =  —  I  n       +  b  h  c       I  =  —  p 

dl  ^     dt  ^    dl  \     dt  ^    dt  ^    dt  J  1 

„da        „db       „de  (    da"        db"  d'c"\ 

a        +  b  —  4-c       = —  I  a  —  +  6    -  +  c-    I  =  —  a, 
dt  ^     dt  T     dt  \     dl  ^    dt  ^    dt  J  h 

so  nehmen  die  Componenten  tv»  *y»  *<V  die  Form  an  : 

*V  =  qz  —  ry 

(4)    ty  =  rx'  —  pz 

v:       py  —  qx. 

Für  die  Systempunkte  x\  y,  z\  welche  zur  Zeit  /  auf  der  Momen- 
tanaxe  liegen,  ist  v  =  0,  also  auch  ?v  =  ty  =  ry  =  0;  daher  sind 

7:  —  ry  =  0 

(Ä)    ra;'  —  pz  =  0 
/«/'  —  f/x=  O 

oder  in  anderer  Form 

*  #  » 

~  q  r 

die  Gleichungen  der  Geraden  (/')  des  Systems,  welche  zur  Zeit  t  Mo- 
mentanaxe  ist,  in  Bezug  auf  das  bewegliche  Coordinatcnsysteni.  Hier- 
durch ist  die.  Lage  dieser  Geraden  im  System  bestimmt.    Sie  bildet  mit 
den  Axen  der  x,  y,  z  Winkel  «',  ß',  y,  für  welche 
cos  a     _cns  $    _  cos  y  _  1 
P    ~~    <l     ~~     r    ~~j/p*  +  gi+r-i 

ist. 

Für  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  r  des  Symstcmpunktes  {x,  y\  z') 
erhält  man,  da  v2  =  vy'1  +  ty2  +  ?y2  ist: 

v2  =        —  r;/)2  +  (W  —  />:')'-'  +  iP!/'  ~      ) 2 
=  (/>2  +  T  +  r»)      ■  +  y  2  +  :'*)  -  (/xr  +  7;/  +  r:')2. 

Bezeichnet  man  die  Entfernung  des  Punktes  (x'  y  z)  vom  Rotationscentrum 
O  mit  dy  den  Winkel  zwischen  d  und  der  Momcntanaxc  mit  f  und  setzt 

P2  +  ?2  +  r2  =  Ä2, 

so  wird 

,/2  =  x'2  +  y'2  +  ^'2,      f  =  ,'-±a(r~-'Z 

und  hiermit 

y  —  Sld  strts 
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oder  da  d  sins  =  9  den  Abstand  des  Systompunktes  von  der  Momentan  - 
axe  darstellt 

v  =  qSI. 

Hieraus  ersieht  man,  dass  Sl  nichts  anders,  als  die  Winkelgeschwin- 
digkeit um  die  Momcntanaxe  und  p,  q,  r  ihre  Cornponenten  Slx> ,  Sly  - , 
um  die  beweglichen  Axen  sind. 

§.  8.  Zu  den  Formeln  (5)  des  vorigen  §.  für  die  Cornponenten 
der  Geschwindigkeit  eines  Systerapunktes  parallel  den  beweglichen  Axen 
kann  man  auf  folgende  Weise  unmittelbar  gelangen.  Wir  denken  uns 
die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  die  Momentanaxe  auf  dieser  nach 
Grösse  und  Sinn  aufgetragen,  zerlegen  sie  in  ihre  Cornponenten 
Äx  —  pt  Sly=qy  Sl:-  =  r,  welche  in  die  Axen  der  x',y,  z  fallen 
und  bestimmen  die  Bestandteile ,  welche  jede  derselben  zur  Bildung 
der  Geschwindigkeitscomponenten  vx- ,  ty  ,  tv  liefert.  Hiebei  gelten, 
wie  dies  aus  der  Natur  des  Projicirens  folgt,  Ä^-,  Sly  ,  Sl.>  als  positiv 
oder  negativ,  je  nachdem  ihr  Sinn  mit  dem  Sinne  der  positiven  oder 
negativen  Coordinatenaxen  übereinstimmt,  in  deren  Richtung  sie  fallen. 
Ein  positives  drückt  demnach  eine  Winkelgeschwindigkeit  um  die 
.r'-Axe  aus,  deren  Sinn  von  der  positiven  a'-Axo  aus  gesehen  in  der 
y Y-Eben  er  einer  Drehung  der  positiven  y'-Axe  in  die  positive  z'-Axe 
im  Sinne  der  Uhrzeigerbewegung  entspricht  u.  8.  f. 

Unter  Voraussetzung  dreier  positiver  Cornponenten  von  Sl,  als  des 
Normalfalles,  auf  welchen  alle  anderen  Fälle  mit  Hülfe  einer  Zeichen- 
änderung von  selbst  zurückkommen,  sei  nun  zunächst  d&x-  die  unendlich 
kleine  Amplitude,  um  welche  das  System  vermöge  der  Winkelgeschwin- 
digkeit Slx-  um  die  x'-Axe  sich  im  Zeitelemente  dt  umdrehen  würde; 
man  hat  dann 

U*  —    dt  • 

Die  Richtung  von  d9x-  ist  die  Richtung  der  Tangente  eines  in  der 
Einheit  der  Entfernung  um  die  a;'-Axe  beschriebenen  Kreisbogens,  dessen 
Ebene  zu  dieser  Axe  senkrecht  ist;  sie  bildet  mit  den  Coordinatenaxen 

der  x\  y\  z  der  Reihe  nach  Winkel,  deren  Cosinusse  0,  —  -~r ,  sind, 

wenn  q  die  Entfernung  des  Systempunktes  {x  y  z')  von  der  .r'-Axc  be- 
deutet. Die  Geschwindigkeit,  welche  Slx-  diesem  Punkte  ertheilt,  ist 
Q  Sly  und  ihre  Cornponenten  parallel  den  Coordinatenaxen  sind  daher: 

0  •  Slx  ,    —  z'  ilx- ,   y  Slx  . 

Betrachtet  man  die  Axen  der  x\  y,  z  in  der  Folge  der  Buchstaben 
als  erste,  zweite  und  dritte  Axe,  so  ist  das  Bildungsgesetz  dieser  Aus- 
drücke leicht  zu  übersehen.  Sic  sind  alle  proportional  Slx  ,  der  Winkel- 
Gcschwindigkeitscomponeute  um  die  erste  Axe;  die  Componente  der 
Geschwindigkeit  v  parallel  der  ersten  Axe  hat  den  Coefficienten  Null, 
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die  Componenten  parallel  der  zweiten  und  dritten  Axe  haben  zu  Cocfficientcn 
die  zweite  und  dritte  Coordinate  in  verwechselter  Folge  und  erhält  dabei 
die  der  zweiten  Axe  entsprechende  Componente  das  Zeichen  ( — ),  die 
der  dritten  entsprechende  des  Zeichen  (-f).  Indem  wir  jetzt  die  Axen 
in  der  Ordnung  y\  z,  x  als  erste,  zweite  und  dritte  Axe  ansehen,  er- 
halten wir  für  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  v,  herrührend  von 
Slv   parallel  den  Axen  der  x,  y,  z  nach  demselben  Bildungsgesetze 

und  ebenso  für  die  Ordnung  z  ,  x,  y  die  von  &:  herrührenden  Com- 
ponenten : 

—  y'Sl:-,   x£l:  ,  <)•&*•. 
Sammeln  wir  daher  jetzt  alle  denselben  Axen  parallelen  Bestand- 
theile,  so  erhalten  wir  für  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  v  des 
Systempunktes  (x'y'z)  parallel  den  Axen  der  x',y\z': 

vx-  =  SZy  z  —  Sls-  y 

vy-  =  Slz-  x  —  Slx-  z 

v:-  =  Slx  y  —  fly  x\ 
welche  Ausdrücke  wegen  Slx-  =  />,   Sly-  =  7,    Sl:  ==     mit  den  Aus- 
drücken (5)  des  vorigen  §.  übereinstimmen. 

§.  9.  Um  die  Lage  der  Momentanaxe  gegen  die  Axen  der  x,  y,  z, 
welche  nicht  an  der  Bewegung  des  Systems  theilnehmen,  zu  bestimmen, 
projiciren  wir  den  Linienzug  der  Ä,-,  Äy,  Ä;-  und  des  letztere 
Grösse  in  entgegengesetztem  Sinne  genommen  auf  die  Axen  der  x,  y,  z. 
Dies  liefert  uns,  wenn  a,  0,  y  die  Winkel  sind,  welche  die  Momentanaxe 
mit  diesen  Coordinatenaxen  bildet: 

a$Lx'  -+-  a'Sl,.-  +  a"Sl. 
cos  a  =  _  


cos  ß  = 


bSlx-  +  b'Sly-  +  b"Slz 

CSIX-  +  C'SI,,-  + 


cosy=  Ä 

Man  kann  übrigens  diese  Frage  auch  direct  behandeln.  Sotzt  man 
nämlich  in  den  Gleichungen  (1)  des  §.7.       =  ~~  =  ^  =  0,  so  erhält 

man  als  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Lage  der  Momentanaxe 

,  da        ,du  .da" 
*  dt  +  'Jd7  +  Z  dl  =  ° 

,  db     ,db'  .dir 
x  di+ydt+z  dt=0 

+    +  0 

dt  ^  J  dt  dt 
woraus  man,  wenn  man  x\  y,  z  durch  die  Formeln  (2)  des  §.  6.  eli- 
miuirt  uud  dabei  die  daselbst  angeführten  Nebeurelationen,  sowie  die 
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sieb  aus  diesen  durch  Differentiation  ergebenden  Folgerungen  berück- 
sichtigt, weiter  erhält: 

(u^a    .       da    ,  ,„  da  "  \      ,    /    da    .     ,  da    .    „  da"  \ 
bdi+b  at  +  b  M  jy+(crf<  +c  d,  +c  w)J  =  0 

/   db   ,     ,  db  '    .    „  db"  \       .   (   db   .       db'   .    •>  db"  \  rt 

(e dt  + *  *  +c  « )  1  +  (•  dt  + "  w  +"  a) *  =  0 

(de   :     /  de    .    „  dc"\       .   /.de   .       de'   ,  ,„  de"  \  _ 
" ,«  + "  <u  +"  * )  *+  (* dt  +  b  dt  +b  at)« -- °- 

welche  Gleichungen  sich  in  Form  der  folgenden  Proportion  schreiben  lassen : 

x     y  z 

.  de   ,  , » tfc'   ,  ,  „  de"  da       >  da    .    >,  da"  db    .    >  db'  .    » db" 

bdt+bdf  +b    dt        °  dt  +  «  dt  +  C    dt        ü  dt  +  fl  dt  +tt  dt 

Setzt  man  abkürzend 

db   ,    >  db'   .    „db"  /,  da  ,  ,t  da'   .  ,„  da"\  n 

a  dt+adT  +a  «=—(»  d<  +*  rf/"  +*  -*  }  = 

.  r/r   ,  .*de'   ,  . // rfc"  (    db  x    ,  db'    ,    ,/  _ 

*  dl  +  *  dl  +*  dl  =-  (c  dt+cdi  +c   dt  )  =  P 

da  .    >  da'  .    >,  da"  /   de  ,    ,  de    ,    „  de~\  „ 

c  dT  +c  dr  +c  Ä"  =-  ("  d/  +"  57  +"  a )  =  <*• 

so  kann  man  die  Gleichungen  der  Momentanaxe  schreiben 


P       Q       Ii  ' 

Sind  er,  ß>  y  die  Winkel,  welche  die  Momentanaxe  mit  den  Axcn 

der      y,  z  bildet,  so  hat  man    p   =       =        =       -f-?)*  -f  V  ' 

Die  Grössen  /*,  Qt  R  haben  fh  Bezug  auf  dio  Axen  der  x,  y,  z 
eine  ganz  analoge  Bedeutung,  wie  die  Grössen  pt  q,  r  in  Bezug  auf  die 
Axen  der  x\  y\  z.  Sie  sind  die  Componenten  der  Winkelgeschwin- 
digkeit um  Axen,  die  zur  Zeit  t  mit  den  Axen  der  x,  y,  z  zusammen- 
fallen. Führt  man  nämlich  in  die  Gleichungen  (1)  des  §.  7.  für  x'r  y\  z 
ihre  Werthe  in  x,  y,  z  sowie  für  die  obenbezeichneten  Combinationeu 
der  Grössen  «,  b,  c,  ...  und  ihrer  Differentialquotienten  die  Grössen 
P,  (>,  R  ein,  so  kommt,  wenn  man  nach      y,  z  ordnet: 

v*  =  (£  =  Qz  —  Ry 

*y  =  ddi  =  R*-Pz 
vz  =  —  =  Py  —  Qx. 

Hieraus  folgt 

*=(Qz  —  Byy  +  (Ä*  -  PzY  +  {Py—QxY=(P*  +  O2  +  Ä2)  (x2  +  y2  +  22) 

und  wenn  man  „  ^X  ^ 

pi  +  Qt  +  Ä2  =  V2 
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dl 
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du 
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=  X 

dt 

dz 
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=  x 

dl 

152  Coniponenten  der  Geschwindigkeit  IV.  Cap. 

setzt  und  den  Wiukel,  welcher  den  Abstand  r/ =  ]/x2  +  +  z?  des 
Punktes  (x  y  z)  vom  Punkte  0  mit  der  Momentanaxe  bildet,  mit  X  be- 
zeichnet, sodass 

AH-  0.V+ 

wird ,  so  folgt  weiter : 

v  =.  l'dsink, 

woraus  man  erkennt,  das«  V  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  die  Mo- 
mentanaxe ist,  und  dass  />  £),  7?  ihre  oben  bezeichneten  Coniponenten 
sind. 

§.  10.  Es  ist  noch  von  Interesse,  die  Bedeutung  der  Differential- 
quotieuten     ,  j*-*,  etc.  kennen  zu  lernen.   Nun  hat  man  einerseits 

.     .  da    ,     .  da" 

V  W.        "  ~dt„ 
.     r  db'    ,     -  db" 

+ >  de     ,  >de 

andrerseits  erhält  man  dieselben  Componenten  der  Geschwindigkeit  », 
indem  man  die  Componenten  ,  f,y ,  v:-  u.  s.  w.  in  (5)  des  §.  7.  auf 
die  Axen  der  x,  y,  z  projicirt,  nämlich 

Vx  =  a  {qz'  —  ry)  +  a  (rx  —  pz')  -f  a"  (py  —  qx) 
vy  =  b  {qz  —  ry')  +  b'  {rx  —  pz)  +  b"  [py  —  qx) 
v:  =  e  (qz'  —  ry)  -f-  c  (rx  —  pz')  +  c"  (py  —  'jx). 

Durch  Vergleichuug  der  Coefficienten  von  x\  y\  z  erhält  man  daher: 

da        ,  „        da  da" 

Ä=«r-«jr,  ^r==a„-«r, 

</6         ,  '  .  "  r/6'  ,  r/6"  . 

=  Or—b  q,     dt  =b  p  —  br,      d(  =  6ry  —  6  p, 

r/r         '  „        r/r'  r/r"  , 

^-  =  r  /•  —  r  q  ,     dl  =  r  p  -  -  rr,      rf/  =  ry  -  r  /> . 

Man  kann  diese  Formeln  auch  auf  geometrischem  Wege  finden,  wenn 
man  bedenkt,  dass  — a,  — <i\  — u"  die  Coordinaten  eines  auf  der 
.r-Axe  in  der  Einheit  der  Entfernung  von  0  liegenden  Punktes  in  Bezug 
auf  das  bewegliche  Coordinatcnsystem  ist,  und  dass  also  seine  Geschwin- 

digkoitscomponenten  —  — ^*  ,  —  j-  nach  Anleitung  des  §.  8.  ge- 
funden werden  können. 

§.  11.  Die  neun  Cosinusse  a,  b,  r;  </',  b',  r';  </',  6",  c",  welche  die 
Lage  des  beweglichen  Coordinatensysteins  bestimmen ,  bind  nicht  vou 
einander  unabhängig,  vielmehr  bestehen  zwischen  ihnen  sechs  Relationen, 
vermöge  welcher,  sie  auf  drei  reducirbar  sind.  Euler  hat  zuerst  ge- 
zeigt, wie  man  dieselben  durch  die  trigonometriechen  Functionen  dreier 
Winkel  ausdrücken  kann,  welche  hinreichen,  um  die  Lage  des  beweg- 
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liehen  Systems  zu  bestimmen.  Diese  Winkel  sind:  1)  der  Winkel  tf>, 
welchen  die  Knotenlinie  der  Ebenen  der  x'y  und  der  xy  mit  der  Axe 
der  x  bildet;  2)  der  Winkel  welchen  diese  beiden  Ebenen  oder  also 
auch  die  beiden  auf  ihnen  senkrechten  Axen  der  z  und  c  mit  einander 
einschliessen  und  3)  der  Winkel  <p,  welcher  von  der  Axe  der  x'  und 
jener  Knotenlinie  gebildet  wird.  Den  Sinn  dieser  "Winkel  wollen  wir 
folgendermaasen  bestimmen.  Wir  denken  uns  das  System  der  x'  y  z 
zunächst  zusammenfallend  mit  dem  der  x  y  z  und  drehen  dasselbe  um 
die  «-Axe  im  positiven,  mit  der  Uhrzeigerbewegung  von  der  positiven 
r-Axe  aus  gesehen  übereinstimmenden  Sinn,  bis  die  positive  a:'-Axe  mit 
dem  beliebig  wählbaren,  aber  ein  für  allemal  fixirten  positiven  Sinn 
der  Knotcnlinie  zusammenfallt,  die  Amplitude  dieser  Drehung  ist  der 
Winkel  if>  und  ihr  Sinn  der  Sinn  desselben ;  wir  drehen  hierauf  das 
System  um  die  Knotenlinie  im  positiven  Sinne,  bis  die  Ebene  der  x  y 
in  ihre  Lage  gelangt;  die  Amplitude  dieser  Drehung  ist  der  Winkel  # 
und  der  Sinn,  in  welchem  dieser  Winkel  genommen  wird,  ist  der  Sinn 
dieser  Drehung;  wir  drehen  endlich  das  System  um  die  z'-Axe  in  der 
Lage,  welche  sie  nunmehr  erlangt  hat  im  positiven  Sinne,  bezeichnen 
die  Amplitude  dieser  Drehung  mit  tp  und  nehmen  diesen  Winkel  im 
Sinne  dieser  Drehung.  Durch  die  Folge  dieser  drei  Drehungen  ist  das 
System  der  x,  y\  z  in  seine  definitive,  durch  die  Winkel  gp,'#,  1/;  be- 
stimmte Lage  gelangt.  Um  die  Abhängigkeit  der  obigen  neun  Cosinusse 
von  den  drei  Winkeln  <p,  O,  1//  zu  erkennen,  denken  wir  um  das  Ro- 
tationscentrum 0  mit  der  Einheit  als  Radius 
eine  Kugel  beschrieben  (Fig.  61.);  auf  ihr  mar- 
kiren  die  Axen  der  x,  y,  z  die  drei  Ecken  eines 
Octanten,  die  Axen  der  x\  y,  z  die  eines 
zweiten  Octanten  ,  die  erwähnte  Knotenlinie 
einen  Punkt  K,  den  Schnittpunkt  der  Bogen  xy 
und  x  y\  welche  die  Ebenen  dor  xy  und  x  y 
vorstellen.  Man  hat  alsdann  x  K  =  ip,  K x  =  <p 
und  und  erhält 


b  -  -  cos  xy,  c 
b'  =  cos  y'y,  c' 

t  ff  f  * 

b  =  cos  z  y,  c 

—  sin  <p  sin  t//  cos  & 
b       cos<p  sin  1p  +  sin  (p  cos  cos 
c  =  sin  rp  sin  0" 

a  = 
//'  = 

^  ff 


d    z=  COS  XX, 

a  =  cos  y'x , 
a"  —  cos  z'x, 
nämlich 

a  =  cos<p  costy  - 


aus  den  sphärischen  Dreiecken 
=  cos  x'z         x'Kx,  x'Ky,  x'k'z 

=  cosy'z         y'kx,  y'Ky,  y'A'z 

=  cos  z'z         z'k'x ,  z  Ky ,    z  K  z  , 

«'  =  —  sinycosty  —  cos  q>  sinty  cos  »> 
b'  =  —  sin  (p  sin  +  cos  <p  cos  ip  cos  0 
c '==      cos  (p  sin  & 

sin     sin  it 

cos    sin  «> 

cos& 
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§.  12.   Man  kann  die  Element  arbewegung  dos  Systems  um  die  Mo- 
mentanaxe  in  drei  unendlich  kleine  Rotationen  um  die  Axen  0K>  Oz,  Oz 
auflösen;  dadurch  zerfällt  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  in  drei  Com- 
ponenten       ,  Qlf, ,  Slv  um  diese  Axen,  deren  Werthe  sind: 

Indem  man  diese  Winkelgeschwindigkeiten  auf  ihren  Axen  nach  Grösse 
und  Sinn  aufträgt  und  den  Linienzug  derselben  in  Verbindung  mit  der 
auf  der  Momentanaxe  aufgetragenen  Winkelgeschwindigkeit  Ä,  diese  in 
entgegengesetztem  Sinne  genommen,  auf  die  Axen  der  x',  y,  z  projicirt, 
erhält  man  &x- ,  St,,- ,  Slz-  ausgedrückt  durch  Sl9  ,  &if, ,  Slip  ,  nämlich : 

$l.r  =  Sla  cosq>  +       sintp  sind  =     -j*  cos<p  +  ^  sinq>  sin  & 
Qy-  — —      sin  <p  +  Sly,  cos<p  sin&=  —  ^  sin  q>  +      cos tp  sin  # 

Jl2  =  £v  +  Ä„  cos®  =     ^  +  ^  cosfr. 

Indem  man  diese  Gleichungen  nach  £T  auflöst,  oder 

auch,  indem  man  den  Linienzug  der           &y  ,  Ä-  ,   —  ■£  auf  die 

Axen  OK,  Oz,  Oz  projicirt,  erhält  man  weiter  Sl^,  Slv  ausgedrückt 
durch          Sl,/,  £lz  ,  nämlich: 

=  Äj;-  co*  qp  —  Sl,y  sin  <p 
SZy  sin  9  =  Slv-  sinep  +  cosq> 

Slfp  sin  #  =  Slt-  sin  6"  —        sin  q>  cos  0  —  Slv-  cos  q>  cos  # . 

§.  13.  Während  des  Zeitelcmentes  dl  beschreibt  der  Radiusvector 
OM  =  q  eines  Systempunktes  Jf,  welcher  diesen  Punkt  mit  dem  Ro- 
tati onscentrum  0  verbindet,  einen  unendlich  kleinen  Sector  OMäf  =  rfS; 
derselbe  ist  als  ein  unendlich  kleines  gleichschenkliges  Dreieck  anzu- 
sehen, dessen  eine  Seite  das  Bogenelement  MM—ds  der  Bahn  des 
Systempunktes  ist,  und  dessen  beiden  andre  Seiten  die  nach  den  End- 
punkten M  und  M'  dieses  Elementes  gezogenen  Radien  vectoren  OM  — 
OM'  =  q  sind.  Dieser  Sector  wird  in  einem  mit  dem  Sinne,  in  welchem 
das  Bogenelement  durchlaufen  wird,  übereinstimmenden  Sinne  beschrieben. 
Die  Fläche  desselben,  dividirt  durch  das  Zeitelement,  wird  die  Sectorcn- 
geschwindigkeit  des  Systempunktes  M  in  Bezug  auf  das  Rotations- 
centrum genannt.  Bezeichnen  wir  sie  mit  sowie  den  unendlich  kleinen 
Winkel  MOM'*  der  beiden  Radienvectoreu  mit  dfr,  so  wird 

dS       .  7d& 

fl=dT  =  ^d7- 

Errichten  wir  in  0  senkrecht  auf  die  Ebene  des  Sectors  dS  eine 
Gerade  und  zwar  nach  der  Seite  dieser  Ebene,  von  welcher  aus  ge- 
sehen der  Sector  übereinstimmend  mit  der  Uhrzeigerbewegung  be- 
schrieben  erscheint,   so  soll   diese   Gerade   die  Axe   der  Sectoren- 
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geschwind igkeit  heissen.  In  Bezug  auf  sie  stellt  ^  eine  Winkelge- 
schwindigkeit dar.  Die  Grösse  q  tragen  wir  auf  dieser  Axe  in  ihrem 
Sinne  als  Länge  auf. 

Bezeichnet  r  den  Abstand  des  Punktes  M  von  der  Momentanaxe, 
so  hat  man 

*  dt  =  rÄ- 

und  besteht  daher  zwischen  der  Sectorengeschwindigkeit  i\  des  Punktes  M, 
seinen  Abständen  q  und  r  vom  Rotationscentrum  und  der  Momentan- 
axe, sowie  der  Winkelgeschwindigkeit  £1  um  letztere  oder  auch  der  Ge- 
rt« 

sch windigkeit  v  =  —  des  Systempunktes  die  Gleichung 

Es  wird  demnach  die  Sectorengeschwindigkeit  durch  den 
Inhalt  des  Dreiecks  dargestellt,  welches  die  auf  der  Tan- 
gente der  Bahn  des  Systempunktes  aufgetragene  Geschwin- 
digkeit v  als  Basis  mit  dem  Rotationscentrum  als  gegen- 
überliegende Ecke  bildet. 

Während  einer  endlichen  Zeit  beschreibt  der  Radiusvector  q  eines 
Systempunktes  M  einen  sphärischen  Ausschnitt  einer  Kegelfläche,  von 
welchem  dS  das  Differential  ist.  Die  Sectorengeschwindigkeit  ist  im  Laufe 
der  Bewegung  nach  Grösse  und  Axenrichtung  im  Allgemeinen  veränderlich. 

Projiciren  wir  das  bewegliche  System  auf  eine  Ebene,  welche  an 
der  Bewegung  nicht  Theil  nimmt,  z.  B.  auf  die  #y-Ebene,  so  wird  das 
projicirte  System  im  Allgemeinen  ein  veränderliches  ebenes  System  sein. 
Die  Projection  m  des  Punktes  M  beschreibt  im  Zeitelement  das  Bogcn- 
element  mm  und  die  Projection  q{  des  Radiusvectors  q  den  unendlich 
kleinen  Sector  mOm\  dessen  Inhalt  ^Ql2d^l  ist,  wenn  d&x  die  Pro- 
jection des  unendlich«  kleinen  Winkels  dQ  bezeichnet.  Der  Winkel 
dessen  Differential  d&v  ist,  kann  als  der  Winkel  aufgefasst  werden, 
den  p,  mit  der  Axe  der  x  bildet  und  es  sind  daher  die  Coordinaten  x,  y 
des  Punktes  m  durch  die  Gleichungen  x  =  gx  cos  ,  y  =  t?,  sin 
bestimmt,  aus  welchen 

<9*t  =T'  v-i2  =  *2  +  J/? 
x 

und  hiermit  weiter 


xdy  —  ydx 
x'  +  yl 


und  also 

(»,2  d&x  =  xdy  —  ydx 

folgt.    Daher  würde  die  Sectorengeschwindigkeit  des  Punktes  m  in  der 
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xy- Ebene  sein:  ^p,2^  =  ^^ar^  —  ^  rffO  '  wo^en   nun  mxt 

dS.r,  i/Sy,  dS£  die  Projectioncn  des  Elemcntarfactors  dS  auf  die  Ebenen 
der  yz,  zx  und  xy  und  die  den  drei  Projectionsbewegungen  von  M  in 
diesen  Ebenen  entsprechenden  Scetorengcschwiudigkeiton  mit  V.v^V>/j  *1; 
bezeichnen.  Unter  Anwendung  der  symmetrischen  Vertanschung  der 
Buchstaben  giebt  uns  dann  die  vorstellende  Betrachtung  sofort: 

dS.r         (   dz  dy\ 

rfS,       ,  /   </.c        ilz\      .  .  . 

Die  Axen  dieser  drei  Sectorcngcschwindigkeiten  sind  die  Axen  der 
a\  »/,  Bildet  nun  die  Axe  von  rj  mit  den  Coordinatenaxen  die  Win- 
kel «,  ß}  y,  so  wird  nach  bekannten  Sätzen  der  Geometrie 

cos  a        cos  ß        cos  y  1 
dS~  ~~'dS,,"  =  dSz     =  d  S 
dS2  =  dS.r  +  dS,2  +  dS:- 


und  folglich  auch 


cos  et       cos  ß       cos  y  I 

Vr  Vi,  V:  V 


V.  Capitel. 

Aequivalenz  der  Translationsgeschwindigkeiten  und  der  Winkelge- 
schwindigkeiten um  gekreuzte  Axen  mit  der  Schraubengeschwindig- 
keit.   Geschwindigkeiten  im  unveränderlichen  System,  welches 
die  allgemeinste  Art  der  Bewegung  besitzt. 

§.  1.    Ein  unveränderliches  System  besitze  zur  Zeit  /  eine  Elemen- 
tarsehraubenbewegung  um  die  Axe  (a,  «)  (Fig.  62.),  deren  Componentcu 
Yig  «Jg.  die  unendlich  kleine  Kotatation  d&  um  diese 

„  Axe  und  die  unendlich  kleine  Translation  </r 

*n  *B         j  parallel   derselben    sind.     Indem  man  diese 

beiden  Grössen  durch  das  Zeitelement  dt  divi- 

\  I        ' " 

*  n^ft     '  dirt,  in  welchem  die  Schraubenbewegung  er- 

folgt, erhält  man  für  die  W  i  n  k  e  1  g  e  s c  h  w  i  u 
d  i  g  k  e  i  t  w   d  e  s  Systems  u  in  die  A  x  e  a 

und  die  Tr  a  us  1  a  t  i  o  n  s  ge  s  ch  w  i  nd  i  gk  e  i  t  c  derselben  parallel 

zu  ihr: 
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d9  dx 
"  =  di  '  V  =  dt' 
Durch  o>  und  v  kann  die  Geschwindigkeit  vr  eines  beliebigen  System- 
punktes M,  welcher  die  Entferung  r  von  der  Axe  a  besitzt,  dargestellt 
werden.  Dieselbe  hat  zwei  Componenten,  von  denen  die  eino,  ro,  von 
der  Winkelgeschwindigkeit  herrührend,  senkrecht  zur  Axe  ist  und  die 
Richtung  der  Tangente  des  Kreises  hat,  welchen  M  in  Folge  der  Ro- 
tation um  die  Axe  a  beschreiben  würde,  während  die  andere  die  Trans- 
lationsgeschwindigkeit t»  ist.  Demnach  erhalt  man,  da  beide  Compo- 
nenten  rechtwinklig  zu  einander  sind : 

>V2  =  v ?  +  r-  or. 

Die  Neigung  der  Geschwindigkeit  vr  gegen  die  Axe  folgt  aus 
der  Gleichung: 

**=  „• 

Sie  wuchst  proportional  der  Entfernung  des  Systempunktes  von  der  Axe 
und  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  nähert  sich  daher  mit  wachsendem 
r  immer  mehr  der  rechtwinkligen  Kreuzung  mit  der  Axe. 

Die  Geschwindigkeit  der  Systempnnkte  in  der  Einheit  der  Entfer- 
nung von  der  Axe  hat  die  Grösse  /  rl  +  or ;  wir  nennen  dieselbe  die 
Schraubengeschwindigkeit  um  die  Axe  er  und  w  und  r  ihre.  Ro- 
tations- und  Translationscomponen  ten. 

§.  2.  Das  System  besitze  zur  Zeit  /  eine  Winkelgeschwindigkeit  a> 
um  eine  Axe  (er,  a)  und  eine  gegen  diese  Axe  unter  einem  Winkel 
—  X  geneigte  TranHlatiensgeschwindigkcit  r.  Vermöge  der  ersteren 
würde  dasselbe  im  nächstfolgenden  Zeitelemente  dt  eine  unendlich 
kleine  Rotation  d9,  vermöge  der  letzteren  eine  unendlich  kleine  Trans- 
lation dx  in  der  Richtung  von  r  erleiden,  für  welche  beiden  Bewegungen 
die  Gleichungen  bestehen  : 

d&  dx 
dt  '  dl 

Nach  Cap.  V,  §.  G.  No.  1.  im  I.  Thcil  sind  diese  beiden  Bewe- 
gungen zusammen  äquivalent  einer  unendlich  kleinen  Schvauben- 
hewegung  um  eine  zu  a  parallele  Axe  ß.  Diese  Axc  fällt  in  eine 
Ebene,  welche  senkrecht  ist  zu  der  durch  er  und  die  Richtung  von  r 
bestimmten  Ebene  und  liegt  in  ihr  auf  derjenigen  Seite  von  er,  nach 
welcher  hin  die  Rotation  erfolgt.  Die  Amplitude  und  die  Translation 
dieser  Schraubenbewegung  sind  d&  und  dx  sin  X  und  daher  werden  die 
Rotationscomponente  Sl  und  die  Translationscomponente  V  der  Schran- 
bengeschwindigkeit 

Sl  =  w ,     V  =  v  sin  X , 
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und  der  Abstand  der  Axe  ß  von  «,  wenn  man  v  und  to  statt  dx  und 
d&  in  die  dort  für  denselben  aufgestellte  Formel  einführt: 


d  —  -  cos  X  . 


3.  Das  System  besitze  zur  Zeit  /  zwei  Winkelgeschwindigkeiten 
ü>,  w'  um  zwei  sich  kreuzende  Axen  (er,  «),  (/J,  6);  durch  dieselben  er- 
leidet es  im  nächstfolgenden  Zeitelemente  dt  um  diese  Axen  die  un- 
endlich kleinen  Rotationen  d&>  d&\  welche  mit  w,  a  durch  die  Glei- 
chungen 

6  d&         ,  d% 

to  —  <a  —  — — 

dl  dl 

verbunden  sind.  Nach  Cap.  V,  §.6.  No.  2.  im  I.  Theile  sind  dd, 
d&  zusammen  einer  unendlich  kleinen  Schraubenbewegung  um  eine 
Axe  y  äquivalent,  welche  senkrecht  ist  zu  dem  kürzesten  Abstände  d 
der  Axen  a,  ß.  Die  Amplitude  dS  und  die  Translation  dt  dieser 
Schraubenbewegung,  sowie  die  Neigungen  der  Axe  y  gegen  die  Axen 
a,  ß  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen 

=  *|£  =  *«i  ,    d9,  =  iV,  +  M-t  +  2rf*  M  co,  aß, 
dv  dir  d& 

d  •  d&  d&  sin  aß 

■"=       ,is  • 

das  Vcrhältuiss  der  Abstände  der  Axe  y  von  den  Axen  a  und  ß  ist 
gleich  dem  Verhältniss  der  Tangenten  ihrer  Neigungen  gegen  diese 
Axen.  Indem  man  in  diese  Gleichungen  an  die  Stelle  von  d&,  d&, 
dSy  dz  die  Winkelgeschwindigkeiten  g>,  u  um  die  Axen  er,  ß,  die  Ko- 
tationscomponente  &  und  die  Translationscomponente  V  der  den  beiden 
Winkelgeschwindigkeiten  «,  »'  äquivalenten  Schraubengeschwindigkeit 
einführt,  gehen  sie  über  in  die  folgenden: 


sin  ya  sit 


7h 


__sinaß  2_ 


dam 


,  &2=£l)2  +  w'2+  2wa)'  cosuß,  V=—£-sinaßt 

Fig.  63.  Sic    liefern  uns  folgenden  Satz 

(s.  Fig.  63.  in  Verbindung  mit  Fig.  31, 
S.  78.): 

Die  gleichzeitige  Verbin- 
dung zweier  Winkelgeschwin- 
digkeiten o>,  w'  eines  unverän- 
derlichen Systems  um  zwei 
parallele  Axen  (a,  «),  (ßy  b)  ist 
äquivalent  einer  Schrauben- 
geschwindigkeit um  eine  dritte, 
die  Linie  des  kürzesten  Abstan- 
des  beider  Axen  rechtwinklig 
schneidende  Axe  y,  welche  ge- 
gen die  Axen  «,  ß  unter  Winkeln 
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geneigt  ist,  deren  Sinusse  sich  umgekehrt  wie  die  ihnen  ent- 
sprechenden Winkelgeschwindigkeiten  verhalten  und  Ab- 
stände von  ihnen  besitzt,  deren  Verhältniss  gleich  dem  Ver- 
hältniss derTangenten  dieserWinkel  ist.  DieRichtung  dieser 
Axe,  die  Grösse  nnd  der  Sinn  der  Rotationscomponenten  Sl 
der  Schraubellgeschwindigkeit  werden  durch  die  Richtung, 
Länge  und  den  Sinn  der  Diagonalen  des  Parallelogramms 
der  Winkelgeschwindigkeiten  w,  to'  angegeben,  ihre  Trans- 
lationscomponente  V  aber  wird  erhalten,  indem  man  das 
Produkt  der  Winkelgeschwindigkeiten,  des  kürzesten  Ab- 
standes  der  Axen  er,  ß  und  des  Sinus  ihrer  Neigung  (a  ß) 
durch  die  Rotationscomponcntc  Sl  dividirt. 

Es  ist  nicht  ohne  Interesse,  den  Inhalt  dieses  Satzes  in  einige 
Spezialfälle  hinein  zu  verfolgen.  Wir  wollen  zu  dem  Ende  die  Axe  ß 
sich  um  ihren  Schnittpunkt  B  mit  dem  kürzesten  Abstände  AB  beider 
Axen  drehen  lassen  und  zusehn,  welchen  Einfiuss  dies  auf  die  resul- 
tirende  Schraubengeschwindigkeit  hat. 

Ist  zunächst  Winkel  {aß)  =  0,  so  wird  y  der  gemeinschaftlichen 
Richtung  von  et  und  ß  parallel  und  Sl  —  to  -f-  w'  stimmt  dem  Sinne 
nach  mit  dem  gemeinschaftlichen  Sinne  von  <o  und  <o  überein;  weiter 
ist  sin  ya  :  sin  yß  =  co'  :  co  und  da  cos  ya  :  cos  ß  =  1 ,  so  wird  das  Ver- 
hältniss  der  Abstände  der  Axe  y  von  a  und  0,  nämlich  Ujytc.tg  yß  ■=.  o>':o»; 
endlich  ist  V  =  0.  Es  kommen,  wie  man  sieht,  alle  Umstände  des 
Cap.  III.  §.  4.  behandelten  Falles  zum  Vorschein  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  w  und  co'  gleichen  Sinnes  sind. 

Bildet  ß  mit  a  einen  Winkel  (aß)  <  —  ,  so  ist  V  nicht  Null  und 

fällt  der  Schnittpunkt  C  dor  Axe  y  mit  der  Richtung  des  kürzesten  Ab- 
standes  auf  die  Strecke  AB  selbst,  die  er  im  Verhältniss  lg  ya  :  ig  yß 
theilt.    Um  dies  Verhältniss  durch  co,  co'  und  a  darzustellen,  erhalten  wir 

sin  y  a  =  —  sina ß,  sin  yß=—  sin  a ß  und  wegen  Sl2 = co'2  -f-  co"2  +  2  co acos  aß 

co  +  co'  cos  aß  a      co  cos  aß  -f-  co' 

cos  ya  =  '  ,  cos  yß  =  fl 

und  folglich 


_       co'     co  cos  aß  -f  co' 


Der  Werth  von  V  wird  positiv  und  fällt  der  Sinn  von  V  mit  dem 
Sinne  der  Linie  zusammen,  welche  Sl  auf  der  Axe  y  darstellt;  die  Ele- 
mentarbewegung des  Systems  besteht  daher  in  einer  Schraubenbewegung 
nach  der  Seite  der  Axe  hin,  nach  welcher  die  Pfeilspitze  von  Sl  zeigt 
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Es  sei  weiter  (aß)  =  ^n;  in  diesem  Falle  wird 
sin  y  et         sinyß        1       0       ;> "     ,2  /W'Y  r. 

Für  (cr/3)  —  7t  erhalten  wir  den  Fall  Cap.  III.  §.  4.  für  die  Voraus- 
setzung, dass  ö)  und  co  entgegengesetzten  Sinnes  sind.    Der  Schnitt- 
st« ya      sinyß  0 

punkt  C  fällt  ausserhalb  der  Strecke  AB-  es  wird       ,-  = — '  •  =  ,%  , 

52  =  ro  —  w ,  F  —  0,  tgyet  :  tgyß  =  .     Ist  hierbei  g>  =  w  ,  so 

w 

erhält  man  ein  Rotationspaar. 

Für  einen  Winkel  (a/3)  >  Jt  wird  V  negativ  und  erfolgt  die  Schrau- 
benbewegung also  nach  der  Seite  der  Axe  hin,  welche  der  Pfeilspitze 
von  Sl  entgegengesetzt  ist. 

§.  4.  Das  System  besitze  zur  Zeit  /  beliebig  viele  Winkelgeschwin- 
digkeiten w,  w',  w", ...  um  die  Axen  («,«),  («',«'),  («",«")....  welche 
beliebige.  Lagen  im  System  lind  im  absoluten  Räume  haben  mögen.  Wir 
denken  alle  Winkelgeschwindigkeiten  auf  den  betreffenden  Axen  nach 
Grösse  und  Sinn  als  Längen  aufgetragen.  Da  etwaige  Translations- 
gesehwindigkeiten  des  Systems  immer  durch  Rotationspaare  dargestellt 
werden  können,  so  genügt  die  Annahme  blos  von  Winkelgeschwindig- 
keiten, um  den  allgemeinsten  Bewegungszustand  des  Systems  zu  Cha- 
rakter isiren.  Ziehen  wir  nun  durch  irgend  einen  Systempunkt  O  eine 
Parallele  er,  zur  Axe  a  und  ertheilen  dem  System  um  sie  zwei  gleiche 
und  entgegengesetzte  Winkelgeschwindigkeiten  w  und  — co,  die  wir 
gleichfalls  auf  dieser  Geraden  als  Längen  aufgetragen  denken,  so  er- 
halten wir  an  Stelle  der  Winkelgeschwindigkeit  w  um  a  als  ihr  äqui- 
valent dieselbe  Winkelgeschwindigkeit  w  um  die  Axe  a,  in  Verbindung 
mit  einem  Rotationspaare  (w,  — w) ,  dessen  Arm  das  von  O  auf  die 
Axe  «  gefällte  Perpendikel  p  ist.  Das  Moment  pto  dieses  Paares  stellt 
eine  Translationsgeschwindigkeit  dar,  welche  nach  Richtung  und  Sinn 
durch  die  Axe  des  Paares  bezeichnet  wird,  auf  welches  wir  das  Mo- 
ment als  Länge  auftragen.  Indem  wir  dieselbe  Construction  in  Bezug 
auf  sämmtliche  Winkelgeschwindigkeiten  a>,  o',  w",  .  .  .  ausführen,  er- 
halten wir  statt  ihrer  und  ihnen  äquivalent  1)  ein  System  derselben 
Winkelgeschwindigkeiten  um  Axen,  parallel  den  ursprünglichen,  welche 
sämmtlich  durch  den  Punkt  0  hindurchgehen  und  2)  ein  System  von 
Rotationspaaren  pa>,  //«',  />"«",  ...  Mit  Hülfe  des  Polygons  der  Win- 
kelgeschwindigkeiten ergibt  sich  nun  leicht  eine  Winkelgeschwindigkeit  Sl 
um  eine  bestimmte  Axe  (i}  welche  dem  Systeme  1)  äquivalent  ist,  und 
ebenso  unter  Anwendung  eines  Polygons  für  die  Translationsgeschwin- 
digkeiten oder  Rotationspaare  2)  ein  ihnen  äquivalentes  Rotationspaar 
(eine  Translationsgeschwindigkeit)  vom  Momente  T  und  bestimmter 
Axenrichtung.    Die  beiden  Grössen  Sl  und  T,  die  wir  die  resultirende 
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Winkelgeschwindigkeit  und  das  resultirende  Rotationspaar 
der  gegebenen  Winkelgeschwindigkeiten  bei  der  Reduction  für  den 
Punkt  0  nennen,  sind  dem  ganzen  System  der  Winkelgeschwindig- 
keiten äquivalent  und  die  beiden  Linien  Sl,  T  im  Punkte  0  construirt, 
welche  diese  Grössen  nach  Werth,  Richtung  und  Sinn  darstellen,  liefern 
uns  ein  Symbol,  welches  jeden  Augenblick  den  Bewegungszustand  des 
Systems  uns  zu  vergegenwärtigen  sehr  geeignet  ist.  Die  Bewegung, 
welche  das  System  im  folgenden  Zeitelemento  dt  erleidet,  hat  daher 
zu  Componenten  1)  eine  unendlich  kleine  Rotation  von  der  Amplitude 
dS  =  Sldt  um  die  Axe  p  in  dem  durch  die  Pfeilspitze  von  Sl  ange- 
deuteten Sinne  und  2)  eine  unendlich  kleine  Translation  dx  =  T dt 
von  der  Richtung  und  dem  Sinne  der  Linie  T.  Beide  Componenten 
zusammen  sind  äquivalent  der  Elementarschraubenbewegung  um  die 
Moraentanaxc,  wovon  nachher  die  Rede  sein  wird. 

Der  Punkt  0  war  ein  beliebig  gewählter  Systempunkt;  wir  können 
daher  die  Reduction  der  Winkelgeschwindigkeiten  auf  eine  resultirende 
Winkelgeschwindigkeit  und  ein  resultircndes  Rotationspaar  für  alle 
Punkte  des  Raumes  ausgeführt  denken.  Alle  diese  Reductionen  haben 
etwas  Gemeinsames,  nämlich  die  Richtung  der  Axe  ft,  die  Grösse  und 
den  Sinn  der  resultirenden  Winkelgeschwindigkeit  Sl.  Die  sämmtlichen, 
den  verschiedenen  Reductionen  entsprechenden  Polygone,  welche  zur 
Auffindung  von  Sl  dienen,  sind  nämlich  offenbar  einander  congruent 
und  parallel.  Es  gibt  daher  ein  Parallelstralenbündel  (fi)  von  be- 
stimmter Richtung,  dessen  Stralcn  die  Axen  der  resultirenden  Winkel- 
geschwindigkeit für  die  verschiedenen  Reductionen  sind ;  für  alle 
Punkte  0  eines  solchen  Strales  ist  die  Reduction  dieselbe,  da  die  Lage 
des  Punktes  0  auf  einem  solchen  Strale  auch  für  die  Bildung  von  T 
von  keinem  Belang  ist  und  dieses  also  für  alle  Punkte  0  längs  eines 
solchen  Strales  nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn  dasselbe  bleibt.  Es 
fragt  sich  daher  blos  noch,  wie  sich  die  Reductionen,  welche  den  ver- 
schiedenen Parallelstralen  (i  jenes  Büschels  entsprechen,  hinsichtlich 
des  resultirenden  Rotationspaares  T  von  einander  unterscheiden.  Diese 
Frage  erledigt  sich,  indem  man,  wie  folgt,  die  Reduction  von  einem 
Strale  p  auf  einen  andern  ft'  überträgt. 


(Sl}  —  Sl),  von  dem  Moment  rSl,  wo  r  den  Abstand  beider  Stralen  p}p 
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bezeichnet,  welches  auf  der  Axe  des  Paares  nach  Grosse  und  »Sinn  auf- 
getragen, sich  mit  T  durch  ein  Parallelogramm  zu  dem  resultirenden 
Rotationspaare  7y  verbindet,  welches  dem  Strale  fi'  entspricht  und  mit  &~l 
längs  dieses  Strales  die  Reduction  der  Winkelgeschwindigkeiten  darstellt. 

Das  rcsultirende  Kotationspaar  7' ändert  im  Allgemeinen  beim  Ueber- 
gange  von  der  einem  Strale  entsprechenden  Reduction  zu  der  Re- 
duetion  für  einen  andern  Stral  ft'  sowohl  sein  Moment,  als  auch  die 
Neigung  l  seiner  Axe  gegen  den  Stral.  Es  gibt  aber  in  dem  Parallel- 
stralenbündel  eine  ausgezeichnete  Axe  5<t>,  für  welche  die  Axe  von  T 
parallel  |u0  wird.  Diese  Axe  ist  die.  Momontauaxe  des  Systems,  indem 
für  sie  Sl  und  7'0  zusammen  Rotations-  und  Translationseomponente  der 
Schraubenbewegung  werden.  Um  diese  Axe  aufzufinden,  genügt  folgende 
Betrachtung,  wobei  wir  von  einer  Reduction  Sl,  T  ausgehen,  welche 
der  Axe  fi  entspricht.    Soll  nämlich  für  die  zu  suchende  Axe  fiv  (Fig.  6;").) 

Kig.  •;:>  die  Axe  des  Rotationspaares  Tu  parallel  ftu  wer- 

sl*  f"  den,   so  muss  die  Ebene  des  Parallelogramms, 

j-  dessen   Diagonale  Tu    liefert   und    welches  die 

/;    T  Richtungen  von  T  und  r  Sl  enthält  ,   auch  die 
>*     Richtung  der  Stralen  des  Parallelbündels  ent- 
^_  y       halten,  d.  h.  ihnen  parallel  sein.    Nun  steht  die 
ril  Axe  von  rSl  senkrecht  auf  der  Axenebene  des 

ViL  Rotatiouspaares  (il,      Sl),  welche  die  Ebene  (fi/iu) 

ist.  Hieraus  folgt,  dass  die  Ebene  ((««„)  senk 
recht  zur  Ebene  des  Winkels  X  sein  muss.  Hiernach  ist  also  der  Ort 
der  Axo  (i„  auf  die  durch  jii  gehende,  zur  Ebciic  von  l  senkrechte 
Ebene  beschränkt.  Die  Axe  ju,  theilt  diese  Ebene  in  zwei  Felder  und 
es  muss  zunächst  die  Frage  entschieden  werden,  in  welchem  von  beiden 
die  Axe  p0  liegen  wird.  Diese  Felder  unterscheiden  sich  aber  dadurch 
von  einander,  dass  für  das  eine  der  Sinn  der  Axe  des  Rotations- 
paares rSl  nach  der  einen,  für  das  andere  nach  der  andern  Seite  dieser 
Ebene  zeigt.  Soll  aber  TQ  die  Richtung  von  (u„  erhalten,  so  muss  p0 
in  den  Winkel  fallen,  den  T  und  rfl  mit  einander  bilden;  diess  ist 
aber  nur  für  einen  bestimmten  Sinn  von  r&l  möglich  und  wird  also 
durch  diesen  die  Wahl  des  Feldes  entschieden,  in  welchem  jw0  allein 
liegen  kann.  Um  endlich  auch  noch  den  Abstand  der  Axe  fi„  von  fi 
zu  bestimmen,  genügt  die  Bemerkung,  dass  das  Parallelogramm  durch 
die  Seite  T,  durch  deren  Richtung  und  die  Richtungen  der  andern 
Seite  rSl  und  der  Diagonale  fi  bereits  bestimmt  ist.  Da  rSl  senkrecht 
zu  ft0  ist,  so  hat  man  also  T  auf  die  Richtung  (i  und  eine  zu  ihr 
senkrechten  Ebene  zu  projiciren,  um  T„  und  rSl  zu  erhalten.  Es  ist 
demnach 

Tu      T  cos  X ,      rSlr=T  sin  A 
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und  aus  der  letzteren  Gleichung  folgt  der  Abstand  der  Momentan- 
axe  f*u  von  fi,  nämlich 

r  —       sin  X  . 

Der  Inhalt  der  bisher  geführten  Untersuchung,  welche  Poinsot  ur- 
sprünglich für  die  Keduction  der  Kräfte  gegeben  hat  und  auf  welche 
wir  uns  in  der  Theorie  der  Kräfte  mit  wenigen  Worten  beziehen  wei- 
den, kann  in  folgenden  Sätzen  ausgesprochen  werden: 

Die  gleichzeitige  Verbindung  einer  beliebigen  Menge 
von  Winkelgeschwindigkeiten  w,  w',  w",  ...  eines  unverän- 
derlichen »Systems  uiirAxcn  von  irgendwelchen  Lagen  ist 
äquivalent  einer  resuitirenden  Winkelgeschwindigkeit  Sl 
und  einem  resuitirenden  Rotationspaare  T  (einer  Trans- 
lationsgesch  windigkeit)  und  zwar  au  f  u  n  e  n  d  Ii  ch  viele  Arten. 
Für  alle  diese  Keductionen  bleibt  die  Axen  rieh  tu  n  g,  die 
Grösse  und  der  Sinn  von  Sl  constant,  so  dass  die  sämmt- 
liehen  Axen  von  Sl  ein  Parallelstralenbündel  (/a)  von  be- 
stimmter Richtung  bilden.  Das  Rotationspaar  ändert  für 
die  verschiedenen  Reductionen  im  Allgemeinen  die  Grösse 
und  Axenrichtung.  Unter  den  Axon  des  Bündels  (fi)  ist  eine 
ausgezeichnete,  die  Momentan  axe  des  Systems,  für  welche 
die  Axe  des  Rotationspaares  der  Axe  ju.  parallel  wird.  Das 
Moment  T„  des  Rotationspaares  für  diese  Axe  ist  die  Pro- 
jection  des  Momentes  T  des  irgend  einer  beliebigen  Re- 
duetion  entsprechenden  Rotationspaares  auf  d ie  Rieh tung /i 
und  haben  die  T  sämmtlichcr  Reductionen  gleiche  Pro- 
jectionen  für  diese  Richtung.  Die  Ebenen,  welche  durch  die 
Axen  (i  senkrecht  zu  den  Ebenen  der  Winkel  X  geführt 
werden  können,  welche  die  Richtungen  von  T  mit  diesen 
Axen  bilden,  gehen  durch  die  Momentanaxc  hindurch.  Der 
Abstand  r  der  Momentanaxe  von  einer  Axe  p  wird  erhalten, 
wenn  man  die  Projection  des  der  Axe  ft  entsprechenden 
Momen  tes  T  auf  eine  zu  senkrechte  .  Ebene  durch  die 
rcsultirende  Winkelgeschwindigkeit  Sl  dividirt. 

Gehen  wir  jetzt  von   der  Reduction  (Sl,  7V)  der  fib.cc. 
Winkelgeschwindigkeiten  für  die  Momentanaxe  u0  (Fig.  66.)    fl.  Ka 
aus,  «o  ergibt  sich  die  Reduction  (Sl,  T)  für  jede  andere 
Axe  (x,  welche  den  Abstand  r  von  der  Momentanaxe  be- 
sitzt, indem  wir  mit  T0  das  zu  (i  senkrechte  Rotations- 
paar rSl  verbinden;  die  Grösse  T  und  die  Neigung 
ihrer  Richtung  gegen  die  Axe  fi  sind  daher  durch  die 
Gleichungen  gegeben:  ~ 

T*^T*  +  r*Sl\     l<fV=        .  ?• 

11* 


AI 
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Hieraus  folgt: 

Unter  allen  Rotationspaaren  T,  welche  den  verschie- 
denen R  e  (1  u  c  t  i  o  n  e  n  der  Winkelgeschwindigkeiten  entspre- 
chen, ist  das  d  er  Mo  in  en  t  an  axe  entsprechende  das  kleinste; 
alle  Axen  fi,  welche  denselben  Abstand  von  der  Momentan- 
axe  besitzen,  haben  gleiches  Moment  des  Rotations  paares 
und  gleiche  Neigung  seiner  Axenrichtung  gegen  (i ;  mit 
wachsendem  Abstände  einer  Axe  /*  von  der  Momentanaxo 
nähert  sich  die  Neigung  der  Axe  des  zugehörigen  Rotations- 
paares immer  mehr  der  Rechtwinkligkeit. 

§.  5.  Als  besondere  Fälle  der  Reduction  der  Winkelgeschwindig- 
keiten heben  wir  folgende  hervor. 

1.  Es  sei  ro  =  0;  die  sämmtlichen  Winkelgeschwindigkeiten  sind 
einer  einzigen  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  die  Momentanaxo  äqui- 
valent. Aus  T„  =  T  cos  l  folgt,  da  T  nicht  Null  sein  kann,  indem  es 
mit  T„  durch  die.  Gleichung  T1  =  Ttr  +  r*  Sl-  verbunden  ist,  dass 
cos  A  ~  0  sein  muss,  d.  h.  bei  einer  beliebigen  Reduction  muss  in  dem 
vorliegenden  Falle  die  Axe  des  resultircnden  Rotationspaures  senkrecht 
zur  Axe  der  resultirenden  Winkelgeschwindigkeit  sein.  Ist  umgekehrt 
diese  Bedingung  erfüllt,  so  reduciren  sich  die  Winkelgeschwindigkeiten 
auf  eine  blosse  resultirende  Winkelgeschwindigkeit  ohne  Rotationspaar 
und  ist  die  Elementarbewegung  des  Systems  während  des  folgenden 
Zeitelementes  dl  eine  blosse  Rotation,  nicht  eine  eigentliche  Schrauben- 
bewegung. 

2.  Ist  Sl  =  ü,  so  sind  die  Winkelgeschwindigkeiten  äquivalent 
einem  Rotationspaare,  welches  sich  bei  jeder  Reduction  unverändert  an 
Moment  und  Axenrichtung  wiederfindet;  es  wird  nämlich  jedes  T=  7'0. 

3.  Ist  sowohl  T0  =  O,  als  auch  Sl  —  0,  so  beiludet  sich  das  System 
im  Zustande  des  momentanen  Stillstandes;  bei  jeder  Reduction  ergibt 
sich  T=0,  Sl  =  0. 

4.  Liegen  sämmtliche  Axen  der  verschiedenen  Winkelgeschwindig- 
keiten in  einer  Ebene,  so  ist  T  senkrecht  zu  dieser  Ebene,  in  welche 
auch  die  Axe  von  Sl  fällt  und  reduciren  sich  also  alle,  wenn  Sl  nicht 
Null  ist,  auf  eine  blosse  Winkelgeschwindigkeit,  wenn  aber  Sl  c=  n  ist, 
auf  ein  Rotationspaar. 

5.  Sind  sämmtliche  Axen  parallel,  so  läuft  auch  die  Axe  von  Sl  mit 
ihneu  parallel  und  wird  T  zu  Sl  senkrecht;  auch  in  diesem  Falle  bleibt 
eine  blosse  Winkelgeschwindigkeit,  wie  wir  bereits  Cap.  III.  5  gezeigt 
haben.  Laufen  alle  Axen  durch  einen  Punkt,  so  wird  T  =  0  und  bleibt 
gleichfalls  eine  blosse  Winkelgeschwindigkeit,  wie  ebendaselbst  sich  fand. 

§.  ti.  Die  sämmtlichen  Winkelgeschwindigkeiten  sind 
zusammen  äquivalent  zwei  Winkelgeschwindigkeiten  um 
zwi'i  Axen,  welche  im  Allgemeinen  nicht  in  dieselbe  Ebene 
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fallen,  und  zwar  auf  unendlich  viele  Arten.  Reducirt  man  näm- 
lich dieselben  für  irgend  einen  Stral  (t  des  Parallelbündcls  auf  Sl  und  T, 
so  kann  das  Rotationspaar  7',  da  es  ciaer  Translationsgeschwindigkeit 
äquivalent  ist,  deren  Richtung  die  Axe  derselben  ist,  beliebig  parallel 
mit  sich  verlegt  und  in  seiner  Axenebene  gedreht  werden  ohne«Aen- 
derung  des  Bewegungszustandes  des  Systems.  Verlegen  wir  dasselbe 
nun  so,  dass  eine  seiner  Axcn  die  Axe  /i  von  Sl  schneidet  und  setzon 
die  Winkelgeschwindigkeit  dieser  Axe  mit  Sl  nach  dem  Parallelogramm 
der  Winkelgeschwindigkeiten  zu  einer  Winkelgeschwindigkeit  S  zu- 
sammen, so  bildet  diese  mit  der  noch  übrig  bleibenden  zweiten  Winkel- 
geschwindigkeit des  Paares  T  zusammen  ein  System  zweier  Winkel- 
geschwindigkeiten, welche  Sl  und  T  und  mithin  auch  den  gegebenen 
Winkelgeschwindigkeiten  äquivalent  sind,  deren  Axen  aber  im  Allge- 
meinen nicht  in  eine  Ebeno  fallen;  vielmehr  findet  dies  nur  statt,  wenn 
die  Axenebene  von  T  dem  Strale  (i  parallel  läuft  und  also  die  Axe  von 
T  senkrecht  zu  fi  ist,  in  welchem  Falle  nach  §.  5.  die  sämmtlichen 
Winkelgeschwindigkeiten  einer  einzigen  rcsultircnden  Winkelgeschwin- 
digkeit äquivalent  sind.  Da  diese  Betrachtung  für  jede  Reduction  der 
Winkelgeschwindigkeiten  gilt  und  ausserdem  bei  jeder  solchen  Reduction 
das  Rotationspaar  auf  unendlich  viele  Arten  darstellbar  ist,  so  erhellt, 
dass  die  fragliche  Aequivalenz  auf  unzählige  Arten  möglich  ist.  Alle 
diese  Arten  haben  aber  etwas  Charakteristisches  gemein,  nämlich: 

Wie  auch  immer  die  gegebeneu  Winkelgeschwindig- 
keiten auf  zwei  Winkelgeschwindigkeiten  ^educirt  werden 
mögen,  das  Tetraeder,  welches  diese  beiden  nach  Grösse 
und  Richtung  als  Streckon  auf  ihre  Axen  aufgetragenen 
Winkelgeschwindigkeiten  zu  Gegenkanten  hat,  ist  von  con- 
stantem  Volumen. 

Dieser  Satz  folgt  einfach  aus  dem  Cap.  V.  §.  4.  im  1.  Theil  ent- 
wickelten Satze  von  Rodrigues,  wenn  man  denselben  auf  unendlich 
kleine  Amplituden  anwendet  und  zu  den  ihnen  proportionalen  Längen 
die  Winkelgeschwindigkeiten  selbst  wählt;  er  schliesst  sich  aber  auch 
unmittelbar  an  die  oben  ausgeführte  Reduction  an.  Es  sei  (Fig.  67.) 
Sl  und  T  irgend  eine  Reduction  der  Winkelgeschwin- 
digkeiten und  T  durch  das  Paar  (oj,  — w)  dargestellt, 
dessen  Ebene  senkrecht  zu  T  ist.  Das  Parallologramm 
der  Winkelgeschwindigkeiten  liefert  uns  S  als  die  Re- 
sultante von  Sl  und  <».  Um  nun  den  Inhalt  des  aus  £ 
und  —  ca  als  Gegenkanten  gebildeten  Tetraeders  zu 
fiuden,  dient  die  Bemerkung,  tdass  die  dreieckige. 
Basis  das  halbe  Moment  ^  T  und  die  Höhe  Sl  cos  A 
ist,  wenn  l  den  Winkel  bedeutet,  den  die  Linien  Sl  und  T  ein- 
schlicsscn.    Daher  ist  das  Volumen  des  Tetraeders  ^P^TcosX^  oder 
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wciT  T  cos  X  =  T0  ist,  k&To,  also  constant,  da  Sl  mit  der  Wahl  der 
Axe  fi  nicht  variirt. 

Der  vorliegende  Satz  wird  in  der  Theorie  der  Kräfte  wieder  auf 
treteu;  in  Bezug  auf  diese  wurde  er  1828  zuerst  von  Ohasles  Ger- 
gonne  ohne  Beweis  mitgetheilt,  der  ihn  in  seinen  Annales  de  matht'iu. 
publicirte  und  einen  Beweis  dazu  gab.  Später  erfuhr  der  Satz  durch 
Möbius  (Crelle's  Journal,  B.  IV.  S.  179)  eine  neue  Begründung  und 
wesentliche  Erweiterung. 

§.  7.  Wir  wollen  jetzt  die  in  den  5.  und  fi.  durchgeführte 
Heduction  der  Winkelgeschwindigkeiten  analytisch  einkleiden.  Hierzu 
wählen  wir  einen  beliebigen  Punkt  (i  des  Systems,  durch  welchen  die 
Axe  der  resultirenden  Winkelgeschwindigkeit  il  hindurchgehen  soll, 
zum  Ursprung  eines  rechtwinkligen,  dem  System  angehörigen  (Joordi- 
natensystems  der  x,  y,  z  und  zerlegen  die  Winkelgeschwindigkeit  w  um 
die  Axe  «  in  drei  Componcntcn  cu.r,  Wy,  o);  um  drei  den  Coordinaten- 
axen  parallele  Axen,  welche  wir  durch  einen  beliebig  auf  der  Axe  u 
gewählten  Punkt  (.r  y  z)  hindurchlegcn.  Indem  wir  nun  dem  System 
um  die  Axe  der  .r  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  Winkelgeschwin- 
digkeiten w.r  und  — wr  ertb eilen  und  sie  mit  der  Componcnte  w,  von  m 
combiuiren,  erhalten  wir  an  der  Stelle  von  wr  dieselbe  Winkelgeschwin- 
digkeit um  die  Axe  der  x  und  ein  Rotationspaar  (o>.r,  — «,),  dessen 
Arm  das  vom  Punkte  {xyz)  auf  die  Axe  der  x  gefällte  Perpendikel  ist 
und  welches  eine  Translationsgeschwindigkeit  respräsentirt  senkrecht  zu 
der  Ebene  der  Axen  dieses  Paares.  Aehnliches  thuu  wir  in  Bezug  auf 
die  Componenten  wy  und  o>z  und  führen  dieselbe  Construction  für 
sämmtlicbe  Winkclgescliwindigkciten  o,  w',  <o",  ...  des  Systems  aus. 

Dadurch  erhalten  wir  nun  zunächst  drei  Aggregate  von  Winkel- 
geschwindigkeiten um  die  Coordinatenaxcn ,  nämlich 

aus  welchen  nach  dem  Satze  vom  Parallclepipcd  der  Winkelgeschwin- 
digkeiten die  resultirende  Winkelgeschwindigkeit  Sl  nebst  der  Kichtung 
(»/,  b,  c)  ihrer  Axe  ,a  hervorgeht,  nämlich: 

&  ==  sij  -f     +  at2 

cos  a       cos  b       cos  c  1 
=  Sl,,    =  Slz~  ~  Sl ' 

Hierbei  gelten  Winkelgeschwindigkeiten  um  die  Cnordinatenaxen  als 
positiv  oder  negativ,  je  nachdem  ihr  Sinn  mit  dem  positiven  oder  ne- 
gativen Sinn  der  Coordinatenaxcn  übereinstimmt. 

Wir  erhalton  weiter  drei  Systeme  von  llotationspaaren,  deren  Axcn- 
ebenen  durch  die  Axen  der  .r,  y,  z  hin  durchgehen  und  Translations- 
geschwindigkeiten darstellen,  welche  parallel  den  Ebenen  der  yz,  zxt  xy 
sind.   Indem  wir  dieselben  nach  den  Ooordinatenaxen  zerlegen,  ähnlich 
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wie  wir  Cap.  III.  §.  6.  in  Bezug  auf  ein  System,  dessen  Axen- 
ebenen  durcli  die  c-Axe  gingen,  gethan  haben,  und  die  denselben 
Axen  entsprechenden  Bestandteile  sammeln,  erhalten  wir  drei  Aggre- 
gate von  Rotationspaaren,  deren  Axen  in  die  Axen  der  .r,  y,  j  fallen, 
nämlich : 

Tv  =  £{tf  g>z  —  :  wy ) ,    T,,  _=  £(z  a}r  —  x « .) ,    T.  ~-  £(x  wy  —  y  ta^.)  , 

welche  das  resnltirende  Rotationspaar  nach  Grösse  T  und  Richtung  (Afti>) 
seiner  Axe  durch  die  Gleichungen  bestimmen : 

r  =  T*  +  7'/  +  7V' 
co.f  A      cos  (i      cos  v  1 

rt  ~  ry  ~  r.  ^  r  ' 

Der  Winkel  tf>  zwischen  der  Axe  von  Sl  und  71  bestimmt  sich  durch 
die  Formel: 

aus  welcher  sich  weiter  ergibt 

[Sl  T  sin  -  (Sl,  Tt  —  Slz  TtJ)-  +  (Äa  rr  -  Ä.r  7..)*  +  (Sl,  T„  -  Sly  T,)\ 
.wenn  man  den  bekannten  »Satz  für  irgend  fi  Grössen  ,  /3,  ,  y,  ; 
«2,  /J2,  y2  anwendet: 

iß,n  -  -       +  (>•.«>  -  ?'2«.)2  +  KP-  -  «ißiY  -- 
(«i*  +  ßi1  +  y/O  (<v  +  J*r  +  /V)  -  («i    +      +  y.y*)2. 

Diese  Reduction  der  Winkclgescliwindigkeiten  für  die  Axe  (i 
kann  leicht  für  einen  beliebigen  Stral  dos  Parallelbündels  ((i)  verall- 
gemeinert werden.  Man  kann  diese  Ucbertragung  durch  eine  Trans- 
formation der  Coordinatcn,  wie  Cap.  III,  §.  b\  bewirken.  Die  Coor- 
dinaten  des  Punktes  0  in  Bezug  auf  irgend  ein  anderes,  dem  bis- 
herigen paralleles  Coordinatensystcm  seien  wie  dort  .r, ,  »/,  ,  ;  dann 
treten  an  die  Stelle  von  .r,  y,  c  der  obigen  Untersuchung  jetzt 
x  —  a.,,  y —  y,,  z  —  z,,  wobei  .r,  y,  :  sich  auf  den  neuen  Ursprung  be- 
ziehen. Der  erste  Theil  der  Untcrsuchnng,  Sl  betreffend,  bleibt  uu- 
geändert,  der  zweite,  welcher  die  Bestimmung  von  T  angeht,  nimmt  die 
Form  an: 

Tx       £{ya>:  —  -  (y{Sl:  z^l,,) 

T,,    —    Z(ZG>.r    ~   .'•«;)  (Z1SI,-       -     .1-,  Sl;) 

Tz  —  Z{xo)„    -y<o.v)  —  [XiSl,, 

r2  =  7;r2  +  t,/  +  r;-' 

cos  A.      cos  ii       ros  »'  _  1 

r7  =       ~~  f~  ~~  7' ' 

Die  Grössen  2(yco:  —  ;wy) ,  £(zar —  u;o>-),  iT^cw^  —  y wr)  stellen 
die  Componeuten  des  Rotationspaares  dar,  welches  sich  bei  der  Re- 
duction  der  Winkelgeschwindigkeiten   für  den   jetzigen   Coordinaü  n- 
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Ursprung  ergibt.  Wir  wollen  sie  im  Folgenden  abkürzend  mit  Xx,  Xy,  %z 
und  ihre  Resultante  mit  X  bezeichnen.  Die  Ausdrücke — — 
—  (:{Slx  —  ^ß;),  — {XiQy — !/i^.r)  sind  die  Componentcn  des  Paares 
(— .P-,  Jl),  welches  beim  Ucbergang  von  der  Reduction  für  den  jetzigen 
Coordiuatenursprung  zur  Reduction  für  den  beliebigen  Stral  zu  X  hiu- 
zutreten  muss. 

Soll  die  Axe  (i  die  Momcntanaxc  fi0  werden,  deren  T1  A,  ^,  v  wir 
mit  7^',  A„,  Ho,  v0  bezeichnen,  so  treten  zu  den  Gleichungen 

7V">  =  Z.r      (y,ß,  — 

j\„Y:         7^(0)2  _j_  7y(o)2  _|_  7\(o)2 
CO.?  A0         OOS  (U0         COS  t'o  1 

noch  die  Bedingungen 

cos  A0  =  cos  </,    cos  /w„  =  cos  o,    cos  »>„  =  cos  c 
hinzu,  wobei 

ros  a       cos  b       cos  c  1 

.  Slr    ~     üy"  ^     Äs     "  & 

Um  nun  zunächst  die  Gleichungen  der  Momcntanaxe  zu  entwickeln, 
erhalten  wir  durch  Combinatiou  der  Gleichungen,  welche  die  Richtungs- 
elemonto  tit  6,  c;  A0,  p0,  y0  enthalten,  indem  wir  sie  in  einander  dividiren 

a.r      äv      ä,  & 

Den  vierten  dieser  Ausdrücke  können  wir  wcglasseu,  da  seine 
Gleichheit  mit  den  Uebrigen  sich  sofort  von  selbst  ergibt.  Setzt  man 
nämlich  den  gemeinsamen  Werth  der  drei  ersten  gleich  C ,  so  wird 
Sl.v  =  GTr,  GTy,    Slz  —  GT:y    also  auch  Sl*  +  Sl*  +  Sl:* 

=  G-{TJ»V  +  7y>'  +  T^!)  oder  W  =  C*7W,  woraus  ^  -=  G  folgt. 
Die  Gleichungen: 

Sl,        Sl„  Sl, 

stellen  nun  die  Gleichuugen  der  Momentanaxe  in  xx ,  y, ,  r,  als  lau- 
fenden Coordinaten  dar,  sobald  wir  7yn),  7y "\  TV"*  eliminiren.  Bilden 
wir  aus  ihnen  der  grösseren  Symmetrie  wegen  die  drei  folgenden  Ver- 
bindungen, von  denen  jede  die  Folge  der  übrigen  ist,  von  denen  also 
zwei  beliebige  zur  Darstellung  der  Momontanaxe  ausreichen: 
SltJ  r>>  —  flz  TyM  =  0,  Sl:  TJ'*  —  Sl.r  TZW  zj=  0 ,  Slx  T,/*  —  Sly  TJ'*  =  O , 

so  ergibt  die  Einsetzung  der  Wcrthe  für  T/n\  Ty<"\  TJ"\  wenn  wir  die 
Glieder,  welche  xt ,  y, ,  r,  enthalten,  von  den  übrigen  trennen  und  resp. 
Sl^x^  Q^i/i,  Sl.'izl  addiren  und  subtrahiren: 
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Sllxl—Sl,r(Slxxl  +Sl,jUi  +  Sl:  zi)~Sl,,£(xa)f/  -j/o,r)-  Sl:  £(zwr-  -jcm.) 

=  siyxt  -  SlzXv 

Sl*  •  //,  —  Sly{Slx.vl+Sl:,yi+Slizl)—Sl:£(i/G>:  z  wy)  —  Sl .-  2"(j:  —  ywr) 
ii'^  z, — ^(Ä^r,  +  &,,;/,  +ßi:|)  =  ß.,I(:«.r~,tw.)  -Sly£(y(oz  - 

Setzen  wir  die  rechten  Seiten  diesor  Gleichungen  gleich 
Ä2x„,  SVyot   Sl2zny    so  dass 

SlyX:  —  =  Ji-'.r,, 

wird,  so  können  die  Gleichungen  auf  dio  Form  gebracht  werden: 

*i  —  •*'<)      // 1  —  .'/*,      z_LT_h>      ^  r ' ,r i  +  ß "  • .'/,  -M*.-3 

~    iiv   "    äs  "~~  "ä* 

Es  genügen  dann 

~"  ,rn  .Vi      .Vit  .._  r  i  "     ;o  . 

Slx  Sly  Sl; 

zur  Darstellung  der  Momentanaxe.  Ks  ist  leicht  die  Bedeutung  des 
Punktes  zu  sehen,  dessen  Ooordinaten  xtn  y0,  r„  sind;  er  ist  der  Fuss- 
punkt des  Perpendikels,  welches  vom  Coordinatenursprung  auf  die 
Momentanaxe  gefällt  werden  kann.  Dass  er  auf  der  Momentanaxe 
liegt,  zeigen  die  Gleichungen  derselben  unmittelbar,  indem  sie  für 
x{  =  x0,  t/i  =>y0,  -|  =  z0  identisch  erfüllt  werden.  C^uadrirt  man  nun 
andrerseits  die  drei  Gleichungen,  welche  die  Grössen  a*0,  y„,  zn  den 
niren  und  addiit  sie,  so  erhält  man 

&  W + ^i)=(siyxi-si:xyy + {si:i.f-sixz:y  +  {si,xy-  w 

=  (ßla»if)2 

wenn      den  Winkel        X)  bedeutet.    Hieraus  folgt  aber 

V  +  W  +  *o*  =       *'«  ^) 
und  diese  Gleichung  sagt  aus,  dass  der  Abstand  des  Punktes  (x0  y0  z0) 

x 

vom  Ursprung  die  Projection  der  Länge  ^  auf  eino  zur  Richtung  der 

Axe  von  Sl  also  auch  zur  Richtung  der  Momentanaxe  senkrechte  Kbene 
ist.  Demnach  ist  dieser  Abstand  selbst  die  Länge  des  Perpendikels  und 
(^u  Un  :d)  a'So  8e,u  Fusspunkt. 

Das  Moment  TW  des  der  Momentanaxe  entsprechenden  Rotations- 
paares  (die  Translationsgeschwindigkeit  parallel  derselben)  erhält  man 
folgendermassen.    Man  schreibe  die  Gleichung 
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TV"*      TV"*  7V"' 
und  ersetze  rechts  die  Quotienten    ,^  (  ,   -~-y  ,    7^y- durch  die  gleich- 
bedeutenden ^ ,    ^v ,   ^*  ,  so  wird  zunächst 

&.r7y»>  +  ä¥77»>  +  ä..7\>» 
ä 

Weiter  inultiplicire  man  die  drei  Gleicluingon 

TV">    ~-  l,v  -  (y,Äs  :,ßv) 

TY">       £:       (a-rQy  -  -  UlSlr) 
der  Keihe  nach  mit  Slx,  &y,        und  addire  sie,  so  hebt  sich  rechts 
alles  weg,  was  .r, ,  y, ,      enthält  und  folgt 

Hiermit  erhält  man 

Diese  Gleichung  drückt  nichts  anderes  aus,  als  dass  V'*  die  Pro- 
jection  von  Z  auf  die  Richtung  der  Axc  von  Sl  ist,  wie  bereits  §.  4. 
geometrisch  sich  ergab. 

Soll  das  System  der  Winkelgeschwindigkeiten  sich  auf  eine  blosse 
resultirendc  Winkelgeschwindigkeit  Sl  reduciren,  so  muss  jH ">  =  0  sein, 
d.  h.  es  muss  die  Gleichung  bestehen 

si.vz,  +  Sl,Zv  +  Slt%;  =<>; 

sie  drückt,  wenn  man  sie  mitP-X  dividirt,  aus,  dass  Z  und  Sl  zu  einander 
senkrechte  Gerade  sein  müssen. 

Die  sämnitliclicn  Winkelgeschwindigkeiten  siud  einem  Rotationspaare 
äquivalent,  wenn  Sl  =  0  d.  h. 

2wv  =  0,    £<Oy  =  0,    £ta:  =  0. 

Die  Bedingungen  des  momentanen  Stillstandes  des  Systems  sind : 
Sl  —  0,    r=0  oder  ausführlicher 

2uc  =  0,    Zwy  =  0,    £toz  =  0 
£(y(o:  —  :uy)  =  0,   ^(:M,r  —  ,tm:)  =0,  Z(.twv  —  i/^.r)  =  0. 

Als  speziellen  Fall  wollen  wir  noch  den  erwähnen,  dass  sämmtliche 
Axen  der  Winkelgeschwindigkeiten  w,  w',  w  . ..  einander  parallel  sind. 
Ist  («  ß  y)  die  gemeinsame  Richtung  aller  Axen  in  ein  und  demselben 
Sinn  genommen,  wobei  die  Grössen  w  positiv  oder  negativ  sein  können, 
so  werden  w.t  =  10  cos  et,  (ov  =  w  cos  ß,  (o:  w  cos  y  und  folglich 
Sl,r  =  cos  «  2>o ,  Sl,,  =  roi-  /3  £u> ,  =  cos  y  2fw ,  ü  —  £(o 
cos  a      cos  b      cos  c 


cos  «      cos  ß      cos  y 


=  1 
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X.r  -'-  cos  y  £iay  ••-  cos  ß  £(•):, 
'Zy  —  cos  ff  —  co  c  —  cos  y  £o)x} 
Z ;  - --  cos  ß  £(ox  —  cos«  ~(öy 
T0  =  0. 

Die  Gleichungen  der  Momentanaxe  lassen  sich  in  die  Form  bringen: 

cos  a  cos  ß  cos  y 

Würaus  man  ersieht,  dass  die  Momcntanaxe  durch  den  Punkt  des  Systems 

£(o  x  21 o)  y  £mz 

hindurchgeht,  welches  auch  immer  die  Richtung  («  ß  y)  sei.  Man 
schliesst  daraus  Folgendes.  1.  Wenn  2l(o  nicht  Null  ist,  so  reduciren  - 
sich  die  Winkelgeschwindigkeiten  auf  eine  blosse  resultirende  Win- 
kelgeschwindigkeit Sl  =  J5fw  um  eine  mit  den  Axen  der  gegebenen 
Winkelgeschwindigkeiten  parallele  Axo;  die  Axc  von  Sl  geht  durch 
einen  bestimmten  Punkt  des  Systems,  wie"  auch  immer  die  gegebenen 
Axen  um  die  Punkte  (xi/:)  gedreht  werden  mögen.  2.  Wenn  &  —  O, 
so  sind  die  sämmtlichon  Winkelgeschwindigkeiten  einem  Kotationspaare 
äquivalent.    (Vgl.  Cap.  III.  §.  5.) 

§.  8.  Der  bis  hiehcr  entwickelte  Inhalt  dieses  Capitels  setzt  uns 
in  den  Stand,  Untersuchungen  über  die  Geschwindigkeiten  in  dem  un- 
veränderlichen System  anzustellen,  welches  die  allgemeinste  Art  der 
Bewegung  besitzt.  Die  Elemcntarbewcgung  derselben  ist  eine  Schrau- 
benbewegung um  die  Momcntanaxe.  Die  Lage  derselben  kann  mit 
Hülfe  der  Geschwindigkeiten  dreier  Punkte  bestimmt  werden.  Hiczn 
ist  nur  nöthig,  in  der  Construction  des  Cap.  V.  §.  10.  iin  I.  T heil  an 
die  Stelle  der  unendlich  kleinen  Bahnclemente  0«,  Ob,  Oc  die  diesen 
proportionalen  Geschwindigkeiten  der  drei  Punkte  eintreten  zu  lassen. 
Man  ziehe  also  durch  irgend  einen  Punkt  0  des  Raumes  drei  Gerade 
parallel  und  gleich  den  gegebenen  Geschwindigkeiten  dreier  Punkte 
und  lege  durch  ihre  Endpunkte  eine  Ebene;  die  Normale  dieser  Ebene 
ist  die  Richtung  der  Momcntanaxe;  hierauf  ziehe  man  durch  zwei  der 
drei  Punkto  mit  dieser  Richtung  Parallelen  und  lege  durch  sie  Ebenen 
senkrocht  zu  den  durch  die  Geschwindigkeitsrichtungen  und  diese  Pa- 
rallelen bestimmten  Ebenen,  ihr  Durchschnitt  bestimmt  die  Lage  der 
Momentanaxe.  Die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  die  Momeutanaxe  und 
die  Translationsgeschwindigkeit  V  parallel  derselben  ergeben  sich,  indem 
man  die  Geschwindigkeit  v  eines  der  drei  Punkte  als  die  Geschwindig- 
keit einer  Schraubenbewegung  um  die  Momentanaxe  auffasst.  Bildet 
die  Richtung  von  v  mit  ddr  Momentanaxe  den  Winkel  X  und  ist  r  der 
Abstand  dos  Punktes  von  ihr,  so  wird 

&  =  V  sin  A ,     V  —  v  cos  \  , 
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Sobald  Sl  und  V  bekannt  sind,  ergeben  sich  die  Geschwindigkeiten 
aller  Systempunkte  nach  §.  1.  dieses  Capitcls. 

§.  t>.  Ausser  der  Schraubengeschwindigkeit  um  die  Momontanaxe 
hat  man  für  die  Bewegung  des  Systems  oft  noch  die  Wochscl- 
g  e sc  h  w  i  n  d  i g  k  e  i  t  der  Momontanaxe  in  Betracht  zu  ziehen.  Sie 
ist  die  Schraubengeschwindigkeit,  mit  welcher  die  Momcntanaxc  aus 
der  Lage,  welche  der  .Zeit  /  entspricht  in  die  der  Zeit  l  -\-  dt  ent- 
sprechende Lage  übergeht.  Die  Axe  derselben  ist  der  kürzeste  Ab- 
stand beider  Lagen,  die  Elementartranslation  parallel  dieser  Axe  ist  der 
kürzeste  Abstand  de  und  die  Elcmentaramplitude  der  unendlich  kleine 
Winkel  da  beider  Lagen.  Daher  sind  die  Translation»-  und  Rotations- 
componenten  der  Wcchselgeschwindigkeit: 

U  "  dt  »   *  —  dt' 
Für  die  Beweguug  des  Systems  parallel  einer  Ebene  ist  da  —  0,  also 
Jlr  - 0,  für  die  Rotation  um  einen  Punkt  ist  de  =  0,  also  U  ~-  0. 

Die  Grösse  U  heisst  aucli  die  Orthogonalgcsch  windigkeit  des 
Systems.  Die  Betrachtungen  des  §.  8.  im  Cap.  III.  können  auf  den  hier 
vorliegenden  Fall  der  Bewegung  des  Systems  unmittelbar  übertragen  werden. 

§.  10.  Um  Untersuchungen  über  die  Geschwindigkeiten  im  unver- 
änderlichen System,  welches  die  allgemeinste  Art  der  Bewegung  besitzt, 
analytisch  durchzuführen,  bezieht  man  dasselbe  auf  ein  absolutes  Coor- 
dinaten system  der  x,  //,  z  und  ein  zweites,  dem  System  angehöriges, 
mit  ihm  bewegliches  der  x\  »/,  :'.  Sind  .r, ,  //, ,  c,  die  absoluten  Ooor- 
dinaten  des  boweglichen  Ursprungs  </,  so  hängen  die  beiderlei  Coor- 
dinaten  eines  Systempunktes  durch  die  Gleichungen 

x       a  §  -f-  b  r}  -f  c  £  <•  =  x  —  .i-, 

V  — ■  «'!  +  b'ij  +  c  £  wo  ij  —  i/  •  -  y, 
t  =      +  b"rt  +  c"$  z  —  zv 

zusammen  in  ähnlicher  Weise  wie  im  vorigen  Capitel,  nur  durch  Ver- 
mittelung  der  Grössen  £,  f.  Diese  Hülfsgrösscn  £,  t/,  £  sind  Coordi- 
naten  desselben  Punktes  in  Bezug  auf  ein  drittes  Coordinatcnsystcm, 
dessen  Ursprung  0'  ist,  welches  aber  unabhängig  von  dem  beweglichen 
System  eine  blosse  Translationsbewegung  besitzt,  vermöge  deren  die 
Axen  der  £,  ?/,  f  fortwährend  den  absoluten  Axcn  der  x,  y,  c  parallel 
bleiben.  Indem  man  nun  die  Elementarbewegung  des  Systems  für  jeden 
Augenblick  zerlegt  in  eine  Elemcntarrotatiou  um  eine  durch  den  beweg- 
lichen Ursprung  (Y  gehende,  zur  Momentanaxe  parallele  Axe  und  eine 
Elemontartranslation,  welche  durch  die  Bewegung  des  Punktes  0'  an- 
gegeben wird,  wird  auch  der  Geschwindigkeitszustand  des  Systems  dar- 
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gestellt  durch  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  die  zur  Momentanaxe 
parallele  Axc  des  Punktes  0'  und  eine  Translationsgcschwindigkeit 
gleich  und  parallel  der  Geschwindigkeit  dieses  Punktes.  Alles,  was  wir 
im  vorigen  Cap.  in  den  §§.  (1  —  1.3.  entwickelt  haben,  lässt  sich  unmittelbar 
auf  die  vorliegende  Bewegung  übertragen,  wenn  an  die  Stelle  der  dor- 
tigen Coordinateu  y,.  z  die  Hülfscoordinaten  £,  tj,  £  eintraten.  Zu 
einer  in  diesem  Sinne  durchgeführten  Untersuchung  treten  aber  hinzu 
die  Folgerungen,  welche  sich  an  die  Gleichungen 

d»       dx-  dxy 

dt  ~~  dl   ~~  ~dl 

di)  dy  r/y, 

dl   ~   ///  dl 

dt       d:  r/r, 

dl  ~  dl  dt 

(jt     </m  //£ 

knüpfen  und  durcli  welche  die  Grössen    *      ,  ,    ,     eliminirt  werden 

dt     dt  dt 

können.  Durch  die  Einführung  von  |,  t/,  f  wird  die  ganze  Untersuchung 
in  eine  Form  eingekleidet,  deren  Bedeutung  das  folgende  Capitel  näher 
darlegen  wird. 


VI.  Capitel. 
Die  relative  Geschwindigkeit. 

§.  1.    Die  Geschwindigkeit  der  relativen  Bewegung  eines  Punktes 
hci8St   desseu   relative  Geschwindigkeit;   man   erhält  sie,    indem  man 
das   Bogenelement    der   relativen   Bahn   durch   das   Zeitclement  divi- 
dirt  und  ihre  Richtung  ist  die  Tangente  der  fis. 
relativen  Bahn.    Nach  Cap.  II.  §.  1.  ist  die  * 
absolute  Geschwindigkeit  v  eines  Punktes  die 


Resultante  aus  seiner  relativen  Geschwindig-    ^     ^  ^  > 

keit  t>,  und  der  Geschwindigkeit  u2  des  mit 

ihm  zusammenfallenden  Systempunktes  und  wird  aus  beiden  mit  Hülfe 
des  Parallelogrammes  der  Geschwindigkeiten  gefunden.  (Fig.  GH.)  Trägt 
man  nun  v2  im  entgegengesetzten  Sinne  auf,  so  ergibt  sich  ein  zweites 
Parallelogramm,  in  welchem  die  relative  Geschwindigkeit  u,  Diagonale 
ist,  während  v  und  —  v.2  Seiten  sind.  Man  erhält  daher  folgenden  auch 
aus  Cap.  VI.  §.  2.  des  1.  Theils  sich  ergebenden  Satz : 

Die  relative  Geschwindigkeit  eines  Punktes  ist  die  Re- 
sultante aus  der  absoluten  Geschwindigkeit  desselben  und 
der  im  entgegengesetzten  Sinn  genommonen  Geschwindig- 
keit des  mit  ihm  zusammenfallenden  Punktes  des  Systems, 
auf  welches  die  relative  Bewegung  sich  bezieht. 
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Projicirt  man  das  ersterc  der  beiden  Parallelogramme  auf  irgend 
eine  Axe,  so  wird  mit  Rücksicht  auf  den  Sinn  der  Linien  die  Pro- 
jektion der  absoluten  Geschwindigkeit  durch  die  Summe  der  Projectionen 
der  relativen  Geschwindigkeit,  und  der  Geschwindigkeit  des  Systein- 
punktes  dargestellt.  Hieraus  folgt,  dass  die  Projection  der  rela- 
tiven Geschwindigkeit  auf  irgend  eine  Axe  gleich  ist  der 
Differenz  zwischen  der  Projection  der  absoluten  Geschwin- 
digkeit und  der  Geschwindigkeit  des  Sy stcmpunktes,  oder, 
was  auf  dasselbe  hinauskommt,  gleich  der  Summe  der  Pro- 
jectionen der  absoluten  Geschwindigkeit  und  der  im  ent- 
gegengesetzten   Sinne    genommenen    Geschwindigkeit  des 

System  punktes.    Sind  also  i>r,       t\\         v{*\  i^f,  die 

Projectionen  von  r,     ,  ».,  auf  irgend  drei  Ooordinatenaxen ,  s«.  hat  man : 

(i)  (-') 

v  .    -  -    V  V 

.1  J  .1 

=  ,    -  vtf) 
V  .'/  v 

(U  (-') 
r  -    r,    • 

§.  2.  Für  die  analytische  Darstellung  der  relativen  Geschwindig- 
keit sind  die  Formeln  in  Cap.  VI.  §.  0.  des  I.  Theils,  ^welche  den  Zu- 
sammenhang der  absoluten  Coordinaten  x,  y,  der  relativen  x\  y,  z 
und  der  Coordinaten  .r, ,  ,  r,  des  beweglichen  Ursprungs  mit  den 
Richtungscosinusson  der  beweglichen  Axen  aussprechen,  zu  dift'erehtiiren. 
Unter  Festhaltung  der  dort  zu  Grunde  gelegten  Eintheilnng  erhalten  wir 

1.  für  den  Fall,  dass  das  bewegliche  System  blos  eine  Translation 

besitzt,  die  Componenten  %  ,  ^  ,  ^  der  relativen  Geschwindigkeit 
durch  die  Formeln 

dx  dx  dx. 

dl  '  dt  dl 

dt/  dt/  tl;/i 

dl  ~  d7  dl 

dz  dz  dz{ 

dl  dl  ~dl '  » 

welche  dasselbe  sagen,  wie  die  Formeln  des  vorigen  §. 

2.  Besitzt  das  System  eino  Rotation  um  den  Ooordinatenursprun 
so  erhält  man  durch  Differentiation  der  Formeln  unter  No.  2.  a.  a.  O.: 

dx'       (     dx       ,  dt/   ,*    dz\    ,    /      du    ,       db  de  \ 

,//  =  1  "  ,/7  +  *  ,„  +  r  ,J  +  l  x  ,¥  +    TiT  +  ,/J 

dt/       (    ,dx         dt/        ,dz\       (     da  db'  de\ 

dt  dt  +bdl+Cdt)  +  {*  dt+'J  dt  +:  dl) 

d 
dl 


h'  (    "ilC     I  ,        "dZ\  l         <la'  lU"     I  tir"\ 
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In  diesen  Gleichungen  bedeuten  die  Glieder 

dx  </*/ 
a       4-  b       4-  r 
«//   ^     r/f  T  dt 

„</.<•       „tltf  „d: 

die  Projectionen  der  Komponenten  ^  ,  ,  der  absoluten  Geschwin- 
digkeit auf  die  beweglichen  Axen  der  x,  y,  :',  d.  h.  die  Coiuponenten 
der  absoluten  Geschwindigkeit  parallel  diesen  Axen.  Die  übrigen  Glieder, 
nämlich 


x 


da 

4  V 

dt, 

+ 

dt 

dt 

:  dt 

da 

+  y 

dt/ 

+ 

de' 

dt 

dt 

*'  ,// 

da" 

4-  // 

dir 

de" 

dt 

dt 

4 

dt 

bedeuten,  wie  wir  sogleich  zeigen  werden,  die  Coiuponenten  der  Ge- 
schwindigkeit des  Systempunktes  parallel  den  beweglichen  Axen,  im 
umgekehrten  Sinn  genommen.  Zu  dem  Ende  gestalten  wir  sie  etwas 
um,  indem  wir  .r,  y,  :  in  denselben  mit  Hülfe  der  Gleichungen 

x  —r.  ax  ■+■  a  i/  -\-  u  : 

II  —  bx  4"  ''V  4  t'  * 

Z    ~  rx'    +    C  y      +  c"z' 

durch  x\  y\  z  -  ausdrücken ,  sie  hierauf  nach  x\  //,  z'  ordnen  und  die 
Relationen 

da  db  de 

"  ,u  +  h  ,n  +  v  m   =  0 

,  da  dt/         ,  de 

"  ,/,  +  *  «  +  r  <r,  °=  " 

„da"         „db"  „de" 

"  ,,,  + »  ,/,-  +  r  ,n  ~  " 


da 

a 

dl 

+  6 

db' 

dt 

•f  « 

de 
dt 

,  da" 

"  ,n 

4-  '/ 

db" 
dt 

4  C 

de" 
dt 

„  da 
dt 

4  b" 

db 
dt 

+  <•" 

de 
dt 

=  ~\'   ,U  +  b   *  +<  <!,) 

(„da           „db'  „de  \ 

"  -,ü  +  h  In  +  r  ,n  ) 

=    \"  „,  +''  +  *  ,,,) 
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zur  Vereinfachung  benutzen ,  wie  dies  bereits  Cap.  VI.  §.  7.  geschehen 
ist.    Hierdurch  nehmen  sie  folgende  Gestalt  an: 

Für  den  Systempunkt,  welcher  mit  dem  Punkte  (xy:)  zur  Zeit  f 
zusammenfällt,  sind  a:\  y,  z'  nach  /  constant,  weil  er  seine  Lage  im 
System  nicht  ändert;  daher  erhalt  man  für  ihn  die  Componenten  der 
Geschwindigkeit  parallel  den  unbeweglichen  Axen  durch  Differentiation 
der  Gleichungen 

x  —  u  x  -f-  «  y  +  a  i 
xj  — -  +  b'y  +  //":' 
z  z=  <\r   +  r  y  +  r  :  , 

indem  man  darin  blos  «,  r\  r"  als  veränderlich  an- 

sieht.   Dieselben  sind: 

,du         ,da  ,da" 

x  m  +y  a,  +z  d, 

,db       ,dl>    ,  ,db" 
x  dl  +v  dt  +Z  d, 

,dc         ,dc  ,dc" 

x  d,  +yd,  +  : 

Indem  man  sie  auf  die  beweglichen  Axen  projicirt,  d.  h.  sie  resp. 
mit  «,  b,  r-  «',  //,  c;  «",  b'\  c"  multiplicirt  und  addirt,  erhält  man  die 
Componenten  der  Geschwindigkeit  des  Systempunktes  parallel  den  be- 
weglichen Axen,  nämlich: 

/      da        ,  db'  dc'\  (     du"         dli'  dr"\ 

("  dt   +  ''  d<    +r  +  r   dt   +Ü  d<   +C  dt)* 

(  „da        „db        „dr.\    ,     I   „da       ,■■>»>'       .,  „• 

I 

Dies  sind  aber  genau  die  entgegengesetzten  von  den  oben  gefundenen 
Werthen,  wodurch  die  Behauptung  erwiesen  ist. 

Ü.  Besitzt  endlich  das  System  die  allgemeinste  Art  der  Beweguug, 
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so  erhält  man  die  Componcnten  der  relativen  Geschwindigkeit  durch 
Differentiation  der  Gleichungen  Cap.  VI.  §.  6.  No.  3.  im  I.  Th.,  nämlich: 

dt  \     dl  ^    dl  ^    dl  )    X  V  5  dl  ^  1  dl  X  fc  dl ) 

4/         /  dt)       ,d£\         (    da         <?(>',,  dc\  , 

dz'         (  „dl  .  ,„dn      „rff\  (  ,da  db".dc"\ 

d,    =  \"  ,«  +*  *  +C  d<)  +  U  d,  +     ,,,  +  HiP 

woriu 

</£  _    <te  dar, 

</»7  _  (hJ  _  dyx 
dt  dt  dl 
dt  =  d:  dz, 
dl       dt  dt 

Die  Grössen  §  =  a:  —  a*, ,  i\  =  y  —  y, ,  £  =  2  —  2,  stellen  die  re- 
lativen Coordinaten  in  Bezug  auf  ein  bewegliches  »System  dnr,  dessen 
Axen  der  §,       £  fortwährend  parallel  den  festen  Axen  der  a-,  y,  z 

bleiben  und  ^,  ,  ^  sind  die  Compouenten  der  relativen  Geschwin- 
digkeit des  Punktes  in  Bezug  auf  diese  Axen. 

§.  3.  Nach  Cap.  VI.  §.  2.  des  I.  Theils  wird  die  relative  Elemen- 
turschraubenbewegung  eines  Systems  2  in  einem  andern  Systeme  2T 
erhalten,  indem  man  dem  Systeme  £  zu  seiner  absoluten  Elementar- 
sch raubenbewegung  die  entgegengesetzte  absolute  Elementarschrauben - 
bewegung  des  Systems  Z"  um  dessen  Momentanaxe  ortheilt;  die  aus 
beiden  Bewegungen  resultireudc  Bewegung  ist  die  relative  Elcmentar- 
bewegung;  ihre  Axe  die  relative  Momentanaxe  und  der  Ort  aller  rela- 
tiven Momentanaxen  eine  gewisse  relative  Fläche  (C)  im  System 
welches  in  Bezug  auf  die  relative  Bewegung  des  Systems  2!  als  ruhend 
angesehen  werden  kann.  Mit  der  relativen  Momentanaxe  fallt  eine 
gewisse  Gerade  des  2"  zusammen  und  sämmtliche  Geraden  der  Art 
bilden  eine  gewisse  relative  Fläche  (T),  welche  über  die  Fläche  (C) 
hinrollt  und  gleitet,  um  die  relative  Bewegung  von  2"  gegen  £"  wie 
eine  absolute  Bewegung  zu  bestimmen.  Die  relative  Geschwindigkeit, 
des  Systems  in  Bezug  auf  das  System  £"  wird  durch  zwei  Com- 
poncnten dargestellt:  1)  durch  die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  rela- 
tive Momentanaxe  und  2)  durch  die  Translationsgeschwindigkeit  parallel 
dieser  Axe.  Nach  dem  eben  Bemerkten  lässt  sich  die  relative  Momen- 
tanaxe, sowie  die  Winkelgeschwindigkeit  und  Translationsgeschwindig- 
keit, die  ihr  entsprechen,  aus  den  Winkelgeschwindigkeiten  und  den 
Translationsgeschwindigkciten  der   absoluten  Bewegungen  'der  beiden 

Sfhcll,  Theorie  d.  Ucw.  u.  d.  Kräfu-.  12 
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Die  relativen  Flächen  (C)  und  (T). 


VI.  Ca].. 


Systeme  am  ihre  Momentanaxen  leicht  bestimmen.  Die  vorhin  er- 
wähnten beiden  Flächen  haben  eine  doppelte  Bedeutung.  Während 
nämlich  für  die  relative  Bewegung  des  Systems  2"  in  Bezug  auf  2"  die 
Fläche  (C)  ruht  und  (F)  sich  über  sie  hinbewegt,  ruht  für  die  relative 
Bewegung  des  Systems  2"  in  Bezug  auf  2"  jene  und  bewegt  sich  diese 
über  sie  hin,  aber  in  entgegengesetztem  Sinn.  Sind  nämlich  Cf,  C"  die 
Momentanaxen  und  Sl',  f";  V"  die  Winkelgeschwindigkeiten  und 

Translationsgeschwindigkciten  der  absoluten  Elementarbewegungen  um 
sie,  so  liefern  Sl\  \"  um  C  und  — Sl'\  —  F"  um  C"  zusammen  die  Mo- 
mentanaxe  fi  und  die  Geschwindigkeitscomponenten  der  relativen  Be- 
wegung von  2V  in  2";  —  Sl\  —  V  um  C  und  Sl",  V"  um  C  aber  die 
Momcntanaxe  p"  und  die  Geschwindigkeitscomponenten  der  relativen 
Bewegung  von  2"  in  27 '.  Die  beiden  Translationsgeschwindigkeiten  1" 
und  —  V  im  ersten  Falle  und  —  V  und  F"  im  zweiten  haben  aber 
Resultanten  von  derselben  Richtung  und  Grösse,  aber  entgegengesetztem 
Sinn;  Sl'  und  —  Sl"  einerseits  und  —  Sl\  Sl''  andrerseits  erzeugen  nach 
dem  Parallelogramm  der  Winkelgeschwindigkeiten  Resultanten  ebenfalls 
von  derselben.  Axenrichtung  und  entgegengesetztem  Sinn  und  fallen  die 
Axen  fi\  ft"  derselben  zusammen,  da  sie  den  kürzesten  Abstand  der 
Axen  C,  C"  nach  demselben  Vcrhältniss  theilen.  Es  ist  also  die  Ge- 
rade des  Systems  2T,  welche  mit  der  Momentanaxe  fi  zusammenfällt, 
hinsichtlich  der  relativen  Bewegung  von  If  in  2"  zugleich  die  Momen- 
tanaxe ft"  für  die  relative  Bewegung  von  2T  in  27  und  fällt  mit  ihr 
die  Gerade  des  Systems  2"  zusammen,  welche  für  die  eistere  relative 
Bewegung  die  Momentanaxe  \C  darstellt. 

§.  \.  Wir  wollen  diese  Betrachtungen  an  einigen  einfachen  Bei- 
spielen erläutern. 

1.  Zwei  Systeme  2V,  27"  rotiren  fortwährend  um  zwei 
parallele  Axen,  2T  um  C,  2"  um  C'\  der  Abstand  dieser  Axen 
sei  a  und  es  besitze  zur  Zeit  /  das  System  2T  die  Winkel- 
geschwindigkeit w'  um  ff,  2"  die  Winkelgeschwindigkeit  w" 
um  ff.  Man  verlangt:  1.  die  Lage  und  die  Winkelgeschwin- 
digkeit für  die  relative  Momcntanaxe  von  2"  in  Bezug 
auf  2V',  2.  dasselbe  für  die  relative  Bewegung  von  2"  in 
Bezug  auf  2'  und  3.  die  Beschaffenheit  der  relativen 
Flächen  (C)  und  (/')  für  den  Fall,  dass  das  Verhältnis«  oj:w' 
der  Winkelgeschwindigkeiten  während  der  Dauer  der  Be- 
wegung consta nt  bleibt. 

C,  C"  sind  die  absoluten  Momentanaxen,  die  Translationsgcsehwin- 
digkeiten  parallel  zu  denselben  sind  im  vorliegenden  Falle  Null.  Um 
die  relative  Momentanaxe  von  2V  gegen  2"  und  ihre  Winkelgeschwin- 
digkeit Sl  zu  finden,  haben  wir  die.  Resultante  zu  ziehen  von  w'  um  C' 
und  von  — w"  um  (/' ;  dieselbe  ist  Sl'  —  u>' -  to",  ihre  Axe  fällt  in  die 
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Ebene  CC\  ist  parallel  mit  C  und  C"  und  stehen  ihre  Abstände  von 
diesen  Axen  im  Verhältniss  co":  co'.  Sind  co'  und  »"  gleichen  Sinnes, 
so  fallt  die  Momcntanaxe  in  den  an  den  Parallelstreifen  C C  angren- 
zenden Aussenranm,  welcher  der  Axe  der  grösseren  Winkelgeschwin- 
digkeit anliegt;  sind  sie  entgegengesetzten  Sinnes,  so  fällt  sie  in  den 
Parallelstreifen  selbst.  Für  letzteren  Fall  wird  ä=cü'+g>".  Soll  das 
Verhältniss  der  Winkelgeschwindigkeiten  während  der  Bewegung  fort- 
während constant  bleiben,  so  behält  auch  die  Momeutanaxe  fortwährend 
constante  Abstände  «',  n"  von  C\  C\  für  welche 

a  ii 

CO  CO 

ist,  und  sind  daher  die  Orte  der  relativen  Momentanaxen  und  der  Ge- 
raden des  Systems  2T,  welche  nach  und  nach  in  diese  eintreten,  zwei 
Kreiscylinder  um  C\  C"  mit  den  Radien  «",  welche  sich  längs  der 
Momcntanaxe  berühren.  Haben  co'  und  co"  gleichen  Sinn,  liegt  also  die 
relative  Momcntanaxe  in  dem  Aussenraumc,  so  wird,  wenn  co'  die  grös- 
sere Winkelgeschwindigkeit  bezeichnet: 


und  folglich 


a    —  u  —  n 


co  „  co 

co  —  co  co  —  CO 


und  berühren  sich  die  Cylinder  auf  derselben  Seite  ihrer  gemeinschaft- 
lichen Tangentenebene;  haben  aber  co'  und  co"  entgegengesetzten  Sinn, 
so  liegt  die  Momcntanaxe  im  Parallclstrcifen  und  wird  alsu: 

u    ~\-  a  =  u, 

>i  > 

CO  „  CO 

«  =  •  .     -    „  a,    a   =    .  -     -„  u ; 

CO    -f-  CO  CO    -f-  CO 

Die  Cylinder  berühren  sich  auf  entgegengesetzten  Seiten  ihrer  gemein- 
schaftlichen Tangentenebene. 

Für  die  relative  Bewegung  von  2"  in  Bezug  auf  -iv  erhält  man 
dieselben  Axen  und  Cylinder,  sie  vertauschen  nur  ihre  Hollen  und  die 
relative  Winkelgeschwindigkeit  Sl"  wird  Sl"  =  co"  —  co'. 

2.  Dieselbe  Aufgabe  für  den  Fall,  dass  die  beiden  Axen 
C,  (?'  sich  in  einem  Punkte  0  unter  einem  Winkel  et  sehn  cid en. 

Trägt  man  auf  C  die  Winkelgeschwindigkeit  «',  auf  C"  aber  —  co" 
nach,  Grösse  und  Sinn  von  0  aus  auf,  so  stellt  die  Diagonale  des  über 
ihnen  construirten  Parallelogramms  die  relative  Momentanaxe  c  von  2! 
in  Bezug  auf  2"  nebst  ihrer  Winkelgeschwindigkeit  Sl\  letztere  nach 
Grosso  und  Sinn  dar.  Diese  Axe  fällt  in  den  Nebenwinkel  des  von 
den  Axen  6',  C"  im  Sinne  ihrer  Winkelgeschwindigkeiten  genommen, 
gebildeten  Winkels  a  und  bildet  mit  diesen  Axen  Winkel,  deren  Sinusse 
im  Verhältniss  w":w'  stehen.    Man  hat  daher,  wenn  Winkel  e(f  u, 

12* 
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rC'  =  cc"  gesetzt  wird,  diese  Winkel  in  demselben  Drehnngssinne  ge- 
rechnet, 


sin  ce        sin  et         „  , 


„  ,    ,    «  —  «  =  « , 

CO  CO 


Sl'2  =  co'2  +    '  2  —  2ww'  cos  ct. 

Bleibt  das  Verhältniss  co':co"  während  der  Dauer  der  Bewegung 
constant,  so  behält  auch  die  Momentanaxe  fortwährend  dieselbe  Lage 
gegen  die  Axen  C\  C"  und  sind  daher  die  Orte  der  relativen  Momen- 
tanaxen  und  der  Geraden  des  Systems  welche  in  diese  eintreten, 
zwei  Rotationskegel  um  C\  C"  als  Axen  mit  den  halben  Oeffunngen 
a  und  et",  welche  sich  längs  der  Momentanaxe  berühren.  Bildet  die 
relative  Momentanaxe  mit  beiden  absoluten  Momentanaxon  C,  C"  spitze 
oder  stumpfe  Winkel,  so  berühren  sich  die  Kegel  auf  entgegengesetzten 
Seiten  ihrer  gemeinschaftlichen  Tangontenebenen ,  bildet  sie  mit  einer 
der  Axen  einen  rechten  Winkel,  so  geht  ein  Kegel  in  eine  Ebene  über, 
bildet  sie  mit  einer  Axe  einen  spitzen,  mit  der  andern  einen  stumpfen 
Winkel,  so  berühren  sie  sich  auf  derselben  Seite  der  gemeinschaftlichen 
Tangentenebene. 

3.  Dieselbe  Aufgabe  für  den  Fall,  dass  die  beiden 
Axen  C,  C"  sich  im  Räume  kreuzen. 

Wir  tragen  die  Winkelgeschwindigkeiten  w',  co"  nach  Grösse  und 
Sinn  auf  den  absoluten  Momentanaxcn,  deren  Kreuzungswinkel  et  sei, 
von  den  Fusspunkten  A\  A"  des  kürzesten  Abstamlea  A* A"  =  «  beider 
Axen  auf.  (Fig.  68.)    Um  nun  die  relative  Winkelgeschwindigkeit  Sl"  des 
Kjff  fiK  Systems  £'  gegen  2"  zu  bestimmen,  haben 

c  wir  — co"  um  C"  mit  co'  um  C'  zu  verbinden. 

ßV  ,         Dabei  verfahren  wir  nach  Cap.  III,  §.  3  in- 
!  «len»  wir  — w''  parallel  mit  sich  in  eine  durch 

;  /  ^       ä'  gehende  Axe  C\"  verlegen  und  die  zuge- 

/k.\V hörige   Translationsgeschwindigkeit  ata"  zu- 


fügen,  welche  senkrecht  zur  Ebene  f"(',"  ist. 
Das  Parallelogramm  aus  co'  um  C  und  -  co" 
um  C\"  liefert  nunmehr  die  Winkelgeschwindig- 
keit Sl'  und  deren  Axenrichtung,  welche  senkrecht  zu  dem  kürzesten 
Abstände  «  ist.  Die  Translationsgeschwindigkeit  a  co",  welche  parallel 
der  Ebene  des  Parallelogramms  ist,  zerlegen  wir  in  zwei  Componenten, 
von  denen  die  eine  parallel  der  Axenrichtung  von  Sl',  die  andere 
senkrecht  zu  ihr  ist.  Letztere  liefert  mit  Sl'  zusammen  die  definitive 
Lage  der  Axe  c  der  relativen  Winkelgeschwindigkeit  Sl',  welche  den 
kürzesten  Abstand  in  einem  Punkte  c  schneidet,  dessen  Abstände  von 
Ä  und  A"  im  Verhältniss  der  Tangenten  der  Winkel  stehen ,  welche 
die  Axe  c  mit  den  Axen  (■'  und  C"  bildet.    Die  erstere  Componentc  ist 
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die  Translationsgeschwindigkeit  der  relativen  Schraubenbewegung  von 
£'  gegen 

Für  die  Berechnung  der  hier  in  Frage  kommenden  Elemente  dient 
Folgendes.  Der  Winkel  des  Parallelogramms  ist  n  — «;  nennen  wir  ß' 
und  ß"  die  Winkel,  welche  die  Diagonale  desselben  mit  den  Seiten  co' 
und  co"  bilden,  so  erhalten  wir 

sin  ß        sin  ß  sin  a .         .  «  ,  tf»  »,  ,  rt  # 

CO  CO 

und  hieraus  weiter 

a,       co  —  to"  cos  et  .,      co'  —  co  cos  et 

colg  ß  =  —  „-  .  ,  colg  ß  —  

co  sin  a  "  co  sin  et 

und  folglich 

tg  p  co      co  -  -  co  cos  et 

tg  p  co      co  —  w   cos  et 

Die  Abstände  a,  a"  der  relativen  Moraentauaxc  c  von  C  und  (/' 
hieben  in  diesem  Verhältniss  und  ergeben  sich  daher  aus  den  Glei- 
chungen 

n  «  .  . 

t(jß        '9  ß 

nach  einer  leichten  Transformation,  nämlich: 

sin  ff  cos  ß"  „      sin  ß"  cos  ß' 

a  =  —  —  •  u  ,         a  =  —    .  •  (i . 

Sin  et  sm  et 

Sind  die  Axcn  C,  C"  zu  einander  rechtwinklig,  so  wird 

iL  -  jil  _  (»y* 

a"  ~  tg  ß"   -  \  co')  ■ 

Die  Translationsgeschwindigkeit  aco"  bildet  mit  der  Diagonale  des 
Parallelogramms  den  Winkel  —  ß"\  daher  ist  die  zur  Moinentanaxe 
parallele  Componente  derselben  a  co"  sin  ß>'  und  die  zu  ihr  senkrechte 
a  co''  cos  ß'\  oder  da 

sm  ß  =        sm  et,  cos  ß  —     ,-  —  ,  , 

r ,        U  r        co  —  co  cosa 

so  werden  diese  beiden  Grössen 

acoco"    .        .   a..  acoco'sina 

— -—r-  sin  a  sin  p  ,         r»»"7~'  '• —     \  •  # 

Sl  Sl  (co  —  co  cos  a)  9 

Bleibt  während  der  ganzen  Dauer  der  Bewegung  das  Verhältniss 
co  :  co"  der  Winkelgeschwindigkeiten  der  Systeme  um  die  absoluten 
Axcn  (ft  C"  constant,  so  geht  die  Momentanaxe  fortwährend  durch  den- 
selben Puukt  des  kürzesten  Abstandes  und  bleiben  ihre  Neigungen 
gegen  die  Axen  (f,  C"  gleichfalls  dieselben;  der  Ort  der  Geraden  im 
System  welche  nach  und  nach  in  die  Momentanaxe  eintreten,  ist 
daher  ein  einfaches  Rotationshyperboloid  um  die  Axc  (ft  dessen  Kehl- 
kreis den  Radius  a  hat.    Ebenso  ist  der  entsprechende  Ort  für  die  re- 
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♦ 

lative  Bewegung  des  Systemcs  2"  in  Bezug  auf  2'  ein  einfaches  Ro- 
tationshyperboloid um  die  Axe  C"  mit  dem  Kehlradius  a".  Diese 
zweito  Fläche  ist  zugleich  der  Ort  der  relativen  Momcntanaxcn  für  die 
relative  Bewegung  des  Systems  2\  auf  welchem  das  erste  Hyperboloid 
rollt  und  gleitet,  und  die  erste  Fläche  spielt  dieselbe  Rolle  bezüglich 
der  relativen  Bewegung  von  2"  in  Bezug  auf  2'.  Beide  Hyperboloide 
berühren  sieh  also  während  der  Bewegung  der  Systeme  beständig  längs 
einer  Erzcugungslinie. 

Die  drei  vorstehenden  Aufgaben  sind  von  Wichtigkeit  für  die 
Theorie  der  Zahneingrifl'e  cylindrischcr,  conischer  und  hyperboloidischer 
Räder.  (Vgl.  hierüber  z.  B.  Belanger,  Traito  de  cinematique  S.  Ol, 
129  und  III  u.  folg.  und  insbesondere  die  Abhandlung  von  Pützer: 
„lieber  den  spiraloidischcn  Zauneingriff"  in  der  Zeitschrift  des  Vereins 
deutscher  Ingenieure  Bd.  IV.  (1860),  S.  231  u.  L>51.) 
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Die  Beschleunigung  der  Bewegung  eines  Punktes.    Frojectionen  und 
Componenten  dor  Beschleunigung.    Arbeit  der  Beschleunigung. 

Sectorenbeschleunigung. 

§.  1.  Die  Geschwindigkeit  eines  Punktes  ändert  sich  im  Laufe  der 
Bewegung  continuirliclt  und  zwar  im  Allgemeinen  in  doppelter  Hinsicht, 
sowohl  ihrer  Grösse,  als  auch  ihrer  Richtung  nach.  Damit  diese  dop- 
pelte Aenderung  erfolge,  ist  erforderlich,  dass  zu  der  vorhandenen  Ge- 
schwindigkeit in  jedem  Momente  eine  verschwindend  kleine  Geschwin- 
digkeitscomponentc  in  einer  bestimmten,  von  dor  Richtung  joner  ab- 
weichenden Richtung  hinzutrete,  welche  mit  ihr  die  nach  Grösse  und 
Richtung  geänderte  Geschwindigkeit  des  folgenden  Momentes  bildet. 
Um  diese  zu  bestimmen,  seien  (Fig.  yf/,  M'  die.  den  Zeiten  /  und 
/  -f-  At  entsprechenden  Lagen  des  Fiy.  co. 
beweglichen  Punktes  auf  seiner  ™  ™  —  0 " 
Bahn  und  »,  v  seine  Geschwiu-  $  ~~  


digkeit  zu  diesen  Zeiten.    Zieht  ** 

man  nun  durch  irgend  einen  Punkt  0  des  Raumes  zwei  Gerade  parallel 
den  Tangenten  in  /V,  /V'  und  trägt  auf  ihnen  die  Längen  A  V  =  r, 
AI'  =  >/  übereinstimmend  mit  dem  Sinne  dieser  Geschwindigkeiten 
auf,  so  stellt  nach  dem  Satze  vom  Parallelogramme  der  Geschwindig- 
keiten die  Verbindungslinie  V  V  ihrer  Endpunkte  die  Geschwindigkcits- 
componeute  dar,  welche  zu  v  hinzutreten  müastc,  um  v  zu  bilden, 
d.  h.  um  v  nach  Grösse  und  Richtung  so  abzuändern,  dass  es  in  />' 
übergeht.  Lässt  man  nun  dt  ohne  Ende  abnehmen,  wodurch  der  Punkt 
M'  sich  fortwährend  dem  Punkte  M  nähert,  so  verschwindet  der  Winkel 
10  f"  der  beiden  Tangenten  als  der  Contingcnzwiukel  der  Bahn  im 
Punkte  ;V,  die  Differenz  von  v  und  v  und  die  Componcnte  V  V\ 
letztere  jedoch  in  einor  bestimmten,  von  dem  Verhältnisse  jener  beiden 
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verschwindenden  Grössen  abhängigen  Richtung.  Die  verschwindend 
kleine  Gcschwindigkeitscompononte,  FF*,  die  zur  Zeit  l  zu 
der  Gesch windigkeit  v  des  bewe-glicheu  Punktes  hinzutritt, 
um  die  der  Zeit  l  -f~  dl  entsprechende  Geschwindigkeit  v 
nach  Grösse  und  Richtung  zu  bilden,  heisst  die  Elementar  - 
beschleunigung  des  Punktes  zur  Zeit  t.  Die  geänderte  Ge- 
schwindigkeit v\  entsprechend  der  Zeit  t  -f-  dl  ist  mithin  die 
Resultante  der  Geschwindigkeit  v  zur  Zeit  t  und  der  Ele- 
mentarbeschleunigung. Wir  wollen  die  Elcmenlarbeschleunigung 
mit  du  bezeichnen.  Würde  nicht  blos  zur  Zeit  /,  sondern  in  jedem 
Zeitelcmente  der  auf  /  folgenden  Zeiteinheit  in  der  Richtung  von  du 
dieselbe  unendlich  kleine  Geschwindigkeitscomponente  von  neuem  hin- 
zutreten, so  würde  der  Quotient  ^"  die  totalo  Aenderungscomponentc . 

der  Geschwindigkeit  während  der  auf  die  Zeit  /  folgenden  Zeiteinheit 
darstellen,  wenn  die  Geschwindigkeit  während  dieser  fortwährend  in 
derselben  Weise  sich  änderte,  wie  im  Zeitelemenlc  dly  welches  auf  I 
folgt.  Diese  auf  die  Zeiteinheit  bezogene  Aendcrun  gscom- 
ponente  der  Geschwindigkeit  heisst  die  Beschleunigung 
des  beweglichen  Punktes  zur  Zeit  /.  Bezeichnen  wir  die  Be- 
schleunigung mit  <p,  so  besteht  demnach  die  Gleichung 

du 

und  folgt  aus  ihr  die  Elementarbcschleunigung  du  =  tpdl.  Die  Richtung 
der  Beschleunigung  ist  die  Richtung  der  Elementarbcschleunigung. 

Bereits  im  I.  Cap.  §.  4.  des  I.  Theils  haben  wir  auf  die  Wichtig- 
keit des  Begriffs  der  geometrischen  Summe  und  Differenz  hingedeutet; 
iu  demselben  Sinne  spricht  man  consequent  auch  von  geometrischem 
Differential  und  geometrischer  Derivirten,  in  welchen  Ausdrücken  die 
Beziehungen  der  Grösse,  der  Richtung  und  des  Sinnes  zugleich  ent- 
halten sind.  Hiernach  ist  dio  Geschwindigkeit  v  zur  Zeit  /  -f-  dt  die 
geometrische  Summe  der  Geschwindigkeit  />  und  der  Elementarbeschleu- 
nigung du  und  können  die  Definitionen  der  Elementarbcschleunigung 
und  der  Beschleunigung  kürzer  so  gefasst  werden:  Die  Elementar- 
bcschleunigung eines  Punktes  ist  das  geometrisch  c  Dif- 
ferential seiner  Geschwindigkeit,  die  Beschleunigung  ist 
die  geometrische  Derivirte  der  Geschwindigkeit  in  Bezug 
auf  die  Zeit. 

Die  Richtung  der  Beschleunigung,  durch  den  beweglichen  Punkt 
gezogen  gedacht,  fällt  in  die  Ebene  der  beiden  auf  einander  folgenden 
Tangenten,  d.  h.  in  die  Schmicgungscbenc  der  Bahn,  welcher  die  Ebene 
des  unendlich  schmalen  Parallelogramms  AI"  parallel  ist.  Der  Sinn 
der  Beschleunigung  zeigt  in  der  Schmiegungsebenc  nach  der  Seite  der 
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Tangente  hin,  auf  welcher  der  Krilmmungsmittelpunkt  liegt.  Da  nämlich 
die  Elemcntarheschleunigung  die  Richtung  der  Tangente  der  Bahn  än- 
dert, so  zeigt  ihr  Sinn  und  mithin  auch  der  Sinn  der  Beschleunigung 
selbst  nach  der  Seite  hin,  nach  welcher  sich  die  Tangente  wendet;  dies 
ist  aber  die  Seite  des  KrUmmungsmittelpunktes. 

Die  Grösse  des  Winkels  a,  welchen  die  Beschleunigung  mit  der 
Tangente  bildet  und  das  Wachsthum  oder  die  Abnahme  der  Geschwin- 
digkeit sind  von  einander  abhängig.  Dieser  Winkel  ist  nämlich  der 
Aus8enwinkel  bei  V  in  dem  unendlich  kleinen  Dreieck  OVV  und  als 
solcher  gleich  der  Summe  des  Winkeis  0  V"  V  und  des  Contingenz- 
winkels  VOV'.  Da  letzterer  unendlich  klein  ist,  so  ist  «  mit  OV'V  von 
derselben  Art,  d.  h.  gleichzeitig  spitz,  stumpf  oder  ein  Rechter  und 
folglich  Winkel  OW'  gleichzeitig  stumpf,  spitz  oder  ein  Rechter.  Es 

!>  <C 
ist  mithin  v       v,  je  nachdem  a  —  In. 

<  > 
§.  2.    Wir  wollen  einige  spezielle  Fälle  hinsichtlich  der  Art  und 
Weise  betrachten,  wie  die  Beschleunigung  die.  Geschwindigkeit  ändert 
und  welche  Art  der  Beschleunigung  eine  bestimmte  Art  der  Acndcruug 
der  Geschwindigkeit  voraussetzt. 

1.  Es  ändere,  zur  Zeit  t  die  Geschwindigkeit  v  bloss  ihre  Grösse, 
nicht  aber  ihre  Richtung;  dio  folgende  Tangente  fällt  dann  in  die  Rich- 
tung von  p,  die  Elemcntarheschleunigung  YV  gleichfalls,  also  hat  auch 
dio  Beschleunigung  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  und  ist  der 
Winkel  «  gleich  Null  oder  gleich  jt,  je  nachdem  der  Sinn  der  Be- 
schleunigung mit  dem  Sinne  der  Geschwindigkeit  übereinstimmt  oder 
ihm  entgegengesetzt  ist.  Im  ersten  Falle  wächst  die  Grösse  der  Ge- 
schwindigkeit, im  letzten  nimmt  sie  ab;  in  jenem  wird  die  Bewegung 
zur  Zeit  /  im  eigentlichen  Sinne  beschleunigt,  in  diesem  verzögert. 
Behält  die  Geschwindigkeit  während  einer  endlichen  Zeit  fortwährend 
dieselbe  Richtung,  d.  h.  ist  die  Bahn  während  derselben  gradlinig,  so 
fällt  die  Beschleunigung  immer  in  deren  Richtung.  Die  Elemcntar- 
heschleunigung du  ist  im  vorliegenden  Falle  gleich  dem  Differentiale  dv 
der  Geschwindigkeit  im  "'gewöhnlichen  Sinne,  ebenso  ist  die  Beschleu- 
nigung^ =^  d.  h.  gleich  der  Dcrivirten  von  v  im  gewöhnlichen  Sinne. 

2.  Es  ändere  die  Geschwindigkeit  zur  Zeit  /  ihre  Richtung,  nicht 
aber  ihre  Grösse.  In  diesem  Falle  ist  das  Dreieck  OYY'  wegen  v—v 
gleichschenklig  und  die  Richtung  der  Elcmentnrbeschlcunigung  YV  und 
der  Beschleunigung  <p  normal  zur  Bahn  des  Punktes.  Die  Bewegung 
ist  zwei  Zcitclcmente  hindurch  gleichförmig  dieselbe.  Aendert  dio  Ge- 
schwindigkeit während  einer  endlichen  Zeit  blos  ihre  Richtung,  nicht 
aber  ihre  Grösse,  ist  also  die  Bewegung  durchweg  gleichförmig  während 
dieser  Zeit,   so  ist  die  Beschleunigung  in  allen  Punkten  normal  zur 
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Baiin  und  da  ihre  Richtung  in  die  Schmiegungscbene  füllt,  so  hat  sie 
die  Richtung  der  Hauptnormalcu  der  Bahn  und  geht  mithin  durch  den 
Krümmungsmittelpunkt. 

3.  Die  Geschwindigkeit  sei  während  einer  endlichen  Zeit  unverän- 
derlich, sowohl  nach  Grösse  als  nach  Richtung;  die  Bewegung  ist  dann 
gleichförmig  und  geradlinig. 

Die  Veränderung,  welche  die  Geschwindigkeit  im  Laufe  der  Bewe- 
gung erleidet,  kann  man  sehr  zweckmässig  durch  eine  Curve  darstellen, 
welche  von  Hamilton,  ihrem  Erfinder,  der  II o d ograph  genannt  wird. 
(Vgl.  Hamilton,  Clements  of  Quatcrtrions ,  London  18<>r>.  S.  100  u.  718.) 
Zieht  man  nämlich  von  irgend  einem  Punkte  0  aus  Radiusvectoren 
gleich,  parallel  und  dem  Sinne  nach  Ubereinstimmend  mit  den  Ge- 
schwindigkeiten dos  beweglichen  Punktes,  so  bilden  die  Endpunkte 
aller  dieser  Geraden  diese  Curve.  Das  Bogenolcment  derselben  stellt 
die  Elcmcntarbeschleunigung  dar;  die  Richtungen  der  Radienvectoren 
bilden  eine  Kegclfläche,  deren  Taugentcnebencn  den  Schmiegungsebcnen 
der  Bahn  dos  Punktes  parallel  sind.  Ist  dio  Bahn  binc  ebene  Curve, 
so  ist  auch  der  Hodograph  eben,  ist  dio  Bewegung  gleichförmig,  so 
schneidet  der  Hodograph  seine  Radienvectoren  rechtwinklig  und  wird 
bei  der  Abwickelung  der  Kegelflächc  ein  Kreis. 

§.  3.  Wir  wollen  für  die  Bestimmung  der  Beschleunigung  eines 
Punktes  vorläufig  einige  leichte  Beispiele  behandeln. 

1 .  Ein  Punkt  beschreibt  mit  constnntcr  Geschwindigkeit  einen 
Kreis  vom  Radius  r,  man  »oll  seine  Beschleunigung-  nach  Grösse  und 
Richtung  bestimmen. 

Da  die  Gesell  windigkeit  v  constant  ist,  so  ist  das  unendlich  kleine  Dreieck 
fiVV'  (Fig.  70.)  gleichschenklig  und  mithin  VV'  senkrecht  zur  Richtung  der  Ge- 
schwindigkeit. Daher  ist  die  Beschleunigung 
normal  zu  dem  Kreise  und  fortwährend  nach  dem 
Mittelpunkte  desselben  gerichtet.  Hinsichtlich 
der  Grösse  rp  der  Beschleunigung  erhalt  man  aus 
jenem  Dreiecke  zunächst  die  Elcmcntarbcschlcu- 
nigung  du  =  tpdt  =  Q  V  .  {VOV')  oder  da  der 
Winkel  l'Ol''  der  (^ntiiigcnKwiiikcl  des  Kreises 
und  gleich  dem  Winkel  Ml'M'  der  beiden  Nor- 
malen  in  den  Endpunkten  M,  M'  des  Bogen- 

.  »/.V  ll.S 

dementes  MM  —  ,fst  also  gleich  ^    ist,    rpilt  —  v  ■  -    .      Es   ist    aber  weiter 
^      und  somit  erhält  man  für  die  Beschleunigung  den  Ausdruck : 

V  =   r  • 

Denkt  man  sich  den  beweglichen  Punkt  als  einem  System  angehörig,  wel- 
ches um  eine  durch  den  Mittelpunkt  gehende  zur  Kreischen«!  senkrechte  Axe 
gleichförmig  rotirt  und  bezeichnet  die  Winkelgeschwindigkeit  dieser  Rotation  mit 
w,  so  wird  v  =  <ar  und  lässt  sich  mithin  die  Beschleunigung  auch  durch  den 
Ausdruck  tp  =  w'r 
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darstellen.  Man  erhält  dadurch  also  den  Satz:  Die  Beschleunigung  der 
gleichförmigen  Kreisbewegung  eines  Punktes  ist  fortwährend  nach 
dem  Mittelpunkte  des  Kreises  gerichtet;  sie  ist  die  dritte  Propor- 
tionale zum  Radius  und  der  Geschwindigkeit  und  kann  durch  das 
Produkt  des  Radius  und  des  Quadrats  der  Winkelgeschwindigkeit 
dargestellt  werden;  der  Hodograph  ist  ein  Kreis  von  einem  Radius 
gleich  der  Geschwindigkeit. 

2.  Ein  Punkt  beschreiht  eine  Ellipse  und  zwar  so,  dnss  der 
Sector,  welchen  der  von  einem  der  beiden  Brennpunkte  nach  dem 
beschreibenden  Punkte  gozogene  Radiusvoctor  während  der  Be- 
wegung durchläuft,  der  Zeit  proportional  wächst,  welches  ist  die 
Grösse  und  Richtung  der  Beschleunigung  für  diese  Bewegung? 

Wir  leiten  zunächst  einen  Ausdruck  für  die  Geschwindigkeit  des  beweg- 
lichen Punktes  aus  do^(  Bedingung  der  Bewegung  ab.  Ist  nämlich  (Fig.  71.) 
MM'  =  äs  =  vdi  das 
im  Zeitolemcnto  dt  mit 
der  Geschwindigkeit  i< 
beschriebene  Bogcn- 
elerocnt  der  Bahn  und 
das  von  dem  Brenn- 
punkte F,  welcher  Ur- 
sprung der  Radienvcc- 
toren  ist,  auf  die  Tan- 
gente in  M  gefällte 
Perpendikel  =  p, 
so  wird  der  Inhalt  des 
Sectors  MFM',  welcher 
das  Bogcnclomcnt  zur  Basis  hnt,  gleich  \podt  und  folglieh  die  Scetoreiigcschwin- 
digkeit  gleich  y»  (Vgl.  Cap.  IV,  §.  13  im  II.  Thcib).  Nach  der  Bedingung  der  Auf- 
gabe ist  diese  Sectorcngcschwindigkeit  eine  Constuuto  e ;  daher  ist  \  pv  =  c  und 
folglich  die  gesuchte  Geschwindigkeit 

V  ™    p  ' 

Diosclbo  ist  von  der  speziellen  Natur  der  Bahn  unabhängig  und  kann  daher  der  Inhalt 
dieser  Gleichung  in  dem  Satze  ausgesprochen  werden:  Bei  jeder  Bewegung 
eines  Punktes,  für  welche  die  Sectorcngcschwindigkeit  des  von 
einem  festen  Punkte  nach  dem  beschreibenden  Punkte  gezogenen 
Radiusvectors  constant  und  der  von  diesom  durchlaufene  Sector 
also  der  Zeit  proportional  ist,  in  welcher  er  durchlaufen  wird,  ist 
die  Geschwindigkeit  des  Punktes  umgekehrt  proportional  ihrem  Ab- 
Stande vom  festen  Punkte  und  wird  erhalten,  wenn  man  die  doppelte 
Sectorengeschwindigkcit  oder  den  doppelten  in  der  Zeiteinheit 
durchlaufenen  Sector  durch  diesen  Abstand  dividirt. 

Denkt  man  sich  den  Radiusvector  als  einem  um  den  Brennpunkt  F  rotten- 
den System  angehörig,  so  kann  man  leicht  für  die  Winkelgeschwindigkeit  m 
dieser  Rotation  einen  Ausdruck  Hnden.  Fällt  man  nämlich  vou  M  auf  den  Ra- 
diusvector FM'  des  folgenden  Punktes  M'  das  Perpendikel  M(J,  so  werden  die 
Dreiecke  MQM'  und  FPM  ähnlich,  weil  wegen  FM(J  =  \n  die  Winkel  QMM'  und 
FMP  complementär  sind.  Es  besteht  daher  die  Proportion:  MQ :  MM'  =  FP:  FM, 
in  welcher,  wenn  FM  =  r  gesetzt  wird,  MQ  —  rmdl,  MM'  =  vdl  ist;  aus  ihr 
zieht  man  daher  pp  =  (or?  oder  mit  Rücksicht  auf  vp  —  ic: 


Fi  (f.  71. 
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2c 

d.  h.  dio  Winkelgeschwindigkeit  des  Radiusvoctors  um  den  Brenn- 
punkt ist  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  des  Radiusvectors. 

Um  nun  dio  Beschleunigung  qp  zu  erhalten,  wollen  wir  den  Ausdruck  für  v 
ein  wenig  umgestalten.  Füllen  wir  auch  an  dem  zweiten  Breunpunkt  F'  ein 
Perpendikel  F'P'  =  p  auf  die  Tangente  in  AI  und  bringen  dasselbe  zum  Durch- 
schnitt //  mit  dem  Radiusvector  FAI ,  so  ist,  weil  die  Tangente  eines  Kegel- 
schnittes den  Winkel  der  Radienvectorcn  halbirt,  F'  II  =~  2p'  und  da  ferner  das 
Produkt  der  beiden  von  den  Brennpunkten  auf  die  Tangente  gefüllten  Perpen- 
dikel eine  Constantc,  nämlich  das  Quadrat  dor  halben  kleinen  Axo  b,  also  pp' '—  b* 
ist,  so  nimmt  die  obige  Formel  für  v  die  Gestalt  an: 

■- 

d.  h.  es  ist  die  Geschwindigkeit  proportional  dem  doppelten  Perpendikel,  welches 
von  dum  Brennpunkte,  wolcher  nicht  Spitze  des  der  Zeit  proportionalen  »Scctors 
ist,  auf  die  Tangente  gefällt  werden  kann.  Indem  wir  dieselbe  Betrachtung  für 
die  Tangente  des  Punktes  AI',  in  welchem  die  Geschwindigkeit  v  sei,  wieder- 
holen, erhalten  wir  für  u  den  analogen  Ausdruck: 

worin  F'  Ii'  für  dio  Tangeute  in  .•)/'  dieselbe  Bedeutung,  wie  F'  II  für  die  Tan- 
gente in  AI  ha».  Dio  beiden  Perpendikel  F'  II  und  F' II'  bilden  miteinander  den- 
selben Winkel,  wie  dio  Tangenten  in  AI  und  AI',  auf  welchen  sie  senkrecht 
stehen.  Sic  bilden  mit  ////'  ein  unendlich  kleine»  Dreieck,  in  welchem  zwei 
Seiten,  nämlich  F' II  und  F'li'  den  Geschwindigkeiten  v  und  v  in  den  Punkten 
M,  AI'  proportional  sind.  Zieht  man  datier  durch  den  Punkt  AI,  ausser  der  Tan- 
gente noch  eine  Gerade  parallel  zur  Taugeute  des  Punktes  AI'  und  trägt  auf 
diese  beiden  Linien  die  Geschwindigkeiten  v,  v  als  Längen  AlF,  AIV'  auf,  so  er- 
hält man  ein  weiteres  Dreieck  A\VV\  welches  dem  Dreieck  Füll'  ähnlich  ist 

und  zwar  ist  das  Verhältnis»  der  Seiten       .     Die  unendlich  kleino  Liuio  VV' 

Ir 

des  Dreiecks  MF  F'  ist  aber  die  Elemcntarbeschleuuignug  iln  =  tpdt  für  den 
Punkt  AI  und  erhält  mau  daher 

tp(/i  =  f-  •  ////'. 
«* 

Mit  Rücksicht  darauf,  dass  Fi/  —  FAI  MF'  die  grosso  Axe  2«  der  Ellipse 
darstellt,  wird  nun  ////'  =  2aonll  und  hiermit 

2a  c 

oder  mit  Hülfe  des  obigen  Ausdruckes  für  dio  Winkelgeschwindigkeit  ca. 

4  « 

V  =    b*  ,*  * 

Diesem  Ausdrucke  kann  mau  noch  eine  etwas  andre  Form  geben,  indem  man 
die  Constantc  r  durch  dio  Umlaufszeit  '/  darstellt.  Es  ist  nämlich,  da  die 
Seetoren  der  Zeit  proportional  sind,  cT=itab,  nämlich  gleich  dem  Inhalt  der 
ganzen  Ellipse;  hieraus  erhält,  man 

n  ab 

wodurch  rp  die  Form  annimmt: 

4jr*r/s  1 
V  ~  -ff  ■  r,  • 
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Nachdem  hiermit  die  Grösse  der  Beschleunigung  gefunden  ist,  hleibt  nur 
noch  ihre  Richtung  zu  bestimmen  übrig.  Da  /'//  =  FH'  =  2 a ,  so  ist  das  un- 
endlich schmale  Dreieck  b'HH'  gleichschenklig  und  steht  also  HH'  in  der  Grenze 
senkrecht  auf  der  Richtung  des  Radiusvectors  FM.  Läset  man  daher  das 
Dreieck  F'HH'  um  den  Winkel  \n  sich  umdrehen,  so  wird  ////'  parallel  FM; 
da  aber  alsdann  die  Seitun  des  Dreiecks  F'HH'  den  homologen  Seiten  des 
Dreiecks  MW  parallel  liegen,  so  folgt,  dass  die  Richtung  von  VF'  parallel  zu 
FM  ist  und  mithin  die  Beschleunigung  in  die  Richtung  des  Radiusvectors  fallt 
und  nach  dem  Brennpunkte  hinzeigt.  Demnach  ist  das  Hauptrcsultat  unserer 
Untersuchung  folgendes. 

Bei  der  vorliegenden  elliptischen  Bewegung  ist  die  Beschleu- 
nigung fortwahrend  nach  dem  Brennpunkte  hin  gerichtet,  welcher 
die  Spitze  des  der  Zeit  proportionalen  Sectors  ist  und  ist  dieselbe 
umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  des  Radiusvectors. 

§.  4.  Wird  die  Bewegung  eines  Punktee  M  (vgl.  Fig.  69.)  auf  eine, 
Axe  X  «chtwinklig  projicirt,  so  ist  nach  Cap.  I.  §.  9  im  II.  Theile  die 
Geschwindigkeit  px  der  geradlinigen  Projectionsbewegung  (der  Bewegung 
der  Projection  m  des  Punktes  M  auf  die  Axe)  gleich  der  Projection  der 
Geschwindigkeit  v  der  Hauptbewegung.  Da  die  Geschwindigkeit  dieser 
Projectionsbewcgung  ihre  Richtung  nicht  lindert,  so  fällt  nach  §.  2.  die 
Elementarbcschlennigung  derselben  in  die  nämliche  Richtung  und  ist 
sie  das  Differential  von  vx.  Daher  erhalt  man  die  Beschleunigung  g>, 
der  Projectionsbewegung  durch  die  Gleichung 
*  dvx 

Projicirt  man  nun  das  Dreieck  OFf'\  in  welchem  VV'  die  rOlemen- 

tarbesclileunigung  der  Hauptbewegung  darstellt,  auf  die  Axe,  so  erhalt 

man  als  Projection  seines  Umfanges  die  Folge  dreier  Strecken  ot\  ovr, 

op  in  gerader  Linie,  so  dass  r=rxy  ov  —  r'x  und  rv  —  drx  wird, 

wobei  v'x  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  m  zur  Zeit/-f-///  bezeichnet 

und  wenn  cc  der  Winkel  ist,  welchen  die  Richtung  der  Beschleunigung 

g>  der  Hauptbewegung  mit  der  Axe  .V  bildet,  so  wird  rr'~  Vl'  iutsct 

d.  h.  dp  *  —  du  •  cos  a.    Hieraus  folgt 

</{'.,.  du 
wr—    ,    —    -  >  ens  cc  ?=:  m  cns  et 
dl  dl 

d.  h.  die  Bescblcunigung  der  Projectionsbewegung  ist  die 
Projection  der  Beschleunigung  der  Hauptbewegung  auf  die 
Axe  und  wird  durch  die  Derivirte  der  Projection  der  Ge- 
schwindigkeit auf  dio  Axe,  nach  der  Zeit  genommen,  dar- 
gestellt. 

Ist  sc  die  Abseisse  des  Projectionspunktes  von  irgend  einem 
Anfangspunkte  in  der  Axe  X  an  gerechnet,  so  ist  nach  Cap.  I.  §.  9  des 

d  v 

II.  Theiles  vx  —  ^  und  folglich  mit  Rücksicht  auf  die  eben  ent- 
wickelte Gleichung 
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d7x 
**  =  dfi  ' 

d.  Ii.  die  Beschleunigung  der  Projectionsbewegung  ist  die 
zweite  Derivirte  der  auf  der  Axe  gerechneten  Abscisse  des 
beweglichen  Projectiona punkte«  in  Bezug  auf  die  Zeit. 

§.  5.  Projiciren  wir  eine  in  der  Ebene  erfolgende  Bewegung  eines 
Punktes  M  auf  zwei  rechtwinklige  Coordinatenaxen  der  x%  y  in  dieser 
Ebene,  so  erhalten  wir,  wenn  x,  y  die  Coordinaten  des  beweglichen 
Punktes  sind,  nach  dem  vorigen  Paragraphen  für  die  Beschleunigungen 
der  Projectionsbcwegungen  in  den  Coordinatenaxen  die  Gleichungen: 

(Px  d'hj 

und  dabei  ist,  wenn  er  den  Neigungswinkel  der  Beschleunigung  <p  der 
Hauptbewegnng  gegen  die  a'-Axc  bezeichnet, 

a>  cos  a  =  qp.r  ,      q>  sin  tt  =  (py 
<P2  =  Vx1  +  Vy* ,       tg  «  =  ^  . 

Construirt  man  den  Hodographen  der  ebenen  Bewegung  des  Punktes 
M  so,  dass  man  vom  Coordinatenursprung  aus  die  ltadicnvectoren  gleich 
und  parallel  den  Geschwindigkeiten  zieht,  so  entspricht  dem  Punkte  .V 
(r,  //)  der  Punkt  vi  des  Hodographen,  dessen  Badiusvector 


r 


ist  und  dessen  Coordinaten  x\  y  durch  die  Gleichungen 

dx  ,  dt/ 

"  =  ¥ '     v  =  ,n 

bestimmt  werden.  Das  Bogenelement  d$  des  Hodographen,  welches  die 
Elementarbeschleun ignng  darstellt,  ist 

und  erhält  man  daher  für  die  Beschleunigung  q>  den  Ausdruck 

  «/*'   __  7/ tPx    ,  d:y 

*  —  d(   ~~  V    dl*   +  dt*  ' 

übereinstimmend  mit  der  Bedeutung  der  obigen  Formel  <p'2  =  ov*  +  9V- 

Ebenso  hat  man  für  die  Projectioncn  einer  räumlichen  Bewegung 
auf  drei  rechtwinklige  Coordinatenaxen  der  .r,  y,      wenn  die  Beschleu- 
nigung tp  mit  den  Axen  die,  Winkel  «,  ß,  y  bildet  und  <jp., ,  «^y»  9>-- 
Beschleunigungen  der  drei  Projectionsbcwegungen  sind : 
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d7x  (fy  '  <Pz 

4P=9s 
cos  a       cos  ß      cos  y  1 

<?x  <Py  <Pz  <P 

Die  Gleichungen  des  Hodographen  sind: 

dx  dy^  dz 

X  —  dt  y       V        dl  '       5  ~  ,//  ' 

sein  Bogenelement,  welches  die  Eleraentarbeschlennigung  darstellt,  ist 

Der  Gebrauch,  den  man  von  dem  vorstehenden  Formelsystem 
machen  kann,  ist  ein  sehr  mannigfaltiger.  Ist  z.  13.  die  Bewegung 
eines  Punktes  M  insofern  gegeben,  als  die  Coordiiraten  ar,  y,  z  des- 
selben als  Functionen  der  Zeit  bekannt  sind,  so  dass  man  etwa  hat: 

*  =  y  =  z(0»    *  = 

so  genügt  eine  einmalige  Differentiation  um  die  Projectionen  der  Ge- 
schwindigkeit auf  die  Axen,  diese  selbst  und  ihre  Richtung  zu  be- 
stimmen, indem 

dx         ,  .  .  .du         ...  dz  , ,  . 

=  ,//  =  *  (0.    'V  =  r/f  —  z  (0.       =  ,„  =  »  i') 

und  die  Richtungscosinusse  von  i>  durch  die  Grössen  ?J  ,  *'  angegeben 

v      v  v 

werden;  eine  wiederholte  Diflerentiation  führt  zur  Kenntniss  der  Pro- 
jectionen der  Beschleunigung,  der  Beschleunigung  selbst  und  ihrer 
Richtnngscosinusse ,  ntfmlich : 

d-x         „  .  (t2u         „  .  .  d1;  ., , 

~  di!  ^  ^  %J  =  di*  =x  (/)'      ^  =  ,//*  ^  *  ('j 

fpl  =  qpa-2  +  t/v2  + 

cosa       cos  ß        cosy  1 
9>.r  9.V  «P;  9> 

und  im  Fnlle  einer  ebenen  Bewegung  reduciren  sich  diese  Ausdrücke, 
indem  eine  der  Coordinaten  und  ihre  Differentialquotienten  gleich  Null 
gesetzt  werden  können,  wenn  man  die  Ebene  der  Bewegung  selbst  zu 
einer  Coordinatenebene  wählt. 

Ist  aber  die  Bewegnng  des  Punktes  M  nicht  selbst  gegeben ,  son- 
dern sind  blos  q>j-,  <jr»v,  <p:  bekannte  Functionen,  so  stellen  die  Glei- 
chungen 

</%»•  d'if  d'h 

V-r,  =  =  V* 
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ein  System  von   Differentialgleichungen   zweiter  Ordnung  dar,  deren 

erste  Integrale  zu  den  Componenten  ^l  ,  ^ ,  ^  der  Geschwindigkeit 

und  deren  zweite  Integrale  zu  den  Coordinaten  des  beweglichen  Punktes 
als  Functionen  der  Zeit  hinfuhren,  wie  späterausführlich  erörtert  wer- 
den wird.  Man  nennt  sie  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung 
des  Punktes. 

§.  C.  Wird  eine  Bewegung  auf  eine  Ebene  projicirt,  so  ist  die 
Geschwindigkeit  der  Projectionsbewegung  die  Projection  der  Geschwin- 
digkeit der  Hauptbewegung  auf  diese  Ebene  nach  Grösse  und  Richtung. 
Projicirt  man  daher  das  Dreieck  OVV'  (Fig.  69.)  auf  die  Ebene,  so  er- 
hält man  ein  anderes  Dreieck,  dessen  Seiten  für  die  Projections- 
bewegung dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  die  des  erstecen  für  die 
Hauptbewegung;  insbesondere  stellt  die  Projection  von  W  die  Elc- 
inentarbeschleunigung  und  folglich,  wenn  sie  noch  mit  dem  Zeiteleraento 
dividirt  wird,  die  Beschleunigung  der  Projectionsbewegung  dar.  Die 
Beschleunigung  der  Projection  einer  Bewegung  auf  eine 
Ebene  ist  also  die  Projection  der  Beschleunigung  auf  die- 
selbe Ebene. 

§.  7.  Zur  Erläuterung  des  Inhaltes  der  §§.  4  —  G.  sollen  folgende 
Beispiele  dienen. 

1.  Die  gleichförmige  Kreisbewegung  (Vgl.  Cap.  I,  12  im  II.  Tli.) 
wird  auf  eine  Gerade,  z.  B.  auf  einen  Durchmesser,  projicirt,  man 
soll  die  Beschleunigung  der  gradlinigen  o  s  c  i  1 1  at  or  i  seh  c  n  Pro- 
jectionsbewegung finden. 

Ist  at  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Kreisbewegung,  r  der  Kndius  des 
Kreises,  so  ist  nach  §.  3.  die  Beschleunigung  tp  =  t»*r  und  nach  dem  Mittel- 
punkte des  Kreises  gerichtet.  Bezeichnet  also  ip  den  Winkel  M„CM ,  welchen 
(s.  Fig.  44.)  der  Radius  <\M ,  welcher  nach  dem  beweglichen  Punkte  M  geht,  mit 
der  Richtung  der  Projcctionsaxe  bildet,  so  ist  n  —  \p  der  Winkel  der  Be- 

schleunigung tp  mit  dieser  Axe  und  folglieh  die  Beschleunigung  der  Projections- 
bewegung q>.r  —  w7r  cos  ip,  oder  wenn  die  Abseisse  des  Punktes  .1/.  nämlich 
Cm  =  .r  gesetzt,  wird,  «p.,  =  —  a>2.i .  Dieselbe  ist  nach  dem  Kreismittclpunkte  f 
gelichtet.    Man  hat  daher  für  die  oscillatorisehe  Bewegung  die  Gleichung 

<ft'l   =  —  u'a  oder 
ill- 

'PJ  +   '  - 

Dasselbe  Resultat  ergibt  sich  durch  Differentiation  der  Cap.  II.  §.  12.  im 
II.  Theile  aufgestellten  Formel  für  die  Geschwindigkeit  dieser  Bewegung,  nämlich 
Ho-  =  — rashital,  da  Tp  —  tot  ist.    Man  erhält  daher  den  Satz: 

Für  die  geradlinige  oscillatorisehe  Bewegung  eines  Punktes, 
welche  die  Projection  einer  gleichförmigen  Kreisbewegung  ist,  ist 
die  Beschleunigung  dem  Abstände  des  bewegliehen  Punktes  von 
einem  festen  Punkte  der  Geraden,  nUmlich  von  der  Projection  des 
Kreismittelp  unkt  es,  proportional  und  f  or  t  w  ä  Ii  r  e  u  d  n  a  c  h  diese  in  Pu  u  k  t  e 
hin  gerichtet;   sie  wechselt  den  Sinn,   so  oft  der  bewegliche  Punkt 
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- 

durch  das  feste  Centrura  hindurchgeht  und  ist  unabhängig  von  der 
Oscillatiousweitc. 

Umgekehrt  kann  jede  geradlinige  Bewegung,  für  welche  die  Beschleunigung 
nach  einem  festen  Punkte  der  Geraden  gerichtet  und  der  Entferuung  von  diesem 
proportional,  nämlich  *x  =  x«  ist,  als  die  Projection  einer  gleichförmigen  Kreis- 
bewegung um  den  festen  Punkt  als  Mittelpunkt  angesehen  werden.    Die  Winkel- 

geschwindigkeit  derselben  ist  m  —  Y%    und  die  Oscillationsdauer  T  =  -  Der 

V* 

Durchmesser  des  Kreises  ist  der  Abstand  der  beiden  äussersten  Lagen,  welche 
der  Punkt  während  seiner  Bewegung  erreicht. 

Projicirt  man  die  gleichförmige  Kreisbewegung  auf  zwei  zu  einander  recht- 
winklige Axen  der  a-,  y,  welche  sich  im  Mittelpunkte  schneiden,  so  hat  man  für 
die  beiden  Projectionsbewegungen  die  Gleichungen 

■c  =  r  cos  tot,       tj  =  r  sin  tot, 
aus  welchen  die  Geschwindigkeiten  derselben 

v.v  —  -cor  sin  cot,      vy  =  cor  cos  tot, 
sowie  deren  Beschleunigungen 

tpj,  —  —  wlx,  cp,j  =  —  to*y 
folgen.  Beide  Bewegungen  sind  an  sich  identisch,  nur  sind  ihre  Perioden  so 
verschoben,  dass  die  Maxima  der  Abstände,  Geschwindigkeiten  und  Beschleuni- 
gungen (im  absoluten  Sinne  genommen)  der  einen  mit  den  Minimis  der  ent- 
sprechenden Abstände ,  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen  gleichzeitig 
eintreten. 

2.  Die  gleichförmige  Kreisbewegung  eines  Punktes  wird  auf 
eine  Ebene  projicirt,  man  soll  die  Beschleunigung  der  Projections- 
bewegung  finden. 

Die  Projection  der  kreisförmigen  Bahn  des  Punktes  M  ist  (Fig.  72.)  die 
elliptische  Bahn  des  Projectionspuuktes  m,  der  Mittelpunkt  c  derselben  die  Pro- 
jection des  Mittelpunktes  C  jener;   die  grosse  72a 
Axo  2a  der  Ellipse  liegt  parallel  der  Schnitt- 
linie der  Ebenen  beider  Curven  und  ist  gleich 
dem  Durchmesser  2  a  des  Kreises,   die  kleine 
Axe  2b   fällt  in  die  Ebene  des  Neigungswin- 
kels a  beider  Ebenen  und  ist  daher  b  =  a  cos  a. 
Ist  co   die   Winkelgeschwindigkeit   der  Kreis- 
bewegung, so  ist  v  —  aio  die  Geschwindigkeit 
des  Punktes  M  und  tp  =  oco1  seine  Beschleu- 
nigung und  diese  hat  die  Richtung  MC  nach 

dem  Kreismittelpunkt.  Die  Beschleunigung  i/>  der  elliptischen  Bewegung 
ist  die  Projection  von  tp  und  folglich  nach  dem  Mittelpunkte  e  der  Ellipse 
gerichtet  und  hat  die  Grösse  —  <P  cos  ty)  =  rfl",>  wenn  der  Radiusvector  cm 
der  Ellipse  mit  r  bezeichnet  wird;  sie  ist  der  Entfernung  vom  Mittel- 
punkte proportional. 

Bei  der  gleichförmigen  Kreisbewegung  ist  die  Sectorengeschwindigkcit  für 
den  Mittelpunkt  des  Kreises  als  Ursprung  der  Scctoren  constant  und  gleich  dem 

Sector,  welcher  der  Zeiteinheit  entspricht;  sie  ist  also  c  =         y   wenn  T  die 

ITmlaufszeit  bedeutet,  welche  durch  die  Winkelgeschwindigkeit  co  mit  Hülfe  der 
Formel  co  7'  =  2jt  ausgedrückt  werden  kann.  Da  der  Sector  der  Kreisbewegung, 
welcher  in  einer  endlichen  oder  unendlich  kleinen  Zeit  beschrieben  wird,  dieser 
Zeit  proportional  ist  und  die  Scctoren  der  Ellipse  die  Projectionen  der  Sectofren 
Seh«  II,  Theorie  d.  li.w.  u.  »1.  Ktälle.  13 
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des  Kreises  sind,  so  sind  auch  diese  der  Zeit  proportional  und  ist  auch  für  die 
elliptische  Bewegung  die  Scctorengcschwindigkcit  constant,  nämlich  c  =  r  cos  ct. 
Du  die  Umlaufszcit  für  beide  Bewegungen  gleich  gross  ist,  so  hat  man  ferner 
c'T=nab.  Main  kann  daher  dem  Ausdruck  für  die  Beschleunigung auch  noch 
die  Formen  gehen: 

4tt*  4r'*  4r* 

*  =    T     r  =  ,^a-'-=  > 

Wählt  man  die  Hauptaxcurtchtungen  ca  und  cb  der  Ellipse  als  Axcn  der 
.» .  y,  so  sind  die  Coordinaten  des  Puuktes  m  leicht  als  Functionen  der  Zeit 
zu  erhalten.  Ist  nämlich  M  zur  Zeit  /  =  0  in  A,  so  wird  AM  =  atol  und  der 
Inhalt  des  Dreiecks  ACM  gleich  sin  mt,  der  seiner  Projection  ist  aber  \ay; 
daher  erhält  man  die  Gleichung  y  =  b  sin  tat,  zu  welcher  man  x  =  a  cos  cat  aus 

der  Gleichung  ("^ )  -|-  (jj-")  =  l  der  Ellipse  findet.     Für  die  Polarcoordinatcn 

cm  =  >•  und  ^  aem  —  4>  des  Punktes  m  erhält  man  r*  =  «*  cos'  üj*  +  b*  sin1  tot, 
b 

tu  &  =  —  tu  tat. 
a 

Aus  dem  Vorstehenden  schliesst  man  leicht  umgekehrt,  dass,  wenn  ein  Punkt 
eine  Ellipse  beschreibt  unter  Einfluss  einer  nach  dem  Mittelpunkt  gerichteten 
Beschleunigung,  diese  dem  Radiusvector  proportional  und  dass  die  Sectoren- 
geschwindigkeit  der  Bewegung  constant  sein  muss.  Denn  es  giebt  immer  einen 
Kreis,  dessen  Projection  die  Ellipse  ist  und  in  ihm  eino  Bewegung,  welche  der 
elliptischen  Bewegung  folgt;  für  diese  ist  alsdann  die  Beschleunigung  nach  dem 
Mittelpunkt  gerichtet  und  dem  Radius  proportional,  folglich  die  Geschwindigkeit 
der  Kreisbewegung  constant. 

§.  8.  Ist  die  Bewegung  eines  Punktes  aus  zwei  anderen  Be- 
wegungen zusammengesetzt,  so  kann  die  Beschleunigung  leicht  aus  den 
Beschleunigungen  jener  mit  Hülfe  des  folgenden  Satzes  gebildet  werden. 
Nennt  man  die  Beschleunigung  der  zusammengesetzten  Bewegung  die 
Kesultanto  der  Beschleunigungen  der  beiden  Bewegungen,  aus  welchen 
diese  hervorgeht,  so  heisst  derselbe: 

Die  Resultante  zweier  Beschleunigungen  wird  nach 
Grösse  und  Richtung  durch  die  Diagonale  des  Parallclo«- 
gramms  dargestellt,  welches  über  jenen  als  Seitenlangen 
und  Seitenrichtungen  construirt  werden  kann. 

Sind  nämlich  von  irgend  einem  Punkte  0  aus  constnürend ,  0F, 
und  F,  F2  zwei  Linien,  welche  nach  Grösse  und  Richtung  die  Ge- 
schwindigkeiten darstellen,  welche 
der  bewegliche  Punkt  in  Folge  der 
beiden  Bewegungen  zur  Zeit  /  be- 
sitzt, so  stellt  0  F2  die  Resultante 
derselben,  d.  h.  die  absolute  Ge- 
schwindigkeit des  Punktes  zu  der- 
selben Zeit  dar.  Sind  ebenso  0  F,' 
und  l ,  F./  die  Geschwindigkeiten  jener  Bewegungen  zur  Zeit  /  +  dt, 
so  ist  O  l die  absolute  Geschwindigkeit  des  Punktes  zur  Zeit  /  -f-  dt. 
Zieht  man  nun    F,  J  parallel   F,' F/  und  J\",  parallel   FjF,',   so  stellt 
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J  V2'  =  l\  V\  die  Elementarbeschlennigung  der  einen,  V.,J  die  der  an- 
deren Beweguog,  J'2  JV  aber  die  Elementarbeschleunigung  der  zusam- 
mengesetzten Bewegung  dar.  Dieselben  sind  gp,<//,  *p>,<tl,  (pdf,  wenn 
<p, ,  qp.M  g>  die  Beschleunigungen  der  drei  Bewegungen  bedeuten,  sind 
also  diesen  letzteren  proportional.  Daher  lässt  sich  aus  qp,,  g>.i%  <p  als 
Seiten  ein  Dreieck  construiren,  welches  dem  unendlich  kleinen  Dreieck 
der  Elementarbeschleunigungen  ahnlich  ist,  mithin  auch  ein  Parallelo- 
gramm, dessen  Diagonale  die  Beschleunigung  <p  nach  Grosse  und  Iiich- 
tung  darstellt. 

Der  vorstehende  Satz,  welcher  den  Namen  des  Satzes  vom  Paral- 
lelogramm der  Beschleunigungen  führt,  kann  leicht  für  drei  und  mehr 
Beschleunigungen  erweitert  werden  (Parallelepiped  und  Polygon  der 
Beschleunigungen),  ganz  ebenso,  wie  wir  früher  den  Satz  vom  Parallelo- 
gramm der  Geschwindigkeiten,  vom  Parallelogramm  der  Translationen, 
der  Rotationen  u.  s.  w.  erweitern  konnten. 

Derselbe  Satz  dient  auch  zur  Zerlegung  einer  Beschleunigung  in 
zwei  oder  mehrere  andere,  welche  als  die  Beschleunigungen  von  eben- 
soviel Bewegungen  angesehen  werden  .können,  in  welche  die  gegebene 
Bewegung  zerfällt  werden  kann. 

§.  9.  Eine  besonders  wichtige  Zerlegung  der  Beschleunigung  <jp 
ist  die  Zerlegung  derselben  nach  der  Tangente  und  der  Hauptnoimalen 
der  Bahn  oder  die  Zerlegung  in  die  Tangential-  und  die  Normal- 
beschleunigung.  Ist  nämlich  et  der  Neigungswinkel  der  Beschleu- 
nigung q>  gegen  die  Tangente  ng 
der  Bahn ,    so  sind   die  Tan-  ,    A  _ 

gential-     und     Normalcompo-  ^ 
nente,  welche  q>{  und  <p„  heis- 
sen  mögen: 

<pt  =  <p  •  cos  et ,    <p„  ■=  <p  '  sin  ct.  , 


Fällt  man  nun  in  dem  unend-  £ 
lieh  schmalen  Dreieck  OVV', 

dessen  Seiten  OV,  0V\  W  die  Geschwindigkeiten,  entsprechend  den 
Zeiten  t  und  /  +  dt  und  die  Elcmentarbeschleunigung  cp-dl  sind,  von 
V  das  Perpendikel  VQ  (unendlich  kleiner  Kreisbogen  aus  0  mit  OV 
als  Radius)  auf  die  Seite  Ol",  so  hat  dies  die.  Richtung  der  Haupt- 
normalen  MC  und  zerfällt  die  Elementarbeschleunigung  W  in  zwei 
Oomponenten,  eine  tangentiellc  VQ' =  OV  und  eine  normale  VQ  und 
da  die  verschwindend  kleine  Zerlegungsfigur  im  Verschwinden  der  end- 
lichen Zerlegungsfigur  von  tp  in  <pt  und  g>„  ähnlich  ist,  so  hat  man 


QV'  VQ 

13* 
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Hiebei  ist  nun  QV  ==  OV  —  OV  —  dv,  nämlich  das  Differential  der 
Geschwindigkeit  im  gewöhnlichen  Sinn  und  folglich 

dv 

-    '  v'  =  -di' 

und  wenn  der  Contingenzwinkel  VOV  mit  dt  bezeichnet  wird  Q  V—  v dt, 
mithin 

dt 

*•  =  •  *  • 

Der  Contingenzwinkel  ist  zugleich  der  Winkel  der  beiden  auf  einander 

folgenden  Normalen  MC,  MC  und  stellt  ~   die  Winkelgeschwindigkeit 

des  beweglichen  Punktes  um  den  Krümmungsmittelpunkt  C  dar.  Dem 
Ausdrucke  für  <p„  kann  man  noch  zwei  andere  Formen  geben,  wenn 
man  die  bekannte  Beziehung  zwischen  Bogenelement,  Contingenzwinkel 
und  Krümmungshalbmesser  in  Verbindung  mit  dem  Ausdrucke  für  die 
Geschwindigkeit  heranzieht,  nämlich: 

ds  ds 
«  =  dt>  V==dt 

woraus  folgt: 

dt  v 
/</"(»• 

Dadurch  erhält  man  für  q>„ : 

■> 
v 

'•  =  7 

und  wenn  man  den  vorhin  aufgestellten  Ausdruck  für  <p„  mit  o  dividirt 
und  multiplicirt  und  für  ^  die  Winkelgeschwindigkeit  *  einsetzt,  weiter: 

Man  hat  daher  den  Satz: 

Die  Beschleunigung  eines  Punktes  kann  jeden  Augen- 
blick in  zwei  Oomponenten  zerfallt  werden,  in  die  Tangen- 
tialbeschleunigung und  die  Normalbeschleunigung,  erstcre 
längs  der  Tangente,  letztere  längs  der  Hauptnormalen 
nach  dem  Krümmungsmittelp unkte  hin  gerichtet.  Die  Tan- 
gentialbeschleunigung ist  die  Derivirte  der  Geschwindig- 
keit nach  der  Zeit,  die  Normalbeschleunigung  ist  der  Quo- 
tient aus  dem  Quadrate  der  Gesell  windigkeit  durch  den 
Krümmungshalbmesser,  oder,  was  hiermit  gleichbedeutend 
int,  das  Produkt  aus  dem  Krümmungshalbmesser  und  dem 
Quadrate  der  Winkelgeschwindigkeit  um  den  Krümmungs- 
inittelpunkt. 

Die  Normalbeschleunigung  heisst  auch  die  Centripotalbeschleu 
nigung,  weil  sie  nach  dein  Krümmungsinittelpunktc  hin  gerichtet  ist. 
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§.  10.  Die  Zerlegung  der  Beschleunigung  in  ihre  tangentielle  und 
normale  Oomponeuto  ist  vorzugsweise  deswegeu  so  wichtig,  weil  sie  den 
Antheil,  welcheu  die  Beschleunigung  an  der  Aenderimg  der  Richtung 
der  Geschwindigkeit  hat,  von  dem  trennt,  den  sio  an  der  Aenderung 
ihrer  Grösse  nimmt.  Der  Ausdruck  der  Tangentialbeschleunigung  ent- 
hält nichts,  was  sich  auf  die  Krümmung  der 'Bahn  und  mithin  nichts, 
was  sich  auf  die  Abweichung  der  Tangente  bezieht,  dagegen  enthält 
die  Normalbeschleunigung  das  die  Krümmung  der  Bahn  bestimmende 
Element.  Die  Tangentialbeschleunigung  beschleunigt  daher  den  Punkt 
in  seiner  Bahn  allein,  d.  h.  verändert  die  Geschwindigkeit  hinsichtlich 
der  Grösse  allein,  die  Normalbeschleunigung  krümmt  die  Bahn,  ohne 
Einfluss  auf  die  Aenderung  der  Grösse  der  Geschwindigkeit  zu  haben. 
Ist  daher  eine  Gleichung  gegeben,  welche  <pt  als  Funktion  der  Zeit  oder 
des  Abstandes  ausdrückt,  so  kann  man  die  Bewegung  des  Punktes  in 
der  Bahn  unabhängig  von  der  Kenntniss  der  Bahn  untersuchen  und 
bleibt  dieselbe  unverändert  dieselbe,  wenn  die  Normalbeschleunigung 
sich  so  ändert,  dass  die  Bahn  sich  anders  krümmt.  Andererseits  hängt 
aber  die  Normalbeschleunigung  nicht  blos  von  der  Krümmung  der 
Bahn,  sondern  auch  von  der  Art  der  Bewegung  des  Punktes  in  der 
Bahn  ab,  denn  ihr  Ausdruck  enthält  neben  dem  Krümmungshalbmesser 
auch  die  Geschwindigkeit. 

du 

Ist  die  Bahn  geradlinig,  so  wird  p  =  oc,  mithin  tpt  =       =  <p, 

q>H  —  0,  a  =  0.  Die  Beschleunigung  reducirt  sich  auf  die  Tangential-  ' 
beschleuniguug. 

Ist  die  Bowegung  gleichförmig,  also  v  constant,  so  wird  <p,  =  0, 

v2 

<p„  =  -     —  <JP,  tij«  =  oo.    Die  Richtung  der  Beschleunigung  ist  normal 
Q 

zur  Bahn  (§.  2.). 

v* 

§.11.   Aus  den  Gleichungen  <pM  =  cp  sina  —      folgt  cpQ  sin  «  = 

Q 

Es  ist  aber  q  sina  die  halbe  Sehne,  "welcho  dio  Richtung  der  Beschleuni- 
gung, durch  den  beweglichen  Punkt  gezogen,  in  dem  Krümmungskreise 
bestimmt,  und  wenn  wir  diese  Sehne  mit  c  bezeichnen,  so  erhalten  wir  die 
Gleichung:  vi  —  ^c<p, 

d.  h.  die  Geschwindigkeit  ist  dio  mittlere  Proportionale 
zwischen  der  Beschleunigung  und  der  halben  Sehne,  welche 
die  Richtung  derselben  im  Krtimmungskreis e  der  Bahn  be- 
stimmt. Beschreibt  man  daher  (Fig.  75.)  einen  Kreis,  welcher  die 
Tangente  MV  in  dem  Endpunkte  V  der  Geschwindigkeit  MV  ■■=  v  be- 
rührt und  durch  die  Mitte  D  der  Sehne  c  geht,  so  schneidet  die  Rich- 
tung der  Beschleunigung  denselben  in  einem  zweiten  Punkte  F%  so, 
d&BaMF=q>  wird.    Beschreibt  man  um  M  mit  v  einen  weiteren  Kreis, 
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so  schneidet  dieser  die  Richtung  der  Beschleunigung  in  zwei  Punkten 
At  Ii  so,  dass  A,  ß,  i),  F  vier  harmonische  Punkte  und  A%  B  ciuer- 
Fl)f,  vs  seits,    Z>,    F   andrerseits    zugeordnet  sind. 

Die  Punkte  /),  F  sind  daher  conjugirtc  Pole 
in  Bezug  auf  diesen  Kreis, 
r  §.  12.  Während  der  bewegliche  Punkt  von 

M  aus,  wo  er  sich  zur  Zeit  /  befindet,  mit  verän- 
derlicher Geschwindigkeit  seine  Bahn  beschreibt 
und  nach  der  Zeit  /  +  #  in  einem  weiteren 
Punkte  M'  angelangt  sein  wird  (S.  Fig.  77.), 
wollen  wir  gleichzeitig  einen  zweiten  Punkt  von 
M  abgehen  lassen,  welcher  sich  mit  coustanter 
Geschwindigkeit,  nämlich  mit  der  Geschwin- 
digkeit t»,  welche  der  Hauptpunkt  zur  Zeit  / 
in  M  besitzt,  auf  der  Tangente  bewegt  und 
zur  Zeit  /  +  O  die  Lage  N  erreicht  haben  mag.  Die  Verbindungslinie 
NM'  beider  Punkte,  welche  nach  Grösse  und  Richtung  mit  #  veränderlich 
ist,  und  mit  0"  verschwindet,  steht  mit  der  Beschleunigung  <p  in  der 
doppelten  Beziehung,  dass  1)  die  Richtung  von  NM'  bei  abneh- 
mendem O  sich  der  Richtung  der  Beschleunigung  tp  als 
ihrer  Grenz  läge  nähert  und  2)  der  (Quotient  des  Abstand  es 
NM'  durch  das  halbe  Quadrat  von  i>  in  der  Grenze  in  die 
Grösse  der  Beschleunigung  übergeht.  Die  verschwindend  kleine 
Strecke  NM',  welche  die  Abweichung  des  beweglichen  Punktes  von  der 
Tangente  in  der  Richtung  der  Beschleunigung  misst,  wird  die  De- 
viation ö  des  beweglichen  Punktes  genannt. 

Zum  Beweise  des  eben  ausgesprochenen  Satzes  genügt  es,  die  Be- 
wegungen der  beiden  Punkte  während  zweier  auf  /  folgender  Zcitelo- 
mente  dt  zu  verfolgen.  Während  der  ersten  derselben  beschreiben 
beide  Punkte  das  Element  Mm  ~  ds  -----  vdl}  (Fig.  7b\),  welches  die 

Tangente  mit  dem  Krümmungskreisc  gemeiu 
hat.  Während  des  zweiten  Zeitclctnentes  dl 
durchläuft  dor  Hauptpunkt  das  Bahnelcmcnt 
mM'  =  (c  -f-  dv)  dly  welches  zugleich  der 
zweiten  Tangente  und  dein  Krümmungskreise 
angehört,  während  der  zweite  Punkt  auf  der 
ersten  Tangente  das  Element  m  N  —  vdt  —  Mm 
zurücklegt.  In  dem  unendlich  kleinen  Dreiecke  vi  NM'  sind  also  die 
Seiten  m  N  und  mM'  den  Geschwindigkeiten  v  und  v  -f-  dv  proportional, 
welche  der  bewegliche  Punkt  zu  den  Zeiten  /  und  i  dt  besitzt  und 
haben  diese  Seiten  zugleich  dio  Richtungen  dieser  Geschwindigkeiten. 
Construirt  man  daher  das  Dreieck  m  IT',  welches  die  Geschwindigkeiten 
m  \~  v  und  m  V  —  v  -f dv>  sowie  dio  Elementarbeschlcunigung  VI"  q>dt 


Fi-,-.  TC. 

a-  r 


V 
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zu  Seiten  hat  (s.  §.  1.),  so  folgt,  dass  A  mNM'  co  A  mW  und  da 
beide  Dreiecke  zwei  Seiten  parallel  haben,  bo  folgt,  dass  JV.V  parallel 
der  Elementarbeschleunigung  W  ist,  womit  der  erste  Theil  des  obigen 
Satzes  erwiesen  ist.  —  Die  Linie  NM'  schneidet  nun  den  Krümmungs- 
kreis zum  zwcitcnmalc  in  einem  Pnnktc  F  und  besteht  daher,  weil  mN 
den  Krüramungskrei8  berührt,  die  Relation 

7^V*  =  d-NF. 

Da  aber  NF  nach  dem  eben  bewiesenen  ersten  Theile  unseres 
Satzes  die  Richtung  der  Beschleunigung  hat,  60  geht  es  in  der  Grenze 
in  die  Sehne  c  über,  welche  diese  Richtung  im  Krümmungskreise  bestimmt 
und  da  mN—vdt  ist,  so  liefert  hiermit  die  vorstehende  Relation 

oder  weil  nach  §.  11.  v* ±cq>  ist 

ö 

9  ö  i  dt 

womit  auch  der  zweite  Theil  der  Behauptung  erwiesen  ist,  weil  die  ab 
nehmende  Zeit  #  nichts  anderes  als  das  Zeitdiffcrential  dl  ist. 

Bringen  wir  die  eben  entwickelte  Gleichung  in  die  Form 

ö  =  ±<pdll, 

so  sagt  sie  aus,  dass  die  Deviation  des  beweglichen  Punktes 
ein  unendlich  Kleines  zweiter  Ordnung  ist,  und  erhalten 
wird,  indem  man  die  halbe  Beschleunigung  mit  dem  Qua- 
drate des  Zciteleraentcs  multiplicirt.  Ein  Punkt,  welcher  in 
der  Richtung  der  Beschleunigung  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  sich  wäh- 
rend des  Zeitelementes  mit. constantcr  Beschleunigung?)  bewegen  würde, 
würde  in  dieser  Zeit  den  Weg  6  zurücklegen.    Denn  bezeichnet  £  seinen 

Abstand  von  M  zur  Zeit  r,   so  wäre  seine  Beschleunigung         =  gp, 

mithin  seine  Geschwindigkeit       =  <p  •  x  und  sein  Abstand  §  =  {<pr''y 

mithin  für  z  .=  dt  dersolbc  gleich  ^<prf/2,  d.  h.  gleich  ö.  Man  kann 
daher  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  dor  krummlinigen  Bahn  während 
des  Zeitelementes  ansehen  als  aus  zwei  andern  Bewegungen  zusammen- 
gesetzt, nämlich  einer  gleichförmigen  längs  der  Tangeute  von  der  Ge- 
schwindigkeit r,  wie  sie  der  Punkt  zu  Anfang  des  Zeitelementes  besitzt, 
und  einer  gleichförmig  veränderlichen  in  der  Richtung  der  Beschleu- 
nigung, deren  Beschleunigung  mit  der  Beschleunigung  zu  Anfang  des 
Zoitelemeutes  nach  Grösse  und  Richtung  übereinstimmt.  Hierauf  kann 
man  eine  Infinitcsimalconstruction  der  Bahn  des  Punktes  gründen  mit 
Hülfe  der  kleinen  Wege,  welche  der  Punkt  in  den  Richtungen  der 
Tangente  und  der  Beschleunigung  beschreihen  würde,  wenn  er  längs 
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diesen  die  eben  erläuterten  Bewegungen  wahrend  sehr  kleiner  Zeit- 
räume verfolgen  könnte. 

§.  13.  Um  den  vorstehenden  Satz  analytisch  zu  erweisen,  seien  a:,  y,  z 
die  Coordinaten  des  beweglichen  Punktes  M  (Fig.  77.)  zur  Zeit  /.  Aus 
(,-ijr,  -7>  ihnen  erhält  man  die  Coordinaten  des  Punktes 

M' ,    d.  h.  des  Ortes  des  beweglichen  Punktes 
V zur  Zeit  t  -f-  0,  indem  man  in  a*,  y,  c  an  die 
*y''     \        Stelle  von   /  die  Grösse  /  +  #  treten  lässt- 
Da  der  Satz  nun  &  bloss  für  sehr  kleine  Wcrthe 


x     in  Anspruch  nimmt,  so  kann  man  die  Coordi- 
naten des  Punktes  Af  nach  dem  Taylor'schcu 
Satze    in    Reihen    entwickeln,     welche  nach 
ganzen  Potenzen  von  t>  fortschreiten,  wodurch  man  erhält 

•  +  *■•  +  *?■-  +  *?•-  +  -• 

*  +  £-»  +  *S--  +  *S-'  +  -:  • 

Die  Coordinaten  des  Punktes  Ar  erhält  man  durch  die  Bemerkung, 
dass  die  Differenzen  zwischen  ihnen  und  den  gleichnamigen  Coordiuaten 
des  Punktes  M  die  Projectionen  der  Tangeutenstrecke  MN  —  t?0  auf 
die  Coordinatenaxen  und  demnach  die  Coordinaten  von  N  selbst  gleich 
den  Summen  von  x,  y,  z  und  diesen  Projectionen  sind.  Bildet  nun  die 
Tangente,  im  Sinne  der  Bewegung  genommen,  mit  den  Axen  die  Winkel 
or,  ß,  y,  so  sind  v&  cos  et,  v&  cosßy  v&  cosy  diese  Projectionen;  sie  gehen 
aber,  da  v  cos  «,  vcosß}  v  cosy  die  Componcnten  der  Geschwindigkeit 

parallel  den  Axen,  nämlich  die  Grössen  ^ ,  darstellen,  über  in 

d»c         du  dz 

•  0,  *  •  {>,  *  •  t>  und  demnach  sind  die  Coordinaten  des  Punktes  A': 
dt         dt  dt 

*+?■♦. 

Subtrahirt  mau  diese  Coordinaten  von  den  obigen  Coordinaten  des 
Puuktes  M\  so  erhält  man  die  Projectionen  der  Linie  MM"  auf  die 
Axen,  nämlich: 
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deren  Quadratsummc  das  (Quadrat  von  NM*  bildet.  Hieraus  folgt  sofort 
beim  Grenzeuübergango  für  abnehmende  d: 


also 


lim 


Die  Cosiuussc  der  Neigung  von  NM'  gegen  die  Axen  sind  prupor- 
tional  den  Projcetioncn  von  A'.V  auf  diese  Axen,  also  in  der  Grenze 


proportional  den  Grössen 


rf». 


dh 


d.  h.  den  Componeuton  der 


<fy 

dt1  '    dP  '  d(l 

Beschleunigung  <p  parallel  diesen  Axen.  Daher  hat  NUf  in  der  Grenz- 
lage die  Kichtung  der  Beschleunigung. 

§.  14.  Von  der  Normalbeschleunigung  kann  man  eine  interessante 
Auwendung  auf  die  Bestimmung  des  Krümmungshalbmessers  der  Curven 
machen.  Man  betrachtet  zu  diesem  Ende  die  Curve  als  von  einem  be- 
weglichen Punkte  beschrieben,  dessen  Bewegung  man  öfter  selbst  in 
mehrere  andere  Bewegungen  auflöst,  bestimmt  die  Geschwindigkeit  und 
Beschleunigung  desselben,  sowie  die  Normalcomponeute  der  letztem. 
Das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  durch  diese  Normalcomponente  divi- 
dirt,  gibt  den  Krümmungshalbmesser.  Vgl.  über  diese  Methode:  Bresse, 
Memoire  sur  un  theoreme  nouveau  concernaut  les  mouvements  plans  et  sur 
fupplication  de  la  cinematique  ä  la  delermination  des  rayons  de  courbure. 
Journ.  de  Vccole  potylechn.  T.  XX.  p.  101.  («.  1853.).  —  Kesal,  trotte 
de  einem« lif/ue  pure,  p.  55.  Wir  wollen  diese  Methode  an  einigen  Bei- 
spielen erläutern. 

1.  Krümmungshalbmesser 
der    archimedischen    Spirale.  f  ^/^^ 

Nach  Cap.  II.  §.  7.  Nr.  1.  im  II.  Theile 
zerfällt  die  Geschwindigkeit  v  des  be- 
schreibenden Punktes  in  zwei  Com- 
ponenten,  vt  =  am  längs  des  Radius- 
voctors  r  und  vt  =  rm  senkfocht  zu 
ihm,  wenn  to  dio  constante  Winkel- 


goschwindigkeit  —  des  Radiusvectors 

und  a  dio  Polarsubnormale  dor  Curve 
bedeutet,  deren  Gleichung  r=  a&  ist- 
Wir  bestimmen  nun  zunächst  die  jeder 
dieser  Componenten  entprechendo  lic- 
schleunigung.  Die  constante  Compo- 
nente  v,  =  MVX  (Fig.  78.)  ändert 
blos  ihre  Richtung,  daher  ist  ihre  Ele- 
meotarbeachleunigung  Vx  V[  =  w,  d& 
=  aa>  d&  =  a<o%dt  und  mithin  ihre  Beschleunigung  <p,  =  am*  und  deren  Richtung 
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senkrecht  zum  Radiusvcctor,  dem  Sinne  nach  übereinstimmend  mit  <o.  Die  Com- 
ponento  vt  ist  nach  Grösse  und  Richtung  veränderlich ;  daher  besitzt  ihre  Elc- 
mcntarbcschlcunigung  Vt  V2'  zwei  Componenten,  VtQ  —  rtod&  =  rm'dt  parallel 
•lern  Radiusvoctor  und  nach  dem  Pole  hin  gerichtet  und  Q  Vt'  =  dr  ■  to  =  ad&  •  co 
=  neu7 dl  senkrecht  zum  Radiusvcctor  im  Sinne  von  o.  Daher  hat  auch  die  Uc- 
schleunigung  tpt  von  vt  zwei  Componenten,  nämlich  reo»  parallel  dem  Radius- 
veetor  und  am1  senkrecht  zu  ihm.  Die  letztere  Componento  verbindet  sich  mit 
<p,  und  zerfällt  daher  die  Gosammtboschleunigung  tp  des  beweglichen  Punktes  in 
die  Componenten  reo*  längs  des  Radiusvectors  und  2<ico*  senkrecht  zu  ihm,  deren 
Verhältnis»  demnach  gleich  r:2a  ist.  Construiren  wir  daher  über  MO  =  r  und 
0  .V,  =  2  -  Oy  —  2a  ein  Parallelogramm  uud  ziehen  dessen  Diagonale  M  .\,,  so 
ist  qp  =  M.\t  ■  co*  und  wenn  wir  dio  Diagonale  auf  die  Richtung  der  Normalen 
;>/.V  projiciren,  so  erhalten  wir  die  Normalbeschleunigung  tpn  aus  der  Projection 
M n  durch  die  Gleichung  <p»  =  Mn  ■  &>'.  Nun  ist  aber  allgemein,  wenn  p  den 
Krümmungshalbmesser  bedeutet,  p  tpn  =  v*  und  da  aus  der  a.  a.  O.  gegebenen 
Construction  p  =  MV  ■  m*  folgt,  so  erhält  man  für  p  dio  Gleichung 

p    Mit  =  M  V*. 

Um  p  zu  finden  hat  man  also  blos  Uber  Mn  als  Durchmesser  einen  Kreis  zu 
beschreibou.  in  diesen  MV  als  Sehue  zu  übertragen  und  deren  Projectiou  auf  den 
Durchmesser  zu  nehmen. 

2.    Nach  derselben  Methode  kann   mau   den  Krümmungshalbmesser  jeder 

dr 

Polarcurvc  r  =  f{&)  bestimmen.    Denn  die  Componeiitc  t»,  =  —  der  Geschwin- 
digkeit längs  des  Radiusvectors  besitzt  eine  Heschleunigung,   welche  im  Allge 
meinen  in  zwei  Componenten  zerfällt,  nämlich  eine  gleichfalls  längs  des  Radius- 
vektors gleich  ^  =  ~  und  eine  andere  senkrecht  zu  ihm  gleich  vt  ~  = ~  . 

dl      dl*  dl       dl  dt 

d9 

Die  Componento  vt  —  r  —  der  Geschwindigkeit  aber,  welche  senkrecht  zum 
Radiusvcctor  ist,  hat  eine  Beschleunigung,   von  deren  Compouenten  die  eine, 

(d&\* 
- J  ,  die  andere,  senkrecht  zum 


,(•£) 


Kadiusvector,  aber  den  Werth  besitzt.    Die  beiden  Kcxtandthcilc  der  Bc 

dt 

schlcunigung,  welche  in  die  Richtung  des  Radiusvecturs  fallen,  haben  entgegen- 
gesetzten  Sinn,  abgewandt,  r(^~)  <Iem  I'0'15  zugewandt;  sie  liefern  daher 
als  Gesammthcschlcunigungscompuuonte  längs  des  Ra'liusvcctors  die  Differenz 
—  —  rf^— ^.     Die  beiden  Reschleunigungshcstandtheile ,  deren  Richtung  senk 

r/(r-*) 

rocht  zum  Radiusvcctor  ist,  nämlich  *^  -,-  uud        '/-     haben  gleichen  Sinn  und 

dt  dt  dt 

liefern  als  Gesamintcomponente  der  Beschleunigung  senkrecht  zum  Radiusvcctor 

die  Summe  2  ^  ^  -f  r        =  —  f  fr*''5V     Indem   mau   nuu   beide  Beschleu- 
dt  dt  dt'        r  dt  \  //// 

nigungscomponenten,  die  in  der  Richtung  des  Radiusvcctor«  fallende,  sowie  die 

zu  ihm  senkrechte  auf  die  Normalo  der  Curve  projieirl,   erliält  man  wie  oben 

<p»,  welches  nebst  «lein  nach  Cap.  II.  §.7.  Nr.  2.  zu  bestimmenden  Werthe  von  v  in  die 

Gleichung  pqp*  =  "*  einzuführen  ist,  um  den  Krümmungshalbmesser  p  zu  finden. 

3.    Krümmungshalbmesser  der  Ellipse.    Betrachten  wir  die  Ellipse, 
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deren  Halbaxen  «,  b  seien,  als  die  Projcction  eines  Kreises  vom  Radius  //,  wie  §.  7. 
dieses  Capitels  und  denken  sie  von  einem  Punkte  beschrieben,  dessen  Bewegung 
die  Projection  der  gleichförmigen  Kreisbewegung  von  der  Winkelgeschwindigkeit 
co  ist,  so  ist  die  Beschleunigung  der  elliptischen  Bewegung  proportional  dem  Ka- 
diusvector  r,  welcher  vom  Mittelpunkt  der  Ellipse  nach  dem  beschreibenden  Punkte 
gezogen  werden  kann  und  nach  dem  Mittelpunkte  hin  gerichtet.  Sie  ist  demnach 
<p  =  a>«r.  Zerlegen  wir  sie  in  ihre  Tangential-  und  Normalcomponcnte  (Fig.  71).). 
so  wird  letztere  gloich  »«/>,  wenn  p  die  Länge  ^  7<j 

des  vom  Mittelpunkte  auf  die  Tangente  ge- 
fällten Perpondikels   ist.     Demnach  besteht 

die  Gleichung       =  afp.    Nun  ist  aber,  wie 

§.  7.  bewiesen  wurde,  für  dif  elliptische  Be- 
wegung der  Sector  proportional  der  Zeit  und 
daher  nach  §.  3.  Nr.  2.  dio  Geschwindigkeit 

v  =  2* .     Dadurch   geht   unsere  Gleichung 

über  in  (^C)  =  p*Q-    Ferner  ist  über,  wenn  7" 

die  der  Kreisbewegung  und   der  elliptischen  Bewegaug  gemeinschaftliche  l'in 
laufszeit  bezeichnet,  w  T  =  2 n  und  nah  =  c  7',  aus  wcIchcuGIcichungcu  durch 

Elimination  von  7' folgt:  w  =  af>-    Daher  wird  der  Krümmungshalbmesser 

Man  kann  diesem  Ausdrucke  eine  für  die  Constructioii  bequemere  Gestalt 
peben,  indem  man  den  zum  ltadiusvector  r  conjugirten  Semidiamcter  ß  einführt. 
Da  nämlich  das  Parallelogramm  conjugirtcr  Semidiamcter  constant  ist,  so  ist  der 
Inhalt  des  aus  r  und  ß  gebildeten  Parallelogramms,  nämlich  pß  =  ab.   Hiermit  wird 

d.  h.  der  Krümmungshalbmesser  der  Ellipse  ist  dio  dritte  Proportio- 
nale zum  Abstände  p  der  Tangonto  dos  Cu  rve  n  p  un  k  tes  vom  Mittel- 
punkte und  dem  zur  Tangente  parallelen  Semidiamcter  ß. 

Mit  Hülfo  bekannter  Sätze  über  die  Radienvcctoren  r, ,  rft  welche  von  den 
Brennpunkten  nach  dem  Cnrvenpunkte  gezogen  werden  können,  die  Normal- 
strecke  .V,  welche  zwischen  dem  Curvcnpunkte  und  der  grossen  Axe  enthalten 
ist,  und  die  Perpendikel  plt  pt,  welche  von  den  Brennpunkten  auf  dio  Tanpcutu 
gefällt  werden  können,  kann  man  diesem  Ausdrucke  noch  weitere  Formen  geben. 
Zieht  man  z.  B.  die  Satze  r,,  r,  =  ß*t  pA7  =  b*  —  p,  pt  heran,  so  nimmt  q  die 
Form  an  - 

PiPt 

Nun  sind  aber  —  und  Vl    die  Cosinusse  der  beiden   gleichen   Winkel  t/% 

welche  die  Normale  mit  den  Radienvcctoren  bildet.    Daher  wird 

A'_ 

^         COS*  1p 

Hiernach  wird  die  Normalstrccke  N  durch  zweimalige  Projcction  des  Krüm- 
mungshalbmessers q  =  MC  auf  den  Radiusvcctor  uud  zurück  auf  die  Normale 
erhalten;  dies  liefert  eine  sehr  einfache  Constructiou  des  Krümmungshalbmessers, 
welche,  da  keine  Mittclpunktsclcmente  erforderlich  sind,  auf  alle  drei  Kogel- 
schnitte gleichmUssige  Anwendung  findet. 
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4.  Krümmungshalbmesser  der  Cycloido.  Zerlegen  wir,  wie  Cap.  II. 
§.  7.  Nr.  5.  im  II.  Theile  die  Geschwindigkeit  des  beschreibenden  Punktes  in  die 
beiden  gleichen  Componenton,  die  eine  parallel  der  Basis  der  Cycloide,  die 
andere  tangentiell  an  den  rollenden  Kreis,  und  nehmen  an,  der  Kreis  rolle  mit 

constanter  Winkelgeschwindigkeit   —  =  m,  so  hat  die  erstere  C'omponcnte  gar 

keine  Beschleunigung,  weil  sie  weder  ihre  Grösse  noch  ihre  Richtung  ändert,  die 
zweite  aber  besitzt,  als  die  Geschwindigkeit  einer  gleichförmigen  Kreisbewegung 
eine  Beschleunigung  «to*  nach  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  gerichtet,  wenn  « 
dessen  Radius  bezeichnet.  Diese  Grösse  stellt  daher  die  Gesammtbcschleunigung 
der  Bewegung  dar  und  wenn  wir  sie  auf  die  Normale  MC  projiciren,  so  ergibt 

sich   für  die  Normalbeschlcuuiguug :  \MC  ai*.    Da  forner  die  Geschwindigkeit 

„  =  MC  ■  oa  ist,  so  besteht  die  Gleichung        -'J?  =  \MC  •  <a»,   aus  welcher 

Q 

folgt,  dass  der  Krümmungshalbmesser  q  =  2  •  MC,  d.  h.  gleich  der  doppelten 
Normalen  ist. 

5.  Krümmungshalbmesser  der  Schraubenlinie  eines  Cylinders. 
Diu  Schraubenlinie  eines  beliebigen  Cylinders  ist  die  Curve,  deren  Tangenten 
constanten  Neigungswinkel  a  mit  den  Erzcugungslinien  bilden.  Kin  Punkt  be- 
schreibe diese  Curve  mit  constanter  Geschwindigkeit  «;  wir  zerlegen  dieselbe  in 
zwei  Componenten,  eine  eine,  a  cos  et  längs  der  Erzeuguugslinie  und  eine  andre, 
«  *tn  a  senkrecht  zu  ihr.  Beide  sind  constant  und  da  die  erstere  von  ihnen  auch 
ihre  Richtung  nicht  ändert,  so  ist  die  Gesammtbcschleunigung  der  Bewegung  die 
Beschleunigung  der  zweiten  Componentc.  Diese  ist  aber  die  Beschleunigung  für 
die  Bewegung  eines  Punktes  auf  dem  zu  der  Erzeuguugslinie  senkrechten  Cylin- 
derschnitt  und  da  sie  blos  ihre  Richtung,  nicht  aber  ihre  Grösse  ändert,  so  ist 

sie  normal  zu  diesem  Schnitt  und  hat  den  Werth  "  ,    wenn  p0  den  Krüm- 

Po 

mungshalbmesser  dieses  Schnittes  darstellt.  Da  die  Geschwindigkeit  für  die  Be- 
wegung auf  der  Schraubenlinie  constant  ist,   so  ist  diese  Grösse  zugleich  die 

Normalbeschlcuuiguug  dieser  Bewegung,  also  gleich  —  ,  wenn  o  der  Krümmung*- 

»  Q 
halbmesscr  der  Schraubenlinie  ist.  '  Durch  Gleichsctzuug  beider  Ausdrücke  er- 
gibt sich  daher 

sin*a 

d.  h.  der  Krümmungshalbmesser  jeder  Cylinderschraubcnlinie  wird 
erhalten,  wenn  man  den  Krümmungshalbmesser  des  zu  den  Erzeu- 
gungslinien senkrechten  Cyliuderschuitts  durch  das  (Quadrat  de» 
Sinus  dos  constanten  Winkels  dividirt,  welchen  die  Tangente  der 
Curve  mit  der  Erzeuguugslinie  des  Cylinders  bildet.  Es  ist  übrigens 
Fig.  SO.  sehr  leicht,  den  Krümmungshalbmesser  der  Schraubenlinie  unab- 
vxwi  hängig  von  der  Theorie  der  Beschleunigung  zu  bestimmeu.  Sind 

«  h  nämlich  M,  M',  M"  und  m,  m,  vi"  (Fig.  80.)  drei  aufeinander- 

<*'  folgende  Punkte  der  Schraubenlinie  und  des  erwähnten  Cylinder- 

^  .  Schnitts,  welche  paarweise  auf  denselben  Erzeugungslinion  lic- 

jrv/^jr  gen,    so   besteht  zwischen   den  Bogenclementcn  MM'  =  ds, 
mmt  =  rf*0  die  Beziehung  ds  •  sina  =  dsn.    Aus  dem  sphärischen 
«fu  "Vy'  Ä    Dreieck  aber,   welches  die  Tangenten  in  M  und  M'  mit  der 
durch  M'  gehenden  Erzeugungsliuie  an  der  Ecke  M'  bilden, 
crhiilt  man  den  Contingcnzwinkol  dt  der  Schraubenlinie,  nämlich:  dt  =  dt0- sina, 
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indem  man  bedenkt,  dass  der  Winkel  derselben,  welcher  ds  gegenüberliegt,  der 
Winkel  zweier  aufeinanderfolgender  Tangentenebenen  des  Cylinders  und  folglich 
auch  der  Contingenzwinkel  dt„  des  CylinderBchnitts  ist  und  zwei  Seiten  des 
Dreiecks  gleich  a  sind.    Beide  Gleichungen  geben  combinirt 

d»    .  ,  rf*0 
,  sin*  a  =  - 
dt  d(Q 

oder 

wie  oben. 

§.  15.  Wir  haben  bereits  oben  bemerkt,  dass  die  Tangentialbe- 
schleunigung die  Bewegung  des  Punktes  in  der  Bahn  allein  bestimmt. 
Es  war  nämlich  für  sie 

dv 

dt  - 

Ist  nun  tpt  als  Function  der  Zeit  bekannt,  so  folgt  hieraus,  indem 

man  zwischen  den  Grenzen  t  und  /0  integrirt,  denen  die  Werthe  v0  und 

v  der  Geschwindigkeit  entsprechen  mögen: 

t 

v  —  r„  =   /  <p,  •  dt 
d.  h.  x 

Die  Acnderung,  welche  die  Geschwindigkeit  während 
irgend  eines  Zeitintervalles  erleidet,  ist  gleich  dem  Inte- 
grale der  Tangentialbeschleunigung,  ausgedehnt  über  das- 
selbe Zeitintervall,  d.h.  gleich  der  Summe  aller  tangentiel- 
len  Elementarbeschleunigungen  in  dieser  Zeit. 

Ist  die  Bewegung  geradlinig,  so  tritt  <p  an  die  Stelle  von  tpt>  da 
in  diesem  Falle  <p„  =  0  ist. 

§.  16.  Combinirt  man  die  Gleichungen  ^  =  tpt  und  ^  =  v}  in- 
dem man  dt  climinirt,  so  kommt  v~  =  <p,  =  g>  •  cos«,  oder 

ds 

d  •  ±  v*  _ 
ds 

oder  auch 

d  '  ^  v2  =  <p  cos  «  •  ds 
und   wenn  man   zwischen   den  Grenzen        s  integrirt,    welchen  die 
Werthe  t»0,  v  der  Geschwindigkeit  entsprechen: 


=  <p  cos  a  , 


s 


■v2  —  ^  f02  =  J  <p  cosa  ds . 


Das  Produkt  aus  der  Tangentialbeschleunigung  <p  rosa  und  dem 
Wege  ds  des  Punktes  im  Zeitelementc,  welches  Produkt  das  Element 
des  Integrales  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  bildet,  wollen 
wir  der  Analogie  mit  späteren  Begriffen  wegen,  die  wir  in  der  Theorie 


Digitized  by  Google 


20G 


Arbeit  der  Beschleunigung. 


I.  Cap. 


der  Kräfte  finden  werden,  die  Elementararbeit  der  Beschleuni- 
gung und  das  Integral  selbst  als  die  Summe  dieser  Elementararbeiten 
die  totale  Arbeit  oder  kurz  die  Arbeit  der  Beschleunigung 
längs  des  Weges  s  —  s0  nennen.  Demnach  enthält  die  Gleichung 
den  Satz: 

Die  Aenderung,  welche  das  halbe  Quadrat  der  Ge- 
schwindigkeit beim  Uebergang  des  Punktes  aus  einer  er- 
sten in  eine  zweite  Lage  erleidet,  ist  gleich  der  Arbeit  der 
Beschleunigung  längs  des  durchlaufenen  Weges. 

Man  kann  die  Definition  der  Arbeit  der  Beschleunigung  qp  auch 
etwas  anders  fassen.  Da  sie  nämlich  als  das  Produkt  <p  cos  a  ds  er- 
scheint, so  kann  der  Factor  cos  a  zu  ds  gezogen  werden  und  kann  man 
die  Projection  ds  cos  et  des  Elemcntarweges  auf  die  Richtung  der  Be- 
schleunigung in  die  Definition  aufnehmen  und  sagen:  „Die  Elcmen- 
tararbeit  der  Beschleunigung  ist  das  Produkt  aus  der  Be- 
schleunigung und  der  Projection  des  Elcmentarw eges  auf 
die  Richtung  derselben."  Man  pflegt  sogar  den  Begriff  der  Ele- 
mentararbeit noch  dahin  zu  erweitern,  dass  an  die  Stelle  des  im  Zeit- 
elemente wirklich  durchlaufenen  Elementes  ds  eine  andere  unendlich 
kleine  Linie  irgend  welcher  Richtung,  um  welche  der  bewegliche  Punkt 
ganz  abgesehen  von  den  wirklichen  Umständen  seiner  Bewegung  ver- 
schoben gedacht  werden  kann,  tritt.  Eine  solche  gedachte  Verschie- 
bung nennt  man  eine  virtuelle  Verschiebung  und  die  ihr  ent- 
sprechende Elemcntararbeit  virtuelle  Elementararbcit.  Man  hat 
darunter  demnach  zu  verstehen  das  Produkt  aus  der  Beschleunigung 
und  der  Projection  der  virtuellen  Verschiebung  auf  ihre  Richtung  oder, 
was  nach  der  eben  gegebenen  Erläuterung  dasselbe  ist,  das  Produkt 
aus  der  virtuellen  Verschiebung  und  der  Projection  der  Beschleunigung 
auf  ihre  Richtung.  Die  Bezeichnung  „\irtucll"  (von  virlus,  die  Fähig- 
keit, Möglichkeit)  soll  ausdrücken,  dass  diese  Verschiebungen  nur  als 
möglich  gedacht  werden,  nicht  wirklich  erfolgende  sind.  Statt  „virtuelle 
Verschiebung"  ist  vielfach  der  weniger  passende  Ausdruck  „virtuelle 
Gesch windigkeit"  üblich. 

Ist  Fig.  81.  A/A  eine  wirkliche   oder   virtuelle  Verschiebung  des 
v_    ^  Punktes  M  in  dem  Sinne  MX  und  «  der 

Winkel,  welchen  sie  mit  der  Richtung  der 
-  Q'  Heschleunigung  <p  bildet,  so  ist  die  Elemen- 
tararbeit:  qp  •  M  A«  Cosa  =  <pMOz=  M  n'  ■  J/A'. 
Dieselbe  ist  positiv,  Null  oder  negativ,  je 
nachdem  u  <  ^tt,  a  =  4  oder  «  >  \n 
ist.    Im  ersten  Falle  haben  die  Verschiebung 


AI 

/ 

/ 


i 


und   die  Componente    M<j'  der  Beschleu- 
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nigung  gleichen  Siun  und  erleidet  der  Punkt  eine  Beschleunigung  im 
Sinne  seiner  Verschiebung,  im  letzten  Falle  haben  beide  entgegen- 
gesetzten Sinn  und  wird  M  im  entgegengesetzten  Sinn  derVerschiebung 
beschleunigt;  oder  mit  Zugrundelegung  der  Ausdrucksform  qp  •  M Q:\ui 
ersten  Falle  fällt  die  Projection  des  Wegelementes  MN  auf  die  liich- 
tung  der  Beschleunigung  im  Sinne  dieser  aus,  im  letzteren  im  ent- 
gegengesetzten. 

Bei  der  wirklichen  Bewegung  nennt  man  die  Elementararbeit,  wenn 
sie  positiv  ist,  bewegende  Arbeit,  wenn  sie  negativ  ist,  wider- 
stehende Arbeit;  im  ersten  Falle  wird  der  Punkt  in  seiner  Bahn 
beschleunigt,  d.  h.  wächst  seiue  Geschwindigkeit,  im  zweiten  Falle  wird 
,er  verzögert,  nimmt  die  Geschwindigkeit  ab. 

Man  kann  sich  diese  Beziehungen  an  dem  Beispiele  der  jährlichen 
Bewegung  der  Erde  verdeutlichen.  Abgesehon  von  der  Axendrehung 
und  den  Dimensionen  der  Erde  beschreibt  der  Mittelpunkt  derselben  im 
Laufe  des  Jahres  eine  Ellipse,  von  deren  Brennpunkten  der  eine  der 
Sonncnmittelpunkt  ist.  Die  Bewegung  in  dieser  Ellipse  befolgt  die 
Gesetze  der  in  §.  3.  erläuterten  elliptischen  Bewegung  und  ist  die  Be- 
schleunigung fortwährend  nach  jenem  Brerinpunkte  gerichtet.  •  In  den 
Endpunkten  der  grossen  Axe  (Perihelium  und  Aphelium)  ist  die  Rich- 
tung  der  Beschleunigung  senkrecht  gegen  die  Richtung  der  Tangente, 
in  welche  der  Eleracntarweg  fällt  und  während  die  Erde  vom  Perihelium 
zum  Aphelium  geht,  ist  der  Winkel  beider  Richtungen  stumpf,  während 
sie  vom  Aphelium  zum  Perihelium  zurückkehrt,  ist  er  spitz.  Im  Peri- 
helium und  Aphelium  ist  die  Elementararbeit  der  Beschleunigung  Null, 
längs  der  Bahn  vom  Perihelium  zum  Aphelium  ist  sie  negativ  und 
nimmt  folglich  die  Geschwindigkeit  ab,  längs  der  Bahn  vom  Aphelium 
zum  Perihelium  ist  sie  positiv  und  wächst  also  die  Geschwindigkeit. 
Dies  stimmt  übercin  mit  dem  Satze,  nach  welchem  die  Geschwindigkeit 
umgekehrt  proportional  ihrem  Abstände  von  dem  Bronnpunkte  ist,  nach 
welchem  die  Beschleunigung  gerichtet  ist. 

§.  17.  Ist  epcosu  constant,  so  ist  die  totale  Arbeit  der  Beschleu- 
nigung längs  des  Weges  s  —  s0  gleich  f  y  cos  a  ds  =  (s  —  su)  cp  cos  or , 

nämlich  gleich  dem  Produkte  aus  der  constanten  tnngentiellen  Be- 
schlennigungscomponente  und  dem  Wege  des  Punktes. 

Ist  die  Beschleunigung  ihrer  Grösse  nach  constant,  so  ist  die  Arbeit 

f  (pcosa  ds=cpf  rosa  •  ds  d.  h.  gleich  dem  Produkte  aus  der  constanten 

Beschleunigung  und  der  Projection  des  Weges  auf  die  Richtung  der- 
selben. Es  ist  nämlich  cos  a  •  ds  die  Projection  des  Bogenelementes 
auf  diese  Richtung  nnd  das  Integral  die  Summe  aller  solcher  Pro- 
jectionen. 
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Indem  man  (pcosct  als  die  Ordinate  einer  Curve  für  .<?  als  Abscisse 
construirt,  kann  man  die  totale  Arbeit  als  den  über  der  Basis  s  ~  s0 
stellenden  Flächenrauni  dieser  Curve  erhalten,  sei  es  durch  directe  In- 
tegration oder  durch  die  mechanische  Quadratur.    Den  mittleren  Werth 


§.  18.  Besitzt  ein  Punkt  mehrere  Beschleunigungen,  so  ist  die  Re- 
sultante derselben  die  Schlusslinie  eines  Polygonalzuges  der  Übrigen. 
Projicirt  man  daher  dies  Polygon  auf  die  Kichtung  irgend  einer  wirk-# 
liehen  oder  virtuellen  Verschiebung,  so  ist  die  Projection  der  Resul- 
tanten gleich  der  Summe  der  Projectionen  der  Componenten  und  wenn 
man  die  Gleichung,  welche  dies  ausdrückt,  beiderseits  mit  der  Ver- 
schiebung multiplicirt ,  so  ergibt  sich  der  Satz : 

Die  Elementararbeit  der  Resultanten  mehrerer  Be- 
schleunigung längs  irgend  eines  wirklichen  oder  virtuellen 
Elcmentarweges  ist  gleich  der  Summe  der  Elementararbei- 
ten ihrer  Componenten  längs  desselben.  Zerlegt  man  z.  B.  die 
Beschleunigung  <p  eines  Punktes  (x  y  z)  in  drei  Componenten  <jp.r,  <py,  9i 
parallel  dreien  rechtwinkligen  Coordinatenaxen,  so  sind  die  Projectionen 
des  Bahnelementes  ds  auf  die  Richtungen  der  Componenten  dx,  dy,  dz 
und  folglich  sind  qp.r  dx,  <py  dy,  cp:  dz  die  Elementararbeiten  der  Com- 
ponenten; daher  ist  die  Elementararbeit  der  Beschleunigung  tp  gleich 
<jp.,.  dx        <Py  dy  +  <p~dz. 

Als  spezieller  Fall  des  Satzes  ist  hervorzuheben  der  folgende : 

Ist  die  Resultante  mehrerer  Beschleunigungen  Null,  so 
ist  die  Summe  der  Elementararbeiten  derselben  längs  jedes 
beliebigen  Elementarweges  gleich  Null  und  ist  diese  Summe 
für  jeden  beliebigen  Elementarweg  Null,  so  ist  auch  die 
Resultante  Null. 

Ist  die  Elementarbcwcgung  eines  Punktes  aus  anderen  zusammen- 
gesetzt, so  ist  sein  Elementarweg  die  Schlusslinie  eines  unendlich  kleinen 
Polygons,  gebildet  aus  den  Elementarwegen,  welche  der  Punkt  vermöge 
der  einzelnen  Bewegungen  durchlaufen  würde.  Projicirt  man  dies  Po- 
lygon auf  die  Richtung  der  Beschleunigung,  so  ergibt  sich,  wenn  man 
die  Gleichung,  welche  ausdrückt,  dass  die  Projection  der  Resultanten 
gleich  der  Summe  der  Projectionen  der  Componenten  ist,  mit  der  Be- 
schleunigung multiplicirt: 

Wenn  die  Bewegung  eines  Punktes  aus  mehreren  an- 
deren Bewegungen  zusammengesetzt  ist,  so  ist  die  Elemen- 
tararbeit der  Beschleunigung  längs  des  Eiern  e  n  1  n  r\v  egs  der 


in  Tbl.  II.  Cap.  III.  §.  3.  zufolge  durch  die  Gleichung: 
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Bewegung  gleich  der  Summe  ihrer  Elementararbeiten  längs 
den  Elementarwegen  der  einzelnen  Bewegungen,  aus  denen 
sie  resultirt. 

§.  19.    Die  Arbeit  der  Beschleunigung  steht  mit  einem  anderen 
Begriffe  in  sehr  naher  Beziehung,  den  wir  jetzt  erläutern  wollen,  näm- 
lich mit  dem  Momente  der  Beschleunigung  in  Bezug  auf  einen 
Punkt.   Ist  nämlich  (Fig.  82.)  MR  =  q>  eine  Beschleunigung  des  Punktes 
M  und  0  irgend  ein  Punkt  des  Raumes,   so  versteht  82 
man    unter    dem    Momente1   derselben    in   Bezug    auf  . 
diesen  Punkt  das  Produkt  <pp  aus  der  Beschleunigung  J*?$7\ 
und  dem  Perpendikel  p,  welches  von  0  auf  ihre  Rieh-      \  h*^ 
tung   gefällt   werden   kann.     Errichtet   man   auf   der       \  !  /^n 
Ebene,  welche  die  Beschleunigung  und  den  Punkt  0 
enthält,    ein   Perpendikel,    aber  nach   der   Seite   der  q 
Ebene  gerichtet,  von  welcher  aus  gesehen  die  Figur  mit 
der  Uhrzeigerbewegung  harmonirt,  so  heisst  dasselbe  die  Axe  des  Mo- 
mentes; auf  ihr  kann  analog  mit  früherem  Gebrauche  das  Moment  als 
Länge  aufgetragen  werden  nebst  der  Bezeichnung  des  Sinnes  durch 
eine  angefügte  Pfeilspitze.    Rückt  der  Punkt  0  auf  die  Richtung  der 
Beschleunigung  selbst,  so  wird  das  Moment  Null,  tritt  er  auf  die  andere 
Seite  derselben  über,  so  wechselt  das  Moment  den  Sinn  und  damit  das 
Zeichen,  kehrt  die  Beschleunigung  den  Sinn  um,  so  tritt  gleichfalls  ein 
Wechsel  des  Sinnes  des  Momentes  ein,  tritt  beides  zuglcieh  ein,  so  / 
behält  das  Moment  den  ursprünglichen  Sinn  bei. 

Es  sei  nun  MN  irgend  eine  unendlichkleine  Verschiebung  des 
Punktes  My  welche  mit  der  Beschleunigung  <p  den  Winkel  a  bildet  und 

also  q>  -  MN  ■  cos  a  die  Elementararbeit  der  Beschleunigung.  Ziehen 
wir  nun  durch  M  in  der  Ebene  des  Winkels  a  eine  Gerade  senkrecht 
auf  die  Richtung  der  Verschiebung  MN  und  nehmen  den  Punkt  0  auf 
dieser  Geraden  irgendwo  an,  so  kann  MN  als  ein  aus  0  mit  dem  Ra- 
dius MO  beschriebener  unendlich  kleiner  Kreisbogen  angesehen  werden 
und  wenn  der  unendlichkleine  Winkel  MON,  unter  welchem  MN  von 
0  aus  gesehen,  erscheint,  mit  d&  bezeichnet  wird,  so  wird  MN  =  MO  -d& 
und  damit  die  Elementararbcit  gleich  <p  •  MO  cos  cc  •  d&.  Je  nachdem 
nun  0  mit  MN  auf  entgegengesetzter  oder  auf  derselben  Seite  von  q> 
liegt,  bildet  MO  mit  <p  einen  Winkel  ±it  —  a  oder       +      und  stellt 

demnach  MO  cos  a  das  Perpendikel  p,  welches  von  0  auf  <p  gefallt 
werden  kann,  mit  positivem  oder  negativem  Zeichen  dar.  Daher  wird 
die  Elementararbeit  <ppd&  im  einen  und  — <ppd&  im  andern  Ealle. 
Im  letzteren  Falle  hat  aber  das  Moment  <pp  der  Beschleunigung  auch 
das  entgegengesetzte  Zeichen,  so  dass  also  mit  Rücksicht  auf  die  Vor- 
zeichen der  Momente,  welche  mit  dem  Sinne  der  Axe  derselben  über- 
sehen, Theorie  d.  ll.«w.  u.  d.  Kräfte.  14 
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einkommend  gewählt  werden  sollen,  in  allen  Fällen  <pp d&  die  Ele- 
mentararbeit darstellt.    Man  kann  daher  den  Satz  aufstellen: 

Die  Elementararbeit  der  Beschleunigung  eines  Punktes, 
entsprechend  einer  unendlichkleinen  Verschiebung  des- 
selben ist  gleich  dem  Momente  der  Beschleunigung  in  Be- 
zug auf  irgend  einen  Punkt  der  zur  Verschiebung  senk- 
rechten, durch  den  beweglichen  Punkt  in  der  Ebene  des 
Winkels  zwischen  Beschleunigung  und  Verschiebung  gezo- 
genen Geraden,  multiplicirt  mit  dem  unendlichkleinen 
Winkel,  unter  welchem,  von  jenem  Punkte  aus  gesehen,  die 
Verschiebung  erscheint.  Geometrisch  bedeutet  das  Moment  <pp 
der  Beschleunigung  den  doppelten  Inhalt  des  Dreiecks,  welches  die  Be- 
schleunigung <p  zur  Basis  und  den  Perpendikel  p  zur  Höhe  hat. 

Ueber  die  Momente  mehrerer  Beschleunigungen  beweist  man  leicht 
folgenden  Satz: 

Das  Moment  der  Resultanten  mehrerer  Beschleu- 
nigungen in  Bezug  auf  irgend  einen  Punkt  ist  gleich  der 
Summe  der  Momente  der  Componenten  in  Bezug  auf  den- 
selben Punkt,  vorausgesetzt,  dass  die  Beschleunigungen 
sämmtlich  mit  dem  Punkte  in  eine  Ebene  fallen. 

Verbindet  man  nämlich  den  Punkt,  in  Bezug  auf  welchen  die  Mo- 
mente genommen  werden,  mit  dem  beweglichen  Punkte  durch  eine  Ge- 
rade und  zieht  senkrecht  zu  ihr  eine  unendlichkleine  Verschiebung  des 
beweglichen  Punktes,  so  ist  in  Bezug  auf  deren  Richtung  die  Summe 
der  Projectionen  der  Componenten  gleich  der  Projection  der  Resul- 
tanten und  wenn  man  die  Gleichung,  welche  dies  ausdrückt,  beider- 
seits mit  der  Verschiebung  multiplicirt,  die  Summe  der  Elementararbeiten 
der  Componenten  gleich  der  Elementararbeit  der  Resultanten.  Diese 
Elementararbeiten  stelle  man  nun  aber  sämmtlich  dar,  indem  man  die 
Projection  der  Verschiebung  auf  die  Richtungen  der  Beschleunigungen 
mit  diesen  multiplicirt.  Diese  Projectionen,  welche  Produkte  aus  der 
Verschiebung  und  den  Cosinussen  ihrer  Richtung  mit  den  Beschleu- 
nigungen sind,  gehen  aber  über  Produkte  aus  den  Perpendikeln,  von 
dem  Punkte,  in  Bezug  auf  welchen  die  Momente  genommen  werden, 
auf  die  Beschleunigungen  gefällt,  und  dem  unendlichkleinen  Winkel, 
unter  welchem  von  ihm  aus  die  Verschiebung  erscheint.  Da  dieser 
Winkel  als  gemeinschaftlicher  Factor  aus  der  Gleichung  herausfallt,  so 
folgt  der  Satz.    Als  Corollar  ergibt  sich  noch: 

Die  Summe  der  Momente  der  Componenten  in  Bezug 
auf  irgend  einen  Punkt  der  Resultanten  ist  Null. 

§.  20.  Die  vorstehenden  Sätze  sind  nicht  spezifische  Sätze  über 
Beschleunigungen,  sie  werden  nur  an  diesen  demonstrirt  des  Zusammen- 
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hanges  mit  den  früheren  Lehren  wegen.  Sie  sind  rein  geometrische 
Sätze  für  Streckenbeziehungen,  denen  die  Zusammensetzung  mit  Hülfe 
des  Parallelogramms  zu  Grunde  liegt.  Sie  gelten  ebenso  für  Geschwin- 
digkeiten, für  Kräfte  u.  s.  w. 

Man  würde  ohne  Mühe  in  die  Mechanik  einen  besondern  Abschnitt 
einfügen  können,  welcher  alle  diese  Lehren  zu  einer  rein  geometrischen 
Theorie  vereinigte  und  selbständig  ausbildete.  Derselbe  würde  die 
Grundsätze  der  geometrischen  Addition,  Subtraction,  des  geometrischen 
Differentiirens  und  Integrirens,  die  Theorie  der  Momente  und  den 
Zusammenhang  aller  dieser  Lehren  mit  der  Geometrie  des  Imaginären 
entwickeln.  Für  den  Unterricht  scheint  es  heute  noch  zweckmässiger 
zu  sein,  diese  Trennung  nur  anzudeuten,  ohne  sie  auszuführen.  Einen 
rein  geometrischen  Beweis  des  vorigen  Satzes  kann  man  folgender- 
massen  führen. 

Es  sei  (Fig.  83.)  A  D  die  Resultante  von  A  B  und  AC,  0  der  Punkt, 
in  Bezug  auf  welchen  die  Momente  dieser  drei  Linien  zu  nehmen  sind 
und  zeige  die  Stellung  der  Buchstaben,  welche  die  Länge  der  Linien 
ausdrücken,  z.  B.  Aß  zugleich  den  Sinn  (von  A  nach  B)  an,  in  welchem 
die  Linien  gedacht  werden  sollen.    Fällt  man  von  0  Fig  m 

die  drei  Perpendikel  0/5,  Oy,  Od  auf  AB,  AC,  AB, 
so  sind  die  Momente:  AB  -  Oß,  AC  •  Oy,  AD  •  Od 
und  drücken  die  doppelten  Inhalte   der  Dreiecke 
OAB,  OAC,  OAD  aus.    Dabei  ist  auf  den  Sinn 
der  Momente  zu  achten  und  in  Folge  dessen  das  Zei- 
chen eines  Dreieckes  umzukehren,  sobald  die  Folge 
der  Ecken  sich  umkehrt.    Projicirt  man   nun  das 
Dreieck  ABB  auf  eine  zu  AO  senkrechte  Axe,  so  besteht  zwischen  den 
Projectionen  der  Seiten  mit  Rücksicht  auf  Sinn  und  Vorzeichen  der 
Linien  folgende  für  alle  Lagen  der  Projectionen  der  Ecken  gültige 
Relation : 

ab  +  &d+  da  =  0 
und  wenn  man  sie  mit  OA  multiplicirt,  so  geht  sie  über  in: 
AOAB  +  AOAC  +'AODA  =  0  oder  A  0AB+AOAC—AOAD=0 
weil  ab,  bd,  da  die  Höhen  dieser  drei  Dreiecke  darstellen.    Die  dop- 
pelten Inhalte  dieser  Dreiecke  sind  aber  auch:  AB-Oß,  AC-Oy,  AB- 06 
und  daher  wird 

AB  >  Oß  +  AC  Oy  =  AB  ■  Oö. 

Die  Ausdehnung  des  Satzes  auf  die  Resultante  von  mehr  als  zwei  Li- 
nien folgt  von  selbst. 

§.  21.  Wir  wenden  jetzt  diesen  Satz  auf  die  Geschwindigkeit  v 
eines  beweglichen  Punktes  M  zur  Zeit  t,  die  Geschwindigkeit  v  des- 
selben Punktes  zur  Zeit  /  +  dt  und  seine  Elementarbeschleunigung  <pdt 

14  • 
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an,  von  welchen  drei  Grössen  die  zweite  die  Resultante  der  ersten  und 
dritten  ist.  Constrniren  wir  das  betreffende  Parallelogramm  im  Punkte 
M  (Fig.  84.),  so  dass  also  MF  =  vy  NV=v\  VV  =  MQ  =  <pdt  wird, 
ziehen  aber  in  M,  der  Lage  des  beweglichen  Punktes  zur  Zeit  /  +  dt, 
die  Tangente,  und  tragen  auf  ihr  M'  V  =  v  auf.    Von  einem  beliebigen 

Punkte  0  in  der  Schmiegungsebene  der  Bahn,  welche 
zugleich  die  Ebene  des  Parallelogramms  ist,  fällen 
wir  auf  MV,  M'  V  und  MQ  die  Perpendikel 
OP  =  p,  OP'  =  p,  On=sr.  Das  Perpendikel, 
welches  von  0  auf  die  Diagonale  Ml"  gefällt 
werden  kann,  weicht  nun  von  p  nur  um  ein 
Unendlichkleines  zweiter  Ordnung  ab,  nämlich  um  den  Abstand  ds  de 
des  Punktes  M'  von  der  Diagonale  (wo  MM"  =  ds  und  der  Contingenz- 
winkcl  M'MV  =  de  gesetzt  ist).  Dem  vorigen  Satze  zufolge  ist  daher 
v'(p  +  ds  de)  =  vp  -j-  q>Hfdt  oder  v'p —  vp  =  <pTXdt  +  ds  de,  oder 
weil  v'p  —  vp  =  d(vp)  ist  und  ds  de  verschwindet 

d  (vp)  s 
dt      =  9>tT,       d(vp)  =  <p  tar  dt, 

d.  h.  Das  Moment  der  Beschleunigung  in  Bezug  auf  irgend 
einen  Punkt  in  der  Schmiegungsebene  der  Bahn  ist  die 
Derivirtc  und  das  Moment  der  Elementarbeschleunigung 
ist  das  Differential  des  Momentes  der  Geschwindigkeit  für 
denselben  Punkt,  nach  der  Zeit  genommen. 

Ist  die  Bahn  eine  ebene  Curve,  so  liegt  der  Punkt  0  in  allen 
Schmiegungsebenen,  in  diesem  Falle  kann  die  Gleichung  integrirt 
werden  und  erhält  man 

t 


a.  h. 

Bei  jeder  ebenen  Bewegung  ist  die  Aenderung  des  Mo- 
mentes der  Geschwindigkeit  in  Bezug  auf  irgend  einen 
Punkt  der  Ebene  der  Bahn,  welche  dieselbe  innerhalb  des 
Zeitintervalles  t — t0  erleidet,  gleich  dem  Integrale  des  Mo- 
mentes der  Elementarbeschleunigung  ausgedehnt  über 
dasselbe  Z citiutervall. 

Geht  die  Beschleunigung  insbesondere  fortwährend  durch  ein  und 
denselben  Punkt,  so  ist,  wenn  man  diesen  als  Punkt  O  betrachtet, 
IS  =  0  und  folglich 

vp  =  V()P(n       v  = 

d.  h. 

Bei  jeder  ebenen  Bewegung,  bei  welcher  die  Beschlen- 
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nigung  fortwährend  nach  einem  festen  Punkte  gerichtet 
ist,  bleibt  das  Moment  der  Geschwindigkeit  in  Bezug  anf 
diesen  Punkt  constant  und  ist  mithin  die  Geschwindigkeit 
umgekehrt  proportional  dem  Abstände  der  Tangente  von 
diesem  Punkte.  Ein  Beispiel  hiezu  bot  die  elliptische  Bewegung, 
welche  wir  §.  3.  behandelten,  dar. 

Berührt  die  Richtung  der  Beschleunigung  fortwährend  einen  Kreis, 
so  ist  für  dessen  Mittelpunkt  als  Mittelpunkt  der  Momente  TS  constant 

und  geht  die  obige  Gleichung  über  in  vp  —  vuptt  =  UT  f  g>dly 

to 

§.  22.    Das  Moment  vp  der  Geschwindigkeit  lässt  sich  noch  etwas 

ds 

anders  deuten.    Setzt  man  nämlich  für  v  seinen  Werth  —  ,    so  wird 

dt 

dasselbe  vp  =  .  Es  ist  aber  pds  der  doppelte  Inhalt  des  un- 
endlich schmalen  Sectors  OMM'  (Fig.  85.),  welchen  der  Radiusvector  OM 
im  Zeitelemente  durchläuft  und  wenn  Hg-.  aa. 

man  denselben  mit  2  dS  bezeichnet, 
wo  S  den  endlichen,  in  der  Zeit 
/  —  tQ  durchlaufenen  Sector  bezeich- 
nen soll,  so  erhält  man  nach  §.21. 

7F  =  *»» 

und  hieraus  durch  Integration 

£  -(-;.) -*/U*. 

Analog  dem  Begriffe  der  Geschwindigkeit  eines  Punktes,  als  dem 
Quotienten  aus  dem  unendlichkleinen,  dem  Zeitelemente  entsprechenden 
Wege,  dividirt  durch  das  Zeitelement,  haben  wir  bereits  Cap.  IV.  §.  13. 
im  II.  Thcile  den  Quotienten  aus  dem  während  des  Zeitelementes  von 
dem  Radiusvector  des  beweglichen  Punktes  durchlaufenen  Sector  und 
dem  Zeitelemente  die  Scctorengesch windigkeit  des  Radius  - 
vectors  genannt.    Bezeichnen  wir  sie  wie  dort  mit  17,  nämlich 

dS 

so  wird  die  Grösse 

(PS  dt} 
dl*  ~~  dt  ' 

Wir  wollen  diese  Grösse,  nämlich  die  Derivirte  der  Sectorenge- 
schwindigkeit   nach   der   Zeit  genommen,    die  Sectorenbeschleu- 
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nigung  nennen  und  sie  mit  bezeichnen.  Sie  wird  also  definirt 
durch  die  Gleichung: 

dt}  d2S 
*  —  dt  -  dfi  ' 

Beide  Begriffe,  die  Sectorengesch windigkeit,  wie  die  Sectorenbe- 
schleunigung,  beziehen  sich  immer  auf  einen  bestimmten  Punkt  0,  den 
wir  das  Centrum  derselben  nennen  wollen.  Demnach  können  wir  den 
Inhalt  der  Gleichung  zu  Anfang  dieses  §.  so  ausdrücken: 

Die  Aenderung  der  Sectorengesch  windigkeit  während 
eines  Zeitintervalls  ist  gleich  dem  Integrale  des  halben 
Momentes  der  Beschleunigung,  ausgedehnt  über  dasselbe 
Zeitintervall. 

Aus  den  beiden  Gleichungen  =  17  =  ^-  folgt  durch  Eli- 
mination von  dl 

dS  y 

und  hieraus  weiter 

<*•  kn  = 

sowie  2 

eine  Gleichung,  welche  der  Gleichung  ±v2  '—  %v07  =  f<pds  als  Ana- 

logon  zur  Seite  steht.  ydS  dürfte  die  E  lerne  utararbeit  der  Sectoren- 
bewegung  genannt  werden. 

Ist  die  Beschleunigung  fortwährend  nach  einem  festen  Punkte  ge- 
richtet, so  ist  für  diesen  als  Centrum,  wegen  w  =  0, 

dS  (dS\ 

dt  ~  Vdi)  ' 

d.  h.  bei  jeder  ebenen  Bewegung,  für  welche  die  Beschleu- 
nigung fortwährend  nach  einem  festen  Centrum  gerichtet 
ist,  ist  in  Bezug  auf  dieses  die  Sectorengeschwindigkeit 
constant. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  weiter,  wenn  diese  Constante  mit  c  be- 
zeichnet wird 

S  —  S„  =  c  {t  —  /w)    d.  h. 

Bei  derselben  Bewegung  ist  der  in  irgend  einem  Zeit- 
räume von  dem  Radiusvector,  welcher  vom  festen  Centrum 
nach  dem  beweglichen  Punkte  gezogen  werden  kann,  durch- 
laufene Sector  dieser  Zeit  proportional.  Die  constante  Secto- 
rengeschwindigkeit gibt  den  in  der  "Zeiteinheit  durchlaufenen  Sector  an. 

Der  letztere  Satz  führt  den  Namen  des  Princips  der  Flächen.  Er 
kann  umgekehrt  werden,  nämlich: 
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Ist  bei  einer  ebenen  Bewegung  der  vom  Radiusvecter 
durchlaufene  Sector  der  Zeit  proportional,  so  ist  die  Be- 
schleunigung nach  dem  Ursprünge  der  Radienvectoren  ge- 
richtet. 

dS 

Denn  aus  der  Bedingung  S  —  Stt  =  c  (t  —  /0)  folgt  —  =  c , 

S 

--2  =  0,  mithin  ±q  tr  =  0  d.  h.  ar  =•  0. 

Von  den  vorstehenden  Sätzen  werden  wir  später  sehr  nützliche 
Anwendungen  machen;  vorzugsweise  werden  sie  auf  die  Projectionen 
räumlicher  Bewegungen"  auf  Ebenen  Anwendung  finden. 


IL  Capitel. 

Probleme  der  geradlinigen  Bewegung  eines  Punktee. 

§.1.  Ist  die  Normalbcschleunigung  <pH  der  Bewegung  eines  Punktes 
gleich  Null  und  reducirt  sich  folglich  die  totale  Beschleunigung  <p  auf 

die  Tangentialbeschleunigung  y>,  =  ^  ,  so  ist  die  Bewegung  geradlinig 

und  der  Hodograph  gleichfalls  eine  gerade  Linie,  parallel  der  Bahn 
des  Punktes.  Für  jede  geradlinige  Bewegung  bestehen  daher  unab- 
hängig von  der  individuellen  Natur  der  Bewegung  zwischen  den  vier 
Grössen  s,  v,  q>,  /,  nämlich  zwischen  dem  Abstände  des  beweglichen 
Punktes  von  irgend  einem  Punkte  seines  Weges,  der  Geschwindigkeit, 

ds  dv 

der  Beschleunigung  und  der  Zeit  die  beiden  Gleichungen  :  ^=f»  ~r  =  9>- 

Tritt  hiezu  noch  eine  weitere  Gleichung  &  (st  v,  qp,  t)  =  0  zwischen 
denselben  Grössen  hinzu,  welche  die  individuelle  Natur  der  Bewegung 
bestimmt,  so  dient  das  System  der  drei  Gleichungen 

ds 

-dT  =  v 

dv 

*  =•>' 

<P  (s,  v,  (p,  t)  —  0 
dazu,  um  drei  dieser  Grössen  als  Functionen  der  vierten  zu  finden. 
Durch  dasselbe  kann  also  die  Aufgabe  gelöst  werden:  die  Beschaf- 
fenheit der  durch  die  Gleichung  0  =  0  definirten  gerad- 
linigen Bewegung  analytisch  zu  erforschen.  Die  Lösung  dieser 
Aufgabe  kommt  im  Allgemeinen  auf  die  Integration  einer  Differential- 
gleichung der  zweiten  Ordnung  zwischen  zwei  Variabein  zurück;  eli- 
minirt  man  nämlich  aus  dem  Gleichungssystem  die  Grössen  v  und  g>, 

ds  cfis 

so  bleibt  die  Gleichung  <t>  (s,  —  ,   —2 ,  t)  —  0  und  nur  in  dem  beson- 
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deren  Falle,  dass  die  dritte  Gleichung  die  Beschleunigung  tp  nicht 
enthält,  wird  dieselbe  von  der  ersten  Ordnung  oder  geht  in  eine  al- 
gebraische Gleichung  über,  wenn  in  ihr  ausser  q>  auch  die  Geschwin- 
digkeit v  fehlt.  Die  Integration  dieser  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  oder  des  Systems  der  drei  Gleichungen  führt  zwei  willkühr- 
liche  Constanten  ein  und  um  diese  zu  bestimmen,  müssen  noch  zwei 
weitere  spezielle  Bedingungen  gegeben  sein.  Diese  findet  man  darin, 
dass  für  irgend  eine  Zeit  /0,  deren  Werth  in  den  meisten  Fällen  gleich 
Null  angenommen  werden  kann,  die  Werthe  s0,  v0  von  «,  v  bekannt 
sind.  Hat  man  nach  Ausführung  der  Integration  mit  ihrer  Hülfe  diese 
Constanten  bestimmt,  so  ist  die  Aufgabe  Über  die  Bewegung  des 
Punktes  als  gelöst  zu  betrachten. 

Die  Gleichung  <P  =  0  umfasst  11  Spezialfälle,  welche  sich  in  drei 
Gruppen  bringen  lassen,  je  nachdem  nämlich  in  ihr  nur  2,  oder  3  oder 
alle  4  Grössen  $y  r,  <p,  /  vorkommen.  Die  erste  dieser  Gruppen  ent- 
hält 6  Einzelfälle,  da  zwei  der  vier  Grössen  auf  6  Arten  mit  einander 
verbunden  werden  können,  die  zweite  4  solche,  da  vier  Grössen  4  Com- 
binationen  zu  dreien  bilden  können,  die  dritte  Gruppe  enthält  blos 
einen  Fall.    Diese  Gruppen  sind: 

I.  Gruppe:  II.  Gruppe:  III.  Gruppe: 

1.  0  (<jp,  ()  =  0        1.  O  (<)P,  5,  0  =  0       1.  <P{<p,  v,  5,  l)  =  0. 

2.  <*>(qp,  s)  =  0       2.  0(q>}  v,  0  =  0 

3.  (P  (<p,  v)  =  0       3.  </>(<?,  s y  v)  =  0 

4.  <P  (v,  t)  =  0       4.  <D{s,  v,  t)  =  0 

5.  tf>  {v ,  s)  —  0 

6.  4>{s,  0=0 

Jeder  dieser  11  Spezialfälle  entspricht  einer  bestimmten  Aufgabe, 
über  deren  analytische  Behandlung  wir  folgende  Bemerkungen  zufügen. 

I.  Gruppe. 

1.  Fall.  Aus  der  Gleichung  0(q>,  /)  =  0  ziehen  wir  <p  =  /«'(/). 
Da«  zu  iutegrireude  Gleichuugssystem : 

-u  =  „,    _  =  „,    „  =  t  (0 

löst  die  Aufgabe:  Wenn  für  eine  geradlinige  Bewegung  die 
Beschleunigung  q>  als  Function  der  Zeit  gegeben  ist,  die 
Geschwindigkeit  v  und  den  Abstand  s  des  beweglichen 
Punktes  von  einem  beliebigen  festen  Anfangspunkte  der 
Bahn  als  Functionen  der  Zeit  zu  finden. 

Aus  der  2.  und  3.  Gleichung  erhält  man  ^  =  ^(0>  mithin 
v  —■  va  =  /  F(t)<lty  wenn  etn  /„  ein  Paar  zusammengehörige  Werthe 
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von  v  und  l  sind.    Indem  man  diese  Gleichung  mit  der  ersten  ver- 

ds  ' 

bindet,  erhält  man  —  =  t>0  +  f  F(t)dt  und  folglich  $  —  50  =  »0    —  /0)  -f- 

f  dt ^ F(t)dt,  wenn  s()  der  der  Zeit  t9  entsprechende  Werth  von  s  ist. 

d?s 

Auch  kann  man  unmittelbar  die  Gleichung  —2  =  F  (t)  behandeln, 

die  durch  Elimination  von  v  und  dv  sich  ergibt,  was  auf  dasselbo 
hinauskommt. 

2.  Fall.  Aus  der  Gleichung  <t>  (<p,  *)  =  0  entnehmen  wir  <p  =  F(s), 
so  dass  das  zu  integrirende  Gleichungssystem: 

dt  =  *'    dt  =  »•    *  = 

die  Aufgabe  zum  Gegenstände  hat:  Wenn  für  eine  geradlinige 
Bewegung  die  Beschleunigung  q>  als  Function  des  Ab* 
Standes  s  des  beweglichen  Punktes  von  einem  Punkte  der 
Bahn  gegebon  ist,  die  Geschwindigkeit,  welche  der  Punkt 
in  dem  Abstände  s  besitzt  und  die  Zeit,  welche  derselbe 
gebraucht,  um  diesen  Abstand  zu  erreichen,  zu  finden. 

Um  die  Geschwindigkeit  v  als  Function  von  s  zu  finden,  eliminiren 

wir  dt,  so  dass  =  F(s)  und  folglich  ±v2  —        =/F(s)  ds  wird, 

ds  s0 

wo  v0  und«0  zusammengehörige  Werthe  von  v  und  s  sind.   Diese  Gleichung 

ist  nichts  anderes  als  der  Satz  über  die  Arbeit  der  Beschleunigung 

längs  des  Weges  s  —  s0.    Aus  derselben  folgt  v  und  mit  dessen  Hülfe 

aus  der  ersten,   nämlich  ^  =  7/  v02  +  2  f  F(s)ds 

dt      r  ,„ 

sofort  /  —  /,,=  J*  — j~=z=j}S-        — -  ,   wenn  /„  und  sa  zusammen- 


j/v-t  +  2fF(s)ds 


gehörige  Werthe  von  t  und  s  sind.  Aus  dieser  letzten  Gleichung  folgt 
noch  durch  Umkehrung  s  als  Function  von  t  und  hiermit  auch  v  als 
Function   dieser   Grösse.     Die  Differentialgleichung   zweiter  Ordnung 

d2s 

wäre  in  diesem  Falle  ^  —  F(s).    Man  reducirt  sie  auf  die  erste  Ord- 

ds  dv 
nung  durch  dio  Substitution  —  =  ü,   wodurch  sie  die  Form    -  =  F {s) 

annimmt,   welche  durch  Elimination  von  dt  in  V~  -  -  F(s)  übergeht, 

was  mit  Obigem  übereinkommt. 

3.  Fajl.  Die  Gleichung  <P(g>,  v)  =  0  liefert  y  =  F(v)  und  hier- 
mit das  System 
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ds  dv 

-  =  rf<  =  9)        <p  =  F(v)t 

dessen  Integration  die  Aufgabe  löst:  Wenn  für  eine  geradlinige 
Bewegung  die  Beschleunigung  als  Function  der  Geschwin- 
digkeit bekannt  ist,  die  Abhängigkeit  von  Zeit  und  Ab- 
stand von  der  Oesch  windigkeit  darzustellen. 

Man  erhält  zunächst  durch  Elimination  von  <p  die  Gleichung  =F(v) 
und  hieraus  /  —  /„  =  f       .    Um  s  zu  finden,  eliminirt  man  rf/,  welches 

gibt        =  F(v)  und  mithin  s  —  sn  =  f        :  auch  ist  es  leicht,  hier- 

ds  ,r  F(v) 

mit  v  und  *  als  Functionen  von  t  zu  finden.  Die  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  des  Problems  wäre :  ^~  =  F  . 

4.  Fall.  Die  Gleichung  0(v,  t)  =  0  liefert  v  =  F(t).  Es  ist  in 
diesem  Falle  das  Gleichungssystem 

|=F(0,       F'{t)  =  <pf       v  =  F{f) 

t 

und  bleibt  also  blos  s  als  Function  von/ zu  finden.  Diesist:  s  —  su=f  F(t)dt. 

'o 

Die  Beschleunigung  ergibt  sich  durch  Differentiation.  —  Das  Gleichungs- 
system löst  die  Aufgabe:  Wenn  für  eine  geradlinige  Bewegung 
die  Geschwindigkeit  als  Function  der  Zeit  gegeben  ist, 
den  Abstand  s  und  die  Beschleunigung  q>  gleichfalls  als 
Functionen  der  Zeit  zu  finden. 

5.  Fall.    Die  Gleichung  =  0  gibt  v  —  F(s)  und  hiermit 

ds  dv 

dt  =  V  =  dt  =  » 

und  der  Sinn  der  Aufgabe  ist:  Wenn  für  eine  geradlinige  Be- 
wegung die  Geschwindigkeit  als  Fuuction  des  Abstandes 
gegeben  ist,  die  Beschleunigung  und  Zeit  als  Functionen 
desselben  darzustellen. 

Man  hat  t  —  in  =  f  und  <p  =  F' ($)•  F(s). —  Kann  mau  aus 

£  F(s) 

der  Gleichung  0(vy  s)  =  0  leichter  s  =  ty(v)  ziehen,  so  hat  man  das 
System 

,  ,  N         ds  dv 

,  =  ♦(.).    di  =  ,,    di  =  9 

zu  behandeln.    Hierzu  erhielte  man  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen 
(v)  —  =  r,     al«o        /0  =  /  — — - —  u.  s.  w. 

dt  y  v 
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6.  Fall.  Die  Gleichung  0(s,  t)  =  0  gibt  *  =  F(t)  und  daa 
Gleichungssystem 

erfordert  blos  die  Differentiation,  um  v  und  g>  als  Functionen  der  Zeit 
darzustellen. 

n.  Gruppe. 

1.  Fall.    <&(<p,  s,  0  =  0.    Das  zu  integrirende  Gleichungssystem 

-  =  v,       -  =  »(,,,  ,,  o  =  0 

löst  die  Aufgabe:  Wenn  für  eine  geradlinige  Bewegung  eine 
Relation  zwischen  der  Beschleunigung,  dem  Abstände  und 
der  Zeit  gegeben  ist,  die  Natur  der  Bewegung  zu  unter- 
suchen. Indem  man  tp  oliminirt,  gelangt  man  zu  der  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  ®(jjfiy  s>       =  0,  durch  deren  einmalige 

Integration  eine  Gleichung  der  Form  F  K*,  s,  /J  =  C  gefunden  wird. 

ds 

Die  Constante  bestimmt  sich  durch  die  Bedingung,  dass  v  =  - -  in  v0 

und  s  in  *0  für  t  =  t0  Ubergeht,  so  dass  also  F(»0,  *o>  'o)  ===  ^* 
zweite  Integration  liefert  hierauf  ein  Resultat  von  der  Form  f,  C)  =  C 
und  wird  der  Werth  von  Cf  auf  dieselbe  Weise,  wie  der  von  C  bestimmt, 
es  wird  nämlich  i/>(s0,  f0,  C)  =  C.  Im  Allgemeinen  gehört  der  vorliegende 
Fall  zu  den  schwierigeren,  da  es  keine  allgemeinen  Reductionsmittel 
gibt,  welche  die  Gleichung  der  zweiten  Ordnung  auf  die  erste  Ordnung 
zurückfuhren,  wenn  in  derselben  ausser  der  unabhängigen  Variabein  /  auch 
die  zu  bestimmende  Function  s  selbst  vorkommt. 

2.  Fall.    <P(9>,  p,  0  =  0.    Das  Gleichungssystem 

ds  dv  _  ,  , 

—  =  o,       —  =  gp,       <2>(<p,  t>,  t)  =  0, 

dessen  Sinn  die  Lösung  der  Aufgabe  verlangt:  Wenn  für  eine  ge- 
radlinige Bewegung  eine  Relation  zwischen  der  Beschleu- 
nigung, der  Geschwindigkeit  und  der  Zeit  gegeben  ist,  die 
Beschaffenheit  der  Bewegung  zu  erforschen,  liefert  durch  Eli- 

•  /&$    ds  \ 

mination  von  tp  und  v  die  Gleichung  ® [dp  >  ^»   0  =  0,  welche 

immer  auf  die  erste  Ordnung  zurückgeführt  wird,  indem  man  den 
niedrigsten  Differentialquotienten  als  neue  Variabele  einführt,  weil 
nämlich  eine  der  Grössen  s,  ty  hier  s}  fehlt.  Diese  Gleichung  erster 
Ordnung,  die  man  auch  aus  dem  System  erhält,  indem  man  nicht  tp 

und  i>,  sondern  nur  tp  elimimirt,  ist:  <P         t>,  tj  —  0.     Sie  liefert 
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F(y,  t)  =  C,   wobei  F(v,n  L)  =  C  und  weiter,  indem  man  v  = 

dt 

setzt  und  abermals  integrirt:  t//(s,  /,  C)  —       wobei  i^(*0,  frt,  C)  =  (f. 

3.  Fall.    0(<p,  5,  v)  =  0.    Das  Gleichungssystom 

kann  ähnlich,  wie  beim  vorigen  Falle  behandelt  werden.    Die  Gleichung 

(d*s     ds  \ 
--■jr ,       »  sj  =  0  sinkt  auf  die  erste  Ordnung 

herab ,     indem    man    v  =   ~  als    Variabelo    einfuhrt ,  nämlich 

dt 

(f-s      dv      dv     ds         dv  _.                             .          .  , 

dt1  ==  d/  =  7  '  dt  =  V  <7    8      "  80  ZU  Scwmnende  Gleichung, 

welche  auch  aus  dem  System  erhalten  wird,  indem  man  q>  und  /  cli- 
minirt,  ist:  ^(p^»  pi  *)=0.  Alles  weitere  wie  bei  den  vorigen  Fällen. 

4.  Fall.    0(p,  5,  0  =  0.    Das  Gleichungssystom 

erfordert  blos  die  Integration  der  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

^(^/'  *'  0  =  ^'  ^ÄS  *n  ^Cm  ^^e*cnunS88y8tem  ausgesprochene  Pro- 
blem also  auch  nur  die  Bestimmung  einer  Constanten,  welche  mit  Hülfe 
vou  s(n  tt)  erfolgt.  Die  Bestimmung  der  Beschleunigung  nimmt  blos  die 
Differentiation  in  Anspruch. 


Der  einzige  hier  vorliegende  Fall  *t>  (qo,  p,  ä,  /)  =0,  welcher  das 
Gleichung8systcm 

f,s  du  _  .  . 

dl  ~  V}        dl  =  (P'  ^'  <S  *»  0  =  0 

bestimmt,  behandelt  die  Frage:  Wenn  für  eine  geradlinige  Be- 
wegung zwischen  der  Beschleunigung,  der  Geschwindig- 
keit, dem  Abstände  und  der  Zeit  eine  Relation  gegeben 
ist,  die  Bewegung  z.u  untersuchen.  Die  Gleichung  zweiter 
Ordnung,   nämlich   das  Resultat   der  Elimination   von  v   und  <p,  ist 

(d7  s     ds  \ 
Ii2  '    // '       /  =  ®'  '8t  "n  ^ßemc*ncn  n^cut  unmittelbar  auf 

die  erste  Ordnung  reducirbar,  doch  gibt  es  grössere  Gruppen  von  Glci- 
chnngsformen  dieser  Art,  wie  die  linearen  und  die  homogenen  Glei- 
chungen ,  deren  Integration  nach  bestimmten  Principicn  geleistet 
werden  kann.  Die  Bestimmung  der  beiden  Integrationsconstanten  er- 
folgt, wie  früher. 


i 
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§.  2.  Wir  wenden  uns  jetzt  der  speziellen  Behandlung  einer 
Reihe  einzelner  Probleme  über  die  geradlinige  Bewegung  zu,  welche 
an  sich  zwar  als  sehr  geeignete  Beispiele  zur  Erläuterung  der  vor- 
stehenden allgemeinen  Lehren  dienen  können,  welche  aber  vorzugs- 
weise ihrer  Bedeutung  in  den  Anwendungen  der  Mechanik  wegen  hier 
einen  Platz  finden  müssen. 

1.  Die  Beschleunigung  einer  geradlinigen  Bewegung  sei  fort- 
während  Null.     Das  System  ~r  =  v,    ^  =  qp,    9  =  0  liefert  v  —  t»0, 

dt  dt 

s  —  s0  >  v0l.    Die  Bewogung  ist  gleichförmig. 

2.  Die  Beschleunigung  sei  constant,  gleich  a  und  habe  mit  der 
Geschwindigkeit  v0  zur  Zeit  /„  gleichen  Sinn.    Das  Gleichungssystem  ist 

»,   ^=SB9»    9==a  und  man  erhält,  indem  man  diesen  Fall  nach 

Gruppe  I,  Fall  1.  behandelt,  v  —  v0  =  a(t  —  <„),  s  —  .*0  v0  (t  —  /0)  -\-  \  a  (/  —  ig)*. 
Die  Bewegung  ist  mithin  eine  gleichförmig  beschleunigte.  Die  Elimination  von  / 
liefert  \v*  —  ±v0*  —  a  (it  —  *0);  die  von  «  gibt  *  —  s0  =  £  (v0  +  t>)  (<  —  <<,).  Un- 
beschadet der  Allgemeinheit  kauja  man  t^  =  0  setzen,  d.  h.  die  Zeit  von  dem 
Momente  an  zählen,  wo  v  =  v0  ist  oder  unter  »0  die  sogenannte  Anfangs- 
geschwindigkeit verstehen.  Die  Formeln  werden  alsdann  etwas  einfacher,  näm- 
lich, wenn  man  zugleich  auch  noch  die  Abstände  *  von  dem  Punkte  M0  an  zählt, 
in  welchem  sich  der  bewegliche  Punkt  zur  Zeit  /  =  0  befindet  (Anfangslage), 
wodurch  s0  =  0  wird: 

»  =  »0  +  «'1     *  =  M  +  *  =*  i(»o  "f  i0*  —  i^o*  =  «»• 

Ist  insbesondere  noch  vu  =  0,  d.  h.  geht  der  Punkt  von  A/„  ohne  Anfangs- 
geschwindigkeit ab,  so  ist 

v  =  ut,    s  —  4«**»   *  =  i0*  = 

Die  Bewegung  ist  durch  folgende  Umstände  charakterisirt:  Die  Geschwin- 
digkeit wächst  der  Zeit  proportional,  ihre  Zunahme  beträgt  für 
jede  Zeiteinheit  er;  dio  Geschwindigkeitscurve  ist  eine  gegen  die 
Axe  der  /  unter  einem  Winkel  aretya  geneigte  Gerade.  Der  Abstand  s 
wird  durch  den  Inhalt  des  Trapezes  gemessen,  welches  von  der  Ge- 
schwindigkeitslinie, der  Axe  der  /  und  den  beiden  Ordinaten  »0  und 
v  gebildet  wird;  die  Curve  der  Abstände  *  ist  eine  Parabel.  Geht 
der  Punkt  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  ab,  so  wachsen  die  Ab- 
stände dem  Quadrate  der  Zeit  proportional  und  die  in  den  aufein- 
anderfolgenden Zeiteinheiten  durchlaufenen  Räume  wie  die  unge- 
raden Zahlen,  es  sind  nämlich  die  Räume,  welche  resp.  in  der  1.,  2., 

2t —  1 

3.,  ../^Zeiteinheit  durchlaufen  werden  $cr,  $a,  $a  — - — a.  Die  Arbeit 

der  Beschleunigung  längs  des  Weges  *  ist  af, 

Die  Physik  lehrt,  dass  die  Punkte  der  Körper,  welche  mit  Translations- 
bewegung ohne  Anfangsgeschwindigkeit  im  luftleeren  Räume  aus  massigen  Höhen 
zur  Erde  fallen,  eine  Bewegung  besitzen,  deren  Projection  auf  die  Vertikalo  des. 
Ortes,  von  dem  sie  ausgehen,  eine  gleichförmig  beschleunigte  Bewegung  ist,  und 
dass  die  Beschleunigung  o  derselben  im  Mittel  9,81  Meter  beträgt.  Ein  Punkt, 
welcher  von  dieser  nach  dem  Mittelpunkte  der  Erde  gerichteten  Beschleunigung 
afficirt  wird,  heisst  ein  schworer  Punkt,  weil  die  Ursache  des  Fallens  zur  Brdo 
die  Schwere  heisst.    Die  Beschleunigung  9,81  heisst  die  Beschleunigung  der 
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Schwere  und  ihr  Werth  wird  im  Allgemeinen  mit  g  bezeichnet.  Derselbe  variirt 
etwas  mit  der  Erhebung  über  die  Erdoberfläche  oder  vielmehr  mit  der  Entfernung 
vom  Mittelpunkt  der  Erde  und  in  Folge  dessen  mit  der  geographischen  Breite, 
da  die  Erde  keine  Kugel  ist.  In  der  Theorie  der  Kräfte  wird  hiervon  ausführ- 
licher gehandelt  werden.  Für  den  fallenden  schweren  Punkt  sind  obige  For- 
meln v  =»  v0  -f  gl,  s  =  v0t  +  \gP,  »■  —  »o*  =  lg»  oder  spezieller  v  —  gt, 
$  =  \g(*,  v*  =  'ig*.  An  diese  Gleichungen,  von  denen  jede  als  eine  Folge  der 
beiden  andern  angesehen  werden  kann,  knüpfen  sich  folgende  leichte  Aufgaben 
zwischen  den  4  Elementen  g.  t,  v,  s  an: 

Oegeben:   t,  g    v,  g    s,  g  \  t,  v    t,   s    vy  *  I 
Gesucht:    v,  s     t,  s  j  /,  v  |  *,  g    »,  g  j  t,  g 

sowie  die  weiteren  zwischen  den  6  Elementen  g,  »0,  f,  »,  *: 


Gegeben:       p0,  t 

g,  v0,  v  |  g,  tr0,  * 

<7>      v   1  g,  l,  s 

g,  »,  * 

«0.  » 

Gesucht:       v,  s 

*,  t     \     v,  t 

«Ol  *       |      w0i  v 

»Ot 

0» » 

v0  ,  *  ,  * 

t>0  |  t)  ,  9 

t,    V,  « 

0,  w 

»0,  0  | 

3.  Die  Beschleunigung  eines  geradlinig  sich  bewegenden 
Punktes  sei  constant,  aber  von  entgegengesetztem  Sinne  mit  der 
Anfangsgeschwindigkeit  v0.  Um  einen  bestimmten  Fall  zu  behandeln,  sei 
der  Punkt  schwer,  also  a  —  g  und  v0  vertikal  aufwärts  gerichtet.  Für  diese  ver- 
tikal aufsteigende  Bewegung  hat  man  das  Gleichungssystem:  ~  =  »,   ^  —  tp, 

tp  =»  —  o  und  es  sei  ferner  v  =  »0  für  t  =  0,  s  =  0  für  /  =  0.  Aus  demselben 
erhält  man:  v  —  v0  =*  —  gt,  9  =  v0t  —  Igt*  =  \(vc  -f  t»)/,  —  $v0*  =  —  die 
Bewegung  ist  oine  gleichförmig  verzögerte,  es  nimmt  die  Geschwindigkeit  in 
jeder  Zeiteinheit  um  g  ab  und  wechselt  nach  einer  gewissen  Zeit  den  Sinn;  der 
durchlaufene  Raum  *  wird  erhalten,  wenn  man  von  dem  Räume  t>0/,  welchen  der 
Punkt  mit  der  Geschwindigkeit  vn  gleichförmig  in  t  Zeiteinheiten  zurücklegen 
würde,  den  Raum  ^gC  abzieht,  den  er  in  derselben  Zeit  vertikal  durchfallen 
würde.  Die  Arbeit  der  Beschleunigung  ist  während  des  Aufsteigens  negativ, 
nämlich  —  g*.  Hieran  knüpfen  sich  folgende  Fragen:  a)  Wie  lange  steigt  der 
Punkt  auf,  d.  h.  wann  wird  soino  Geschwindigkeit  Null?  Die  Zeit  T  des  Auf- 
steigens folgt  aus  w0  —  gT  =  0,  nämlich  T  =  -  wie  sich  von  selbst  versteht, 

g 

da  die  Geschwindigkeit  in  jeder  Zeiteinheit  um  g  abnimmt,  also  nach  ^  Zeitein- 
heiten erschöpft  ist.  b)  Wie  hoch  steigt  der  Punkt?  Die  Steighöhe  H  folgt  aus 
\v*  —  gff  =  0,  ist  also  II  =  ^  *5*  =  ^  r,  d.  h.  der  Punkt  steigt  nur  auf  die 

Hälfte  der  Höhe,  welche  er  in  der  Zeit  T  mit  constanter  Geschwindigkeit  v0  er- 
reichen würde.  Nach  der  Zeit  T  fällt  der  Punkt  wieder,  da  ihn  die  Beschleuni- 
gung g  fortwährend  vertikal  abwärts  afficirt,  von  diesem  Momente  an  befolgt 
also  die  Bewegung  die  in  Nr.  2.  behandelten  Gesetze,  c)  Wenn  der  Punkt,  nach- 
dem er  T  =—  —  Zeiteinheiten  gestiegen ,  hierauf  T  Zeiteinheiten  gefallen  ist, 
9 

welche  Tiefe  hat  er  erreicht?  Ist  sie  H\  so  folgt  //'  =  \gT*  —  ±v0T  =»  //. 
Er  ist  mithin  an  dem  Punkte  wieder  angelangt,  von  dem  er  ausging,  d)  Wenn 
er,  nachdem  er  die  Höhe  ff  erstiegen,  um  //  hierauf  gefallen  ist,  welche  Zeit 
ist  während  des  Fallens  verflossen?  u.  s.  w.  —  Hieran  lässt  sich  ein  ähnliches 
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Schema  für  Aufgaben  über  v0t  g,  *,  v,  l  tfnd  v0,  g,  H,  T  anreihen,  wie  oben 
unter  Nr.  2.* 

v  * 

Die  Formel  H  =  \  —  gibt  Veranlassung  zu  einer  vielfach  üblichen  Be- 

ff  * 

nennung.  Vermöge  derselben  kann  man  nämlich  zu  jeder  Geschwindigkeit  die 
Höhe  finden,  welche  ein  Punkt  mit  ihr  als  Anfangsgeschwindigkeit  ersteigen 
kann,  oder  was  dasselbe  ist,  von  welcher  er  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  herab- 
gefallen sein  müsste,  um  jene  Geschwindigkeit  durch  die  Beschleunigung  der 
Schwere  zu  erlangen.  Man  nennt  diese  Höhe  die  Geschwindigkeitshöhe. 
Die  Geschwindigkeitshöhe  ist  demnach  der  Quotient  aus  dem  Quadrate  der  Ge- 
schwindigkeit durch  die  doppelte  Beschleunigung  der  Schwere. 

4.  Ein  Punkt  sei  zwei  Beschleunigungen  unterworfen,  welche 
beide  in  die  Richtung  der  Vertikalen  fallen,  die  eine  sei  die  Be- 
schleunigung g  der  Schwere,  welche  ihn  abwärts  treibt,  die  andere  ^ 
sei  vertikal  aufwärts  gerichtet  und  sei  dem  Quadrate  der  Ge- 
schwindigkeit des  Punktes  proportional  (Beschleunigung  eines 
Widerstandes).  Wenn  nun  der  Punkt  keine  Anfangsgeschwindig- 
keit besitzt,  welche  Bewegung  wird  er  annehmen? 

Da  die  Beschleunigung  des  Widerstandes  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit 
proportional  ist,  so  hat  man  ip  =  sv*.  Um  e  durch  g  auszudrücken,  sei  k  der 
Werth  von  »,  bei  welchem  tfi  =  g  werden  würde,  so  dass  also  g  =  e  k*  ist. 

Durch  Elimination  von  e  erhält  man  dann  y  =  g  ^  .  Die  Resultante  beider  Be- 
schleunigungen ist,   wenn  ihr  positiver  Sinn  vertikal  abwärts  gerechnet  wird: 

yt  fgt    „« 

<p  —  9  —  V  —  8  —  9  jp=*  9  -p—   und  hiermit  ist  also  das  Gleichnngssystem 

des  Problems: 

ds  dv  k*  -  v* 

Ä  -  £  -  »,       <P  -  0        -  • 

Aus  diesem  suchen  wir:  1.  die  Geschwindigkeit  o  als  Function  der  Zeit, 
2.  den  durchlaufenen  Raum  «  als  Function  der  Zeit  und  3.  denselben  Raum  als 
Function  der  Geschwindigkeit. 

Für  die  Beantwortung  der  ersten  dieser  Fragen  folgt  durch  Elimination  von 

<p  die  Gleichung:    --  =  g-  -t    -  oder  etwas  zweckmässiger  geschrieben: 

T  dv  =  "V  ZI  V" '  Ä«  -  v'       =  k  +  v  +  k  -  v  nnd  lueraU8  m,t  Ruck81cht 

darauf,  dass  v  =  0  für  t  =  0  ist,  dnreh  Integration 

*_     k  +  v 
~  2gl  k-v' 

k  4-  v  ^ 

Entnimmt  man  hiorans  .      V  =  so  erhält  man  leicht  durch  Addition 

k  —  v 

und  Subtraktion  von  1,  nachherigo  Division  der  Resultate  in  einander  und 
schliesslich^  Multiplication  mit  e     *   im  Zähler  und  Nenner 

i'  -f< 

e      —  e 

v  =  k  ■ 


+  e 


* 
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Hinsichtlich  der  zweiten  Frage  erhält  man  mit  diesem  Werthe  von  v  den 

da 

Raum  *  ans  der  Gleichung  —  =  v.    Die  Formel  für  v  zeigt  aber  die  Eigen- 

thümlichkeit,  dass  ihr  Zähler  bis  auf  den  Faktor  °-  der  Differentialquotient  des 

Neuners  ist;  setzt  man  daher  diesen  Faktor  zu  und  multiplicirt  mit  dem  reci- 

proken  Werthe  —  desselben,  so  kann  man  sie  schreiben: 

ff  ä  ff 

*«  d 


g  dt 

und  erhält  alsdann  mit  ihrer  Hülfe,  da  i  =  0  für  t  =  0: 


9< 


Um  endlich  die  gesuchte  dritte  Gleichung  zu  erlangen,  würde  man  aus  den 
beiden  eben  gefundenen  /  eliminiren  können,   allein  man  gelangt  dazu  ebenso 
leicht,  wenn  man  aus  dem  gegebenen  Gleichungssystem  dt  eliminirt  und  die  da- 
rf*      k*  2v 

durch  erhaltene  Gleichung  -~  =  —  •  ^  ^  mit  Rücksicht  auf  die  Neben- 
bedingung v  =  0  für  t  =  0  integrirt.    Dies  Verfahren  liefert 

k*  k2 

s  =    ~  / 


2g  *«—»«' 

Aus  den  gewonnenen  Gleichungen  zieht  man  nun  nachstehende  Folgerungen: 

Da  die  Exponentialgrösse  e  mit  wachsender  Zeit  sich  der  Null  nähert, 
so  nähert  sich  die  Geschwindigkeit  der  Grösse  k  als  Grenze  und  da  k  constant 
ist,  so  folgt,  dass  die  Bewegung  im  weiteren  Verlaufe  sich  immer  mehr  der 
gleichförmigen  Beschaffenheit  nähert.  Es  wurde  oben  *  als  die  Geschwindigkeit 
eingeführt,  bei  welcher  die  Beschleunigung  des  Widerstandes  gleich  g  werden 
würde.  Soll  dies  eintreten,  so  muss  tp  =  g —  iß  =  0,  d.  h.  die  Bewegung  gleich- 
förmig werden.  Die  geführte  Untersuchung  zeigt,  dass  dieser  Zustand  nicht 
wirklich  erreicht  wird,  sondern  nur  eine  asymptotische  Annäherung  an  ihn 
stattfindet. 

Für  sehr  grosse  /  findet  man  einen  Näherungswerth  für  s,   indem  man 

e  der  Null  gleich  setzt.    Dadurch  nimmt  die  Formel  für  s  die  Gestalt  an 

k' 

,  =  kt  -        12  . 

II 

Ein  Punkt,  welcher  sich  mit  der  Geschwindigkeit  k  gleichzeitig  von  demsel- 
ben Anfangspunkte  aus  wie  der  gegebene  bewegte,  würde  in  der  Zeit  t  den 
Raum  kt  durchlaufen ,  dieser  Punkt  wäre  nach  einer  sehr  grossen  Zeit  dem  gc- 

k* 

gebenen  Punkte  um  die  Strecke  —  12  vorausgeeilt. 

0 

fft  _  vr         /  vi\ 
Die  Gleichung  9  =  g- — ^ —  =  g  [i  —        zeigt,  dass  für  k  =  oc  die 

hier  vorliegende  Bewegung  in  die  Fallbewegung  eines  schweren  Punktes  über- 
gehen muss,  indem  qp  =  g  wird.  Es  ist  daher  nicht  uninteressant  zu  sehen,  wie 
die  Formeln  für  »  uud  n  in  diesem  Falle  sich  auf  v  —  gt  und  s  —  \gfi  redu- 
ciren.    Was  zunächst  v  betrifft,  welche»  für  *  =  OO  die  unbestimmte  Form  OO  •  0 
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annimmt,  so  liat  man,  da  der  Nenner  sich  der  Grenze  2  nälnrt,  blos  zu  suchen: 

"  i       —  "  t 

lim  |  k  (e  ''  —  e      k     )j  .     Dies  ist  aber  identisch  mit 

"t       -  \< 

k                k  w         -  <u 

e.      —  e  e    —  e 

gt  •  Um  =  gl  lim  ,     lim  <o  =  0  . 

ff  t  10 

Dio  Differentiation  von  Zähler  und  Nenner  zeigt ?  dass  der  Werth  des  Aus- 
drnckes  nnter  dem  Zeichen  lim.  dio  Zahl  2  ist;  daher  ist  der  Werth  des  ganzen 
Ausdruckes  2 gl  und  damit  reducirt  sich  v  auf  gl.    Zu  demselben  Kcsnltatc  führt 

k      /k  -4-  t»\ 

auch  die  Gleichung  /  =  t)     '  V/t      p/  '  *n<^em  mBn  s'e  n5im^cb  auf  die  Form  bringt: 

fft  =  M         *     u.  bedenkt,  dass  für  wachsende  Ader  Grenzwerth         +     =<»- "  ist. 
v"~*/ 

Der  Ausdruck  für  ä  als  Function  von  <  nimmt  für  Ä  f=  OO  gleichfalls  die 
Form  <X>  •  0  an,  man  findet  aber  seine  Grenze  leicht  folgendermasseu. 

Man  hat  nämlich,  indem  man  mit  gl1  multiplicirt  und  dividirt 
lim  s  =  qC-  ■  lim  _  >  -_    „  7  —  jgr  f«  -  /im         V  7  ,  Km  0)  =  0. 

(2 ')  "* 

Der  wahre  Werth  des  Bruches  unter  dem  Zeichen  lim.  ist  aber  l,  und  daher  er- 
gibt sich  schliesslich  s  =  {gl9. 

Auch  die  dritte  Gleichung  kann  leicht  zur  Grenze  für  wachsende  k  über 
geführt  werden.    Sehreibt  man  sie  nämlich  so: 

2  «/«  =  /.  .  1   

('  +  ,T 

(u  \w  "  1 

1  -f"  mJ   =  <"     ist>    *°  erhält  man:   2/7*  =  /  •  ^— 

oder  2/?*  =  «*. 

^.t    t,t 

Die  Arbeit  der  Beschleunigung  «p  =  g  ergibt   sich  aus  der  Glei- 

ehung  .¥=-/,„        9,  welche  liefert:        -       ^  €     k1   =      ■  tp  als: 
2  g     k*  —  »?  A*  </ 

jyds  =  g  fe~  <V  *  ds  =  \V  (l  -  '  ~  ** ')  .    I>a  die  Arbeit  der  Beschleuni 

ii  ii 

2  g 

gung  der  Schwere  gs  ist,  so  ist  die  des  Widerstandes  \k*  ^1  —  e  ^  —  gs. 

Die  Arbeit  von  q>  nähert  sich  mit  wachsendem  s  der  Grenze  .JA:*. 

Es  ist  bekannt,  dass,  wenn  ein  Körper  sich  tu  einem  flüssigen  oder  gas- 
förmigen Mittel  bewegt,  seine  Bewegung  durch  den  Eintiuss  des  Mittels  modi- 
ficirt  wird  und  eine  andere  ist,  als  sio  sein  würde,  wenn  das  Mittel  nicht  vor- 
handen wäre.  Wenn  der  Körper  als  ein  unveränderliches  System  angesehen  wird, 
so  besteht  seine  Bewegung  jeden  Augenblick  aus  einer  Klementarschrauben- 
bewegung,  welche  in  die  Translation  eines  seiner  Punkte  und  eine  Rotation  um 
eine  zur  Schraubenaxe  parallele,  durch  jenen  Punkt  gehende  Axe  zerfällt  werden 
kann.    Spätere  Untersuchungen  werden  zeigen,  dass  man  mit  Vortheil  einen  be- 

Scliell,  Theorie  d.  Uew.  u.  d.  Krälle.  15 
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stimmten  Punkt  des  Systems  zn  jenem  Punkte  wählt,  den  sogenannten  Schwerpunkt, 
oder  Mittelpunkt  der  Massen  und  dass  derselbe  sich  so  bewegt,  als  ob  an  ihm  sämmt- 
liche,  die  verschiedenen  Tunkte  des  Systems  afficirenden  Beschleunigungen  vereinigt 
wären  und  er  die  Masse  des  ganzcnSystcms  enthielte.  Wenn  nun  derEinfluss  des  wi- 
derstehenden Mittels  den  verschiedenen  Punkten  der  Oberfläche  verschiedene  Be- 
schleunigungen ertheilt,  so  setzen  sich  dieso  dennoch  an  jenem  Punkte  zu  einer  Re- 
sultanten zusammen  und  von  dieser  ist  die  Kode,  wenn  man  von  der  Beschlenuigung 
des  Widerstandes  redet.  Ucbrigcns  gelten  diese  Betrachtungen  auch  noch,  wenn  der 
Körper  immer  kleiner  und  kleiner  angenommen  und  schliesslich  zu  einem  Punkte  wird. 
Diese  Beschleunigung  ist  stets  dem  Sinne  der  Geschwindigkeit  entgegengesetzt 
und  wirkt  also  verzögernd.  Sorgfältige  Experimente  haben  gezeigt,  dass  dieselbe 
der  Dichtigkeit  p  des  Mittels,  d.  h.  der  in  der  Volumeneinheit  enthaltenen  Menge 
Materie  und  einer  Function  fl  der  Geschwindigkeit  proportional  ist,  welche  für 
nicht  sehr  langsame  und  sehr  rasche  Bewegungen  »*  ist,  so  dass  die  Beschleuni- 
gung des  Widerstandes  durch  tf>  =  aqSl  ausgedrückt  wird,  worin  der  Ooef- 
ticient  a  den  Werth  von  ip  für  q  ■=  1  und  Sl  =  1  ausdrückt.  Newton  fand, 
dass  für  Kugeln  dieser  Coefficicnt  der  Oberfläche  proportional  ist  und  da  diese 
selbst  dem  Quadrate  ihres  Radius  r  proportional  ist,  durch  a  =  brt  dargestellt 
werden  kann,  wodurch  if>  =  äj'oÄ  wird.  Der  Coefticicnt  b  hängt  übrigens  von 
der  physischen  Beschaffenheit  der  Kugel  ab  und  ist  umgekehrt  proportional  der 
Masse  derselben,  d.  Ii.  der  Menge  Materie,  welche  sie  enthält.    Ist  daher  d*  die 

Menge  Materie  einer  Volumeneinheit,  so  wäre  b  =    .     ^        ,    oder  wenn  man 

Ii  l 

noch  mit  g  multiplicirt  und  dividirt  und  ßg  =  X  setzt,  b  =  ^  f7tr\  •  rTiermit. 
wird  *  -  3  *  •  ^r  •  ß  -  yJr  Ä,    wenn  y  =  \  *   und  endlich  *  =  ^ 

/    dr  9  QY 

oder  tö  =      ,  wenn  k  =  1/  g        .    Die  letzte  Gleichung  gibt  den  Ausdruck  für 
k*  r  QY 

k,  welcher  in  der  obigen  Untersuchung  eine  Holle  spielt;  die  Annahme  k  =  OQ, 

welche  die  Fallbcwegting  im  widerstehenden  Mittel  in  die  freie  Fallbewegung  im 

luftleeren  Baume  überführte,    entspricht,   wie  man  hieraus  sieht,    dein  Wtrtlio 

q  =  0,   d.  h.  der  Annahme,   dass  in  jeder  Volumeneinheit  des  Mediums  keine 

Materie  enthalten  sei. 

5.  Ein  schwerer  Punkt  steige  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit 
t>0  im  widerstehenden  Mittel  vertikal  auf:  die  Beschleunigung  des 
Widerstandes  ist  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  proportional, 
welche  Bewegung  wird  der  Punkt  annehmen? 

In  diesem  Falle  haben  die  Beschleunigungen  der  Schwere  und  des  Wider- 
standes gleichen,  aber  mit  der  Geschwindigkeit  entgegengesetzten  Sinn.  Wir«! 

also  der  positive  Sinn  vertikal  aufwärts  gerechnet,  so  ist  <p  =  —  /y  —  tj     =  —  ' 

und  hiermit  das  zu  integrirende  Gleichungss}'stcm : 

ds  dv  k1  -f  p* 

dt"9'      rf/""*'  ki-. 


Wir  behandeln  zunächst  wieder  die  drei  Fragen  der  vorigen  Aufgabe,  l'm 

die  Geschwindigkeit  als  Function  der  Zeit  darzustellen,  hat  man  ans      — —  q     ~}~  " 

dl  Ä7 

die  Gleichung        t  =  k  j  ^  d.  Ii.  -|-  l^  ArctgV£    —  Are  lg  ^  und  hieraus 
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Are  tg =  Arctgj  —  ~t  und  folglich  wenn  man  von  beiden  Seiten  Tangenten 

Va  —  in  0  t 

v           [          v       n    )       k  k 
nimmt:  -z  =  tg  {  Are  tg  y  —  -'-  /  >  =    und  hiermit,  indem  man  die 


/  in  «V?  /  und"™*  ?- <  auflöst: 


v0coa  ß.  t  ~  k  sin  t 

.  K  K 

V  —  K  ■  -  

»0  MM    /   /  4-  Jfc  fOS  t 

k  k 

Vm  st  als  Function  von  t  zu  finden,  bemerke  man,  dnss  der  eben  gefundene 
Ausdruck  für  v  auch  geschrieben  werden  kann: 

v  =      •      M  "o  *'«  ,  '  +  k  eos  '  t)  . 
g     dt     \  k  k  / 

Mit  Hülfe  dieser  Bemerkung  liefert  die  Gleichung  ^  =  v  sofort: 


Den  Ausdruck  für  ä  als  Function  von  i>  crhiilt  man  durch  die  Gleichung 


,N  ~  ~  7  '  ,,ttm1  'C    2//*  =  k  I  k*  +  v*  ' 


M     ,  *» ,  *•  4-  *« 

An  diese  Formeln  lüsst  sich  die  Beantwortung  folgender  Fragen  anknüpfen: 
a)  Wie  lange  steigt  der  Punkt?   Für  die  Zeit  T  des  Aufsteigen»  ist  in  der  ersten  Glei- 

chung,  welche  v  als  Function  von  /  liefert,  nümlich  in  k  1  =*  Are  tg  ^ — Are  tg  ^ 

die  Geschwindigkeit  v  =  0  zn  setzen;  dies  liefert  T  =  ~    Are  tgV°  .     b)  Bis 

zu   welcher  Höhe   //  steigt  der  Punkt  auf?    Man   findet  aus  der  Gleichung 

*  —  h        '    / »  t    ,  •  für  o  =  0  die  Holic  #  =  1     /  ■       v-    .    c)  Wenn 

der  Punkt,  auf  der  Höhe  //  angelangt,  wieder  zu  fallen  beginnt,  mit  wel- 
cher Geschwindigkeit       langt  er  am  Fussc  der  Höhe  //  an  und  welches  ist 

v  k*  k* 

das    Vcrhältniss      '  ?     Der  Formel  s  =  ~ —  r    in   Nr.  4.  gemäss 

v  2  g       k'  —  »* 

k*  A-4 

hat  man  hierfür   //  =   -  -  /  ■  7i  -m  ,  woraus  v.  folgt.  Durch  Verglcichung 

2  g     k*  —  vf 

dieses  und  des  vorigen  Ausdruckes  für  //  ergibt  sich  für  das  Verhältniss  der 

v  k 

Geschwindigkeiten :   -  *=   =  ,    es  ist  mithin  t>.  <  »0  und  kommt  also 

der  Punkt,  nachdem  er  znr  Höhe  //  anfgestiegon,  am  Fnsse  derselben  mit  einer 
kleineren  Geschwindigkeit  an,  als  die  ist,  mit  welcher  er  von  dort  aufstieg, 
r)  Welche  Zeit  7"  braucht  der  Punkt,  um  die  Hohe  H  zu  durchfallen?  Setzt 

man  in  der  Formel  Z  =   *  '  *  f      "  >n  Nr.  4.  für  v  den  Werth  t».  =  ,/-C°  -- 

*U    k-9  Vv0*  +  k1 


15 
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ein,  bo  ergiebt  «ich  au»  derselben  T'  =  *  /.'""Kl  '»  <    Hiernach  ist  die 

ganze  Zeit        nach  welcher  der  Punkt  zu  seinem  Ausgangspunkte  zurückgekehrt 

sein  wird:  Z  =  T  -f  7*  =  *  [  Are  Ig  *"  -f-  1*°+    'J»*  +  *'  )  .   d)  Welche  Arbeit 

leistet  die  Beschleunigung  <p  längs  des  Weges  .*?  u.  s.  w. 

Die  Vergleichung  der  Formeln  für  die  Beschleunigung  qp  bei  der  vorliegen 
den  und  der  vorigen  Aufgabe,  nämlich 

A«  -|-  »«  A«  —  i..* 

zeigt,  dass  man  die  eine  Untersuchung  in  die  Form  der  andern  einkleiden  kann, 

wenn  man  kY — -1  für  k  setzt  und  den  Sinn  der  Beschleunigung  umkehrt,  wel- 
ches letztere  erreicht  wird,  indem  man  — g  an  die  Stelle  von  g  treten  blast.  Die 
Exponentialfunctionen  setzen  sich  dann  in  goniometrische,  und  diese  in  jene  um, 
dio  Logarithmen  in  Kreisfunctionen  und  umgekehrt.  Durch  Hin  füll  rung  der 
Gudermann'schcn  hyperbolischen  Functionen  kann  dieses  Umschlagen  der  Functio- 
nen in  einander  priieiser  ausgedrückt  werden. 

6.  Ein  beweglicher  Punkt  wird  von  einer  Beschleunigung  affi- 
cirt,  welche  fortwährend  nach  ei  nein  festen  Centrum  gerichtet  und 
dem  Quadrate  seines  Abstandes  von  diesem  umgekehrt  proportional 
ist.  Der  Punkt  hat  keine  Anfangsgeschwindigkeit,  welches  ist 
seine  BowegungV 

Ist  M0C  =  a  (Fig.  86  )  die  Entfernung  des  Punktes  vom  Centrum  C 
zur  Zeit  t  und  Mü  M  —  s  der  in  der  Zeit  t  durchlaufene  Weg,  so  wird 

t..  3*  f 


qp  =  ,         v,  .    Dio  Cunstante  f  kann  durch  den  Werth  von  w,  wel- 

i       t«  -  *y 

eher  einer  gegebenen  Entfernung  entspricht,  ausgedrückt  werden.  Ist 


>- 


<p  in  der  Entfernung  AC  =  r  gleich  g,  so  dass  g  —  ^  ,  so  folgt  durch 

r* 

A.      Elimination  von  f  mit  Hülfe  der  Division:  <p  =  g  ■  Daher  ist 

(«  —  *)4 

das  Gleichungssystem  des  Problems: 
C  ds  tiv  r* 

dt'9'        </f  =  <P'        *  =g    (a  -.)■«• 
Durch  Elimination  von  rf/,  oder,  was  dasselbe  ist,  durch  Anwendung  des  Salzes 

von  der  Arbeit  der  Beschleunigung  erhält  man  d  ■  \  v"-  —  </>■-  -       ^  und  folglich,  da 


=  0  für  *  —  0  ist :   U?  =  .V*  /  d.  h. 


o 

//      «  —  .v 


Hieraus  folgt  z.  B.  für  die  (Geschwindigkeit,  mit  welcher  der  Punkt  in  .4  an- 
kommt, indem  man  s  —  a  —  r  —  M„.f  =  h  setzt: 


Ist  daher  die  Entfernutig  h  nicht  beträchtlich,  so  ist  a  nur  wenig  von  r  und 
i    ^    nur  wenig  von  der  Einheit  verschieden,  es  ist  dann  die  Geschwindigkeit  v 
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nahezu  gleich  /  2«///,  also  ebenso  gross,  als  wenn  die  Beschleunigung  tp  constant 
gleich  g  wäre. 

Um  die  Relation  zwischen  *  und  /  zu  finden,  hat  man  mit  Hülfe  der  Glei- 
chung  di    =  v: 

l/'^l   dt  =  ,1*1"-'*  =  *  •   a~  S   =  a-  "  ~  '}  *  +  *  "(h 
=  </       *  —     +  i  "   '/  --*rr  ros  —  * 


und  folglieh,  da  «  =  0  für  <  =  0  ist: 


I  «  /fre  cos  2  "      'V  -f  /  " 


Diese  Gleichung  ist  nicht  auflösbar  nach  s,  doch  kann  man  durch  folgende 
geometrische  Construction  zu  jedem  /  das  zugehörige  s  Gnden.  Beschreibt  man 
nämlich  über  dem  Anfangsabstnnde 
M0  V  =  «  (Fig.  87.)  als  Durchmesser 
einen  Kreis  und  errichtet  im  End- 
punkte AI  von  M9M  =  is  auf  M0C  das 
Perpendikel  .1/;«,  so  ist  dessen  Länge: 

M  m  =   \  s  (c  —  .*)    nud   der  Bogen 

\  a  —  x 


M0m  =  \  a  ■  Are  cos 


so  dns8 


also,  wenn  der  Kreis  senkrecht  zu  M0C 
um  die  Strecke  Mop  =  Bog.  Am  pa- 
rallel mit  sich  verschoben  wird,  wo- 
durch der  Punkt  m  nach  N  gelaugt,  M  .X  —  4  a  Are  cos  *"  ~s  _i_  /  ns  —  st  wird. 

2  11 


Führt  man  diese  Construction  für  alle  js  aus,  so  erhält  man  eine  Curve  A.X, 
welche  offenbar  von  dem  Punkte  m  beschrieben  wird,  wenn  der  Kreis  sich  um 
seinen  Mittelpunkt  dreht  und  parallel  mit  sich  fortschreitet,  oder  was  dasselbe 
ist,  auf  dem  in  C  auf  CM/,,  errichteten  Perpendikel  rollt.  Die  Curve  ist  demnach 
eine  Cycloide  und  wenn  die  zur  Abeissc  M0M  =  s  gehörige  Ordinate  M  .X  mit  y 


bezeichnet  wird,  so  ist  j/  .t  =  y  die  Länge,   welche  in  die  Figur  einzu- 

tragen ist,  um  die  der  Zeit  t  entsprechende  Strecke  *•  zu  bestimmen. 

Die  Newtou'sche  Theorie  der  Anziehung  und  die  Beobachtung  haben  über- 
einstimmend gezeigt,  dass  die  Beschleunigung  der  Schwere  bei  der  Erhebung 
über  die  Oberfläche  der  Erde  mit  dem  Quadrate  der  Entfernung  vom  Mittelpunkte 
derselben  abnimmt.  Unsere  Aufgabe  behandelt  daher  den  Fall  eines  schweren 
Punktes  im  Iceren  Räume  von  beträchtlichen  Höhen.  Für  den  Fall  des  Punktes 
ins  Innere  der  Erde  gilt  jedoch  diese  Entwickelung  nicht,  denn  hierfür  ist  die 
Beschleunigung  des  fallenden  Punktes  nicht  mehr  nmgekehrt  proportional  dem 
Quadrate  der  Entfernung  vom  Mittelpunkte,  sondern  vielmehr  direkt  proportional 
der  ersten  Potenz  dieser  Entfernung,  wie  später  gezeigt  werden  wird. 

7.  Die  Beschleunigung  eines  Punktes  sei  fortwährend  nach 
einem  festen  Centruin  gerichtet  und  der  Entfernung  des  Punktes 
von  demselben  proportional;  wenn  nun  dor  Punkt  zur  Zeit  l  =  0  die 
Geschwindigkeit  v  =  0  und  den  Abstand  a  von  dem  Centrum  besitzt, 
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welches  wird  seine  Bewegung  sein?    Ist  x  (Fig.  88.)  der  Abstand  vom 
Centrum  zur  Zeit  /,  so  ist,  wenn  die  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  in  der 
Fig. ks.    Kichtnug  MJ1  nach  dem  Centrum  hin  von  der  Anfangslage  aus  als  po- 
sitiv  gerechnet  werden:   tp  =  Ar'.r,    wobei  k  gegeben   ist,   und  leicht 
j     durch  die  Beschleunigung  y  der  Schwere  ausgedrückt  werden  köunte. 
:  Das  Glciehungssystem  der  Aufgabe  ist  daher,  weun  M0M  =  s: 

ds  dv  ,»t.i 

j(  —  v,  ^ •  =  <p,       rp  =  A?a-,  wobei  s  -f-  x  =  a. 

iP  s 

EHminirt  man  tp  und  v,  so  kommt  zunächst         =  kx,    oder  da 
d2  s  ,  (Px  .  . 

^  +  ä»  " 0  ,st: 

Wir  wollen  die  Integration  dieser  Gleichung  auf  doppelte  Weise  ausführen. 
Da  sie  linear  ist  und  constantc  Cocfticiciitcii  besit/.t,  so  genügt  ihr  als  Partieulär- 

lösung  x  —  eat,  wenn  «  eine  Wurzel  der  quadratischen  Gleichung  ocl  -f-  k  =  0 
ist,  welche  Gleichung  sich  durch  Einsetzen  der  Exponentialfunktion  in  die  ge- 
gebene Differentialgleichung  ergibt.  Hieraus  folgt  o  =  +  ki  und  mithin  sind 
e und  e~      Partikuliirlösungcn.    Aus  beiden  bildet  sich  daher  das  allgemeine 

Iutcgral  x  —  Ce'"  -f-  C"e~f>t'  mit  den  beiden  Integrationseonstanten  f\C'.  Das- 
selbe kann,  indem  man  die  Exponcntialfuuetioneu  durch  die  gleichbedeutenden 
Verbindungen  der  geometrischen  Functionen  ersetzt,  tinter  der  Form 
=  J  cos  kl  -f  Ii  sin  kt  dargestellt  werden.    Daher  erhält  tu  au 

s  =  a  —  {Acus  kt  -f  //  jin  kt) 

v  =        Ak  sin  kt       Bk  cos  kt 

und  die  Bedingungsgleichungeu  für  die  Constanteu  sind,  weil  v  =—  o  und  6  ^  0 
für  t  =  0;' 

0  =  «  -  ^ 
0  =  /f*. 

Daher  ist  endlich: 

s  —  a  —  a  cos  k tt       x  =  a  cos  kt,       v  —  a  k  sin  k t . 

Die  Bewegung  ist  die  bereits  im  II.  Tbl.  Cup.  1.  g.  9  erläuterte  oseillirende  Be- 
wegung, welehe  die  Projection  einer  gleichförmigen  Kreisbewegung  ist.  Ihren 
Gesetzen  würde  ein  Punkt  folgen,  welcher  etwa  durch  eine  enge  Oeffnung  im 
Innern  der  Erde  eindringen  könnte. 

iPx 

Man  kann  die  Gleichung  ^   -f  k*x  —  0  auch  auf  folgende  Art  intcgrireii. 
Multiplicirt  mau  sie  mit  2^    und  bedenkt,   dass  2  ^         =  ^'(^)  u,l*l 

~x  ~dt     =      dt      i8t'    S0  k°mmt       ({t         +       ~~f[      —  0    Ulltl  folglich 

C!r)'  +  k%x*  =  C  °,ler  (  +  k*x*  =  C'  Für  *'  =  a  ist  abor  v  =  °'  n,U" 
hin  C  =  ««/:*  und  daher 

v  =  kl      -  x*  . 

i 

Hiermit  erhält  man  weiter,  wegen  u  —  '  '  ■■=—''."  aus  —       =  /  «?  — 

f«  dt  dt 
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k!  = 


ii 


/«-er 


=  .Ire 


d.  h. 


x  —  u  cos  kt. 


§.  Ii.  Unter  den  Aufgaben,  welche  hierher  gehören  und  deren 
man  eine  reiche  Auswahl  in  dem  vortrefflichen  Werke  von  Jutlicn: 
l'roblcmes  de  mecanique  rationelle,  p.  2*22  —  248  findet,  sind  von  beson- 
derem Interesse  die,  welche  dem  Falle  0  r,  <p)  —  0  der  zweiten 
Gruppe  angehören.  In  diese  Kategorie  gohören  viele  Problemo  über  die 
geradlinige  Bewegung  eines  Punktes  im  widerstehenden  Mittel,  für  welches 
die  Beschleunigung  des  Widerstandes  eine  bekannte  Function  der  Ge- 
schwindigkeit ist.  Für  den  besonderen  Fall,  dass  q>  —  f  (s)  +  &(s)-v~ 
ist,  wo  f\s)  und  (*)  beliebige  Functionen  des  Auslandes  sind,  ist  die 
Difl'crcutialglcichyng  zweiter  Ordnung  des  Problems,  nämlich 


immer  auf  eine  lineiire  Differentialgleichung  erster  Ordnung  reducirbar 


Um  dieselbe  unmittelbar  zu  integriren,  genügt  es  zu  bedenken,  dass 
man  eine  Function  t^(s)  so  wühlen  kann,  dass,  nachdem  mau  mit  ihr 
die  Gleichung  niultiplicirt  hat,  die  beiden  ersten  Tenne 


man  also  V  =  u)    fr— t|>(s),  so  ist  so  zu  bestimmen,  dass 


t//(*)  =  -  2Ä  (*)  •  t  (*)  d.  h.      ds      =  -  2Ä(i), 
also  i£>(s)  =  C  c~-J®'^tls  wird.    Dann  ist  die  Differentialgleichung 


nämlich 


-       2Sl{s)>u— f{s)  =  0. 


mithin 


d.  h. 
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oder  also  1  (  C      ,  ^JSl^)ds 


*0 


I  "<>  +    /    f(s)  <1s  *■'  J 


und  hiermit  er,  bestimmt  u.  s.  w. 

§.  4.  Man  kann  noch  weit  allgemeinere  Probleme  bezeichnen, 
deren  Behandlung  heutzutage  keineu  Schwierigkeiten  unterliegt.  So 
kann  die  Gleichung 

£  + 1<  +  '•<)  =  ° 

nach  einer  Bemerkung  von  Liouv  ille  {Journal  des  Mal/a  m.  I.  Serie,  T.  VII, 
p.  VW)  mit  Hülfe  der  Variation  der  Constanten  immer  integrirt  werden. 

Man  suche  nämlich  zunächst  ein  erstes  Integral  der  Gleichung  ohne 
das  Glied  F  (s)  ,  nämlich  ein  erstes  Integral  von# 


Ein  solches  ist,  da  die  Gleichung  linear  ist, 

—  V  c 


ds  -ff[t)dt 


Nun  bestimme  mau  6*  als  Function  von  *  so,  dass  der  allgemeinen 
Gleichung  genügt  wird.    Indem  man 

dt>  -  1  \  ds  dt      6  '  (0  )  -  C  dt  \  ds  dt       C  M) 

einsetzt,  erhält  mau  zur  Bestimmung  von  C  die  Differentialgleichung 

V  äs  +  '«  !=  °' 
aus  welcher  folgt:  ....  .  . 

Hiermit  erhält  man  also  weiter 

und  folglich  als  allgemeines  Integral  der  vorgelegten  Gleichung 


rf*  =  A  I  c  dl  +  B. 


Eine  weitere  Bemerkung  von  Jacob i  ist  von  hoher  Wichtigkeit. 
Wenn    nämlich    das    erste    Integral    einer   Gleichung    von    der  Form 

~~  f(s>  0  gefunden  ist,  so  kann  für  die  zweite  Integration  stets 
ein  iutegrirender  Factor  augegebeu  werden.     Es  ist  dies  nämlich  der 
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einfachste  Fall,  welclier  unter  das  von  Jacobi  entdeckte  Princip  des 
letzten  M  ultiplicators  fällt. 

Unabhängig  von  der  allgemeinen  Theorie  des  letzten  Multiplicators 

kann  man  diesen  Satz,  wie  folgt,  beweisen.    Es  sei  ^  =  tp  (S}  /,  C)  das 

bekannte  erste  Integral  der  genannten  Gleichuug  und  also  dieses, 
welches  wir  unter  der  Form 

ds  —  <pdl  =  0 

darstellen  wollen,  wenn  tp  statt  tp  (s,  /,  C)  gesetzt  ist,  nochmals  zu  in- 

d  tp 

tegriren.  Man  kann  zeigen,  dass  -  ein  integrirender  Factor  dieser 
Gleichung,  also  . 

Sc  ("*  -  <""> 

ein  vollständiges  Differential  und  in  Folge  dessen 

"dtp 


J 


(ds  —  fpdi)  =  c 


das  gesuchte  vollständige  zweite  Integral  ist.    Die  Bedingung  dafür, 
dtp 

dass        integrirender  Factor  wird,  ist  nämlich 
dt 

d-tp         d<p  dtp  d'tp 
dt  dC        dC  ds        T  ds  dV 

ds 

Dieselbe  ist  aber  identisch  erfüllt,  deuu  aus  der  Gleichung       =  tp  folgt 

dt 

d2s        dtp        dtp  ds        dtp  dtp 
dl1    =  dt    +  ds  dt  =  ///    +  ^ds 

d*s 

und  indem  man  dies  in  die  gegebene  Gleichung  ^  =  f  (*,  t)  einsetzt, 
erhält  man  /(p  ,/(p 

J +  **='<'■'> 

und  weiter  durch  eine  nochmalige  Differentiation  nach  (' 

d'ltp         dq>  dy  <ftp 
dt  dC        dC  t/s        9  ds  dC 
welches  genau  die  obige  Bedingung  für  den  integrh  enden  Factor  ist.— 
Der  hier  gegebene  Beweis  rührt  von  Liouville  her. 


Die  Gesetze  der  geradlinigen,  wie  der  krummlinigen  Bewegung 
eines  Punktes  wurden  bereits  ltfHß  von  Newton  iu  seinem  Werke 
„Prina'pia  philosophiac  ntduralis"  mit  Hülfe  einer  geometrischen  Methode 

entwickelt.  Das  Gleichungssystem  ^  =  y,  ^  =  tp,  welches  Auf- 
gaben über  die  geradlinige  Bewegung  zu  lösen  geeignet  ist,  mit  den 
gleichbedeutenden  Formeln  ~  —  tp ,  rf  J '  -  =  tp  findet  sich  zuerst  bei 
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Varignon  (Mcm.dc  VAcad.  des  scicnccs  de  J'aris,  anuec  1700  p.  20).  Die 
letztgenannte  Forniel,  nach  welcher  die  Beschleunigung  der  Derivirteu 
des  halben  (Quadrates  der  Geschwindigkeit  gleich  ist,  wurde  von  Da- 
niel Bernoulli  angezweifelt,  welcher  annahm,  dass  dio  Beschleuni- 
gung der  Derivirten  einer  anderen  Potenz  der  Geschwindigkeit,  als  der 
zweiten  proportional  sein  könne  [CommcnUtrü  Acudem.  Pelrupol.  u.  1727, 
p.  1 .'{()).  Eulcr  widerlegte  in  seiner  McehamcM,  T.  I,  p.  02  seqq.  diese 
irrige  Ansicht. 


III.  Capitol. 

Problonio  der  krummlinigen  Bewegung  eines  Punktes. 
§.  1.  Für  die  Projectioncn  einer  beliebigen  Bewegung  eines  Punktes 
auf  drei  rechtwinklige  Coordinatenaxen  bestehen  die  Relationen  ^   —  <\,, 
di/  dz  dvx  dvv  dp. 

dt  ^'',Ji   i//==:r:i     dt  =Tr'   «//       ^    dl  ^fp:'  ZU  " 

noch  drei  Gleichungen  hinzu,  durch  welche  die  Grössen  .r,  y,  r,  f, 
''.« ,  ''y>  v:y  ^.o  9y»  den  individuellen  Bedingungen  der  Bewegung 
gemäss  beschränkt  werden,  so  dient  das  System  von  Differential- 
gleichungen : 

d.v  dy  dz 

dt   =  "*>  dt  r~  - 

dv.r  dv,f  du. 

<u~  dt  =  dt  ^  tf  : 

0,  (.r,  y,  c,  /,  p.,.,  ry,  p2|  <p.r,  9^,  <jp.)  =  0 
*!>.,  (.r,  y,  c,  /,  <•.«.,  ry,  p-,  ?.r,  <py,  y.)  =  0 

*3         //'  J>  '»  «V»  9>-n  V'Ji  V:)  ^  U 

dazu,  die  Beschaffenheit  der  durch  die  Gleichungen  </>,  =  O,  =  0, 
—  0  naher  bestimmten  Bewegung  analytisch  zu  untersuchen.  Indem 
man  dio  Grössen  r,r,  Py,  r2,  gp.c ,  qp,,,  <jp2  climiuirt,  erhalt  mau  drei 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  von  der  Form 

d\v 

dl* 

dt1 

**  -  7 

de  -  z 

vorausgesetzt,  dass  die  Gleichungen  </>.r  =  0,  ...  nach  den  Compo- 
nenten  der  Beschleunigung  auflösbar  sind.  In  diesen  sind  A",  )\  Z  als 
drei  aus  den  Bedingungen  der  Bewegung  abzuleitende  Functionen  von 
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^>  y>  »i      ^  i  ^>  ^  anzusehen.    Man  nennt  diese  drei  Gleichungen 

die  Gleichungen  der  Bewegung  des  Punktes  und  gelangt  durch  ihie 
Integration  zu  den  Componcntcn  der  Geschwindigkeit  und  den  Coor- 
dinaten  des  beweglichen  Punktes  als  Functionen  der  Zeit,  wahrend  sie 
selbst  die  Componentcn  der  Beschleunigung  bestimmen.  Die  Integration 
dieser  Gleichungen  führt  aber  6  willkührliehe  Constanten  ein  und  wenn 
die  Lösung  der  Aufgabe  vollkommen  allgemein  sein  soll,  so  inuss  sie 
dieselben  nothwendig  enthalten.  Für  die  Bestimmung  dieser  Con- 
stanten müssen  daher  noch  C  numerische  Bedingungen  gegeben  sein; 
dieselben  findet  man,  sobald  für  irgend  eine  Zeit  f0  die  Werthe  der 
Coordinateu  uft,  y0,  r„  des  beweglichen  Punktes,  also  sein  Ort  und  die 

Compouenten  seiner  Geschwindigkeit      ,  vf,  i\     bekannt  sind.  Ge- 

wohnlich  ist  /„  =  0  und  sind  also  xi}  y0  z() ,  v1^   die  Elemente, 

welche  den  sogenannten  Anfangszustand  der  Bewegung  bestimmen.  Es 
kann  der  Fall  eintreten,  dass  die  Functionen  .V,  K,  Z  selbst  noch  un- 
bekannte Bestaudthcilc  enthalten;  in  diesen  Fällen  müssen  noch  weitere 
Bestimmungen  vorhanden  sein;  derartige  Fälle,  zu  welchen  die  Be- 
wegung eines  Punktes  auf  vorgeschriebener  Bahn  oder  auf  einer  ge- 
gebenen Fläche  gehören,  schliessen  wir  hier  vorläufig  aus,  weil  wir 
wenigstens  die  beiden  eben  bezeichneten  von  ihuen  in  zwei  besonderen 
Capiteln  behandeln  worden.* 

§.  2.  Um  die  Notwendigkeit  der  6  Integrationsconstauten  dar- 
zuthun,  wollen  wir  das  System  der  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  bilden,  welchem  durch  8  Gleichungen  mit  G  Constanten 
C\  ,  C, ,  C.6 ,  i), ,  JK ,  D.6  von  der  Form : 

*\  iß- 1  V,  5,      C\,  <•>,  r>>,  Äj)  =  o 

t\       y,  c,  /,  Ciy  (/,,  r...  7>,,  J>., ,  JJ,)  =  O 

F,  (.r,  >/,:,/,  C\}  C, ,  C,y  l>n  Iß.,,  !>,)  =  0 
genügt  wird.    Denkt  man  diese  Gleichungen  nach  a-,  yy  z  aufgelöst,  wo- 
durch sie  die  Form  annehmen 

x  =      (/,  CM  6*2,  C,,  />,,  />,,  //.,) 

y  =  A  ('.  <V  C2>  "s.  ^:») 

«  =  A  (<>  cn  t-a.  C3>  "•..» 
so  liefert  eine  zweimalige  Differentiation  derselben 

'dt  =  f*  (''  CltC*'  C'3'  ^  Ä"  ^ 
^  ==/•/  C  C,,C.fC3,  BlyD,yD,) 

dJt  =  /V  ('»  ^1.  Ca,  ^3.  ^n^»^) 
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^/TC  <-.»''2^3>  OnD,,D,) 

Aus  diesen  fi  und  den  drei  ursprünglichen  Gleichungen  kann  man 
nun  aber  die  0  Constanten  6',,  C3,  Dj ,  7>2,  />3  eliininiren  und  es 
bleiben  alsdann  drei  Gleichungen  von  der  Form: 

dt!  V,,y^'      dt  '  dt'  dt) 

dhj  -  V   (x  u  z   t   dx  d!l 
d2z  /  d.r     *ty  f/c\ 

<//-'  ^  la       *» dt '  «// '  dt) • 

welche  jene  Grössen  nicht  mehr  enthalten  und  die  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  sind,  welchen  die  gegebenen  Gleichungen  als  Integrale 
entsprechen.  Hieraus  erhellt  also  zunächst,  dass  die  Integrale  eines 
•Systems  dreier  Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung  sechs  will- 
kührliche  Constanten  enthalten  können.  Mehr  als  sechs  können  sie 
nicht  enthalten,  weil  man  aus  9  Gleichungen  nur  6  Grössen  elimiuiren 
kann,  wenn  drei  Gleichungen  übrig  bleiben  Sollen,  welche  frei  von  die- 
sen sind  und  weil  die  Differentialgleichungen ,  welche  durch  die  Com- 
biuation  der  9  Gleichungen  wieder  erhalten  werden  müssen,  von  ihnen 
frei  sind.  Weniger  können  sie  auch  nicht  enthalten,  weil  sie  sonst 
nicht  die  allgemeinen  Lösungen  darstellen  würden,  da  eben  bewiesen 
wurde,  dass  die  Integrale  6  solche  Coustante  enthalten  können.  Da 
die  ursprünglichen  Functionen  Fi}  F.,}  F3  willkührlich  waren,  so  sind  es 
folglich  auch  die  aus  ihnen  abgeleiteten  Functionen  5P*j ,  7lr.J}  '.P.,  und  ist 
der  Beweis  allgemein,  da  die  Existenz  der  Integrale  der  Differential- 
gleichungen anderweitig  feststeht. 

§.  3.    Um  nun  das  System  der  Bewegungsgleichungen 

d'.v 

dt  -  " 

d?z 

zu  integriren,    sucht  man  aus  ihnen  solche  Combinationen  zu  bilden, 

d  '  xl>  . 
welche  die  Form  haben  =  0,    d.  h.  deren  eine  Seite  Null  ist, 

dt 

wahrend  die  andere  ein  vollständiges  Differential  einer  Function  von 
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(h'     (h/     d:  .«.».ii/-, 
.r,  >/,  z,  t.    ,  ,     '  ,        enthalt,     Gesetzt,  man  habe  drei  solche  Com- 
tll      dt  dt 

biuationen        i/».,,  y3  gefunden,  für  welche  also 

<//  '         dt  '  <// 

so  können  sie  die  gegebenen  Beweguugsgleichungcn  vertreten  und  liefern 
durch  ihre  Integration  die  sogenannten  drei  ersten  Integrale  derselben, 
nämlich:  Ä  Ä 

t|    =    A»  V»  —    Am  t5  =  />,- 

Ans  ihnen  würde  man  ziehen  können: 

/Ar 

,„  =  ^.  U  y.        "n  A>  A) 


V'9  (.r,  .v,       /,  />,,  />,,  />,) 


/// 

^  —  '^t  U»  .'/> ;.  '.       Am  A) 


Diese  Gleichungen  enthalten  bereits  3  der  willkührlichen  Constanten. 
Bildet  man  nun  aus  ihnen  drei  neue  Combinationen  3", ,  ä.2>  S:t  von  der- 
selben Beschaffenheit,  wie  vorher,  nämlich  so,  dass 
d  •  Si  d  •  A.,  d  •  >z , 

tf,     "  °'  <*/  °'  rf,     '  ■  °» 

so  können  sie  diese  drei  ersten  Integrale  ersetzen  und  liefern  durch 
ihre  Integration  die  drei  zweiten  Integrale  der  Bewegungsgleichungen, 
nämlich:  v  —  r  tr  —  r         v  r 

welche  jetzt  die  ß  willkührlichen  Constanten  enthalten.  Für  die  Be- 
stimmung der  Constanten  hat  man  die  Gleichungen: 

/  .0        0        0  n 

Vi  Um  Jfo»  so»  '«»  »V,  'Vi        =  A 

v»  Wi.        '«m  ''.r>  'v»  '*.♦)  =  A 

Vit  Wl.  *0>  '«M    ».r,    ry,    f.-)    =  A 

Um  ZA.»  *o i  'im  A>  A>  A)  =  A 
32  Um  .V.m  MM  'im  A>  A>  A)  ^  A 

^i  Um  .V«m  jim  '«»  A »  A»  A)  —  A  • 
Die  Hauptschwierigkeit  der  Integration  der  Bewegungsgleichungen  be- 
ruht in  der  Auffindung  der  Functionen  t/', ,  n>,,  V:l>  S*,,  So,  S3.  Hierfür  die- 
nen in  vielen  Fällen  einige.  Sätze,  welche  den  Namen  der  „Principe 
der  Bewegung"  führen.  Diese  Principe  sind:  1)  das  Princip  der 
Flächen,  2)  das  Princip  der  lebendigen  Kraft,  3)  das  Prin- 
cip des  letzten  M  u  1 1  i  p  1  i  c  a  tors.  Die  beiden  ersten  sind  nichts 
anderes  als  analytische  Einkleidungen  spezieller  Fälle  der  Sätze  ülier 
die  Flächen  und  die  Arbeit  der  Beschleunigung,  welche  wir  im  I.  Cap. 
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entwickelt  haben,  das  dritte  ist  weit  allgemeinerer  Natur  und  von  Ja- 
cobi  gefunden  worden.  Diesen  Principen  kann  man  ein  weiteres  an- 
reihen, welches  aber  kein  Integral  der  Bewegungsgleichungcn ,  sondern 
nur  einen  anderen  Ausdruck  derselben  gibt,  das  von  Maupertuis 
bemerkte,  mit  dem  nicht  zu  rechtfertigenden  Namen  belegte  „Princip 
der  kleinsten  Wirkung". 

Es  braucht  kaum  erinnert  zu  weiden,  dass  man  die  drei  Bewegungs- 
gleichungen  auch  ersetzen  kann  durch  die  andern 

ds  dv  v2 

welchen  man  die  Ausdrücke  für  q  und  die  Richtungen  der  Tangente 
und  Hauptnormale  zuzufügen  hat.  Auf  diese  Weise  behandelte  man 
früher  die  Bewegungsprobleme,  bevor  Maclaurin  die  oben  gegebenen 

Gleichungen  A\  u.  8.  w.  aufstellte  {Trcalisc  of  Fluxions,  1742.). 

Endlich  bemerken  wir  noch,  dass  für  den  Fall  einer  ebenen  Be- 
wegung, wenn  man  die  Ebene  derselben  zu  einer  Coordinatencbene 
wählt,  die  drei  Gleichungen  der  Bewegung  sich  auf  zwei  reduciren. 
Wühlt  man  z.  B.  die  Ebene  der  Bewegung  zur  xy-  Ebene,  so  ist  die 
•1  ritte  Bewegnngsgleichung  von  selbst  erfüllt,  indem  die  Beschleunigung 
in  der  Richtung  der  c-Axc  keine  Oomponente.  besitzt  und  z  zu  jeder 
Zeit  Null  ist. 

§.  4.  t'm  zu  dem  Princip  der  Flüchen  zu  gelangen,  combinirt 
man  die  Bewegungsglcichungen 

dt-  -  A 

dl<  " 
,//*  1 

so  mit  einander,  dass  man  die  zweite  mit  r  und  die  dritte  mit  //  multiplicirt 
und  die  Resultate  subtrahirt,  ebenso  die  dritte  mit  x  und  die  erste  mit  : 
multiplicirt  und  hierauf  von  einander  subtrahirt  und  endlich  mit  der  ersten 
und  zweiten  nach  der  Multiplication  mit  y  und  x  ebenso  verfährt.  8o 
erhält  man 


d*z  <Py 
V  dl*  ~  2  dt  '  -  y/  ~  :  1 
d!x         <Ps  ..  y 

'dt*  "  Xd(*   ~  :A 

dh,  d\r 
''dl*  ~  ",//-'   -  y  X' 

In   diesen   (jleichungen,   welche  rechts  und   links  des  Gleichheits- 
zeichens die  Detenninantenbildungen 


Digitized  by  Google 


III.  Cnp. 


Princip  der  Flächen. 


239 


Z  X 

X        1J  1 

j   d'Z  d!x 

i 

d\x  d-y 

dl1  dl'1 

dt-  dt1  j 

!  .'/  * 

:  x 

X 

y  ! 

1  V  Z 

> 

Z  X 

i 

X 

rf/*  dl2 


zeigen,  sind  die  linken  Seiten  vollständige  Dificrentialquotienten,  so 
dass  sich  die  Gleichungen  auch  so  schreiben  lassen: 

d 

dl 


(  dz  dt/\ 

d  (  d.v  dz\ 

,  :  ,  —  x  I  =  r  .\  —  x  Z 
dl  \  dt  dl  J 

d  (  dt,  dx\ 

dt  \  dl  J  dl  J  J 


Ist  nnn  die  Beschleunigung  q>  so  beschaffen ,  dass  zwischen  den  Coor- 
dinaten  .r,  yt  z  und  ihren  Oomponcnten  X}  F,  Z  eine  oder  zwei  oder 
drei  der  Gleichungen 

yZ  -  z  V  =  0 
z  X  -  xZ  =  0 
.rl'  -  //.V  =  0 

erfüllt  sind,  so  liefert  die  Integration  jener  Gleichungscombinationen 
unmittelbar  ein  oder  zwei  oder  drei  erste  Integrale  der  Bewegungs- 
gleichungen ,  nämlich 


dt, 


dz 
dt 


dl 

dz 


dx 

Jene  drei  Bedingungsgleichungen  sind  nicht  von  einander  unabhängig, 
vielmehr  ist  jede  eine  Folge  der  beiden  andern;  so  ist  z.  B.  die  dritte 
eine  Folge  der  beiden  ersten,  wie  man  sieht,  wenn  man  die  erste  mit 
.r,  die  zweite  mit  y  multiplicirt  und  sie  hierauf  von  einander  subtrahirt. 
Daher  erhält  man  durch  die  fragliche  Combination  der  Bewegungs- 
gleichungen entweder  ein  oder  zwei  erste  Integrale.  Die  Bedeutung 
der  Bedingungsgleichungen  liegt  am  Tngc.  Die  dritte  z.  B.  ist  identisch 
mit  der  Proportion: 

y  "  y 

und  spricht  eine  Eigenschaft  der  Projection  der  Bewegung  auf  die 
.r  »/-Ebene  ans.  Die  Projection  qp.,,,  der  Beschleunigung  tp,  deren  Oom- 
poncnten X,  P,  Z  sind,  auf  diese  Ebene  ist  nämlich  die  Diagonale 
eines  Parallelogramms  von  den  Seiten  X,  ebenso  ist  die  Projection 
des  Radiusvectors  vom  Ursprung  der  Coordinaten  auf  die  a* //-Ebene  die 
Diagonale  des  über  den  Coordinaten  x,  y  eonstrnirten  Parallelogramms. 
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Die  vorliegende  Bedingung  drückt  dalier  aus,  dasa  beide  Linien  zu- 
sammenfallen, d.  Ii.  dass  die  Projection  der  Beschleunigung  auf  die 
•r  »/-Ebene  durch  den  Coordinatenursprung  bindurchlaufe  und  also  die 
Richtung  der  Beschleunigung  rp  fortwährend  die  r-Axe  schneide.  Aehn- 
liches  bedeutet  jene  der  beiden  anderen  Bcdingungsgleichungen  und 
sieht  man  ein,  wie  es  kommt,  dass,  wenn  zwei  von  ihnen  erfüllt  sind, 
die  dritte  gleichfalls  erfüllt  ist.  Denn  wenn  die  Projection  der  Be- 
schleunigung auf  zwei  Coordinatcn ebenen  durch  den  Ursprung  geht,  so 
geht  auch  ihre  Projection  auf  die  dritte  Coordinatenebene  durch  den- 
selben Punkt.  Sind  zwei,  also  alle,  drei  der  Bedingungen  erfüllt,  so  geht, 
die  Richtung  der  Beschleunigung  selbst  durch  den  l'rsprung,  d.  h.  also 
überhaupt  durch  einen  festen  Punkt  und  ist  die  Bewegung  eine  soge- 
nannte Centraibewegung.  In  diesem  Falle  ist  die  Bahn  des  beweg- 
lichen Punktes  immer  eine  ebene  Curve,  deren  Ebene  durch  das  Centrum 
hindurchgeht.  Dies  erhellt,  wenn  man  die  drei  ersten  Integrale  der  Be- 
wegung8gleichungen  mit  .r,  y,  2  der  Reihe  nach  multiplicirt  und  addirt, 
wodurch  man  erhält 

Dxx  +  R,y  +  D.,z  =  0, 
welches  die  Gleichung  einer  Ebene  ist,  welche  von  den  Coordinaten  .r,  y,  r 
des  beweglichen  Punktes  unabhängig  von  der  Zeit  erfüllt  wird,  in 
welcher  Ebene  sich  mithin  dieser  Punkt  bewegen  lmiss.  Hieraus  erhellt 
zugleich  die  Bedeutung  der  drei  Constanten  //", ,  D.,y  7>3,  welche  in  den 
ersten  Integralen  der  Bewegungsglcichungen  vorkommen.  Sie  sind  pro- 
portional den  Cosinussen  der  Winkel,  welche  die  Normale  auf  die  Ebene 
der  Bewegung  mit  den  Coordinatenaxen  bildet. 

Es  ist  leicht,  die  Bedeutung  der  ersten  Integrale  der  Differential- 
gleichungen der  Bewegung  in  unserem  Falle  vollständig  zu  erkennen. 
Das  dritte  dieser  Integrale  z.  B.  lässt  sich  so  schreiben:  xdy —  yd.v  — 
und  wenn  (Fig.  HD.)  die.  Punkte  »1,  m  die  Projectionen  des  beweglichen 

Punktes  M  auf  die  .ry-Ebene  zu  den  Zeiten  / 
fl  und  t  -f-  dt  darstellen,  also  1>p  =  xy  pm  =  y, 

Op'  —  x  -f.  ,/.r,  p'm  —  y  -f-  dy  ist,  so  ergänze, 
man  den  unendlichklcinen  dreieckigen  Sektor 
omtu,  welcher  von  den  Projectionen  der  Ra- 
dienvectoren  O.V,  OM'  und  der  Projection  des 
Bogenelementes  MM'  gebildet  wird,   zu  dem 
Parallelogramm  Omm' m"  und  ziehe  m"p"  pa- 
rallel der  y-Axe.    Dann  stellt  xdy        Op-ym'  ~  p'p"  •  qm    den  In- 
halt des  Parallelogramms  m"p"tjm'  dar;    in   ähnlicher  Weise  bedeutet 
yd.c  =  in p  '  pp  =  mp  •  Op"  den  Inhalt  des  Parallelogramms  0/ZV/w, 
das  an  Grosse  mit  dem  Parallelogramme  sp'yr  übereinkommt.    Daher  ist 
-  -  yd.c  <=  m'p't/m'  —  sp"t/r  r=  tn  'arm'  —  h mm  m'\  d.  h.  es  ist 

xdy  —  yd.v  =  2  ■  A 
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und  stellt  also  diese  Grösse  den  doppelten  Sector  dar,  welchen  die  Pro- 
jection  des  Kadiusvectors  auf  die  xy- Ebene  in  dem  Zeitelemente  durch- 
streift.  Ist  daher  S  —  S9  der  in  der  Zeit  t  —  („  von  dem  Kadiusvector 
selbst  durchlaufene  Sector,  ist  dS  das  Differential  desselben  und  be- 
deuten dSsy  dSx,  dSy  die  Projectionen  von  dS  auf  die  xy-%  yz-  und 

?.r-Ebene,  welche  selbst  Differentialien  der  Projectionen  Sz  —  si0),  Sx  —  s2\ 

von  S  —  Sn  sind,  so  kann  man  die  drei  ersten  Integrale  der 
Bewegungsgleichungen  so  schreiben: 

dS, 


Sie  drücken  also  aus,  dass,  wenn  für  die  Projection  der  Bewegung  auf 
eine  Ebene  die  Beschleunigung  durch  einen  festen  Punkt  geht,  die 
Sectorengeschwindigkeit  der  Projectionsbewegung  (Vgl. 
Cap.  IV,  §.  13  im  II.  Thle.)  in  Bezug  auf  diesen  Punkt  constant 
ist.  Findet  dies  für  die  Projectionen  auf  zwei  Coordinatenebenen  statt, 
so  folgt  es  von  selbst  für  die  dritte  und  da  dS2  —  dSx2  +  dSy2  +  dSz2 
ist,  so  gilt  dasselbe  für  die  Hauptbewegung  selbst,  so  dass 

Die  Grössen  7>j,  D?,  D3  bedeuten  ausserdem  die  doppelten  in  der  Zeit- 
einheit von  den  Projectionen  des  Kadiusvectors  durchlaufenen  Sectoren. 

Aus  den  so  interpretirten  Gleichungen  erhält  man  nun  auch  zweite 
Integrale  der  Bewegungsgleichungen,  nämlich: 

£r  =       +  ±I>ti 

Sy     =      C2      +  lD2t 

Ss  =  C\  +  */y, 
deren  Constanten  6',,  C.iy  C3  für  /  =  /„  mit  Hülfe  der  Sectorenwerthe 
Sx\  S„\  Slü)  bestimmt  werden,  so  dass  also  schliesslich  , 
Sx  -  ST  =  \DX  (/  -  o 

s,  -40)  =  w-o 

S£  -  sf  =  ii>3  (/  -  /„) 

und 


S  ~    *0    =  W*>1*  +  I>?  +  ^3*  *  (<  -  '0) 

wird.  Die  zweiten  Integrale  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung 
bedeuten  also  in  dem  vorliegenden  Falle,  dass  der  von  der  Pro- 
jection des  Radiusvectors  durchlaufene  Sector  der  Zeit 
proportional  ist,  in  welcher  er  beschrieben  wird. 

Schell,  Theorie  d.  New.  1».  d.  Kräfte.  16 
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Aus  diesen  Entwickclungen  geht  hervor,  dass  der  Satz: 
„Wenn  für  die  Bewegung  eines  Punktes  zwischen  den 
Componenten  X,  Y,  Z  seiner  Beschleunigung  parallel  drei 
rechtwinkligen  Axcn  und  den  Coordinaten  ar,  y,  z  desselben 
eine  oder  zwei  der  drei  Relationen  yZ—zY=Öt  zX — xZ  =  0, 
x  Y  —  yX  =  0  bestehen,  so  können  ebensoviel  Integrale  der 
Bewegungsgleichungen  gefunden  werden" 
mit  Recht  den  Namen  des  „Princips  der  Flächen"  führt. 

Umgekehrt  kann  man  zeigen,  dass,  wenn  für  die  Projection  der 
Bewegung  auf  eine  Ebene  das  Princip  der  Flächen  gilt,  die  Projection 
der  Beschleunigung  auf  diese  Ebene  durch  den  Coordinatenursprung 

geht.   Denn  ist  z.  B.  S:  —  Sl0)  ==«(/  —  f0),  so  folgt  durch  Differentiation 

d7x 

(fit/         (Px  dt*  x 

xdy  —  ydx  =  adt  und  .r  ^  ^  V  d(l  =  0,   d.h.  ^      —   -  ,  oder 


^  =  *  ,  woraus  das  Behauptete  hervorgeht. 


dt< 


§.  5.    Um  zu  dem  Princip  der  lobendigen  Kraft  zu  gelan- 

tf-x 

gen,  combiniren  wir  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  ^,  =  .V, 

(f*u       T,  d'2z       „  ,  i     ,     ,      1    .     .     i     ^  .,  ,      .    dx    di/  dz 

-.,  =  I,  -  -,  =  Z  dadurch,  dass  wir  sie  der  Reihe  nach  mit  ,  ,  ;  ,  , 
dl-  dt-  dl     dl  dt 

multipliciren  und  addiren;  dies  liefert  uns 

dxtßx       dycfy       dz(fz  dx  dy  dz 

dt  dl1   +  dt  dt*  +  Jt  dß  ~~  '  dt  +     dt  +  Adt  ' 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  aber  der  Differentialquotient  nach  /  von 
daher  kann  man  die  Gleichung  so  schreiben: 

*       \'l<//  +  *«//  +      /  -  a 

Ist  nun  U  irgend  eine  Function  von  .r,  y,  r  und  sind  diese  Variabeln 
selbst  wieder  Functionen  von  /,  während  V  die  Grösse  /  selbst  nicht 
explicit  enthält,  so  liefert  die  Differentiation  von  V  nach  / 

dU  _    cJJdx      iüdy      l-V  dz 

dl  "~  dx  dt    +  hj  dt  +  (  z  dl  ' 
Diese  Form  hat  der  in  unserer  Gleichung  enthaltene  Ausdruck 

dl   +     rf/    +    dl  ' 
enthalten  also  die  Componenten  A",  Y,  Z  blos  die  Coordinaten  .r,  y, 
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nicht  aber  die  Zeit  explieit  und  sind  A\  F,  Z  die  DifTerentialquotienten 
ein  und  derselben  Function  Uy  partiell  genommen  nach  x}  y,  z,  so  dass 

v  -  <U         v  -  ?U         y  dU 
~     dx  '       1  -  dy  '      /j  =-  dz  ' 

SO  Wird  r**    1    r'&        >/lz  —  <"7 

und  mithin  geht  unsere  Combination  der  Bewegnngsgleichungcn  über  in 

,«      -  0  • 

Sie  liefert  daher  ein  Integral  derselben,  nämlich 

±v*  —  U  =  Ä 

worin  die  Constante  h  durch  die  Wcrthe  r0,  U0  bestimmt  wird,  welche 
die  Geschwindigkeit  v  und  die  Function  U  für  die  Coordinaten  xi},  y0,  z0 
irgend  einer  Stelle  der  Bahn  des  beweglichen  Punktes  annehmen.  Hier- 

nach  i8t  W—v»  =  h 

und  folglich  das  gefundeno  Integral  mit  bestimmter  Constante 

k^  —  W  =  U~  Uo- 

Wir  haben  daher  den  überaus  wichtigen  Satz: 

Wenn  die  Componcnten  A",  F,  Z  die  Zeit  nicht  explicit 
enthalten  und  eine  Function  ü  existirt,  von  welcher  sie 
die  partiellen  Differentialquotienten  resp.  nach  den  Coor- 
dinaten x,  y,  z  genommen  sind,  so  stellt  die  Gleichung 
^tr  =  U  -f  h  ein  Integral  der  Bewegungsgleichungen  dar. 

Die  Bedingungen  der  Existenz  der  Function  U  sjnd  bekanntlich 

(X  _  dY     dY^?z    dz  aar 

dy  '      dx  '     dz        dy"    dx  dz 

und  sie  selbst  wird  gefunden  als  das  Integral  des  vollständigen  Diffe- 
rentiales  Xdx  -J-  Ydy  -f-  Zdz. 

Die  Bedeutung  des  gewonnenen  Integrales  liegt  auf  der  Hand.  Es 
sind  dx,  dy,  dz  die  Projectionen  des  Elementarwegcs  ds  des  beweglichen 
Punktes  auf  die  Richtungen  der  Beschleunigungscomponenten  X%  F,  Z, 
daher  sind  Xdx,  Ydy,  Zdz  die  Elementararbeiten  derselben  und  mithin 
ist  Xdx  +  Ydy  +  Zdz  die  Elementararbeit  ihrer  Resultanten,  d.  h.  die 
Elementararbeit  der  Beschleunigung  <p.  Es  ist  aber  Xdx  +  Ydy  +  Zdz=dU, 
daher  ist  U  die  Function,  deren  totales  Differential  in  Bezug  auf  die 
Coordinaten  x,  y,  z  die  Elementararbeit  der  Beschleunigung  darstellt, 
folglich  ist  U —  ü0  selbst  die  totale  Arbeit  der  Beschleunigung  längs 
des  Weges,  anf  welchem  der  Punkt  von  der  Stelle  (ar0  y0  zQ)  zu  der 
Stelle  {x,  y,  z)  gelangt.    Demnach  drückt  das  Integral  in  der  Form 

—  \vül  =  U  ~  U0  nichts  anderes  aus,  als  den  in  Cap.  I.  §.  15. 
entwickelten  Satz  über  die  Arbeit  der  Beschleunigung. 

IG* 
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Die  Function  V  wird  mit  Rücksicht  auf  ihre  Bedeutung  für  die 
Theorie  der  Kräfte  die  Kräftefunction  genannt.  In  Folge  einer 
nicht  gerade  sehr  glücklich  gewählten  Bezeichnung  von  Leibnitz,  deren 
Sinn  gleichfalls  erst  in  der  Theorie  der  Kräfte  erläutert  werden  wird, 
führt  der  obige  Satz  den  Namen  des  Princips  der  lebendigen 
Kraft;  zweckmässiger  dürfte  er  das  „Princip  der  Arbeit"  heissen. 

In  dem  besonderen  Falle,  dass  Xdx  -f-  Ydy  -f-  Zdz  =  0  ist,  welcher 
eintritt,  wenn  entweder  die  Beschleunigung  Null,  also  A'=  }'=Z  =  0 
oder  normal  zur  Bahn  des  Punktes  ist,  reducirt  sich  U  auf  eine  Con- 
stante  und  bleibt  in  Folge  dessen  die  Geschwindigkeit  constant;  in 
diesem  Falle  nennt  man  das  Princip  vielfach  „Princip  der  Erhal- 
tung der  lebendigen  Kraft." 

§.  6.  Die  Kräftefunction  U  ist  eine  Function  der  Ooordinaten  x,  y,  z; 
denkt  man  sich  die  Coordinaten  aller  Punkte  des  Raumes  in  sie  ein- 
gesetzt, so  nimmt  sie  verschiedene  Werthe  an;  der  Werth  derselben, 
welcher  den  Coordinaten  eines  bestimmten  Punktes  entspricht,  heisst 
der  Werth  der  Kräftefunction  in  jenem  Punkte.  Im  Allgemeinen  ändert 
dieselbe  ihren  Werth  von  Punkt  zu  Punkt.  Alle  Punkte  des  Raumes, 
in  welchen  die  Kräftefunction  U  denselben  Werth  c  besitzt,  liegen  auf 
einer  Fläche  U  =  c,  welche  eine  Niveau  fläche  heisst.  Lässt  man 
die  Constante  c  nach  und  nach  alle  Werthe  von  — co  bis  -f-oo  durch- 
laufen, so  erhält  man  die  ganze  Schaar  der  Niveauflächen  des  Pioblems. 
Die  Flächen  dieser  Schaar  schneiden  sich  im  Allgemeinen  nicht,  weil  sonst 
für  die  gemeinschaftlichen  Punkte  zweier  solcher  Flächen  V  zwei  ver- 
schiedene Werthe  annehmen  »nüsste,  nämlich  den  Werth  c,  welcher  der 
ersten  und  den  Werth  c  -f-  de,  welcher  der  zweiten  entspricht.  Das 
System  der  Niveauflächen  erzeugt  daher  keine  Euveloppe  und  sind  zwei 
unmittelbare  Flächen  desselben  als  parallele  Flächen  anzusehen.  Durch 
jeden  Punkt  des  Raumes  geht  im  Allgemeinen  eine  solche  Niveaufläche 
und  durch  sie  wird  die  Beschleunigung  eines  beweglichen  Punktes  an 
jenem  Orte  bestimmt;  denn  die  Componenten  derselben  sind  die  Werthe, 
welche  die  partiellen  Differentialquotienten  der  Kräftefunction  U  in  jenem 
Orte  annehmen.  Sind  also  x}  z  die  Coordinaten  des  Punktes,  so  ist 
die  Beschleunigung 

und  ihre  Richtung  (Imn)  wird  bestimmt  durch  die  Gleichungen: 

cos  I        cos  m       cos  n  1 
vU  vü  '  ~    <  V    ~~  <p  * 

dx  dy  dz 

Dies  sind  aber  die  Gleichungen  für  die  Richtung  der  Normalen  der 
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Niveaufläche  U  =  c,  welche  durch  den  Punkt  ar,  y,  z  geht.  Daher  be- 
steht der  Satz: 

Bei  jeder  Bewegung  eines  Punktes,  für  welche  eine 
Kräftefunction  existirt,  ist  die  Beschleunigung  des  beweg- 
lichen Punktos  in  jedem  Punkte  der  Bahn  normal  zu  der 
Niveaufäche,  welche  durch  denselben  hindurchgeht. 

Während  der  bewegliche  Punkt  seine  Bahn  beschreibt,  geht  er  cou- 
tinuirlich  von  einer  Niveaufläche  zur  anderen  über,  die  Richtung  seiner 
Geschwindigkeit  trifft  dabei  die  Niveaufläche  im  Allgemeinen  unter  ver- 
änderlichem Winkel,  aber  die  Richtung  der  Beschleunigung  ist  immer 
senkrecht  zu  der  jedesmaligen  Niveaufläche.  Es  sei  (Fig.  90.)  MM'—ds 
das  Bogenelement  der  Bahn  zwischen  zwei  unendlich 
nahen  Niveauflächen,  MF  die  Richtung  der  Normalen 
in  AI  und  iV  deren  Schnittpunkt  mit  der  zweiten  Ni- 
veaufläche und  stelle  die  Länge  MF  die  Beschleunigung 
<p  dar.  Das  uncndlichkleino  Dreieck  MNM'  ist  bei  JV 
rechtwinklig,  mithin  ist  31 N  die  Projection  des  Bogen- 
elementes  MM'  auf  die  Richtung  der  Beschleunigung  und 
folglich  MF  •  MN  die  Elementararbeit  der  Beschleunigung.   Daher  ist 

d.±v7  =  <p  •  VA'  =  dU, 

d.  h.  Beim  Uebergange  des  Punktes  von  einer  Niveaufläche 
zur  unmittelbar  folgenden  ist  die  Acnderung  des  halben 
Quadrates  der  Geschwindigkeit  proportional  der  Dicke  der 
Schicht  zwischen  beiden  Niveauflächen,  gemessen  in  der 
Richtung  der  Normalen  des  Punktes,  von  welchem  aus  der 
Uebergang  erfolgt;  diese  Aendorung  ist  von  der  Richtung, 
in  welcher  der  Punkt  die  Schicht  durchdringt,  unabhängig. 
Die  Elementararbeit  der  Beschleunigung  ist  der  Dicke  der 
Schicht  direct,  die  Beschleunigung  ihr  umgekehrt  pro- 
portional. 

Die  Gleichung  ,  2 

zeigt,  dass  die  Geschwindigkeit  v  jedesmal  denselben  Werth  annimmt, 
sobald  dies  mit  der  Kräftefunction  der  Fall  ist.  So  oft  daher  der 
bewegliche  Punkt  im  Laufe  seiner  Bewegung  dieselbe  Ni- 
vcaufläche  erreicht,  hat  er  auch  immer  dieselbe  Geschwin- 
digkeit. Wenn  also  der  Punkt  von  einer  Stelle  M0  zu  einer 
Stelle  M  gelangt,  so  ist  die  erlangte  Geschwindigkeit  von 
der  Länge  und  der  Form  des  Weges,  auf  welchem  er  dahin 
gelangt,  unabhängig. 

§.  7.  Man  kann  eine  Reihe  von  Fällen  von  vornherein  bezeichnen, 
in  welchen  eine  Kräftefunction  existirt,  also  Xdx  +  Ydy  +  Zdz  ein 
vollständiges  Differential  ist.    Sie  sind  folgende: 
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1)  Weun  die  Richtung  der  Beschleunigung  zu  einer  festen  Ebeno 
senkrecht  und  ihre  Grösse  eine  Function  der  Entfernung  des  beweg- 
lichen Punktes  von  dieser  Ebene  ist.  Sind  nämlich  «,  ß,  y  die 
Winkel,  welche  die  Beschleunigungsrichtung  mit  den  Axen  bildet 
und  ist  o  der  Abstand  des  Punktes  .r,  y,  z  von  der  gegebeuen  Ebene 
x  cos  a  +  y  cos  ß  -J-  z  cos  y  —  p  =  0  so  hat  man  .V  —  f(o)  cos  «, 

Y  =  f(ff)  cos  ß,  Z  =  /'(p)  cos  y,  mithin 

A'dx  -f  Ydy  +  Zdz  =  f(o){cosa  •  dx  -f-  coä/J  •  dy  +         •  </:}. 

Es  ist  aber  —  o  =  x  cos  a  -f  y  cos  ß  -f  :  fos  y  —  />,  mithin 
cos  «  •  dx  +  cos  ß  •  dy  +  cos  y  •  dz  =  —  </p  und  daher  weiter 
.Vf/.f  +    J'</y  -f  Z^/c  =  —  /*  (o)  </p  ein  vollständiges  Differential  von 

Y  =  —  j'f(t/)do  —  <S>(y)  +  h.  Die  Niveaufiächcn  sind  in  dem  vorliegenden 
Falle  Ebenen,  parallel  der  gegebenen  Ebene.  Denn  aus  4>(o)  +  //  =  Cunst. 
folgt  p  =  C  d.  h.  x  cos  a  +  y  cos  ß  +  z  cos  y  —  p  =  C. 

m 

2)  Ein  spezieller  Fall  des  vorigen  allgemeineren  verdient  besondere 
Erwähnung,  nämlich  der  Fall,  dass  die  Beschleunigung  constant  ist 
nach  Richtung  und  Grösse,  wie  dies  bei  der  Beschleunigung  der  Schwere 
eintritt.  Wählt  man  die  Richtung  der  Beschleunigung  zur  Richtung  der 
positiven  z-Axe  und  bezeichnet  ihre  Grösse  mit  g,  so  wird  A'  =  (), 

Y  =  0,  Z  =  <7,  dU  =jjdz,  U  =  gz  +  //,  ü  -  U{)  =  g{z  —  z,), 
^v1  —  £t'u2  =  g(z  —  r„).    Die  Nivcautiächen  sind  Ebenen  z  =  c. 

3)  Die  Beschleunigung  ist  fortwährend  nach  einem  festen  Centrum 
gerichtet  und  eine  Function  der  Entfernung  des  beweglichen  Punktes 
von  diesem.  Sind  die  Coordinaten  jenes  Centrums  a,  b,  <r,  die  des  be- 
weglichen Punktes  x}  y,  z  und  ist  r  die  Entfernung  beider,  so  dass 
r2  =  (x  —  a)2  -f  (y  —  b)7  +  (r  —  c)2,  so  wird  Xdx  -f  Ydy  +  Zdz 

I  x  — "  (i  tj  —  h  z  — ■  c  l 

=  —  F(r)  r   ^     dx      ^— ; —  <fy  +  *  ^     dz\,  oder  da  rdrz=  (x—u)dx 

+  (y  -  %  +('—  <0  ^*  >st  >  -v  +  dy  +  Z  dz  —  F  (r)  rfr, 
6'—  -  /*  F{r)dr  =<P(r)  -|-  ä.  Die  Niveauflächen  sind  Kugeln  r  — 
beschrieben  um  das  Centrum,  durch  welches  die  Richtung  der  Beschleu- 
nigung hindurchgeht.  Ist  die  Beschleunigung  nicht  nach 
dem  Centrum  hin,  sondern  von  diesem  ab  gcrichtot, 
so  genügt  eine  Aenderung  des  Zeichens  vor  F(r).  Man 
erhält  dieselben  Resultate  direet  aus  Fig.  91.,  in  welcher 
0  das  feste  Centrum,  3131  ==ds  das  Bogcnelement  der 
Bahn  ist.  Die  Protection  .V.Y  desselben  auf  die  Beschlcu- 
nigungsrichtung  ist  31 N  =  dr  und  folglich  die  Elementar- 
arbeit  bei  wachsendem  r  gleich  —  F(r)dr.  Diese  wird  aber  nach  dem 
Früheren  durch  A'dx  +  Ydy  +  Zdz  dargestellt. 

1)  Die  Beschleunigung  ist  die  Resultante  mehrerer  anderer  Be- 
schleunigungen, welche  nach  festen  Centris  gerichtet  sind.    Iu  diesem 
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Falle  bildet  »ich  X  dx  -f  Y  dy  +  Zdz  aus  einer  Summe  -j-  F  (r)  dr 
+  Fx  (r,)  drt  +  . . .  =  £  +  F  (r)  dr  u.  s.  w. 

Bevor  wir  zur  Entwickelung  der  übrigen  Principe  der  Bewegung 
fortschreiten,  wollen  wir  zunächst  eine  Reihe  von  Problemen  der  krumm- 
linigen Bewegung  behandeln  und  an  ihnen  die  Anwendung  der  Principo 
der  Flächen  und  .der  lebendigen  Kraft  erläutern. 

§.  8.  Die  parabolische  Bewegung  eines  Punktes.  Ein  Punkt  ist  einer  Be- 
schleunigung von  constanter  Grösse  und  Richtung  unterworfen; 
seine  Anfangslage,  sowie  seino  Anfangsgeschwindigkeit  und  deren 
Richtung  sind  bekannt;  welches  wird  die  Beschaffenheit  seiner  Be- 
wegung sein? 

Dieser  Bewegung  folgt  ein  Punkt,  welcher  unter  gegebener  Neigung  gegen 
den  Horizont  im  leeren  Räume  geschleudert  wird.  Da  die  Allgemeinheit  der  Un- 
tersuchung nicht  dadurch  beeinträchtigt  wird,  so  wollen  wir  die  spezielle  Voraus- 
setzung eines  schweren  Punktes  dem  Folgenden  zu  Grunde  pj(f  ^ 
legen.  Es  sei  also  die  Beschleunigung  <p  gleich  der  vertikal 
abwärts  gerichteten  Beschleunigung  g  der  Schwere  und  bilde 
ferner  die  Anfangsgeschwindigkeit  v0  mit  dem  Horizonte  den 
Winkel  a.  Die  Anfangslage  MQ  dos  beweglichen  Punktes 
sei  der  Ursprung  oines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der 
x,  y,  z  und  zwar  sei  die  xr/-Ebcnc  die  Vertikal  ebene,  welche  j 
die  Richtung  von  i>0  enthält,  die  y  Axo  vertikal  und  positiv  ~~ 
nach  oben  gerichtet,  die  a-Axo  sei  der  horizontale  Sehen-  ^ 
kel  des  Winkels  a  und  die  z-Axe  also  gleichfalls  horizontal  (Fig.  92.).  Die  Com- 
ponenteu  der  Beschleunigung  tp  sind  demnach  X  =  0,  J*  =  —  g,  Z  =  0  und 
die  Gleichungen  der  Bewegung: 

dt*  ~~    '  ~~      0%  dt*  ~  °- 

Die  Integration  derselben  ergibt  unmittelbar 

<r  =  r,  +  />,/,       y  =  vt  +  ntt  - \flt\      :  =  D3t. 

Sind  nun  a,  h,  0  die  Componenten  v^rosu,  v0sina,  0  der  Anfangsgeschwindigkeit, 
so  liefern  die  Bedingungen 

x  =  y  =  z  =  0,    t\r  =  a ,    vy  =  h, ,  t';  =  0  für  t  —  0 

zur  Bestimmung  der  6  Constanten  Cif  6"f,  C3t  V?,,  D2,  Ds  die  Gleichungen 

a  =  Dif     b  =  l)lt     0  =  />3;        Ü  =  Ct  =  Ct  =  (\ 
und  damit  als  Lösung  des  Problems  das  Gloichungssystcm : 

x  =  at  V.r  —  « 

y  =  bt  —  \gt*         vy  =  b  —  gt 
z  =  0  t'z  =  0  . 

Aus  dieseu  Gleichungen  ergeben  sich  nachstehende  Folgerungen: 
1.  Die  Bewegung  erfolgt  in  der  durch  die  Richtung  der  Anfangsgeschwindig- 
keit geführten  Vertikalebene.  Denn  es  ist  für  jeden  Werth  von  /  die  Coordi- 
uutc  z  =  0.  Die  Horizontalprojection  der  Bewegung  ist  eine  gleichförmige  gerad- 
linige Bewegung  von  der  Geschwindigkeit  a  —  v0  cos  a\  die  Projcction  der  Be- 
wegung auf  die  Vertikale  ist  gleichförmig  veränderlich. 
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2.  Die  Gleichung  der  Bahn,  welche  man  durch  Elimination  von  /  zwischen 
den  Ausdrücken  für  x  und  y  erhält,  ist 

Fi?.  a3. 


2a©     .  „a* 


x*  x  4-  2  y 

0  <J 


0. 


Die  Bahn  ist  daher  eine  Parabel  (Fig.  93.), 
welche  die  Horizontale  der  Anfangslage,  näm- 
lich die  x-Axe,   in  den  Punkten  x  =  0  und 
2  a  b 

x  —         schneidet.    Die  Axc  der  Parabel  ist 

.<7 

vertikal  und  ihr  Scheitel  hat  die  Coordinaten 


ab 

*°  8=5  <J  ' 


'Jo  — 


b* 

*9 


wie  man  erkennt,  wenn  man  die  Gleichung  auf 
die  Form 

bringt.  Verlegt  man  daher  den  Ursprung  des  Coordinatcnsystema  in  den  Scheitel 
und  kehrt  den  positiven  Sinn  der  y-Axe  um,  d.  h.  setzt  man  x  +  und  —  (y~2g) 
an  die  Stelle  von  x  und  y,  so  erhält  man  als  Scheitelgleichung  der  Parabel: 

*  2«» 

~g"y' 
2  a* 

Der  Parameter  der  Parabel  ist  demnach  und  da  die  Directrix  um  den  vierten 


Theil  des  Parameters  vom  Scheitel  absteht,  so  läuft  sie  in  der  Höhe  y0  -\-  _— 

2  g 

a*  -\-  b*  v* 

=  —        =       mit  der  Hozizontalen  parallel.    Da  diese  Höhe  blos  von  t»0,  nicht 

*g  g 

aber  von  der  Neigung  a  von  »„  gegen  den  Horizont  abhängt,  so  folgt,  dass  alle 
Parabeln,  welche  von  demselben  Anfangspunkte  aus  mit  derselben 
Anfangsgeschwindigkeit  unter  den  verschiedenen  Wurfwinkeln  von 

einem  schweren  Punkte  beschrieben  werden  können,  die  Directrix 

vt 

gemein  haben.   Die  Höhe        der  Directrix  über  dem  Horizonte  ist 

~0 

die  Höhe,  zu  welcher  der  bewegliche  Punkt  vermöge  der  Anfangs- 
geschwindigkeit »o  vertikal  aufsteigen  könnte. 

Setzt  man  h'  =  %  ,     h"  =  *    ,     h  =»  V°  ,    wo  //,  h".  h  die  drei  Höhen 

2g  2g  2u 

bezeichnen,  zu  welchen  der  Punkt  vertikal  aufsteigen  könnte  mit  den  Geschwin- 
digkeiten a,  b  und  r0,  so  erhält  man  für  die  Entfernung,  in  welcher  der  Punkt 
die  Horizontale  der  Anfangslage  trifft,  oder  die  Wurfweite  w,  für  die  Höhe 
y„  =»  h"  des  Scheitels  über  dem  Horizonte,  oder  die  Wurf  höhe,  den  Para- 
meter 2p  der  Parabel  und  die  Höhe  h  der  Directrix  die  Formeln: 


2  a  b         i  /  ,  -, 
w  —       -  =  2  \  h  h  , 


"  =  hl 

9  *9% 
4.  Quadrirt  und  addirt  man  die  Ausdrücke  v.r  =  «,  vy  =  b  —  qt ,  so  erhält 
man  für  die  Geschwindigkeit  v  mit  Rücksicht  auf  t>0*  =  ä*  -f-  bl  und  y  =  bt  —  \gt*: 

\v*  —  |tr0*  =  —  yy. 

Diese  Gleichung  spricht  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  aus;  nach  §.  7.  existirt 
nämlich  eine  Kräftefunction.    Sio  ist  U  =  —  yy  -f  C,  da  wegen  X  =  0,  }'=  ~  ,j, 
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Z  =  0,  gdy  wird.    —  gdy  drückt  die  Elementararbeit  ond  —  gy  die 

totale  Arbeit  der  Schwere  längs  des  Weges  von  der  Ordinate  Null  bis  zur  Ordi- 
nate y  aus.  Die  Elementararbeit  —  gdy  ist  negativ,  so  lange  der  Punkt  steigt, 
positiv,  während  er  füllt,  denn  im  ersteren  Falle  ist  dy  positiv,  im  letzteren  ne- 
gativ. Die  Niveauflächen  des  Problems  sind  Ilorizontalebenen  und  in  den  beiden 
Schnittpunkten  einer  jeden  derselben  mit  der  Bahn  besitzt  die  Geschwindigkeit 
gleichen  Werth,  wenn  auch  verschiedene  Richtung.    Schreibt  man  die  Gleichung 

der  lebendigen  Kraft  in  der  Form:  vi=*2g(^>  —  y^  =  2g  (k — ■  y) ,  so  erkennt 

man,  dass  die  Geschwindigkeit  in  den  einzelnen  Punkten  der  Bahn 
dieselbe  ist,  als  ob  derPunktvon  dcrDirectrix  bis  iu  der  betreffen- 
den Stelle  der  Bahn  gefallen  wäre. 

4.  Dio  Flugzeit,  d.  h.  die  Zeit,  während  welcher  die  Horizontalprojection 

des  beweglichen  Punktes  die  Wurfweite  w  =        zurücklegt  und  zu  deren  Ende 

der  Punkt  auf  die  Horizontalebene  der  Anfangslage  auffällt,  wird  erhalten,  indem 
man  w  durch  die  Geschwindigkeit  a  der  Horizontalprojection  dividirt.    Sie  ist 
2  b  2f 

demnach  «o=*  ■  =■  -°  «»  «,    also  dem  Sinus   des  Elevationswinkels 

9  9 

proportional. 

Um  die  Flugzeit  bis  zum  Auffallen  des  Punktes  auf  eine  durch  die  Anfangs- 
lage senkrecht  zur  Bahnebene  und  gegen  den  Horizont  unter  einem  Winkel  ß 
geführten  Ebene  zu  finden,  hat  man  zu  combiniren  die  Gleichungen: 

y  =  xtgß,      x  =  at,      y  =  bt  —  {gl*, 

woraus  die  gesuchte  Zeit  /,  folgt,   nämlich  /,  =  2-~°-^  ,  welche  mit  Hülfe  von 

a  =»  v0costt,  b  =»  v0tina  auf  die  Form 

t  =  2v0  sin(a  —  ß) 

1  '      9  CQSß 

gebracht  werden  kann. 

5.  Für  die  Wurfweite  w  erhielten  wir 

2ab      v*  . 
io=         =     -  «n2«. 

9  9 

Bei  constantem  r0  wird  dieselbe  ein  Maximum  für  2a  =  \n,  d.  h.  für  a  =*  J  n. 
Für  zwei  Wiukcl  «'und  a",  welche  sich  zu  *  ergänzen,  ergeben  sich  gleich  grosso 
Wurfweiten.    Denn  wenn  «'  -f-  a"  =  \n,  so  wird  $in2a      sin2{\it  —  a")  =■  #in2 a". 

Für  die  Wurfweite  i*'t  auf  einer  unter  dem  Winkel  ß  gegen  den  Horizont  ge- 
neigten Ebene  y  =  xtgß ,  erhält  man,  wenn  .r(  die  Abscisse  des  Punktes  ist,  in 
welchem  diese  Ebene  von  der  Flugbahn  getroffen  wird: 

ergibt  sich  aber  durch  Elimination  von  t  aus  den  Gleichungen  unter  Nr.  4.; 
nämlich  2vfl«  cos  et  sin  (et  —  ß) 

(J  cos  ß 

nud  hiermit  wird  2^,'  cosasin(a-ß) 

" 1  ~~    g  cos1  ß 

Diese  Grösse  wird  bei  constantem  v0  ein  Maximum  für 
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Die  Richtung  -  dieses  Wurfes  bildet  mitbin  mit  der  Vertikalen  den  Winkel 
}jr  —  a  =  —  ß)  und  halbirt  also  den  Winkel,  welchen  die  geneigte  Ebene 

mit  der  Vertikalen  bildet. 

Für  zwei  Winkel  u  und  «",  welche  sich  zu  \n  -J-  ß  ergänzen,  werden  die 
entsprechenden  Wurfweiten  gleicb  gross.  Denn  aus  «'  -\-  a"  =  \  »  -f-  ß  folg1 
cosa"  =  cos(±n  +  ß  —  a)  =  sin  (a  —  ß)  und  sin  (o"  —  ß)  =  sin  {\n  —  «')  =  cos  «', 
mithin  Cosa"  sin  (a"  —  ß)  —  cos«  sin  (a  —  ß)  u.  s.  w.  Von  beiden  Winkeln  liegt 
der  eine  um  ebensoviel  über  jenem  Maximalwcrtln*  \  n  -f-  \ßt  als  der  andere 
unter  demselben;  denn  aus  o'  -f"  a "  —  {  n  -f-  ß  folgt  auch  a"  —  (Jir  +  \  ß) 
=  (i  *  +  \     —  a- 

6.  Um  den  Elevations winkel  cc  zu  finden,  unter  welchem  der  Wurf  mit 
der  Anfangsgeschwindigkeit  t>„  erfolgen  muss,  damit  ein  bestimmter  gegebener 
Punkt  erreicht  werde,  dienen  folgende  Bemerkungen.  Liegt  zunächst  der  ge- 
gebene Punkt  in  derselben  Horizontalen  mit  der  Aufangslago  in  der  Entfernung  a 
von  ihr,  so  folgt  a  aus  der  Gleichung 

sin  2  a  =  a . 

0 

Dieselbe  liisst  die  beiden  Lösungen  zu  a  =  \  a0  und  \(n  -  au),  wo  a0  =  Are  sin" 11 . 

v" 

Die  beiden  Richtungen,  die  eine  steil,  die  andre  flach,  unter  welchen  der  bc 
weglicho  Punkt  den  gegebenen  trifft,  sind  gleich  geneigt  gegen  die  Richtung 
«  =  ^-jr  der  grössten  Wurfweite. 

Liegt  der  zu  treffende  Punkt  nicht  im  Horizonte,  sondern  irgendwo  anders, 
so  lege  man  durch  ibn  und  die  Anfangslage  eine  Gerado,  welche  gegen  die  Ho- 
rizontale unter  dem  Winkel  ß  geneigt  sein  möge,  dann  folgt  a  aus  dor  Gleichung 

2t>0*  cosu  sin(a  —  ß) 
g  cos*ß 

wenn  a  wieder  die  Entfernung  von  der  Anfangslage  bedeutet.  Auch  diese  Glei- 
chung liisst  zwei  Lösungen  a',  a"  zu,  für  welche 

cos«sin(a  -  ß)  =  cos  et"  sin  («"  -  ß)  - 

und  welche  die  unter  5.  erwähnte  Eigenschaft  besitzen.  Um  %sie  wirklich  dar- 
zustellen ,  wollen  wir  aber  lieber  die  Coordinaten  des  zu  treffenden  Punktes  ein- 
führen. Sind  diese  .r.  y,  so  wird  dieser  Punkt  erreicht,  sobald  x,  y  der  Gleichung 
der  Flugbahn  genügen.  Stellen  wir  daher  die  Gleichung  unter  Nr.  2.  so  dar, 
das«  wir  a,  b  und  »„  durch  et  und  h  ausdrücken,  wodurch  sie  die  Form  annimmt 
sec*  a   x*  —  ih  tif  «  •  x  -\-  \hy  =  0,  und  lösen  sie  nnch  lang  a  auf,  so  kommt 


///«  =    *  ±  }  4  h(h  —  y)  -~x*). 


Für  4h(h—y)  —      <  0  ist  der  Punkt  nicht  mehr  zu  erroichen ;  die  äussersten 
Lagen,  für  welche  er  noch  erreichbar  ist,  sind  die  Punkte  der  Parabel 

U[h  -y)  = 

Für  Punkte  dieser  Grenzcurvc  fallen  die  beiden  Wurfrichtungen  in  eine  zusam- 
men. Durch  Verlogung  des  Coordinatenursprungs  um  dio  Grösse  h  in  der  Richtung 
der  y  um  Umkehrung  des  Sinnes  der  y-Axo  nimmt  diese  Gleichung  die  Form 

;r*  =  Ahy 

an.  Man  erkennt  daraus,  das«  der  Scheitel  der  Grenzparabel,  welche  dio  mit 
der  Anfangsgeschwindigkeit  v0  erreichbaren  Punkte  (.*,  y)  von  den  nicht  erreich- 
baren scheidet,  in  der  Höhe  /<  vertikal  über  der  Anfangslage,  also  in  der  gemeiu- 
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«amen  Directrix  aller  Flugbahnen  und  der  Brennpunkt  in  der  Anfangslage  selbst 
sich  befindet.    Ihr  Parameter  ist  ifi. 

7.  Die  sämmtlichen,  den  verschiedenen  Elevationswiukeln  a  entsprechenden 
Parabeln  bilden  eine  Knveloppe,  welche  nichts  anderes  ist,  als  die  eben  er- 
wähnte Grenzparabcl.  Nach  der  Theorie  der  Enveloppen  findet  man  die  Gleichung 
dieser  Curve, ,  indem  man  dio  Gleichung  der  Parabol 

sec*  a  •  x*  —  4  h  ty  a  •  x      i  fty  =  0 

nach  dem  individualisirenden  Parameter  tya  ditferentiirt  und  aus  ihr  und  der  da- 
durch zu  gewinnenden  Gleichung  oc  eliminirt.    Diese  Differentiation  liefert 

tya  —  ihx  =  0 

und  dio  Elimination  von  ///  a  führt  zu  derselben  Gleichung  4//(//—  y)  —  x9  =  0, 
wie  oben  unter  Nr.  6.    Der  eben  benutzte  Satz  Uber  die  Bil-  Y\s.  y-i. 

dung  der  Gleichung  der  Enveloppe  einer  gegebenen  Curven- 
schaar  ergibt  sich,  wie  folgt.  Es  sei  f(x,y,c)  =  0  die  Glei- 
chung einer  Curve  C  (Fig.  94.),  deren  Lage  und  Gestalt  von 
einer  Constanten  c  (Parameter  im  weitern  Sinne  genannt) 
abhängt;  man  erhält  hieraus  die  Gleichungen  aller  einzelnen 
Curvon  der  ganzen  Curverschaar  (6"),  indem  man  c  conti- 
nuirlich  allo  Wortho  durchlaufen  lässt.  Die  Gleichung  einer 
dem  Werthe  c  -\-  J  c  entsprechenden  Curve  C  ist  demnach 

/"(•*»  U,  e  +  Je)  =  0  und  das  System  {/*(*,  y,  r)  =  0,  f{x,  y,  c  +  Je)  =-  o} 
kann  dazu  dienen,  die  Coordinaten  x,  y  der  Durchschnittspunkte  der  Curven  C,  (f 
als  Functionen  von  a  und  Ja  darzustellen.  Lässt  man  nun  Je  ohne  Ende  ab- 
nehmen, so  geht  (f  in  C  über  und  dabei  nehmen  die  Schnittpunkte  cino  bestimmte 
Grenzinge  auf  C  an.  Die  dieser  entsprechenden  Gronzwcrthe  der  Coordinaten 
erhält  man,  indem  man  in  dem  Systeme  die  zweite  Gleichung  durch  die  äquiva- 
lente Combination  C^.lJ?jJ-  +  —JÄ*\  H±Sl  =  0  ersetzt  und  Je  verschwin- 
de 

den  lässt.    Demnach  stellt  das  System 

f(*,V,c)  =  0 
df(x,  //,  r)  =  o 

"de- 

diese- Coordinaten  als  Functionen  von  a  dar.  Eliminirt  man  also  c,  so  erhalt 
man  die  Gleichung  des  geometrischen  Orts  der  continuirlich  aufeinanderfolgenden 
Schnittpunkte  der  einzelnen  Curven  der  ganzen  Schaar  oder  die  Gleichung  der 
sogenannten  Enveloppe  der  Schaar.  Die  Enveloppe  berührt  sämmtliche  Curven 
(Charakteristiken)  der  Schaar.  Denn  zwei  aufeinanderfolgende  Punkte  sind  dio 
Schnittpunkte  der  Charakteristik  mit  der  nächstvorhergehenden  und  nächstfolgen- 
den Charakteristik  und  ihre  Verbindungslinie  ist  Tangento  der  Charakteristik, 
weil  sie  auf  dieser,  und  zugleich  Tangente  der  Enveloppe,  weil  sie  auf  jener 
ebenfalls  liegen.  Die  Tangento  ist  also  der  Enveloppe  und  der  Charakteristik 
gemeinschaftlich  oder  beide  Curven  berühren  sich. 

8.  Die  Anfangslage  MQ  des  beweglichen  Punktes,  welche  allen  den  ver- 
schiedenen Elcvationswinkeln  a  entsprechenden  Parabeln  gemein  ist,  steht  von 
allen  Brennpunkten  derselben  ebensoweit  ab,  als  von  ihrer  gemeinsamen  Directrix, 
nämlich  um  die  Strecke  h.  Daher  ist  der  Ort  aller  Brennpunkte  ein  um  die  An- 
fangslage mit  h  als  Radius  beschriebener  Kreis  (S.  Fig.  93.). 

9.  Die  Coordinaten  des  Scheitels  einer  beliebigen,  dem  Winkel  a  entspre- 
chenden Parabel  sind  nach  Nr.  2. :  x  =  "b '- ,    y  =  \l~    oder,  wenn  man  a  und 
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b  durch  h  und  a  ausdrückt:  x  =  2h  sin  2a,  y  =  hsin*a.  Mit  Zuhülfeuabme  der 
Relation  $(1  —  cos  2  a)  =  sin*  a  erhält  man  hieraus,  indem  man  die  Quadrat- 
summe von  .tm'iö  und  cos  2  et  gleich  Eins  setzt,  d.h.  a  oliminirt,  die  Gleichung 
des  Ortes  der  Scheitel  sämmtlicher  Parabeln,  nämlich 

derselbe  ist  mithin  eine  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  in  der  Höhe  \h  über  der 

Anfangslage  M0  liegt  und  welche  eine  horizontale  Hauptaxe  von  der  Länge  2h 

und  eine  vertikale  Hauptaxe  gleich  h  besitzt.    Die  Scheitel  an  den  Enden  der 

1t  In 
horizontalen  Hauptaxe  entsprechen  den  Würfen  a  =       und  a  = 

4  4 

10.  Denkt  man  sich  von  0  aus  in  einer  Vcrtikalebene  unter  allen  möglichen 
Winkeln  a  continuirlich  hintereinander  Punkte  mit  der  Geschwindigkeit  v0  aus- 
geworfen, so  erhält  man  alle  Parabeln  der  ganzen  Schaar  zugleich,  wie  eine 
Stralengarbe,  welche  von  einer  grösseren  Grenzparabel  umhüllt  wird.  Erfolgt 
dies  zugleich  in  allen  Vcrtikalebenen  des  Punktes  0,  so  entsteht  das  Phänomen 
einer  idealen  Fontaine.  Die  äiiBsere  Figur  derselben  ist  das  Paraboloid,  welches 
durch  Rotation  der  Grenzparabel  um  die  Vertikale  gebildet  wird  und  die  Scheitel 
aller  Parabeln  liegen  auf  einem  Rotationsellipsoid  um  dieselbe  Axe,  dessen 
Aequator  die  Höhe  der  Fontaine  halbirt. 

Die  Coordinaten  der  Punkte  einer  Vertikalebene,  welcher  unter  dem  Win- 
kel a  ausgeworfen  wurden ,  haben  nach  der  Zeit  t  die  Werthe  x  =  »0  cos  a  •  /, 
y  —  v0sincc-  t—  \gP;  eliminirt  man  hieraus  a,  so  erhält  man  für  den  Ort  aller 
unter  den  verschiedenen  Winkeln  a  in  der  Vertikalcbene  gleichzeitig  abgegan- 
genen Punkte  zur  Zeit  / 

+  (v  +  W1?  -  (M)2; 

der  Ort  dieser  Punkte  ist  mithin  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  vertikal  unter  Ma 
im  Abstände  \  gl*  liegt  und  einen  Radius  v0 1  besitzt.  Beide  Grössen  sind  von 
der  Zeit  abhängig,  der  Mittelpunkt  sinkt  von  Mü  aus,  wie  ein  schwerer  Punkt 
und  der  Radius  wächst  gleichförmig  mit  der  Geschwindigkeit  p0.  Da  dieselbe 
Betrachtung  für  alle  Vcrtikalebenen  gilt,  so  folgt,  dass  alle  Punkte,  welche  zu 
gleicher  Zeit  von  0  ausgeworfen  werden,  fortwährend  auf  einer  veränderlichen 
Kugelfläche  liegen,  deren  Mittelpunkt  wie  ein  schwerer  Punkt  sinkt,  während  ihr 
Radius  gleichförmig  wächst. 

11.  Lässt  man  den  Elevationswinkel  a  constant,  aber  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit »0  variireu,  so  kann  eine  der  vorstehenden  Untersuchung  coordinirtc 
Untersuchung  geführt  werden.  Von  dieser  heben  wir  nur  einige  Gesichtspunkte 
heraus. 

Eliminirt  man  aus  den  Gleichungen  für  die  Coordinaten  des  Scheitels  der 
Flugbahn,  nämlich 

x  =  2h  sin  2a,       y  =  h  sin1  a 
die  Grösse  h  und  damit  also  die  Anfangsgeschwindigkeit  ir0,  so  ergibt  sich 

y  =  \lya  .  x, 

d.  h.  der  Ort  der  Scheitel  aller  Bahnen,  welche  der  bewegliche  Punkt  unter  con- 
»tantem  Elevationswinkel  mit  den  verschiedeneu  Anfangsgeschwindigkeiten  be- 
schreiben kann,  ist  eine  durch  die  Anfangsinge  gehende  Gerado,  welche  die  verti- 
kalen Strecken  zwischen  der  Horizontalen  der  Anfangslage  und  der  Richtung  der 
Anfangsgeschwindigkeit  halbirt,  so  dass  also  die  Horizontale  und  die  Wurfrichtung, 
die  Schcitclgerade  und  die  Vertikale  vier  harmonische  Stralen  sind. 


III.  Cap. 


Die  parabolische  Bewegung  eines  Punktes. 


253 


Die  Coordinaten  eines  Brennpunktes  sind 

.t  =  2  A  *  in  2  et 
Ii  —  h  sin*a  —  heos*ct  =  —  hcns'ia. 

Die  Elimination  von  h  liefert  hier 

II  =  cotg  2  a  •  .r, 

tl.  h.  der  Ort  aller  Brennpunkte  ist  gleichfalls  eine  durch  die  Anfangslage  gehendo 
Gerade. 

12.  Viele  von  den  bisher  analytisch  entwickelten  Resultaten  kann  man 
leicht  auf  geometrischem  Wege  gowinnen,  wie  folgt. 

Es  sei  M0  (Fig.  95.)  die  Anfangslage,  HD  die  gemeinschaftliche  Directrix  aller 
Parabeln,  welche  derselben  Anfangsgeschwindigkeit  v0  =  }  2  y    l/0  //  entspre- 
chen, nnd  /'  der  Brennpunkt  ir- 
gend einer  dieser  Curven,  der  also  9r'- 
wegen  M9  F  =  M0  //  auf  dem  um 
Af0  mit  M0  //  =  A  beschriebenen 
Kreise  sich  befindet.  Die  Parabel, 
deren  Brennpunkt  F  ist,  schneidet 
eine  Gerade  M0G  in  einem  Punkte 
M,  dessen  Abstünde  vom  Brenn- 
punkte und  der  Directrix  gleich 
sind,  so  dass  MF=MX.  Der  Punkt  " 
M  ist  daher  der  Mittelpunkt  eines 
Kreises,  welcher  die  Directrix  be-  ^ 
rührt  und  durch  /'  geht,  während 
M  selbst  in  der  Geraden  M0  G 
liegt.    Da  ein  solcher  Kreis  den 
Ort  der  Brennpunkte  im  Allge-  ,w" 
meinen  in  zwei  Punkten  F,  F* 

schneidet,  so  gibt  es  noch  einen  zweiten  ßrennpnnkt  F*  und  also  auch  noch  eine 
zweite  Parabel,  welche  M0  G  in  demselben  Punkte  M  schneidet.  Rückt  der 
Punkt  M  auf  der  Geraden  M0G  weiter  von  Mö  weg,  so  nimmt  MX  ab;  der  änsserste 
Punkt  Mx  der  Geraden  MUG,  welcher  also  von  einer  Parabel  noch  erreicht  werden 
kann,  muss  die  kürzeste  Entfernung  von  dem  Ortskreise  der  Bronnpunkte  haben. 
Dieser  kürzeste  Abstand  fällt  aber  in  die  Gerade  M0  G  selbst.  Daher  ist  der 
Schnittpunkt  /'0  von  M0  G  mit  dem  Orte  der  Brennpunkte  der  Brennpunkt  derjenigen 
Parabel,  welche  auf  M 0  G  die  grösste  Wurfweite  .l/0  Mx  bestimmt.  Hierfür  fallen 
die  Punkte  F,  F'  in  F0  zusammen  und  geht  der  Kreis  XFF'  in  den  Berührungs- 
krois  der  Diiectrix  und  des  Ortes  der  Brennpunkte  über,  dessen  Mittelpunkt  auf 
iW0  G  liegt.  Da  die  Tangente  MQ  T0  dieser  Parabel  den  Winkel  zwischen  dem 
Radiusvector  /l/0  F0  des  Berührungspunktes  und  dem  durch  diesen  gezogenen  Dia- 
meter //J/o  halbirt,  so  ergibt  sich,  dass  die  Richtung  des  Wurfes,  welchem  die 
grösste  Wurfweite  auf  M 0  G  entspricht,  den  Winkel  halbiren  muss,  den  M0G  mit 
der  Vertikalen  MQ  II  bildet.  Ebenso  halbiren  die  Richtungen  M^T,  M9T"}c  zweier 
Würfe,  welche  in  demselben  Punkte  M  die  Gerade  M0G  treffen,  die  Winkel  HMaF 
nnd  HM0F'\  hieraus  folgt,  dass  sie  gleichgcneigt  sind  gegen  die  Richtung  M0T0 
des  weitesten  Wurfes. 

Denkt  man  sich  jetzt  durch  M0  alle  Geraden  M0G  gezogen  und  bestimmt 
auf  jeder  von  ihnen  den  Punkt  .>/,  der  grössten  Wurfweite,  so  bilden  die  Punkte 
Mx  den  Ort  der  äussersten,  bei  gegebener  Anfangsgeschwindigkeit  noch  erreich- 
baren Punkte.    Die  Punkte  Mx  sind  aber  die  Mittelpunkte  aller  Kreise,  welche 
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die  Directrix  und  den  Ort  der  Brennpunkte  berühren.  Zieht  man  daher  in  dem 
Abstände  HJ  —  HMa  die  Gerade  JE  parallel  mit  der  Directrix  HD,  so  stehen  die 
Punkte  AT,  von  M0  und  dieser  Geraden  gleichweit  ab.  Daher  ist  der  Ort  (/)/,) 
eine  Parabel,  welche  die  Vertikale  zur  Hauptaxe,  HD  zur  Schcitcltangente 
und  M0  zum  Brennpunkte  hat.  Diese  Parabel  berührt  die  einzelnen  durch  die 
Punkte  Mt  gehenden  Parabeln,  denn  ihre  Tangenten,  sowie  die  Tangente  jener 
in  Mx  halbiren  den  Winkel  .W0J/,.V,  oder  FüMySv 

Mit  Hülfe  ähnlicher  Betrachtungen  kann  man  leicht  eine  Reihe  anderer  in- 
teressanter Wmfproblcme  lösen.    Um  die  Stelle  zu  finden,  wo  die  Ebene  MltG 

unter  rechtem  Winkel  getroffen  wird,  sei  M  die  Stelle 
des  Aufschlages  des  geschleuderten  Punktes  (Fig.  96.). 
Man  construire  den  Kreis  um  ;W,  welcher  HG  in  A* 
berührt;  seine  Durchschnitte  F,  mit  dem  Orte  der 
Brennpunkte  sind  die  Brennpunkte  der  beiden  Para- 
beln, welche  M  erreichen.  Nun  halbirt  /W0  G  den 
Winkel  FMF'  und  die  Tangente  in  M  an  die  Parabel, 
deren  Brennpunkt  /'  ist,  den  Winkel  FMXy  sollen  also 
beide  zu  einander  senkrecht  sein,  so  muss  Winkel 
UMF*  =  it  werden.  Zieht  man  also  vom  Schnittpunkte 
G  der  Geraden  M^G  mit  HG  nach  dem  Endpunkte  H' 
des  Durchmessers  ////  den  Stral  GH' ,  so  liefert  sein 
Schnittpunkt  mit  dem  Orte  der  Brennpunkte  den  Punkt 
von  welchem  man  blos  das  Perpendikel  /*'A'  auf 
HG  zu  fällen  braucht,  um  auf  M0G  den  gesuchten 
Punkt  M  zu  bestimmen,  welcher  unter  rechtem  Winkel  getroffen  wird.  Die 
Eichtling  des  Wurfes  ergibt  sich  hierzu  leicht  aus  dem  Vorigen.  Von  den 
beiden  Parabeln,  deren  Brennpunkte  FyF*  sind,  löst  nur  die  erstere  das  Problem, 
für  die  andere,  deren  Brennpunkt  f  ist,  ist  ;W  der  Scheitel,  indem  der  Radius- 
voctor  MF"  mit  dem  Diameter  NF"  zusammenfällt,  und  ist  also  die  Tangoute  in 
M  horizontal. 

Soll  die  grösstc  Wurfweite  für  eine  nicht  durch  die  Anfangslago  M0  gehende 
Ebene  GDG  (Fig.  97.)  gefunden  werden,  so  erwäge  man,  dass  für  irgend  einen 
Punkt  M  in  GQG ,  wenn  er  auf  einer  zum  Brennpunkte  gehörigen  Parabel  er- 
reichbar sein  soll,  FM  =  A/.V  und  da  MN  mit 
dem  Fortrücken  des  Punktes  M  in  der  Richtung 
GUG  abnimmt,  für  die  äusserste  Lage  Mt  des 
Punktes  M,  MF  der  kürzeste  Abstand  des  Punk- 
tes M  vom  Ortskreise  der  Brennpunkte  werden 
muss.  Es  ist  daher  Mt  der  Mittelpunkt  eines 
Kreises,  welcher  die  gemeinsame  Directrix  HD 
und  den  Ort  der  Brennpunkte  berührt. 

Im  Allgemeinen  kommt  die  geometrische 
Lösung  derartiger  Aufgaben  auf  das  Problem 
der  Berührungskreise  einer  Geraden  und  eines 
Kreises  zurück,  deren  Mittelpunkte  auf  eine 
gegebene  Curve  beschränkt  sind.     Die  Aufgaben  über' die  grösste  Wurfweite 
können  auch  alle  mit  Hülfe  der  Grenzparabel  gelöst  werden,  welche  die  Enve- 
loppe  aller  Flugbahnen  für  dieselbe  Anfangsgeschwindigkeit  ist. 

13.  Nach  Nr.  3.  ist  die  Geschwindigkeit  in  irgend  einem  Punkte  M  (Fig.  98.) 
der  parabolischen  Bahn  gleich  der  Geschwindigkeit,  welche  ein  Punkt  durch  den 
Fall  von  der  Directrix  HD  aus  erlangt,  d.  h.  es  ist  v*  «  2#  •  M\.    Nun  ist  aber 


V\g.  97. 
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vermöge  der  Eigenschaften  clor  Parabel  .WA'  =  MF  nnrl  DS*  =  2FD  •  AP ;  nlso 

indem  man        beiderseits  addirt:  W  =2Ff)   AP+  FD*  =  2FD  -  {.4r  +  {  FD) 

FS* 
2  FD  ' 


=  2/'/)-  fl/iV.    Hieraus  folgt  AIS 


Daher  wird  jetzt 


2(f 


*7> 


Es  ist  mithin  die  Geschwindigkeit  proportional  der  Länge  FS. 
steht  aber  senkrecht  auf  der  Tangente  des  Punktes  M 
und  os  bilden  daher  alle  Linien  FS  unter  einander 
dieselben  Winkel  wie  die  Richtungen  der  Geschwin- 
digkeit. Daher  liegen  die  Punkte  S  in  einer  dem 
llodographen  der  parabolischen  Bewegung  ähnlichen 
Linie  und  ist  folglich  dieser  selbst  eino  Gerade.  Die 
Strecken  FD,  DS  sind  proportional  der  Horizontal- 
und  der  Vertikalcompouente  von  v  in  demselben  Ver- 
hältniss,  mit  melchcm  FS  dem  v  selbst  proportional  ist. 

§.  9.  Dm  ballistische  Problem  (Wurfbewegung  im 
widerstehenden  Mittel).    Ein  schwerer  Punkt  wird 

mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  p0  unter  einom  Winkel  et  gegen  den 
Horizont  in  einem  homogenen,  Widerstand  leistenden  Mittel  gewor- 
fen, welche  Bewegung  wird  derselbe  annehmen,  wenn  die  Beschlen- 
nignng  des  Widerstandes  gleich  der  Function  a  -f  *»*  der  Geschwin- 
digkeit ist,  worin  a  nnd  b  Constante  bedeuten? 

1.  Wir  legen  der  Untersuchung  ein  rechtwinkliges  Coordinntensystcm,  wie 
das  der  vorigen  Untersuchung  »u  Grunde  und  nehmen  die  x-Axc  horizontal,  die 
y-Axc  vortikal  nnd  positiv  aufwärts  gerichtet  an.  Die  Componenten  der  Be- 
schleunigung sind  alsdann,  da  der  Widerstand  in  der  Richtung  der  Tangente  dem 
Sinno  der  Bewegung  entgegen  gerichtet  ist: 


...  dx 

A'  =  -  «-f  bv)  , 

(1  s 


=  0 


und  mithin  die  Gleichungen  der  Bewegung 

d*x  ,     .    ,    ^  dx  «4-  bt>»  dx 


dl* 

d*z 

dl* 


(n  +  b«.)fs 


du 
dt 


—  n 


und  wenn  die  vertikale  a-y-Ebene  durch  die  Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit 
gelegt  und  die  Anfangslage  M0  als  Coordinatenursprung  angenommen  wird,  so 
lehrt  die  dritte  dieser  Gleichungen,  dass  die  Bowegung  in  der  .ry-Ebene  erfolgt, 
sodass  die  Untersuchung  sich  \on  vornherein  auf  die  beiden  ersten  Gleichungen 
beschränken  kann.  Um  zu  einem  Integrale  derselben  zu  gelangen,  combinire 
man  sie  in  derselben  Weise,  wie  es  bei  der  Entwickclung  des  Princips  der  Flächen 
§.  4.  geschah.    Man  erhält  zunächst 

dx  d*!j       dif  d*x  dx 


nnd  wenn  man 


dx 
dt 


dt  dt*        dl  dl*  0  dt 

>einen  Werth  aus  der  ersten  Gleichung  einsetzt 


d*x 
dt* 
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Nun  führe  man  den  Winkel  rj  als  neue  Variabele  ein,  welchen  die  Tangente 

\  dx  du 

der  Bahn  mit  der  x-Axe  bildet,   d.  h.  man  setze   -    =  v  cosn,  =  vsinrj, 

dl  dt 

wodurch  man  erhält:  v  (a  -\-  h o» )  dj]  =  g  {cos  rj  dv  —  v  sin  rj  dt)),  oder 

ff  cost)  v~("-^x)  dv  —  [a  +  //  sin  rj)  v~"  drj  =  bdtj . 

Nun  suche  man  einen  intcgrirenden  Factor  K  dieser  Gleichung,  so  dass  durch 
Multiplication  derselben  mit  ihm  die  linke  Seite  ein  vollständiges  Differential 
werde.  Da  die  rechte  Seite  v  nicht  enthält,  so  kann  derselbe  blos  eine  Function 
von  rj  sein.    Da  ferner  die  linke  Seite  in  dem  einen  Gliede  v~n ,  im  andern  das 

Differential  ?>~~ dv  dieser  Grösse  enthält,  so  erkennt  man  leicht,  dass  der  in- 
tegrirende  Factor  die  linke  Seite  zu  einem  vollständigen  Differentiale  von  der 

Form  d  •  J/tr— *  machen  wird.  Soll  dies  eintreten,  so  sind  die  beiden  Bedingungen 
zu  erfüllen: 

dM  =  7i  Ä  («  -f  q  sinjj)  drj 
M  =  —  nh  <i  cost], 

aus  denen  man  zunächst  erhält: 

-  nJ^or!r]  "i  - « fo.l  <"  +  7     =  -  •*■'«"' >+ v '  •  '»(i « +  4  D 

*w  y  cosrj  cos  rj  tj  cos  rj  g 

und  mithin 

.»/  =  cor "n- iU  9  ü*  +  iq), 

sowie  den  Multiplicator  Ä  selbst,  nämlich 

Ä'  . 

cos  17 

Dies  liefert  uns  daher  das  Integral  der  Differentialgleichung: 


-  -   gj     cos  n  ■ 


Diese  Formel  gilt  auch  noch,  wenn  b  eine  Function  von  rj  ist;  auch  für  den 
Fall,  dass  a  Function  von  rj  ist,  tritt  nur  die  Aenderung  ein,  dass 


n  l^fidf] 
— *  coSTi 

t         7j  •  C     *s  1 


M  =  cos' 

wird. 

Für  die  weitere  Behandlung  des  Problems  setze  man  ///(-]*  +  {  rj)  —  r,  wo- 
durch cosrj  =  ^  4^ r»  '  ""^  18=8  r^r*  '    rosq        r"  w,r<1,  sowie  zur  Abkürzung 
=  c:   so  erhält  man 

M  =.  2-«r^-I>  (1  +  r*)" 


2»  =  ~  ^ y  V-D  (1  4.  rt)« 


r 


Ist  n  eine  ganzo  positivo  Zahl,  so  erhält  man  dies  Integral  in  geschlossener 

Form.    Besonders  einfach  fällt  derselbe  aus  für  c  «=       «=  — — -  ,  nämlich 

ff  * 

'2(1  +  rT  v~»  =  2tn"|  1}-  (1  +  r«)**  +  f , 

wobei  die  Constante  durch  die  Anfangslage  und  Anfangsgeschwindigkeit  bestimmt 
werden  muss;  wofür  r  =  ///{*  -f  £a),  v  =  »0  wird. 
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Das  gefundene  Integral  bestimmt  o  als  Function  von  r;  nachdem  dies  er- 
reicht ist,  ist  es  leicht,  auch  t,  x,  y  als  Functionen  vom  r  durch  blosse  Qua- 
draturen darzustellen.  Bezeichnen  wir  nämlich  abkürzend  die  Beschleunigung 
des  Widerstandes  mit  cd,  so  liefern  die  obigen  Gleichungen 

d*x  to  dx        d*y  (o  dy 

dt*  v  dt1       dt  *  v  dt  ~~  0 

dx  d*y      dy  d*x\  d*x 

di*  ~didt*  /  =  qv  dt* 

,     *      d*x  . 
vco  drj  =  H~^dt 

leicht  das  folgende  System  von  Gleichungen: 

(Px 

dt  =  -  =  -   V(ln    =  -  -  dr- 

dx  geosrj  y  r 

"Tt 

.  dx  v*  .  2  v*  dr 

dx=  ~dt=- 

,  dy  v*  v*(r*  —  1)  dr 

dy=        -dt^-jtynd^--^^^-  . 

Sobald  man  in  diesen  Formoln  v  durch  r)  oder  r  ausgedrückt  einsetzt,  er- 
geben sich  t,  xt  y  durch  blosse  Quadraturen.  Die  Reduction  auf  Quadratnren  ist 
auch  dann  noch  möglich,  wenn  die  Beschleunigung  des  Widerstandes  a  -\-  b  ■  Iv 

ist;  ein  Fall,  der  aus  dem  eben  behandelten  hervorgeht,  wenn  a  ~  und  ^  an 

die  Stelle  von  a  und  b  troton  und  man  hierauf  einen  Grenzübergang  für  n  —  0 
macht,  dabei  aber  berücksichtigt,  dass 


lim 


n        =  Iv  für  n  =  0. 


Die  hier  gegebene  Entwickelnng  verdankt  man  Jacobi  (De  motu  puneti  sin- 
gularis.  Crelle's  Journ.  B.  XXIV.  S.  25.).  Bereits  Job.  Bernoulli  hat  in  den  Actis 
eruditorum.  Lips.  1719.  p.  216.  das  ballistische  Problem  behandelt;  von  seinem 
Neffen  Nicol.  Bernoulli  enthält  derselbe  Band  eine  Abhandlung  über  denselben 
Gegenstand.  Später  hat  Legendre  (Sttr  la  question  de  balislique;  Mem.  de  fAcad. 
de  Berlin,  1782,  p.  69)  die  Behandlung  dos  Gegenstandes  dahin  erweitert,  dass  er 
den  Widerstand  in  der  oben  angenommenen  Form  voraussetzte. 

2.  Für  den  speziollen  Fall  a  =  0,  n  =  2  wird  der  Widerstand  dem  Quadrate 
der  Geschwindigkeit  proportional.  Wir  wollen  diesen  einfachen  Fall  direct  und 
unabhängig  von  der  vorstehenden  allgemeinen  Theorie  behandeln,  zu  diesem  Behufc 
aber  die  Bewcgungsgleichungen  etwas  umgestalten.  Ist  allgemein  Ii  die  Wider- 
standsbeschleunigung, so  lassen  sich  dieselben  schreiben: 

d*x         dx  _  d*y  i   n  _  a 

d?+  nd*~°>       dt*+Rds  +  °-°' 

dy  du        dx   d*y        d*x      dx  dp  .  .  ,. 

Setzt  man  nun  -  =       also  ^  =  p--,  J  =  80  *cht  dlc 

zweite  dieser  Gleichungen  über  in 

fd*x 


und  indem  man  dieselbe  mit  Hülfe  der  ersten  reducirt,  kann  man  das  System  der 
Bewegungsgleichungen  durch  die  beiden  folgenden  Gleichungen  darstellen: 

Schell,  Theorie  .!.  Il.-w.  n.  el.  Kräfte.  17 
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iP.r  dx 


dx  dp 


dt  dt 

Sctzeu  wir  jetzt  unserer  Voraussetzung  gemäss  Ii 
diese  Gleichungen  über  in 


5  "=p  (*)'•"  **hen 


d'x  ,  //  da  dx 
dt*       **  dt  dt 


dx 

Aus  der  ersten  von  diesen  Gleichungen  folgt 

iPx    dx  fi  ds 

dl*  '  dl  ~      k*  dt 

und  mithin  weiter  durch  Integration 

Um  die  Constante  zu  bestimmen,  dient  die  Bemerkung,  dass  für  *  =  0  die 

dx 

horizontale  Geschwindigkeitscomponente  —  gleich   vncos  a  wird.     Dies  liefert: 

l[vn  cos  a)  =»  C  und  mithin  bleiben  für  die  weitere  Behandlung  des  Problems  die 
Gleichungen : 

o 

dx  ~  ***     dp  e*' 


,.  t 


•  ^  gesetzt  wird.    Aus  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  erkennt 


man,  dass  die  Horizontalcomponente  der  Ge- 
schwindigkeit immer  mehr  abnimmt,  dass  mithin 
die  absteigende  Hahn  immer  mehr  der  vertikalen 
ttichtung  sich  annähert  und  mithin  die  Bewegung 
immer  mehr  gleichförmig  wird  (vgl.  Cap.  II,  §.  2, 
Nr.  4.  S.  224).  Der  absteigende  Curvenast  hat 
daher  eine  vertikale  Asymptote  (Fig.  99).  Um  die 
zweite  Gleichung  zu  integriren,  multipliciren  wir 

sie  mit  der  Identität  dx  V'\  +  p*  =  dx,  wodurch 
sie  übergeht  in 

-9  g 


k1 


deren  Integral  ist 

C  -  p  /  1  +  />*  -  /  (p  +  V\  +  /,»)  =  , 

'  4#A  co«*a 

wobei  die  Constante  dadurch  bestimmt  wird,  dass  für  s  =»  0,  />  —  ty«  wird.  Setzen 

wir  zur  Vereinfachung  P  =  />  )  l  -\-  />'  -|-  M  p  -(-  Vi  +  /j*),  so  nimmt  diese 
Gleichung  die  Form  an 
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Indem  man  mit  ihrer  Hülfe  aus  der  ersten  der  drei  folgenden  Gleichungen: 

dp  e  **         du  dp    ,  /di\* 

 2*"^'    di~P>  d*+'W~° 

«  elimirt,  erhält  man  rfr,  indem  man  hierauf  rlen  so  gewonnenen  Werth  von  dx 
in  die  zweite  einsetzt,  ergibt  sich  dy  und  in  ähnlicher  Weise  aus  der  dritten  dt 
dur»-h  p  und  dp  dargestellt.  Demnach  wird  das  ganze  Problem  dureb^die  drei 
Gleichungen  : 

dx  —  —  \  k    dp  [C  —  P) 

<iy  =  -  i  *  pdP  (c  -  />f  1 

Ä  -  -  W  kgdp  {C~ 
auf  Quadraturen  zurückgerdhrt.    Um  die  Constante  C  durch  die  Anfangselemente 

auszudrücken,  sei  p0  der  Werth  von  p  =»  ^  für  r  =  0,  d.  h.  p0  =  tga\  ebenso 

P0  der  Werth  von  P  für  /  »-  0.    Dann  liefert  die  Gleichung 

'  ™  ^  {C  ~  P)  C0** 

den  Werth  von  C,  nämlich 

C  =  P„  + 


4oA  Co*'  ot 


Die  Grösse  p  =»  ^- ,  welche  die  Tangente  der  Neigung  der  Bahn  gegen  die 
dx 

Horizontale  darstellt,  beginnt  mit  dem  Werth«  p„  und  nimmt  fortwährend  ab,  im 
höchsten  Punkte  der  Bahn  verschwindet  sie,  geht  hierauf  ins  Negative  über 
und  nähert  sich  mehr  und  mehr  dem  Werthe  —  OO. 

Die  drei  zuletzt  dargestellten  Gleichungen  für  dx,  dy,  di  liefern  durch  Integra- 
tion die  Coordinaten  x,  y  und  die  Zeit  t  als  Fuuctionen  von  p,  nämlich 

„  k  , 

ic-p)-ldP,  i.c-prlpdPl  t-V\-j p  <lr- 

V  V  V 

Die  Coordinaten  des  Scheitels  erhält  man  insbesondere  für  p  =  0,  nämlich 

• 

I  ir  - 


V 


),jl(C-P)-lPdp. 

Die  Wui f weite  w  ergibt  sich,  wenn  man  zunächst  den  Werth  —  p,  von  p  sucht, 
für  welchen  y  zum  zweitenmale  verschwindet,  d.  h.  die  Gleichung  auflöst 


(c  -  pr  1  pdP  —  o 

und  den  gefundenen  Werth  hierauf  als  Integrationsgrenze  bei  der  Bestimmung  von 
x  benutzt,  nämlich 

u  =  ±jJ(C  -  P)~  1  dp. 
/  17* 
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Die  Abscisse  der  vertikalen  Asymptote  der  Flugbahn  ist  der  Werth  von  x, 
welcher  p  =  —  Oü  entspricht,  nämlich 

x  =  \jßc-P)-ldp. 

—  T 

Man  kann  leicht  zeigen,  dass  der  aufsteigende  Ast  der  Curve  Uber  den  Coordi- 
natcnursprung  rückwärts  verlängert,  eine  gegen  den  Horizont  geneigte  Asymptote 
besitzt  (s.  Fig.  99). 

3.  Für  den  Fall,  dass  p0  und  in  Folge  dessen  auch  p  sehr  klein  ist,  so  dass 
die  Flugbahn  immer  nahe  am  Horizonte  bleibt,  kann  man  approximativ  setzen 
da 

— -  =  l ,  h  =  x  und  folglich 
dx 

*'J  x 
dp  e  & 

dx  2  h  cos*  o' 

woraus  sich  ergibt 


du  .         Ar*       /  -&x\ 

*  "  dx  =  '» ,a  +  47/770,*«  V  -  e  ) 

Ußd  k*       (  "*«  kA 

Die  Coordinatcn  des  Scheitels  erhält  man,  indem  man  p  =•  0,  die  Ab 
scisse  der  Wurfweite,  indem  man  y  =  0  setzt.     Hierzu   liefert  die  Gleichung 


dJ'  =  u  mit  Hülfe  des  vorherigen  Werthes  für  ^ 

dx  dx 

%* 

dt  -  c 


«„  cosa 

und  folglich  die  der  Abscisse  x  entsprechende  Zeit: 

,  _  *'  '*"!r_i 

§.  10.  Die  Centraibewegung.  Ein  Punkt  bewege  sich  unter  dem  Ein- 
flüsse einer  Beschleunigung,  deren  Richtung  fortwährend  durch  ein 
festes  Centrum  hindurchgeht  und  deren  Grösse  blos  eine  Function 
der  Entfernung  von  demselben  ist.  Die  Anfangslage  und  die  An 
fangsgeschwindigkeit  sind  bekannt;  man  soll  dip  Natur  dieser  Be- 
wegung erforschen. 

Wählt  man  das  Centrnm  O  zum  Ursprünge  rechtwinkliger  Coordinatcn  x,  y,  z 
des  beweglichen  Punktes  M  und  bezeichnet  dessen  Entfernung  von  jenem  mit  ;-, 
x  tj  z 

so  stellen  —  — ,  —  ^,  —  —  die  Richtungscosinusse  der  Beschleunigung  q>  dar 

für  den  Fall,  dass  ihr  Sinn  dem  Centrum  zugewandt  und  für  den  Fall, 

r    r  r 

dass  ihr  Sinn  vom  Centrum  abgewandt  ist.    Demnach  sind  die  Componentcn  der 

Beschleunigung  A'  =  ^  —  <jp,  V  —       !/-  <p,  Z  =  +  -  q>  in  dem   einen  oder 

r  v  r 

im  anderen  Falle.   Man  sieht,  dass  eine  Acndcrung  von  qp  in  —  tp  genügt,  um  den 

zweiten  Fall  auf  den  ersten  zurückzuführen  und  wir  wollen  deshalb  den  ersten 

formell  hier  zu  Grunde  legen.    Daher  sind  die  Gleichungen  der  Bewegung: 
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<Px           x         <Py            y         iPz  z 
^  =  "V<P'    dP='~r<Pt     dP  7*' 

Nach  Cap.  III,  §.  4.  gilt  für  das  vorliegende  Problem  das  Princip  der 
Flächen;  die  Bewegung  erfolgt  daher  in  einer  Ebene,  nämlich  in  der  durch  das 
Centrum  uud  die  Anfangsgeschwindigkeit  bestimmten  Ebene.  Wenn  wir  diese 
Ebene  zu  einer  der  Coordinutenebenen,  z.  B.  zur  xy- Ebene  wählen,  so  ist  die 
dritte  Coordinate  z  zu  jeder  Zeit  Null  und  die  dritte  ßewcguugsgleichung  von 
selbst  erfüllt,  so  dass  wir  unter  dieser  Voraussetzung  blos  die  beiden  Gleichungen 

(Px  x         (Py  y 

UP  ~~       r*'    dP~  ~       7  V 

zu  integriren  haben.    Das  Integral,  welches  das  Flächenprincip  liefert,  ist  dann 

dy         dx  _ 
Xdl  -ydl-C 

und  nimmt  durch  Einführung  der  Polarcoordinaten  r,  0  die  Form 

2dS        t  d& 

~di   =  '    ,11  =  6 

an,  indem  xdy  —  ydx  =  r*d9  =  2dS  den  doppelten,  von  dem  Radusrector  r 
im  Zeitelemcnto  beschriebeneu  Elementarsector  rf.V  darstellt.  Fällt  man  vom  Cen- 
trum O  das  Perpendikel  p  auf  die  Tangente  der  Bahn,  so  stellt  pda  ebenfalls  diesen 
doppelten  Elementarsector  dar  und  geht  das  Integral  über  in 

pv  =  C  oder  v  =  — . 

P 

Dasselbe  sagt  also  aus,  dass  für  jede  Centraibewegung  das  Moment 
der  Geschwindigkeit  in  Bezug  auf  das  Centrum  oder  die  Sectoren- 
geschwindigkeit  des  Kadiusvectors,  welcher  vom  Centrum  nach  dem 
beweglichen  Punkte  hinführt,  constant  ist.  Die  Geschwindigkeit 
selbst  ist  demnach  dem  Abstände  ihrer  Richtung  vom  Centrum  um- 
gekehrt proportional.  (Vgl.  Cap.  I,  §§.  21  und  22).  Die  Constante  C  kann 
durch  die  Anfangselemente  der  Bewegung  ausgedrückt  werden.  Bildet  nämlich 
der  anfängliche  Radiusvector  ru  mit  der  Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit  v0 
den  Winkel  a,  so  ist  der  anfängliche  Abstand  p0  des  Centrums  von  v0  gleich  r0sincc 
und  mithin,  wenn  man  die  Gleichung  auf  den  Anfangszustand  der  Bewegung  be- 
zieht, pov0  =  r0v0itina  =•  C.  Integrirt  man  die  Gleichung  des  Flächenpriucips 
nochmals,  so  folgt 

S  -  Sn  =  f  «  -  O 

d.  h.  für  jede  Centralbowogung  ist  der  von  dem  Radiusvector  beschrie- 
bene Sector  der  Zeit  proportional,  in  welcher 
er  beschrieben  wird.  (Vgl.  Cap.  I,  §.  22.  zu  Eudc.) 

Wir  wollen  mit  Hülfe  des  Flächeuprincips  einen 
Ausdruck  für  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  suchen, 
durch  welchen  dieses  als  Function  des  reeiproken  Wor- 
thes  vom  Radiusvector  erscheint.  Hierzu  gestalten  wir  p 

um.    Nun  ist  —  die  Cosecante  des  Winkels  zwischen 

r  und  p  und  da  dieselbe  Grösse  auch  durch  ^  dar- 
gestellt wird  (Fig.  100.),  so  besteht  die  Gleichung 

r  dg_ 

p  ~  rd& 
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und  wenn  man  sie  quadrirt  und  dt*  =-  r'rf*1  +  dr*  einsetzt,  so  erhält  man 


Für  —  =  u  nimmt  diese  Formel  die  Gestalt 

;.=»«+(-£)' 

an  und  mit  ihrer  Hülfe  erhält  man  aus  der  Gleichung  vp  —  C  des  Flächenprin- 
eips  den  gesuchten  Ausdruck 

,_*[„  +  (_*)•]. 

Um  die  Abhängigkeit  der  Geschwindigkeit  von  der  Beschleunigung  deutlich 
zu  erkennen,  berücksichtigen  wir  den  Cap.  I,  §.  10  entwickelten  Satz,  wonach  die 
Geschwindigkeit  die  mittlere  Proportionale  zwischen  der  Beschleunigung  und  der 
halben  .Sehne  ist,  welche  ihre  Richtung  im  Krümroung*kreise  der  Bahn  bestimmt 
(Krümmungssehne).  Ist  c  diese  Sehne,  und  schreiben  wir  die  Gleichung,  welche 
diesen  Satz  ausspricht,  so: 

t-*  =  2<pjc, 

so  erhellt,  dass  ein  Punkt,  welcher  mit  constanter  Beschleunigung 
gleich  tp  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  sich  durch  den  vierten  Theil 
der  Krümraungsschne  hindurch  bewegte,  die  Geschwindigkeit  v  ver- 
langen würde.  }c  ist  ge wissermassen  die  Geschwindigkeitshöhe 
von  v. 

Nach  Cap.  HI,  §.  7,  gilt  für  unser  Problem  auch  das  Princip  der  lebendigen 

Kraft.    Für  die  Kräftefunction  U  erhält  man  dV  =  -       {aedx  +  ydy)  oder,  da 

r 

+  VX  =  '*  UU(*  folglich  a-do-  -\-  i/dy  =  rdr  ist 

dU  =  —  (pdr 

r 

V  —  //„  =  —  I  q>dr, 
und  folglich  "die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft 


|„»  _  4o0»  =  V  -  V0  =  -  I 


(pdr, 


'0 

oder  indem  man  die  Constanto  t',,  =  h  setzt 

U*  =  U  -f  h. 

Combinirt  man  diese  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  mit  der  oben  gefundenen 


<-  S)] 


4"  (—    .7.)    .  so  erhält  man  durch  Elimination  von  v  eine  Differen- 


tialgleichung zwischen  u,  r  und  &,  oder  da  u  -  -    ist,  zwischen  k  und       sie  ist 

r 

die  Differentialgleichung  der  Bahn,  nämlich: 

*<■'[*  +  (-£)"]-'•  +  * 

und  au«  ihr  folgt,  da  sich  die  Variabelen  trennen  lassen,  die  endliche  Gleichung 
der  Hahn: 


Digitized  by  Google 


III.  Cup.  Die  Cenlralbewegung.  263 


~  *  -Jh 


Q.  /  -  <du 


[U  +  A)  -  C*u* 

*« 

wobei  in  V  überall  u-  für  r  geschrieben  gedacht  wird  und  «„  =  ^   dein  Werthe 

ft  =  *0  entspricht. 

Ist  die  Bahn  bekaunt,  welche  der  bewegliche  Punkt  beschreibt,  nicht  aber 
die  Abhängigkeit,  in  welcher  diu  nach  dein  festen  Centrum  gerichtete  Bcschleu 
uiguug  q>  von  dem  Radiusvector  r  steht,  so  dient  die  eben  entwickelte  Gleichung 
dazu,  diese  Abhängigkeit  aufzufinden.    Differentiirt  man  nämlich  dieselbe,  indem 
man  #  als  unabhängige  Variabele  ansieht,   so  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf 

dU  —  q>dr  und  r  =  - 


Umgekehrt  ist  wiederum  diese  Gleichung  die  Differentialgleichung  zweiter  Ord 
nung  für  die  Bahn,  falls  tp  als  Function  von  u  oder  von  r  gegeben  ist. 

Man  kann  die  Beschleunigung  <p  noch  unter  einigen  andern  bemerken» 

Q 

wertheu  Formen  darstellen.   l'ombinirt  man  nämlich  die  Gleichungen  »  =»  —  und 

V 

v*  «  'l(f  -f  A)  behufs  Elimination  von  v1  und  diti'urentiirt  die  umstehende  Gleichung 

£  -  *{U  +  A), 

so  erhält  man,  da  dU  —  —  <pdr  ist,  die  weitere  Formel  für  q>: 

C*  dp 
*  -   p  *-*  - 

Nach  einem  bekannten  Satze  besteht  aber  nnn  zwischen  r,  p,  dr,  dp  und  dorn 
Krümmungshalbmesser  p  die  Proportion 

dp  r 
dv  o 

Mit  Hülfe  derselben  kann  man  <p  auch  die  Gestalt  geben: 

Cr 

Der  erwähnte  Satz  über  kann  einfach  folgendermaßen  erwiesen  werden.   Es  seien 
(Fig.  101.)  Ml\  M'  T'  die  Tangenten   einer  Curve  in  den  beiden  aufeinander 
folgenden  Punkten  M  und  M' \  OP,  0  P'  die  vom  Ur  Fip.  toi 

sprunge  0  der  Radienvectoren  auf  sie  gefällten  Perpen  T'y  r 

dikcl  />,  p  +  dp,  während  OM  und  OM'  gleich  r  und 
r  _j_  dr  8ind.  Fällt  man  nnn  von  M  auf  öiW'  das  Perpen  u  M ' 

dikel  MQ  und  bezeichnet  den  Schnittpunkt  von  0  P'  und 
der  Tangente  MT  mit  Ä,  so  ist  leicht  zu  sehen,  daas 
die  beiden  verschwindend  kleinen  bei  Q  und  R  recht- 
winkligen Dreiecke  /»«/»'und  MQ  Mi  ähnlich  sind.  Da 
nämlich  die  beiden  Perpendikel  OP,  OP'  mit  einander 
denselben  Winkel  bilden,  wie  die  Tangenten  M  T,  M'  T. 
so  liegen  die  vier  Punkto  P,  P,  0,  M'  (und  in  der  9 
Grenze  M)  in  einem  Kreise.    Daher  sind  weiter  die  Winkel  0P"P  und  OMM  als 
Peripheriewinkel  desselben  Bogens  OP  gleich,  woraus  die  erwähnte  Aehnlichkeit 
der  Dreiecke  folgt.    Daher  ist 

HP'       PP'  dp  pt* 

QM  '~  MM"  ,l     *  dr  ~  HM' 
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Der  Durchmesser  des  erwähnten  Kreises  ist  wegen  des  rechten  Winkels  OPM 
gleich  dem  Hadiusveetor  0  M  =  r;  in  demselben  Kreise  liegt  P P'  als  Element  und  über 
ihm  steht  als  Peripheriewinkcl  POP\  welcher  gleich  dem  Contingcnzwinkel  ist. 
Beschreibt  man  nun  um  MM'  einen  weiteren  Kreis,  welcher  durch  den  Krümmung« 
mittelpunkt  geht,  so  steht  über  ihm  als  Peripheriewinkel  gleichfalls  dor  Contin- 
genzwinkol.  Da  sich  nun  zwei  Bogen  in  verschiedenen  Kreisen,  über  welchen 
gleiche  Peripheriewinkel  stehen,  verhalten,  wie  die  Durchmesser,  so  wird 

PP  r_ 

M  M  '=~  q 

und  folglich  =  -  . 

dr  p 

Eine  letzte  Form  für  die  Beschleunigung  ist 

*  =  rKü)-  äp 

Sie  wurde  bereit»  Cap.  I,  §.  14,  Nr.  2  gegeben.  Da  nämlich  beim  vorliegenden 
Problem  Mos  längs  des  Kadiusvectors  Beschleunigung  stattfindet  und  die  Beschleu- 
uigiingseoDipotieute  senkrecht  zu  ihm  Null  ist,  so  muss  q>  mit  der  zum  Hadiusveetor 
parallelen  Componente  daselbst  zusammenfallen.  Es  findet  in  der  That  diese  Ueber- 
cinstimmung  bis  auf  das  Vorzeichen  statt,  indem  wir  hier  tp  positiv  angenommen 
haben,  wenn  sein  Sinn  dem  Centrum  zugewandt  ist,  während  bei  der  dortigen 
Entwickelung  die  umgokehrte  Voraussetzung  zu  Orunde  gelegt  ist. 

Wir  führen  jetzt  die  Integration  der  Differentialgleichungen  unseres  Problems 
weiter  und  suchen  dio  Polarcoordinaten  r,  4r  und  die  rechtwinkeligen  Coordina- 
teu  x,  »/  des  beweglichen  Punktes  als  Functionen  der  Zeit  zu  bestimmen.  Die 
beiden  ersten  Integrale,  nämlich  die  durch  das  Flächenprincip  und  das  Princip 
der  lebendigen  Kraft  gegebeneu,  waren 

und  enthalten  die  beiden  Integrationsconstanteu  C  und  h.  Nun  ist  nach  Thl.  II, 
Cap.  II,  §.  5.   v*  =  (^)'  +  ^(^)*und  daher 

-W+  '"(SS-  «*<*  +  »>• 

l(J  =        so  ergibt  sich 

dl  =   r,lr 

Vir*  {U  -f  h)  — 

und  hierzu  dem  Früheren  gemäss 

d*=  -r<"-  ... 

so  dass,  wenn  /„  der  Anfangslage  r„,  <r0  entspricht,  zunächst  erhalten  wird: 

/:  rdr 

JV'ir*{V  +  h)  -  (* 

'n 

»    ■  ♦.  -  L  ^ 

J  rV^iU  +  //)  —  C* 

Hierdurch  sind  zwei  Relationen  zwischen  t,  r,  {r  gegeben,  wodurch  r  und  fr  als 
Functionen  der  Zeit  bekannt  werden.    Die   beiden  Integrale,   welche  hier  auf- 
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treten,  stammen,  obgleich  sie  scheinbar  sehr  verschieden  sind,  doch  aus  einer 
gemeinsamen  Quelle.    Führt  man  nämlich  das  neue  Integral 


r 


eiu,  so  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  jene  durch  partielle  Differentiation  uach 
den  Constanten  h  und  C  aus  diesem  gebildet  werden,  so  dass 

Nachdem  die  Polarcoordinaten  r,  #  als  Functionen  der  Zeit  gefunden,  sind 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  a:,  y  des  beweglichen  Punktes  unmittelbar  gleich- 
falls als  Functionen  der  Zeit  darstellbar.  Nicht  uninteressant  ist  es  indessen,  zu 
sehen,  wio  man  die  ursprünglichen  Bewogungsgleichungen  so  umgestalten  kann, 

dass  sfe  in  Bezug  auf  — ,  -■-  und  &  linear  werden  und  die  beiden  ersteren  Grössen 

r  r 

als  Functionen  von  9  liefern  durch  die  Formeln 

—  =  ö,  tos  &  -{-  bt  sin  & ,    —  =  at  cos  &  -f-      **«  &  . 
r  r 

Es  ergab  sieh  nämlich  oben  **(^)  ==  -  **  (1/  +  h)  —  C*  oder 

— 

Differentiiren  wir  diese  Gleichung,  so  folgt 

fpr     ,w  n 

dP  ~  dr  r» 

dü  d*r  (J* 

und  indem  wir  hieraus  den  Werth  ^  =  —  <p  =  ^  —  —  entnehmen  und  in  die 

Gleichung  —  =  —      q>  einsetzen,  nimmt  diese  die  Form  an: 

(Px         (Pr  C*  x 

rdp-x'dP  =  -r*V> 

die  sich  auch  so  schroiben  lässt: 


\     dt  J  C*x 

dt  ~       H"r*  r  _0' 


c* 

oder  indem  man  mit  -r  dividirt: 


a; 

C  ,/7  '    r  ~  °- 

r*  dt 

Da  aber  nach  dem  FlHchenprincip  j  =  —  ist,  so  wird 

x  a?  ar 

r*      r        dt         r  r 

C  ~dt        d»  '   dl'  ^  d& 
und  ebeuso  wandelt  sich  die  weitere  Differentiation  in  eine  solche  in  Bezug  auf  # 
um,  so  dass  die  Gleichung  jetzt  sich  so  gestaltet: 

19  X 


Digitized  by  Google 


266'  l>ie  Centralbewcgung  ^  ^  x.v  JU  c^ 

-eiche«  die  .mahnte  Üneüre  Form  ist.    Ebenso  erhält  man  die  .weite  Gleichung 


für 

r 


Die  vier  Cbnetanteu  a, .  «„  6,,  6,  können  leicht  durch  die  Anfange 
elemente  der  Bewegung  ausgedrückt  werden. 

T  Ii,  Die  Centralbewcgung,  für  welche  diu  Beschleunigung  der 
ersten  Polen«  der  Entfernung  vom  Centrum  proportional  ist  In  diesem 
Falle  ist  cp  —  K»r,  wo  der  Factor  x«  gefunden  werden  katin  durch  die  Kemerkung, 
dass  für  c.ne  gewisse  Entfernung  r  -  t,  9      ,  wird,  so  dass  also  g  -  x*f,  also 

*  =  f  ist.  Wenn  die  jy-Ebene  wieder  die  Ebene  der  Bewegung  ißt  und  x0,  y0, 

«,  o  die  Coordiuaten  der  Anfangslage  und  die  Componenten  der  Anfangsgeschwin- 
digkeit sind,  so  hat  man  das  Glcichungssyslem 


,     ,  dx 
dfl-  +  x  -.v  =  u       rf/  =  ,(/  //  -  y0       ,v„  -  6 


für  /  —  o  . 


Die  allgemeinen  Integrale  desselben  sind: 

x  —  At  cos  %t  -f-  B,  «7i  i-j-  ^-  —  Ax%  sin  x/  -f-  Bx%  cos  *t 

y  =  At  cos  xt  -f  ^,  sin  %t  vy         -        «m  x/  -|-         008  *' 

und  die  Anfangsbedingungen  liefern  die  Constantenbostimmung: 

x0  "  =  H{% 

yt  =  A          A',X  . 

Hiermit  erhält 


ar  «=  .i„  cos  x/  +        «ti  %t         vx  —   -  ,r\,x  */«       4-   -   ro.y  %l 
x  x 

U  =  i/o  co«  x/  +   ^  **/<  x/        i^,  —  —  y/x  .*■/<       —   -  t  os  %t . 

Weiter  hat  man  dV  =  —  a'rr/r,  V  —  tf„  ^  *x-'  <>■*  -  r0),  »«  —  vf  =  x«(rB*  —  . 
Die  Gleichung  der  bahn  folgt  durch  Elimination  von  /  /.wischen  den  Ausdrücken 
für  .r  und  >/,  nämlich: 

(bx  —  ayr  -f~      .yt>a*    "  'i'utt'i1  —  :Al'u  "  ayn)'- 
Dies  ist  aber  die  Gleichung  einer  um  das  feste  Centruin  als  Mittelpunkt  beseht ie 
heuen  Ellipse;  denn  es  sind  die  Coefticienten  von  .7  »/,  .»•*,  y*  resp.  —  2(ab  -j-  x*a*0y0), 
6»  -f  x*»/0*t  «*  -|-  x»a*ü*  und  damit  wird  die  Differenz  zwischen  dem  Quadrate  des 
ersten  und  dem  vierfachen  Produkte  der   beiden  letzten  Cocfficienten  negativ, 
nämlich  —  4x*  {bx0  —  ay^)*. 

§.  12.    Die  Centralbewcgung,  deren  Beschleunigung  dem  reci 
prokeu  Quadrate  der  Fntfernung  proportional  ist.     Newton'sches  Ge 

setz.)     Ks  sei  qp  —  ^,  wobei  fi  dee  Hoschleuuigung  in  der  Einheit  der  Ent 

fernung  ausdruckt;  die  Gleichungen  der  Hewegung  sind  alsdann 

,fix       fix  <Py  uy 

dt>  +    r'  dt*  +r 

fflf  .die  Kräftcfunction  hat  man 

und  demnach*  f>»d  die  beiden  Inteifral«'.  welche  das  Fliichenprinci|»  und  das  Princip 
der  lebendigen  hlr«^  liefern: 
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wenn  //  =  »„*  -  ^  gesetzt  wird.  Daher  wird  die  Gleichung  der  Bahn  erhalten 
durch  Integration  der  Gleichung 

+  ("»)*]  -  r  +*»• 

aus  welcher  mit  Kücksicht  auf  die  Bedeutung  von  «  =  ^-  folgt 

+ 2"  -  c;y 

welchem  Ausdruck  man  wegen   Ä  +  ^  -  (^)  —  #  -f  (^)  —  "~" 
=  ^  +  ((OH  -  Ii  —  (     -r-^£L\  \  leicht  die  Form  gibt: 


so  dass  man  als  unbestimmtes  Integral  erhält 

/      r~£  \ 
fr  =  Are  cos  (  —  ,  -_     1  4-  Cohä/. 

Zur  Bestimmung  der  Constanten  dient  folgende  Bemerkung.  Der  Ausdruck  unter 
dem  Zeichen  Are  cos  ist  ein  Cosinus  und  ist  mithin  sein  grösster  Werth  die 

Q 

Einheit;  variabel  ist  an  ihm  aber  nur  der  Bestandteil  -  in  seinem  Zähler  und 

r 

in  Folge  dessen  wächst  er  also  mit  abnehmendem  r  und  erreicht  sein  Maximum  1 
für  den  kleinsten  Werth  r,  von  r.  Nennen  wir  frt 
den  Polarwinkel,  welcher  lern  r,  zugehört,  so  erhal- 
ten wir  zur  Bestimmung  von  Co»st.  die  Gleichung 
fr,  =  Are  co*  1  -|"  Conti.  =  0  -{•  Const.  und  hiermit 
als  Polargleichung  der  Bahn 

C  _  p 

_  r  C 

fr  —  Vi       .-Ire  t*o*      -  -  , 

j/" + ©r 

oder  wenn  wir  die  Riehtunir  des  kleinsten  Kadiusvectors  zur  Polaraxe  wählen 
(Fig.  102),  d.  h.  fr  —  fr,  =  tp  sutzen  und  die  Gleichung  nach  r  auflösen: 
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Diese  Gleichung  hat  die  Form  r  = -—  -   l'-—      und  stellt   mithin  cineu  Kegel- 

1  -f-  f  cos  y>  b 

schnitt  dar,  bezogen  auf  dun  Brennpunkt  als  Pol  und  diu  Richtung  der  durch  die 

Brennpunkte  gehenden  Hauptaxe  nach  dein  dem  Polo  benachbarten  Scheitel  hin 

als  Polaraxe.    Die  numerische  Excontricität  f  und  der  halbe  Parameter  p  dieses 

Kegelschnittes  sind  daher 

und  folgt  aus  der  ersteren  dieser  Formeln,  dass  der  Kogelschnitt  eine  Ellipse, 
Parabel  oder  Hyperbel  ist,  je  nachdem  //  <  0,  //  =  0  oder  //  >  0  ist,  d.  h.  je 

nachdem  w(l*  <  -  -,  «„*  =  —  oder  v0*  >  —  ist.    Man  erkennt  daraus,  das»  dio 

Art  des  Kegelschnittes  von  der  Grösse  des  Anfangsradiusvcctors,  d.  h.  der  anfange 
Helten  Entfernung  vom  Centruin  und  der  Grösse  der  Anfangsgeschwindigkeit,  nicht 
aber  von  der  Neigung  der  letzteren  gegen  jenen  abhängt.  Der  Punkt  kann  also 
mit  derselben  Anfangsgeschwindigkeit  seine  Anfangslage  nach  einer  beliebigen 
Richtung  hin  verlassen,  immer  bleibt  dio  Hahn  von  derselben  Art;  damit  sie  ihre 
Art  ändere,  muss  v0  oder  r„  oder  müssen  beide  sich  so  ändern,  dass  die  dem  // 
gesteckten  Grenzen  überschritten  werden. 

Das  Resultat  der  bisherigen  Untersuchung  lässt  sich  folgendermasson  zu- 
sammenfassen: 

Wird  ein  Punkt  von  einor  Beschleunigung  afficirt,  deren  Rich- 
tung fortwährend  nach  einem  feston  Centruin  hinläuft  und  deren 
Grösse  dem  roeiproken  Quadrate  dor  Entfernung  des  Punktes  vom 
Centrum  proportional  ist,  so  ist  die  Bahn  desselben  ein  Kegel- 
schnitt, fürweichen  ein  Brennpunkt  mit  dem  festen  Centrum  zusam- 
menfällt; dieser  Kegelschnitt  kann  eine  Ellipse,  Parabel  odor  Hy- 
perbel soin;  welcher  von  diesen  Gattungen  er  angehört,  hängt  von 
der  Gr össe  der  Anfangsgeschwindigkeit  und  seines  anfänglichen  Ab- 
standes  vom  Centrum,  nicht  aber  von  der  Richtung  der  ersteren  ab. 

Ist  die  Bahn  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  so  besteht  zwischen  dem  halben 
Parameter  p,  der  halben  Hauptaxe  a,  welche  durch  dio  Brennpunkte  geht,  und 
der  numerischen  Excentrität  f  die  Relation  p  =  a  (1  —  *')  oder  «  =  «(«*  —  1) 

und  hieraus  erhält  man  im  Falle  der  Ellipse:   «  =  —       —  - —   und  im 

'o 

Falle  der  Hyperbel  a  ='  ^  =   -  .    Femer  ist  für  die  zweite  Halbaxc  // 

v0  ■■■ 

bei  der  Ellipse  /,*  -  «*  (1  -       und  bei  der  Hyperbel      =  al  («*  -  1),  mithin 

in  unserem  Falle  b  =       Y  —  II  =  ,7     ~F.  für  die  Ellipse  und  //  =  rrri  für  die 

u  V  —  H  V  H 

Hyperbel. 

Es  ist  leicht,  die  geometrische  Bedeutung  des  Criterinms  für  die  Art  dos 
Kegelschnittes  zu  erkennen.  Es  sei  M0  (Fig.  103.)  die  Anfangslage  des  beweg- 
liehen Punktes,  F  das  feste  Centruin,  nach  welchem  die  Beschleunigung  gerichtet 
ist,  wlso  FMU  =  r0  der  Anfanßsah.stand  und  .V„7' die  Richtung  der  Geschwindig- 


Digitized  by  Google 


III.  Cap.  Dio  Ccntralbewegung  tp  =  269 

koit  v0,  also  dio  Tangente  des  Kegelschnitts  in  ;W„.  Zieht  man  nun  durch  M0 
eine  weitere  Gerade  M^F1  so,  dass  sie  mit  der  Tangente  denselben  Winkel  bildet 
wie  FM0i  so  mnss  sie  nach  einem  bekannten 
Satzo  den  zweiten  Brennpunkt  /''des  Kegelschnit- 
tes enthalten.  Die  Halbirungslinie  des  Win- 
kels FMqF'  ist  die  Normale  in  MQ  und  auf  ihr 
liegt  der  Krümmungsmittelpunkt  für  M0\  um  ihn 

ii, 

zu  ßnden,  genügt  es,  die  Beschleunigung  ~- 

ro 

in  der  Richtung  MÜF  aufzutragen  und  auf  die 
Normale  zu  projiciren;  diese  Projection  ist  die 
Normalbeschleunigung,  hat  die  Richtung  des 
Krümmungshalbmessers  und  ist  gleich  dem  Qua- 
drate von  u0  dividirt  durch  den  Krüramungshalb 
messer.  Ist  letzterer  M0C  und  Winkel  FM0C  =  ß, 
so  besteht  folglich  die  Gleichung 

Nach  einer  bekannten  Construction  für  den  Krümmungshalbmesser  der  Kegel- 
schnitte erhält  man  durch  die  Projection  H  des  Krümmungsmittelpunktes  C 
auf  den  Rndiusvcctor  und  durch  abermalige  Projection  des  Punktes  H  zurück 
auf  dio  Normale,  einen  Punkt  Q  der  Hauptaxe,  auf  welcher  die  Brennpunkte 
liegen,  so  dass  also  die  Gerade  FQ  den  zweiten  Brennpunkt  F*  unseres  Kegel- 
schnittes bestimmt.  Je  nachdem  nun  FQ  die  Gerade  M^F*  in  F*  auf  derselben 
•Seite  der  Tangente  schneidet,  auf  welcher  F  liegt  oder  auf  der  entgegengesetzten, 
ist  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  denn  bei  der  Ellipse  trifft  die 
Tangente  niemals  die  Verbindungsstrecke  der  Brennpunkte,  bei  der  Hyperbel  aber 
stets;  ist  abor  FQ  parallel  M0F\  so  liegt  der  Brennpunkt  F'  im  Unendlichen  und 
ist  folglich  die  Curve  eino  Parabel.  Um  dies  Criterium  durch  Längonvcrhältnissc 
auszudrücken,  ziehen  wir  FS  parallel  M^F".  Fällt  alsdann  der  Punkt  Q  zwischen 
M0  und  Sy  so  ist  die  Curve  eine  Ellipse,  fällt  Q  mit  S  zusammen,  eine  Parabel 
und  fällt  Q  über  S  hinaus,  eine  Hyperbel.  Dieso  Fälle  finden  statt,  je  nachdem 
M>Q  <  ^ü«,  MUQ  =  M„S  oder  M0Q  >  M0S  ist. 

Nun  ist  nach  der  obigen  Bemerkung  über  die  Projectionen  von  C: 

MVQ  —  M0Ccos*ß, 

oder,  wenn  man  die  vorhin  entwickelte  Gleichung  behufs  Elimination  von  M0C 
zu  Hülfe  rnft 

und  da  aus  dem  gleichschenkligen  Dreieck  M0S  F  folgt: 

M0  S  =  2  r0  c  os  ß , 

so  erhält  man  weiter: 

M„Q 

M„~S  2p, 

und  ist  demnach  das  gesuchte  Criterium:  -— -  -     1,  «1.  h.  v*         -  . 

iff-  >  >  r° 

Wir  wollen  jetzt  die  Coordination  r,  ^  als  Functionen  der  Zeit  suchen,  uns 
dabei  aber  auf  den  Fall  der  elliptischen  Bewegung  beschränken.    Die  zu  diesem 


Digitized  by  Google 


270  Die  Centralbewegung  qp  =  ^  III.  Cap. 


Zwecke  zu  integrirende  Differentialgleichung  erhalten  wir  aus  §.  10. ,  indem  wir 

(fr  


U  +  h  =  £  -f-  \H  setzen,  nämlich: 


Die  Integration  würde  zunächst  r  als  Function  von  t  liefern,  wozu  alsdann  mit 
Hülfe  der  bereits  bekannten  Gleichung  der  Bahn  tp  als  Function  von  /  gesucht 
werden  müsste.  Für  die  bequemere  Handhabung  dieser  Gleichung  ist  es  nicht 
unzweckmässig,  die  ebenfalls  bereits  entwickelten  ßahnelemente  a  uud  f,  nämlich 
die  großse  Halbaxe  und  numerische  Exeentrität  statt  H  und  c  einzuführen.  Wir 
fanden  im  vorigen  §.  für  die  elliptische  Bahn: 

"  =        *(»-- , 

woraus  wir  ziehen 


//  =    -       ,       r»  =  (ta  (1  —  b«) 


Dadurch  wird  zunächst 


rrfr 


Ka*  f*  —  (o  —  rj» 


Statt  hieraus  r  als  Function  von  t  zu  suchen  und  nachher  in  die  Gleichung  der 
Bahn  einzusetzen,  führt  man  lieber  eine  neue  Variabele  u  ein,  die  sogenannte 
excentrische  Anomalie,  stellt  r  und  tf>  als  Functionen  derselben  dar,  sie 
selbst  aber  als  Function  der  Zeit.    Hierdurch  ist  die  vorliegende  Aufgabe  eben- 
falls gelöst.   Beschreiht  man  nämlich  über  der  grossen  Axe  der  Ellipse  als  Durch- 
messer einen  Kreis,  verlängert  die  Ordinate  MP  des 
beweglichen  Punktes  M  bis  zum  Durchschnitt  S  mit 
diesem  und  zieht  den  Radius  CS  des  Kreises,  so 
y       bildet  letzterer  mit  der  Richtung  CF  der  grossen 
Axo  vom  Mittelpunkt  nach  dem  Brennpunkt,  wel- 
cher Centrum  der  Beschleunigung  ist,  den  Winkel 
NC  F,  welcher  die  excentrische  Anomalie  des  Punk- 
tes M  heisst  und  gewöhnlich  mit  u  bezeichnet  wird. 
Im  Gegensätze  dazu  heisst  der  Polar  vinkcl  y,  dessen 
Scheitel  im  Centrum  der  Beschleunigung  liegt,  die  wahre  Anomalie.    Um  nun 
zunächst  r  und     durch  n  darzustellen,  hat  man  aus  der  Polargleichnng  der  Ellipse 
r  -|-  fr  cosrp  =  a  (1  —  t*)  und  da  r  cos  rp  =»  FP  =»  a  cos  v  —  CF^=  n  cos  u  —  a  «  ist, 

r  =  a  (1  —  t  cos  u) 

und  indem  man  diesen  Ausdruck   für  v  in  die  Gleichung  der  Ellipse  einsetzt, 
1  —  f- 

1  —  f  cos  u  «=  .    ,   und  hieraus 

1  +  f  cos  Ij) 

1  -  cos  ,,  =  2«„<  }.  =  (1  -  0  ,  +-  „  — «>>'' 

1  +«.._*-«.  *.-(!  +  . )!■+'"*- 

entwickelt,  durch  Division  dieser  Resultate  in  einander 

,/l  + 
1 

Hiermit  sind  r  und  t/>  tlurch  «  dargestellt.  L'm  nun  aber  m  als  Function  der  Zeit 
zu  erhalten,  müssen  wir  dir  Werth»-  für  r  und  ilr,  nämlich  r  =  n  <\  —  f  cos  u), 
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dr  s—  ae  »in  u  du  in  diu  obig«'  Differentialgleichung  zwischen  r  und  /  einführen 
Diese  Substitution  liefert 

■~  (1  —  f  cos  u)  du 

und  hieraus  erhält  man,  wenn  die  Zeit  von  dem  Momente  an  gezählt  wird,  in 
welchem  der  bewegliehe  Punkt  durch  den  dem  Beschleunigungscentrum  zunächst 
gelegenen  Scheitel  der  Ellipse  (das  Perihel)  hindurchgeht,  so  diiss  also  t  =->  0 
für  u  =  0  ist, 


"t  =«  u  —  r  sin  it 


Aus  dieser  Gleichung  folgt  für  u  =  2w,  In,  6w,  ....«/  =  2«,  4sr,  6ä,  . .  . 

2»        2«  2jt 

so  dass  der  bewegliche  Punkt  zu  1,  2,  3  ...  Umläufen  die  Zeiten      ,2-  ,3- 

n  n  n 

also  zu  jedem  einzelnen  Umlauf  immer  die  nämliche  Zeit  braucht.  Tiezeichnen 
wir  diese  Umlaufszeit  mit  7\  so  ist 

nT  ~  2  tt 

und  indem  wir  für  n  seinen  Werth  einführen,  ergibt,  sich  noch 

d.  h.  die  Beschleunigung  p,  in  der  Einheit  der  Entfernung  vom  Centruin  ist  dem 
Cubus  der  grossen  Halbaze  der  Bahn  direet  und  dem  Quadrate  der  Utnlaufszeit 
umgekehrt  proportional. 

Zu  der  Gleichung  nt  =  u  —  e  sin  u  kann  mnn  aber  auch  auf  folgendem 
Wege  gelangen.  Nach  dem  Flächenprineipe  ist  der  Sector  M  F A  =  \rl ;  anderer- 
seits aber  stehen  die  Ordinatcn  MP,  NP,  sowie  die  Räume  MAP,  N  AP  der 
Ellipse  und  des  Kreises  in  dem  Verhältnis«  b:  n  der  kleinen  und  grossen  Hnlbaxe 
und  da  die  Dreiecke  MFP,  NFP  sich  wie  MP.NP,  also  ebenfalls  wie  b:  o  ver 
halten,  so  stehen  auch  die  Summen  MAP  -f  MFP  und  N AP  -f  NFP  d.  h.  die 
Sectoren  MFA  und  NF A  der  Ellipse  und  des  Kreises  in  demselben  Verhältnisse. 
Nun  ist  aber  NFA  =  SCA  —  NCF  d.  h.  gleich  4ßl«  —  ^at-a  sin  u.  Daher 

wird  MFA  =      •  4  «*  (m  —  f  sin  h)  und  indem  man  diesen  Ausdruck  dem  Aus- 
a  2 

drucke  $ct  gleichsetzt,  kommt 

et  ==  ah  \it  —  c  sin  u) , 

welche  Gleichung  in  die  obige  Form  Ubergeht,  sobald  man  mit  Hülfe  der  Formeln 
n  =  f/  ^  ,  =  an  (1    -  ««) ,        />*  =  a*  (1  —  f«) 

die  Grösse  C-t  eliminirt. 
ab 

Die  Gleichung  nt  «=  u  -  c  sin  u  liefert  m  als  Function  von  /,  wenn  mau  sie 
mit  Hülfe  der  Lagrangcsehen  Umkehrungsformel  behandelt  oder  u  in  eine 
Sinusreihe  an f löst,  worüber  wir  hier  nichts  mittheilen  werden;  für  kleine  Werthe 
der  Ezcentricität  £,  bei  welchen  das  Quadrat  und  die  höheren  Potenzen  keinen 
Einfluss  mehr  über  die  Fehlergrenze  hinaus  üben,  kann  mau  nt  als  Näherungs- 
werth von  m  anwenden.    Indem  man  die  Gleichung  so  schreibt: 

u  =  n  t  -\~  s  sin  u , 

erhält  man,  wenn  man  rechts  unter  dem  Sinuszeichen  für  «  wieder  nt  -4-  s  sin  u 
setzt:  u  =  nt  -f-  *  *»«  (.nt  -\-  *  sin  v)  und  indem  man  abkürzt 

«  =  n(  -f  f  sin  nt. 
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Hierzu  gibt  die  Gleichung  r  =  a  (1  —  f  cos  u)  mit  derselben  Grenze  der  Ge- 
nauigkeit 

r  =  a  (1  —  f  <7>ä  «/). 

Um  unter  derselben  Voraussetzung  auch  ^>  durch  t  auszudrücken,  benutzt  man,  statt 
den  eben  gefundenen  Werth  für  r  in  dio  Gleichung  der  Bahn  einzuführen  nnd 

abzukürzen,  lieber  direct  die  Gleichung  des  FlUchenprincips ,  nämlich  r*  —  =  C, 

welche  wegen  #  —      =  y  auch  unter  der  Form  =  £  geschrieben  werden 

kann  und  vermöge  C*  =  pa  (1  —  e*)  übergeht  in  r'cty  =  Vfia  (1  —  «»)  rf/,  worin 

f  \        £ ^) 

nun  noch  für  r  sein  Werth  zu  setzen  ist.   Nein  erhält  man  für  r  aus  r  =  ~ — 

1  -f-  £  CO*  ^ 

=  «  (1  —  £*)  {l  +  £  co«  1  bis  zu  Gliedern  der  Ordnung  von  ?*  genau: 

r  —  a  (l  —  s  cos  tp)  und  hiermit  ebenso  r2  =  a*  (1  —  2  f  co«       und  folglich 

weiter:  (l  —  2  s  cot  tf>)  tttp  =  j/^dt  =  nt.    Die  Integration  dieser  Gleichung 

liefert,  wegen  t  =  0  für  tf>  =  0 :  n/  =  ^  —  2  £  «in  V,  oder  ^>  =  n*  +  2  £  «tu  ^, 
mithin  nach  derselben  Methode,  wie  oben 

ip  =  nl  -f-  2  f  «in  nf. 

15 eschreibt  man  um  F  mit  der  Einheit  als  Radius  einen  Kreis  und  lässt  auf 
ihm  einen  /Funkt  sich  gleichförmig  mit  der  Geschwindigkeit  n  bewegen,  so  ist 
if>  =  nt  die  Gleichung  seiner  Bewegung.  Der  Radiusvector,  welcher  nach  ihm 
hinführt,  bildet  mit  dem  Radiusvector  der  elliptischen  Bewegung  den  Winkel 
2c  sin  nt.  Mau  nennt  denselben  die  Mittelpunktsgleichung  der  elliptischen 
Bewegung.  Während  der  Punkt  der  elliptischen  Bewegung  die  erste  Hälfte  soiner 
Bahn  beschreibt,  ist  dieser  Winkel  positiv,  also  ist  der  Radiusvector  der  ellip- 
tischen Bewegung  dem  Radiusvector  der  gleich  förmigen  Bewegung  voraus,  in  der 
zweiten  Hälfto  der  Bahn  ist  es  umgekehrt,    nl  heisst  die  mittlere  Anomalie. 

Die  Gesetze  der  Pianotenbewegung  sind  von  Kepler  entdeckt  worden;  sie 
sind  die  drei  folgenden  und  beziehen  sich  auf  einen  bestimmten  Punkt,  den 
Schwerpunkt  der  Planeten.  • 

1.  Die  Planetenbahnen  sind  obeno  Curven  und  die  Radicnvecto- 
ren  dorsclbcn  vom  Mittelpunkte  der  Sonne  als  Pol  ausgehend,  be- 
schreiben Sectoren,  welche  der  Zeit  proportional  sind. 

2.  Dio  Planetenbahnen  sind  Ellipsen  und  haben  den  Sonnen- 
mittclpunkt  zu  einem  ihrer  Brennpunkte. 

3.  Die  Quadrate  der  Umlaufszeiten  der  Planeten  sind  den  Gu- 
ben der  grossen  Halbaxen  ihrer  Bahnen  proportional. 

Kepler  fand  diese  Sätzo  durch  lange,  mit  der  grössten  Ausdauer  fortgesetzte 
und  mit  wunderbarem  Scharfsinn  unter  einander  verglichene  Beobachtungen;  wir 
können  heutzutage  kaum  mehr  ermessen,  welche  gewaltige  Entdeckung  es  war,  aus 
den  scheinbar  so  verwickelten  Bahnen  der  Himmelskörper  die  Linien  heraus  zu 
lescu,  auf  deren  Erforschung  das  Alterthum  allen  Fleiss  vorwandt  hatte,  ohne 
nur  im  Entferntesten  die  Bedeutung  zu  ahnen,  welche  sie  für  die  Mechanik  des 
Himmels  erlangen  sollten.  Newton  hat  aus  den  Kepler'schen  Gesetzen  die  Fol- 
gerungen gezogen,  welche  die  Basis  der  ganzen  Astronomie,  der  Physik  und  der 
Mechanik  geworden  sind.  Das  erste  Kepler 'sehe  Gesetz  spricht  das  Flächenprincip 
aus  und  es  folgt  ans  ihm,  dass  die  Beschleunigung  des  Planeten  nach  dem  Mittel- 
punkte der  Sonne  gerichtet  ist.  Aus  dem  zweiten  Gesetze  ergibt  sich,  dass  die 
Beschleunigung  dem  Quadrate  dos  Ahstandes  vom  Sonncnmittclpunkto  umgekehrt 
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proportional  sein  muss.  Diese  Folgerung  wurde  bereits  in  dem  2.  Beispiele  des 
Cap.  I,  §.  3  gezogen,  kann  aber  auch  auf  folgende  Weise  erhalten  werden.  Wir 
haben  oben  für  die  Beschleunigung  der  Centraibewegung  die  Formel  gegeben 


t)  1  1  £ 

ist  nun  r  =      -   --        oder      =       4-      cos  9  die  Gleichung  einer  Planeten- 
1  +  f  cos  &  r        P  P 

bahn,  bezogen  auf  den  Sonnenmittelpunkt  als  Pol  und  die  grosse  Axe  als  Polaraxe, 

d  ■  -  d1- 

so  wird     -    =  —       sin  d ,  —  —   -  cu*  mithin 

dir  p  p 

c* 

•  *~pr* 

Ans  diesen  beiden  ersten  Gesetzen  ergibt  sich  also  die  vollkommene  Ueberein- 
Stimmung  der  Planetenbewegung  mit  der  in  den  vorigen  §§.  entwickelten  ellip- 
tischen Bewegung.    Das  dritte  Gesetz  in  bestimmte  Form  gefnsst,  sagt,  dasa 

T*       7\*       tf  ~"  "  " 

sei,  wenn  2a,  2a,,  2at,  .  .  .  die  grossen  Axen  der  Bahnen  verschiedener  Planeten, 

o« 

7\  2T| •         •  •  •  aber  ihre  Umlaufszeiten  sind,  d.  h.  dass  für  alle  Planeten  — 

constant  sei.  Nun  war  bei  der  elliptischen  Bewegung  die  Beschleunigung  u  in 
der  Einheit  der  Entfernung  vom  Centrum 

daher  sagt  das  dritte  Kepler'sche  Gesetz,  dass  für  alle  Planeten  die  Beschleu- 
nigung in  der  Einheit  der  Entfernung  gleich  sei,  so  dass  also,  wenn  sie  sämmt- 
lich  in  den  Abstand  gleich  Eins  vom  Sonnenmittelpunkte  gebracht  werden  konn- 
ten, sie  auf  dieselbe  Weise  beschleunigt  würden.  In  «ler  Theorie  der  Kräfte  wird 
erläutert  werden,  dass  der  Grund  der  Beschleunigung  in  der  Anziehung  der  Massen 
gesucht  wird.  Dort  wird  der  hier  besproohene  Satz  die  Bedeutung  gewinnen,  dass 
die  Sonne  die  Masseneiuheit  der  verschiedenen  Planeten  auf  dieselbe  Weise  an- 
zieht und  also  kein  spezifischer  Unterschied  der  Anziehung  nach  Massgabe  der 
Substanz  existirt,  ans  welcher  der  Planet  gebildet  ist. 

Newton  hat  die  Kepler'schen  Gesetze  auch  auf  die  Bewegung  der  Cometen 
um  die  Sonne  und  der  Trabanten  um  die  Hauptplaneten  ausgedehnt  und  indem 
er  stufenweise  seine  Betrachtungen  verallgemeinerte,  gelangte  er  dazu,  zum 
erstenmale  die  Idee  der  allgemeinen  Gravitation  zu  fassen  und  den  Satz  auszu- 
sprechen, dass  zwischen  allen  materiellen  Körpern  eine  Wechselwirkung  bestehe, 
dass  sie  einander  anziehen  im  directen  Verhaltnisse  ihrer  Massen  und  umgekehrten 
Verbältnisse  des  Quadrates  der  Entfernung.  Wird  diese  Auffassung  zu  Grunde 
gelegt,  so  genügen  unsere  bisherigen  Untersuchungen  nicht  mehr,  um  die  Planeten 
bewegung  vollständig  zu  erklären.  Denn  erstens  ist  das  ganze  Problem  alsdann 
ein  Problem  der  relativen  und  nicht  mehr  der  absoluten  Bewegung,  so  dass  die 
Kepler'schen  Bahnen  also  nur  die  relativen  Bahnen  sind  und  zweitens  ist  die  in 
unseren  Untersuchungen  vorkommende  Grösse  p  von  den  suinmtlichen  Körpern 
abhängig,  welche  einen  Planeten  beschleunigen.  Wir  werden  daher  Weiteres  auf 
die  Capitel  über  die  relative  Beschleunigung  und  die  Theorie  der  Attractionskräfte 
versparen  müssen. 

Seh  dt,  Theorie  d.  IUw.  u.  d.  K.ftlle.  18 
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§.  13.  Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  Jacob  Fachen  Princip  des 
letzten  Multiplicators,  werden  uns  aber  wegen  des  grossen  Um- 
fanges  dieses  Gegenstandes  auf  eine. kurze  Darstellung  der  Grundzüge 
desselben  beschränken  müssen.  Das  Princip  lautet:  „Wenn  ein 
System  von  Differentialgleichungen  soweit  integrirt  ist, 
dass  man  alle  Integrale  desselben,  bis  auf  eines,  kennt,  so 
kann  das  letzte  fehlende  Integral  gefunden  werden,  indem 
mau  den  Multiplicator  oder  integrirenden  Factor  der  letz- 
ten, noch  zu  integrirenden  Gleichung  in  allen  Fällen  an- 
zugeben im  Stande  ist. 

Bei  Entwicklung  dieses  Princips  setzen  wir  voraus,  dass  die  Diffe- 
rentialgleichungen nach  dem  höchsten  der  in  ihnen  vorkommenden  Diffe- 
rentiahiuoticuten  aufgelöst  sind  und  reduciren  das  System  derselben  auf 
die  erste  Ordnung,  indem  wir  die  Differentialquotienten  der  niederen 
Ordnungen  als  neue  Variabel e  einführen.  Hiernach  würde  das  System 
der  Bcwegungsgleichungen 

dt*  ~~     '  dP  '    dtl  ~l 

zu  ersetzen  sein  durch  das  gleichbedeutende: 

.      dx       „  dx'  „ 

dt  dt 

dy        ..      dy  „ 

'■>=--«,    '■<-,<,  "=-1 

p 

„      dz'  ., 
z  =  ,       z  ~  ,       z  =  Z 
dt  dt 

oder  auch  durch  die  Proportion : 

dt :  dx  :  dx  :  dy  :  dy  :  dz  :  dz'  —  1  :  .r'  :  .V  :  y  :  Y :  z  \  Z. 

Für  die  allgemeine  Untersuchung  wollen  wir  die  Variabelen  des  Systems 
mit  x,  ,rt,  x.2,  ar3,  .  .  .  x„}  bezeichnen  und  dasselbe  unter  der  Form 

dx{  dx.,  dx,  dxn 

dx  dx  =  A^        '  dx  dx=A" 

oder»,  was  auf  dasselbe  hinauskommt  ,  unter  der  Form 

dx  :  dxt  :  dx., :  :  dx„  ~-  1  :  .V,  :  A"2  •  :  X„ 

voraussetzen,  welche  durch  Kinführung  eines  beliebigen  Factors  X  auf 
der  rechten  Seite  auch  so  dargestellt  werden  kann: 

dx  :  dxx  :  dx.,  :  •  •  •  •  :  dx„  =  X :  Xl  :  X.,:  •  •  •  •  :  X„ , 
wobei  die  jetzigen  Grössen  X{ ,  X., ,  X,,  .  .  .  X„  soviel  sind  als  die  frü- 
heren gleichnamigen  Grössen  multiplicirt  mit  X. 

Wir    beginnen    mit    der   speziellen    Betrachtung   einer  einzigen 
Differentialgleichung,  um  von  da  aus  durch  Erweiterung  zum  System 
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von  2,  3,  ...  n  Gleichungen  successivo  aufzusteigen.  Sind,  wie  allge- 
mein üblich,  a*,  y  die  Variabelen,  A',  Y  Functionen  derselben,  so  sei 
die  Gleichung  unter  der  Form 

dx  :  dy  =  X  :  Y 
gegeben,  welche  soviel  bedeutet,  als 

Xdy  —  Ydx  =  0 . 
Ist  nun  F  =■  Const.  das  Integral  dieser  Gleichung,  nach  der  Constanten 
aufgelöst  gedacht,  so  liefert  die  Differentiation  desselben  die  Gleichung 

<Fj    .  <Ft 

^  dy  +  .   dx  =  0, 

cy  dx 

welche  mit  Xdy  —  Ydx  =  0  identisch  sein  muss,  sich  von  ihr  also  nur 
durch  einen  Factor  JU  unterscheiden  kann,  für  welchen  die  Bedingungen 

dF  dF 
MX=  .   ,    —  MY=  ^ 

dy  dx 

bestehen  müssen,  welcher  daher  der  partiellen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung 

d(MX)       d(MY)  = 
ix     ^  cy 

genügen  muss.  Dieser  Multiplicator  M  macht  den  Ausdruck  Xdy  —  Ydx 
unmittelbar  zu  einem  vollständigen  Differentiale   MXdy  —  M Ydx  = 

dF  dF 

r~dy  -j-  ,^dx  und  mithin  die  vorgelegte  Differentialgleichung  integrabel. 

Er  heisst  bekanntlich  der  integrireude  Factor  derselben  und  ward  bereits 
von  Euler  gefunden. 

Es  seien  jetzt  zwei  Gleichungen  gegeben  durch  die  Proportion 

dx  :  dy  :  dz  =  X :  Y :  Z 

und  seien  f  =  «,  q>  =  ß  ihre  beiden  Integrale,  nach  den  Constanten 
aufgelöst.    Die  Differentiation  derselben  führt  zu  den  Gleichungen: 

df  df  rf 

aus  welchen  man  für  die  Vcrlmltnisse  der  Differentialien       dyt  dz  findet: 

dx  :  dy  :  dz  =  A  :  B  :  C , 
wenn  A,  B,  C  die  Bedeutung  haben: 


A  = 


<f 

<r 

'dtp 

dz 

(  z 

dx 

dtp 

i  tp 

dtp 

dz 

dz 

CX 

c  = 


dx 
dg) 
Jx 


<ll 
dy  •  • 

dy 

18* 
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Da  diese  Proportion  mit  der  gegebenen  identisch  sein  muss,  so  gibt  es 
uothwendig  einen  Multiplicator  M  von  der  Beschaffenheit,  dass 

MX  =  A,  M Y  —  B,  MZ=C 
wird.    Zwischen  den  Grössen  Ay  B,  C  besteht  aber,  wie  die  unmittel- 
bare Differentiation  nach  x}  y,  z  zeigt,  die  Relation: 

cA   ,   dB   ,  cC 

—  +  ■     +       =  °- 

dx       cy  cz 

Der  Multiplicator  muss  daher  der  partiellen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  geniigen: 

c(MX)       d  {M  Y)       d(MZ)  _ 
dx     *    ~dy  " dz  " 

Während  nun  bei  dem  vorigen  Falle  mit  Hülfe  des  Multiplicators  das 
Integral  der  vorgelegten  Differentialgleichung  sich  ergab,  ist  es  hier  im 
Falle  des  Systems  zweier  Differentialgleichungen  nicht  unmittelbar  mög- 
lich, durch  denselben  ein  Integral  zu  erhalten ;  vielmehr  liefert  er  durch 
Multiplication  mit  den  Grössen  .V,  F,  Z  nur  die  Werthe  von  A,  B,  C, 
nämlich 

A  -  MX  -  ^  ^        dz  , 

B  ^  yy  =  <f  <  <?  „    '/  '> 

dz  dx       dx  dz  ' 

c  ^  mZ  ^  '/     ._  *r  *y 

dx  cy        cy  cx 

und  erst  mit  ihrer  Hülfe  gelangt  man  zu  einem  der  beiden  Integrale, 
z.  13.  zu  /  =  «,  wenn  das  andere  <p  =  ß  bereits  bekannt  ist. 

Führt  man  nämlich  an  die  Stelle  einer  der  Variabelen,  z.  B.  r,  die 
neue  Varibele  <p  eiu,  so  wird  f  eine  Function  von  x,  y,  <p  und  wenn  die 

Differentiationen  von  f  nach  diesen  Variabelen  durch  ,  »  Q~) 

bezeichnet  werden,  so  wird 


'df__  (<_f\  ,  (  <  f  \  <>  ff  /<A  ,  /  '  A  <<T  <  /\  / "c f  \  <<p 
dx       \dxj       \t'(p/  cx  '   cy       \cy  '       \c<p )  cy  '  <  z       Kiep)  cz 


cf 

dx 

und  hiermit  werden 


A  -  Key)  cz'  \cx)  dz'       -  \cx)  cy 


if\  dtp 
y)  cx 


woraus  man  erhält 

dep 


A  ü  f\  _  :  B 

<p  '  \cxJ  dtp 

CZ  (Z 

und  da  das  Differential  von  f,  als  Function  von  x,  y,  <p  dargestellt, 
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nämlich  df  =  (^Q'te  +  ^Qdy  +  (J£)<*<P  Bich  vermöge  des  bereits 
bekannten  Integrales  <p  =  ß  in  Folge  von  dep  =  0  auf 

^  •(;>+(> 

zusammenzieht,  so  wird  dasselbe  nach  Substitution  der  eben  dargestell- 
ten beiden  Differentialquotieuten  mit  Rücksicht  auf  A  =  J/A*,  #  =  MY 
übergehen  in 

df  =  ^-  (A'tfy  -  JTfar) 
und  also  die  Gleichung 

dz 

das  gesuchte  zweite  Integral  der  beiden  Differentialgleichungen  dar- 
stellen, sobald  A',  I'  mit  Hülfe  von  <p  —  ß  durch  x  und  y  allein  dar- 

M 

gestellt  sind.    Man  sieht,  dass  also  der  integrirende  Factor  der 

Gleichung  A'rfy  —  Ydx  =  0  ist.    Daher  also  der  Satz: 

Wenn  tp  =  ß  ein  Integral  des  Systems  zweier  Differen- 
tialgleichungen dx  :  dy  :  dz  =  X :  Y:  Z  ist  und  die  Grösse  Jl/  der 

partiellen  Differentialgleichung  -A- — -   ~~—  +    \  ■  --  =  0 

d.r  dy  dz 

M 

genügt,  so  ist  ^   der  Integrirende  Factor  der  Differential- 

dt 

gleichung  Xdy  —  Ydx  =  0,  wenn  aus  A",  F,  ;V  die  Variabele  c 
mit  Hülfe  dos  Integrales  <p  =  ß  climinirt  wird. 

Man  kann  zwei  Fälle  bezeichnen,  in  welchen  man  den  Multiplicator 
M  leicht  angeben  kann.  Bringt  man  nämlich  die  partielle  Differential- 
gleichung, welcher  er  genügen  mnss,  auf  die  Form 

rM.rM       JM       {( X      r  Y  dZ\ 

so  sieht  man,  dass  M  =  tonst.  —  1  genügt,  wenn  f-  \-  ^  -  ==  0 

ist.  Der  integrirende  Factor  der  Gleichung  Xdy  —  Ydx  =  0  ist  in  die- 
sem Falle     *   .    Gibt  man  andererseits  dieser  Gleichung  die  Form: 

dz 


Digitized  by  Google 


278  Trincij»  des  letzten  Multiplicators.  III.  Cap. 

i  r(M     v  f  m     z  <  v\      i  / dx  <z\  = 

M  \dx  ^  X  ,y  +  .V  dx)       A*  W  + 

welche  mit  Hülfe  des  gegebenen  Systems  der  zwei  Differentialglcichun- 

,    V       du      Z       dz  r  M  ,    IM  dt/       ?M  dz  dM 

gen ,  nämlich      =  -~~  ,       —  — -  wegen   \-  -    T"  +        T~  —  , 

A        </a     A        da  f'x        cy  dx       cz  dx  dx 

.    d'lM   ,     1    (cX  .    (  Y      (Z\  , 

übergeht  in  —  1-  — -  I  r  ^  —  I  =  0,  so  erkennt  man,  dass, 

°  </a         A   \(x       <y  cz/ 

wenn  —  ^-rf-  +     -  -j-  — -  J  der  vollständige  Diffcrentialqiioticut  nach  .r 

von  einer  Function  |  ist,  der  Multiplicator  M  ■  -—  6"-      »  wird. 

Als  Beispiel  für  den  ersten  dieser  beiden  Fälle  dient  die  Integra 

d7t/ 

tion  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung     '.,  =  f(x,  y)  [s.  Cap.  II, 

(IX" 

§.  1],  welche  identisch  ist  mit  dem  Systeme  der  beiden  Gleichungen 
dt  dt ' 

erster  Ordnung  —  =  »/',        =/'Lr,  //)  oder  also  auch  mit  der  Propor- 
dx  dx 

tion  dx  :  dy  :  dy'  =  1  :  y  :  f  (a,  y).    Hier  ist  A"  =  1,  V  =  y\  Z  =  f  f.r,  y) 

und  die  Bedingung  \-  \-  ~  =  0  erfüllt.    Kennt  man  also  ein 

(x      cy  dz 

Integral  <p  (a-,  y,  y')  =  ß  dieses  Systems,  so  ist    ,.(      der  integrireude 

«7/ 

Factor  der  Gleichung  dy  —  y  dx  =  0,  nachdem  y  mit  Hülfe  von 
<P  (♦*",  y»  !/')  =  ß  eliminirt  ist. 

§.  11.  Es  sei  jetzt  gegeben  das  System  von  n  Differentialgleichun- 
gen :  dx  :  </a,  :  (Ar,  dx„  =  X  :  A",  :  X.,  :  :  A„  mit  den  n  -\-  l 

Variabelen  a,  a, ,  a.2,  •  •  •  x„  und  seien  fx  =-=  er,,  f2  =  a.,,  fH :  —  «n 

die  n  Integrale  desselben,  aufgelöst  nach  den  n  willkürlichen  Constan- 
ten «.,,  •  •  •  •  cr„.  Dio  Differentiation  derselben  liefert  das  Glcichungs- 
system  : 

•  ■  •  • 

r-  dx  -f  -  -       j_       dx.2  -f  h  /   </.r„  =  0 

ca*  ra,     1   1  ex.,  cc, 

und  aus  diesem  erhält  man  die  Proportion 

dx  :  dx{  :  dx., :  :  rfa„  =  A  :  At  :  A2 :  :  A„  , 

worin  die  Grössen  ./  der  Reihe  nach  die  Wertho  der  Determinanten 
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—     -     .  • 

..  ?A 

»fx 

Vi 

gr, .. 

dx{  dx.. 

dx„ 

dx.,  fJX.. 

(X 

dx. 

df, 

ffi 

dxx  dx. 

dx» 

f.V.y  ()X3 

• 

(X 

(X 

• 

■  ~-   *  • 
rixl 

■  • 

■ 

df»  *fn 

• 
• 

df»  df» 

*  • 

df, 

•  • 

» 

r'f* 

dfn 

1 

dxx  dx.. 

dxt  dx.j 

dx 

dx 

dxx 

•  •  -  _   

dx»  _  ! 

besitzen,  wenn  man  dieselben  für  eine  gerade  Anzahl  der  ;/  -f-  1  Varia- 
bein aufeinanderfolgend  mit  abwechselnden,  bei  einer  ungeraden  Anzahl 
derselben  aber  mit  demselben  Zeichen  nimmt. 


Daher  besteht  weiter  die  Proportion 

A:  A{-.  A.,  An  =  .V :  Jf,  :  X2  :  :  .!'„ 

und  folglich  gibt  es  einen  Factor  M  von  der  Beschaffenheit,  dass 

A  =  M  A  ,    Al       iVA', ,    ^  =  iJ/X, ,  •  •  •  •  A»  =  M  X» 
wird.    Nun  kann  gezeigt  werden,  dass  die  Grössen  A  der  Gleichung 


c  A0 


dx       cxt  cx., 


+ 


+ s  -  • 


unterworfen  sind;  ist  dies  erwiesen,  so  besteht  für  den  Multiplicator  M 
die  partielle  Differentialgleichung  erster  Orduung: 

d{MX)       d{MXx)       d'MX,)  d(MX„)  _ 

cx,  dx,     ^ dx»         U ' 


dx  <.c,  -*2 

Der  Beweis  hierfür  ergibt  sich,  wenn  man  bedenkt,  dass  A,  Ax ,  A, , 
Unterdeterminanten  sind  von  der  Determinante 


A» 


df 

Y 

df 

dx 

r.'f, 

dx2 

cx» 

<fx 

Y, 

/Vx 

dx  , 

dx. 

dx» 

% 

df. 

dfi 

(X 

m 

•  • 

dx.. 

♦ 

ifn 

dfn 

df. 

?fn 

f. X 

dxx 

r:x2 

dx 

worin  die  Function  f  willkürlich  wählbar  ist.  Ordnet  man  R  nach  den 
Elementen  der  ersten  Reihe,  nämlich  nach  den  Derivirten  dieser  Func- 
tion, so  erhält  man  nach  einem  bekannten  Satze  über  die  Bildung  der 
Determinanten: 


n 


,  Y   ,     ,    Y    ,    A  rf 


dx 


dx 


df 
dx» 
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Diffcrentiirt  man  diese  Gleichung  nach  denselben  Derivirten  partiell, 
so  erhält  man 

.       rR  cR  dR  cR  dR 

Da  nun  in  ^  keine  Differentiationen  nach  x%  in  ^,  keine  nach  .r, ,  ••• 
in        keine  nach  x„  vorkommen,  so  können  in 


nicht  zweite  Differentialquotienten  von   der  Form    -C' ,   sondern  nur 

solche,  wie  ^  ^  vorkommen,  wo  i  und  k  verschiedene  Indices  sind. 
Daher  hat  der  vorstehende  Ausdruck  die  Form 

.    +  ~  4-  •  •  •  4-        =  • 

^  ?X,fXk' 

Um  die  hierin  vorkommeuden  Coefficienten  f\'\  entwickeln  zu  können, 
stellen  wir  die  Determinanten  Ait  Ak  nach  den  Derivirten  der  Functionen 
A»  A  *  '  '  /*»»  reßP-  genommen  nach  a;*  und  .r,  geordnet  dar,  nämlich: 

&r*  d*k  <Kvk  <f'  dxM 

?Ak  if         dAk  df,  ?Ak    ?f<  .    öAk  df„ 

r.r,  0  a.r, 

Hieraus  erhalten  wir  die  beiden  mit  multiplicirten  Glieder, 'das  eine 

aus  nämlich : 

r.r, 


rfs 
dxk 


^      Pf,  ÖX,f)Xk 


und  das  andre  aus  ^—  : 

dxk 


dAk  c*fs 


..     r/  CXi^Xk 

Die  Coefficienten  beider  geben  zusammen  F]'\,  nämlich:  v 

r*r*  P-t-i      rxk  dxk  r'.r, 

Diese  Summe  ist  aber  Null,  weil  in  jeder  Determinante 
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R  =  Z  -\-  aM«„-.  •   ••«*«  die  Grössen  r,  r —  und       -  entzogen- 

gesetzt  gleich  sind.  (Vgl.  Baltzer,  Theorie  und  Anwendung  der  Deter- 
minanten.  2.  Aufl.   S.  21.) 

Um  jetzt  die  Bedeutung  des  Multiplicators  M  fiir  die  Integration 
unseres  Systems  von  Differentialgleichungen  zu  zeigen,  müssen  wir  dem- 
selben zunächst  eine  etwas  passendere  Form  geben.  Hierzu  dient  ein 
Satz  über  die  Differentiation  einer  Determinante.  Sind  nämlich  sämmt- 
liche  Elemente  der  Determinante 

■ 

«,   ft,  •  •  •  •  p{ 

R  =      a2    K  '  '  '  *  P2 

•  * 

von  ein  und  derselben  Grösse  x  abhängig,  so  ist  zunächst 

dR  _  g  /dR  da,-       dRdbi  cR  dp\ 

dx  \dtti  dx        dbidx  dpidx)' 

Nun  kann  man  aber  folgende  n  Systeme  von  Gleichungen  bilden  mit 

x\,  «r2'.  '  *  *  x»'\  *ri">  xi'\  "  *  '  x»"\  '  "  '  •  xi"\  x2n)  "  '  '  a'8  Un- 

bekannten: 


a\  x\'  +  b\  xi  + 
a.,  x{  -f-  h.,  x.,'  -f- 

«„.r,'       bHx2'  -f- 


•    »    •  • 


+  P\  Xn 
"f  PiXn 
+   Pn  Xlt' 


u«2 


<hx\   ~h  H~  " ' '  *  ~f~  P>x»' 

»          *  . 

.          .  . 
■ 

"Ii  ''I                 I  ' 


dx 
da^ 
dx 
(la„ 
dx 

dbi 

dx 
db2 
dx 
dK 
dx 


dx 
dpj 
dx 
dp„ 

■«.< ,  -  -p  v*  '2" ""  ~r  —  -r  /'«--v  -  =  ^~ 

und  aus  ihnen  erhält  man  durch  Auflösung  nach  den  Unbekannten  für 
die  Werthe  von        x2'\  .r3'",  .  .  . 

_     ,       dR  dat        dR  da.,   .  ,    dR  da,,       _  £Ä  rf« 

/» .V  |    =7TT  -4—    — -  — J—  ....  — J—    .  .     —  s  1 

?«,  </.r        ?a2  rf.«  dar  da,  do- 


rt,       -f  bxxj*  -f 

v 

•  *  .  *  * 

■ 

•  ♦ 


+  PnXn{H)  = 
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RrS-Z**«*,  Rx"'  =  £™dCit  W)  =  Z™dpi 

1  hbi  dx         J  c  t'i  dx  dpi  dx 

und  indem  man  die  Summe  aller  dieser  Gleichungen  bildet: 

(■>-.'  +  •<  +  •>'/"  +••••+  ■>•»'•") 

oder,  indem  man  mit  R  dividirt: 

=       +  <  +  *3'"  +••••  +  ^">. 

Nelnnen  wir  nun,  wie  zu  Anfang  dieses  §.  an,  das  Gleichungssystcm 

<Ar  :  dxt  :  dx.z :  . . .  .  :  dx„  =  A* :  -V,  :  .V:, :  :  A'„ ,  welches  wir  auch  so 

schreiben  können: 

</.r«,       A*,      f/a\,       A'2  rf.r„  A'„ 

r/.r  ~~  V  '   "dx       A'  '  d  v  ~~  A' 

sei  integiirt  und  die  «  Integrale  auf  die  Form  j  2  =  /*,  (.»•,  «, ,  er.,,  •••  «„), 

x.,  =  /"2  (.r,  er, ,  «2,  .  .  .  «„)  r„  =  /'„  (a-,  «, ,        .  .  .  «„)  gebracht, 

so  werden  durch  diese  Werthc  von  .r,,  x2,  .  ..  a-„  und  ihre  Differential- 
quotienten die  Gleichungen  des  Systems  identisch  erfüllt  für  jedes  .r 
und  jeden  Werth  von  er,,  «2,  ....  a„.  Differentiirt  man  sie  daher 
nach  den  «,  so  erhält  man  n  Systeme  von  Gleichungen  der  Form 

r<a  A  f^f,  A  (,r.,  A  r.r„ 

_  =»  -  -       -  — 4—  — J-    ....  — J—  •  , 

dx  r.r,  tu k         (x2  <'c<k  r  x„  <ruk 

nämlich : 

d  •  -  -  d  •  1 

f?.r,      A'  ,    ?.r2  _  A' 

a . A '         a  • A| 
*r,  _v      ,v,    A'  ,  .... 

r«2   ^.ri         ta2  ^a?,. 


A         ?.r2  A' 


dx{  dal  dx2 

d  ■ A)        3  • A) 

rar,      A  <\r2  A 

cXi      A     ,  ra\,      -4     .  . 

 ._    ■  j  i.  —  Z  .~   ■  I        •   •  •   •  I. 

r.r,  c«„  t'a\, 

u.  s.  w. 


r'cr, 

r.r„ 

dx 

?.r„ 

r«2 

c u2 

dx 

• 

<1 . A 1 

A- 

dx. 
d-  1 

^«/, 

ra„ 

dx 

?  V 

«  A> 

d  • Är' 

r«2 

r1«, 

^.r„ 

'•^ 

<«2 

dx 

ra« 

„  A? 

r«„ 

dx 
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r*«,    r.r,     '     d«{  vx.. 


dx 


+ 


A' 


.  A'„ 

rVr,   f.r,  £«2  £.»*., 

:    ^   A„  ^  A„ 

r.i'i  .V  ,  £.r,  X  . 
da„    (-.»-,         tf«„  d.r.. 


+ 


dxH 

•  - 

d«t 

dx 

r.r„ 

i' 

- » » 
.1 

C.l  „ 

ra2 

r.r„ 

dx 

d 

d,r„ 

€((„ 

dx 

Dies  Gleiehuiigssystcm  hat  die  Form  des  vorigen  und  zwar  sind 


dxx  dxx 

,,,cr  aT,'  „,/ 


dx, 


dx2 


aber  hier 

X         X  X        X  X 

dxx  '    dx2  '  c'.r,,  '    dxx  '  ftr2 

Daher  ergibt  sich  der  Satzj 


^2  ,  ... 

6„ ;  ....     ,  />2 

....  ;>« 

dx.. 

_  -  •  . . 

(  «„ ' 

.....( |        «c<2     »  • 

...  .rj"> 

dÄ- 

~    A  n 

X 

r-  X 

•  — — —  • 

dxn  ' 

•  •  •  •     —  —         •  •  •  • 

dAl  d-Ä'! 
dlR  =    1  x 

dx  cxl  cx2 


XH 
X 


3 


?  Xy  dX., 

cal  dax 

dx.  dx~ 


■•    „  =  a«, 

cx„  : 


6«, 

da* 


d'xj  dx. 
dctn  da» 


dXn 

.... 


Führt  man  die  Differentiationen  aus,  so  geht  die  rechte  Seite  dieser 
Gleichung  über  in 

1  (cXx       dX,  dX„\        1  /    dX  dX  dX\ 

X  W,+  dx.i  +  --+dxn)  ~  xA^  dx^  ^dx,  +  "•  +  Jr-^' 

wobei  man  dem  Subtrahenden  mit  Hülfe  der  gegebenen  Gleichungen 


die  Form 


X 

1  fr  X  dx 


Xx  _  d.r 


X, 


dx  1  X 
dX  dx. 


dXy 
dx  ' 


A-„ 
X 


dX„ 

dx 


X  \dxx  dx        f  x.2  dx  1  dx„  dx 

geben  kann,  wodurch  die  Gleichung  übergeht  in 


dx  dxN\  ,    i  (dx  dx\ 


X  \dx       dx  J 


<i-nm    L/dx   dxt   _  dxn\ 

dx  X  \(x   '    cxx  ^        ^  cxj 
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In  allen  Fällen  also,  in  welchen  die  rechte  Seite  ein  vollständiger 
Differentialausdruck  nach  x  ist  (eine  Constante  und  insbesondere  Null 
mit  inbegriffen),  kann  .man  R  durch  eine  Quadratur  finden. 

Vergleicht  man  die  vorliegende  Gleichung  mit  der  oben  für  den 
MultipUcator  M  entwickelten ,  nämlich  mit 

i(MX)      ?(*JL)+  ...  _0 
rx  cXr,  fJxn 

welche  man  durch  Ausführung  der  Differentiationen  und  Division  mit  MX 
auf  die  Form 

1  fi)M       X\vM       X2dM  XmcM\ 
M  V  <  x       X  dxx       X  rx.,  H  A'  rxj 

1  /cX       ^       dX7  +  ....   ,  = 

.i.'t       tfa\     A\,  rAr., 
oder  wegen  ^  =        ,   —*=--,....  auch  anf  die  Form 
X        ax      X  ax 

dj.M     i  (dx     ?xx     vx*  dx\ 

dx         X  \vx  ^  r.r,  ~h  Ix.,  ~h  rxj 
bringen  kann,  so  folgt,  dass  /.V  =  Const.  —  —  /(AT?),  d.  h. 

Const. 

ist.  Dies  ist  die  Form 'des  Multiplicators,  unter  welcher  seine  Bedeu- 
tung für  die  Integration  des  Systems  unserer  Differentialgleichungen 
leicht  erkannt  wird.  Nehmen  wir  an,  von  don  n  Integralgleichungen 
des  Systems  dx  :  dxl  :  dx2  :  .  .  .  .  :  dx„  —  X :  Xi  :  A*5 :  .  .  .  .  :  XM  seien  »i  —  1 
bereits  gefunden,  nämlich 

.r.,  =  <p2  (x ,  x{ ,  a2 ,  «3 ,  .  .  .  .  cr„) , 
.r3  —  tp3  (a:,  .r, ,  er.,,  er.,,  ....  cr„); 

.r„  =  q>„  (.r,  .r,,  rr2,  c.,,  «„). 

Dagegen  bleibe  noch  die  einzige  Differentialgleichung  dxi  :  dx  —  A',  :  -V 
oder  AW.r,  —  Xtdx  =  0  zu  integriren  übrig  und  sei  a*,  =  cp,  {x,  er,,  «,,  .  .v  orw) 
das  gesuchte  Integral  derselben.  Die  Functionen  cp  haben  dieselbe  Be- 
deutung, wie  die  früheren  f  und  gehen  auch  der  Form  nach  in  dieso  über, 
sobald  x{  =  9?,  (x,  er,,  tr2,  ...  cr„)  in  sie  eingesetzt  wird.  Differentiirt 
man  behufs  der  Bildung  von  R  die  bekannten  Integralgleichungen  nach 
den  willkürlichen  Constanten  und  bezeichnet  die  Differentiationen  von 
.r2,  xv  ....  .r„,  insofern  diese  Grössen  als  Functionen  von  .r,  .r,,  c?2,  «3  . . . .  »„ 
auftreten,  durch  Klammern,  so  ist 

=  ('.•'  •)  +  ('•'')  ?"  und  (  '••'••')  =  ('•'••)  _....  =  ('•'-")  _  0. 
Demnach  erhält  man  zunächst 
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cx. 


\dxy 


( ^A _i_ ( t?a:A ( ui  f i  ( *f  A 5^  f (XA _t_ (l^A 
( <xA  i  (<yj\  ,  f^A  2-rt .  .       ,  / <^A 

V  £a2/      V^x,/  £a2    V £«2/  '  W,/  d«2        V £a2/  '  W,/  da., 

( ^-J]  J_  /  <^A       ■      ( dX*\    !    f ggA  2f\  ( ?*n\    |    ( <x\  dXj 

•  »  • 

\caj'f'\dxjtä 


( ^  A  4-  f '?*A  ™'i     f '  r  A  _1_  A'*3 
multiplicirt  man  aber  die  Elemente  der  ersten  Colonne  successiv  mit 

O'^2)'  (#lr~)  Un<^  su^tra^'rt  8>e  von  den  Elementen  der  fol- 

genden Colonnen,  so  erhält  man  einfacher 

r'x,     /  t'x.,\     { cxA 

\ra2/  Ve?«2/ 
f^A     feA  . 


R  = 


dar, 
r'a2 
r.r, 


(") 
\  ra3/ 

'  ('A  (>)  ••••  ('*") 

„     \('a„/     \dcc„/  \öun/ 


dx 
ia 

oder  da  die  Elemente  der  ersten  Reihe  sjimratlich  bis  auf  das  Anfangs- 
element verschwinden 


\  c«2/ 

('••'") 

V  <■«.,/  V  <«2/        V  ca.J 

/'cx.,\  /  dxA  /  <x„\ 

0=     \<al)   \c«'J  ""  \caj 

t       :  :  : 

(^•A  f^'A  ....  ( (:r»)  : 

In  allen  Fällen  nun,  in  welchen  der  Ansdruck 


wenn 


1  nX  <XX 
X  \dx  ^~  rx{  "h 
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ein  vollständiger  Differentialquotient  nach  x  ist,  kann  R  vormöge  der 
oben  entwickelten  Gleichung  von  vornherein  bestimmt  werden  und  da  Q 
durch  die  n  —  1  bekannten  Integrale  gefunden  wird,  so  liefert  die  vor- 

vx  n 

liegende  Gleichung      1  =  -    und  damit  den  iutegrirenden  Factor  der 

noch  übrigen  Differentialgleichung  Xdxx  —  Xxdx  =  0,  worin  X,  Xx  Func- 
tionen von  x,  a*,  sind.  Ist  nämlich  F  (x,  .r,)  =  er,  das  Integral  dieser 
Differentialgleichung,  aug  welchem  .r,  =  <px  (.r,  «, ,  ct.2  ....  a„)  folgen 
würde,  so  macht  die  Rucksubstitution  dieses  Ausdruckes  für  xx  dieselbe 
identisch  und   wenn   man   sie   also   nach   er,    difterentiirt,    so  kommt 

'  b  f'a '  =  1.   Da  aber  aus  der  Gleichung  R  =  ' f  1  •  Q  folgt  (XA  —  R  fi0 

( F  O 

erhält   man   weiter   ^    ~  *8t   nun    jV  ^cr   integrirendc  Factor 

von   Xdxx  —  Xxdx  —  0,   so  inuss   derselbe  den  Bedingungen  ge- 

cF  ( F 

nügen:   A'A'  =  — —  ,  —  NX.  =  .     .    Aus  der  ersten  von  diesen  folgt 
r.r,  r.v 

1  PF  O 

A  =  —  .     =    ?    =  jV(>,  wobei  die  willkürliche  Constantc  der  Glei- 
A  ca-,  A/f 

Co/i  ^/ 

chung  .)/  =       D"  gleich  Eins  gesetzt  ist.   Man  eihält  daher  den  Satz: 
A  Ii 

Sind  von  dem  Systeme  der  n  Differentialgleichungen 
zwischen  »4-1  Variabelen 

d*V  l  d\V  ^  !  ^/»i*2  •  •  •  •  •  t  diVßt  ~ 11  ■ '   -\  I  -\  j  I  .A  o  •  •  *  •  •  t  *\  M 

n  —  1  Integrale  bekannt,  vermöge  welcher  .r., ,  a3 ,  ....  a*„  als 
Functionen  von  x,  ar,  und  den  «  —  1  Integrationsconstanten 
«2,  «3  ....  ff  „  durch  die  Gleichungen  a\>  —  q?,,  (.r,  a*, ,  cr.M  ....  «„), 

a*3  —  (•*'>  a'n  a2»  •  •  •  •  **»)>  •  •  •  •  x»  =  (•*'>  *'n  ^-.m  •  •  •  •  c")  dar- 
gestellt werden  können,  so  ist  der  integrirendc  Factor  AT 
der  noch  übrigen  Differentialgleichung 

A*  dxx  —  Xdx  =  0 

durch  die  Gleichung 

zu  finden,  wo  jV  der  partiellen  Differentialgleichung 

r-MX   ,    <MX.  .  i)-.VXH 

+      ..-  +  ••••+        .      =  0 
( «*  f  a  j  /  a  n 

genügt  und  0  (He  Determinante  Z  ±  (J^)  (^)--'  ('^") 
bedeutet. 

Die  Determinante  ()  ist  verschiedener  Darstellungen  fähig.  Man 
erhält  für  sie  sehr  einfach: 


V  = 


(  a2   da./         tun  ' 
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In  derselben  Weise  nämlich,  wie  wir  die  Determinante  R  als  das  Pro- 

dukt  von       1  und  Q  darstellten,  kann  man  Q  selbst  als  das  Produkt 

dx. 

von   r'J*  und  eine  Determinante  niedrigerer  Ordnung  crlialten.  Setzt 

man  diesen  Scliluss  fort,  so  ergibt  sich  die  erwähnte  Form  des  Produk- 
tes für  Q.    Die  Deteiminanto  R  ist  demnach 

dxx  rx.,  dx^  fx„ 

R  — 


ca.2    ^cr3  da„ 

Um  für  0  eine  andere  Form  zu  entwickeln,  wollen  wir  eine  Eigen- 
schaft des  Multiplicators  M  heranziehen.  Es  wurde  oben  gezeigt,  dass 
M  der  partiellen  Differentialgleichung 

m         cM  ,       r'M       fdX      r.r,  ^\ 

<x  ^     '^.r,  ^        ^    "  <;.r„  ^  W  ^  dxt  ^        ^  cxj  M 

genügen  muss.  Da  diese  Gleichung  verschiedene  Lösungen  hat,  so  sei 
N  eine  andere  derselben,  so  dass  auch 

x  -  +  xt     n  +  a„     -f  ( ■  -  -f    1  n  h  -   )  jv  =  o 

ist.    Multiplicirt  man  nun  diese  letztere  Gleichung  mit  Jy,  die  vorige 
iV 

mit       und  subtrahirt  beide  von  einander,  so  erlangt  man  in  den  ein- 

N 

zelnen  Gliedern  des  Resultates  die  Differentialquotienten  von  ,  so  dass 
dieselbe  geschrieben  werden  kann: 

,  ,       N  . 
Es  ist  daher  —  eine  Lösung  der  Gleichung 

xt'+x>!i,  +  --+x>£-°- 

Die  allgemeine  Lösung  dieser  Gleichung  setzt  sich  aber  aus  n  von  einander 

unabhängigen  Lösungen      /*2J  /"„  zusammen  und  ist     (/n  A>>  /'»)• 

Daher  wird 

Ar  =  M.F{f„  f,  ....  A), 
oder  wenn   man   mit  J)/0  einen  bestimmten  Werth   des  Multiplicators, 

mit  M  aber  den  allgemeinen  und  mit  ^  die  Function  F  (/, ,  /*2  .  . . .  /*„) 

bezeichnet,  welche  mit  J/w  multiplicirt  3/  gibt,  so  ist 
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Die  früher  entwickelten  Bedingungen 

MX  =  A,   MX\  =  A{  .  .  .  MXH  =  AH 
nehmen  daher  jetzt  die  Gestalt  an 

Mnx  =  AIS,   M()Xi  =  A^,  . . .  nruxM  =  AH1S. 

Die  n  Lösungen  der  partiellen  Differentialgleichung  x  cx  "h  '  ' '  —  0» 

Constanten  gleichgesetzt,  sind  nun  aber  bekanntlich  zugleich  die  Integrale 
des  Systems 

dx  :  dxx  :  dx,  dx„  =  X  :  Xx  :  X2  X„ . 

Diese  letzteren  werden  also: 

f\  =         fi  =  ui>  /**  =  «« 

und  wenn  von  ihnen  n  —  1  z.  B.  /"2,  /".,,  ....  /"„  bekannt  sind,  eins 
aber,  fx ,  noch  zu  linden  übrig  bleibt,  so  kann  mit  Hülfe  des  Multipli- 
cators der  integrirende  Factor  der  letzten,  noch  zu  integrirenden  Glei- 
chung des  Systems  gefunden  werden.    Nun  war  die  Determinante  A 

A  =  S+        &  V'- 

-    cxx  <x,  <x„ 

und  wenn  wir  sie  nach  den  Differeutialquotienten  von  /*,  ordnen 

A  -  cxx  ■       +  ^2  ^  +  -'  +  ^/">W°  ^-^+(x2^3 rx„  ■ 

Durch  Vertauschung  zweier  Indices  der  Functionen  f  in  A,  wodurch  die 
Determinante  verschwindet,  erhält  man  aber  hierzu  das  System: 


-dx\B>  +  ex,  *«  +       +  jXnB 


r'.r,  <.<\,    '  cx 


Führt  man  nun  statt  .r2,  j3  ....  x„  die  Grössen  f,,  fs  ....  f„  als  neue 
Vaiiabele  ein,  so  dass  =  <P  (x,  xx ,  /*.,,  f.s....  fn)  wird  und  bezeich- 
net durch  Klammern  die  unter  dieser  Voraussetzung  auszuführenden 
Differentiationen,  so  dass 


(X 


xx        \cxy/  ^  \cf,J  r  .r,  ^  V  r/3  /  i  .«•,  ^  ^  V«/,,/  <  .«■,  x 

\<fj  ex,.  ^  \efj  cx.,  ^       ^  \ffj  <>x, 

^    ,    <<A\  .....  (^MfA 

\  <  f  j  cx„  ^  \erJ      ^        ^  \rf„J  ex. 


<4  = 

cx.. 
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wird,1*  so  liefert  die  Bildung  von  A  mit  Rücksicht  auf  das  vorstehende 
Gleichungssystem  einfach  : 

und  wenn  man  dies  in  M^X  —  AIS  einführt: 


Nnn  ist  aber  das  Integral  der  noch  übrig  bleibenden  Differential- 
gleichung 

Xdxx  —  Xidx  =  0, 

aus  welcher  man  durch  die  n  —  1  bekannten  Integrale  /*3  =  «.„ 
/*.,  =  cr3>  .  .  .  .  /'„  =  un  die  Grössen  .r2,  xs  ....  .r„  eliminirt  hat.  Es 
muss  diese  Gleichung  daher  durch  den  integrirenden  Factor  in  dfx  =  0 
oder  in 

übergehen.    Daher  muss       ( ot'er  a^so  vermöge  M^X  =  ^•2?-5T 

M9 


der  inlegrircnde  Factor  sein.  Derselbe  war  aber  nach  dem  Früheren  MQ, 
mithin  ist 


*•  'i+"<  *  

"  r.r.,   rx^  (]x„ 
welches  die  gewünschte  weitere  Form  für  O  ist. 

§.  15.    Das  .System  der  Bewegungsgleichungen  eines  Punktes  war 
nun  dt  :  dx  :  dx'  :  dy  :  dy  :  dz  :  dz'  =  1  :  x'  :  X :  y  :  Y :  z  :  Z.    Die  Gleichung 
für  die  Bestimmung  des  Multiplicators  «V  ist  daher,  indem  /,  ,t,  x\  y,  y\  r,  z 
resp.  mit  x,  ar„  .r2,  .rn,  ...  x6]  1,  .r',  X,  y',  F,      Z  resp.  mit  X,  Xly  X2  ...  X0 
zu  identificiren  sind, 

dlM       hX    ,    <)Y  ,Z 
dt     +  tx    +  ry'  +  rr'"  ~~  ' 

und  wenn  A',  F,  Z  also  nicht  von  den  Componenten  der  Geschwindig- 
keit x\  y\  z  abhängen,  so  wird 

d  •  /  M 

'      =z  0,  d.  h.  M  =  Cotist. 
dt  ■ 

Enthalten  Xy  J",  Z  die  Zeit  nicht,  so  vedneirt  sich  das  Gleichungssystem 
der  Bewegung  auf  die  nächst  niedrigere  Ordnung 

dx  :  dx' :  dy  :  dy  :  dz  :  dz'  =  x  :  X :  y  :  Y :  z  :  Z 

Si'liell,  Theorie  il.  Ücw.  u.  il.  Kr.ifle.  l'J 


Digitized  by  Google 


290  Princip  des  letzten  Multiplicators.  III.  Cap. 

und  uachdem  man  dasselbe  iutegrirt  und  alles  durch  eine  Variabele,  z.  B. 
.r  dargestellt  hat,  erhält  man  die  Zeit  durch  die  Gleichung 

dl :  dx  =  1  :  x' 

d.  h.  es  wird 

■  -/'' +  ■■ 

also  mit  Hülfe  einer  blossen  Quadratur  gefunden. 

§.  10.    Als  Beispiel  für  die  Bestimmung  des  Multiplicators  führen 

ux 

wir  die  Newton  sehe  Centraibewegung  an.  Für  sie  ist  -V  —  —  ^  , 
Y  =  —  ^  und  das  Gleichungssystem  also: 

da-  :  dx'  :  dy  :  dy'  =  x  :  —  ^  :  y  :  —  ^  • 

Zwei  Integrale  liefern  die  Principe  der  Flächen  und  der  lebendigen 
Kraft  und  wenn  diese  fx  =  0  sind,  wo  fx ,  /\  von  xt  y,  x\  y 

abhängen,  so  wird  der  letzte  Multiplicator  für  die  noch  übrige  zu  in- 
tegrirende  Gleichung 

vn  M 

MQ  =  —  .  • 

</l  </•»  _  t'/\  <fl 

().c    öy  f>y  ex' 

d.  h.  wenn  in  ihm  und  der  noch  übrigen  Gleichung  x'dy  —  y'dx  =  0 
x'  und  y  durch  x  und  y  mit  Hülfe  von  /",  =  a,  f2  =  ß  ausgedrückt 
werden,  so  ist  er  der  integrirende  Factor  dieser  Gleichung. 

Es  ist  aber  nach  dem  vorigen  §.  M  =  Consl.  ein  specieller  Werth 
des  Multiplicators,  daher  kann  man  als  allgemeinen  Multiplicator  wählen 

1   

'Y,  //,       <l\  <f  i  ' 

dx     iy  cy  cx 

indem  man  Consl.  =  1  annimmt.    Nun  ist  aber  nach  §.  12,  S.  207: 

f\  =  W  +  V"1)  ~  *  =«,    f,  =  xy  -       =  ß, 
wenn  wir  für     seinen  Werth  x'2      y'2  einsetzen.    Hierdurch  ergibt  sich 

\  —  x ,       ;  ==  —  «:       ,-  =  y,       ;  =  x  und  es  wird  daher 

f.c  c.r  ty  ry 

der  Multiplicator 


und  der  Ausdruck 


1 

.rar'  -|-  yy' 


x'dy  —  y'dx 

xx'  +  yy 

ein  vollständiges  Differential.   Dass  letzteres  wirklich  der  Fall  ist,  ergibt 


Digitized  by  Google 


III.  Cap.  Princip  des  leUteu  MnltipUcators.  291 

sich  folgendermassen.  Wir  schreiben  die  Gleichungen,  welche  die  Prin- 

u, 

cipe  der  lebendigen  Kraft  und  der  Flächen  liefern,  indem  wir  ^  -f  a  =  A 
setzen,  so: 

x2  -f  y'2  =  2A,    xy  —  x'y  =  ß. 

Um  aus  ihnen  x\  y'  zu  entnehmen,  ersetzen  wir  die  erste  durch  eine 
andere,  welche  in  Bezug  auf  diese  Grössen  lineär  ist,  wie  die  zweite. 
Dies  gelingt,  wenn  man  bedenkt,  dass  allgemein,  was  immer  x,  y,  x\  y 
sein  mögen: 

Cr'»  +  y1)  {**  +  r)  =  (**  +  yy?  +  (**  -  xy)*. 

Setzt  man  hierin  für  x'2  -j-  y'2  and  xy —  x'y  ihre  Werthe  2  A  und  /3,  so  folgt 

2Ar2  =  (xx  -f  yy')2  +  02 
und  erhält  man  also  jetzt  die  beiden  lmeären  Gleichungen 

yy'-f  „'=  ^2Är2  —  ß2 
xy'  —  yx  =  ß, 
um  aus  ihnen  .r'  und  y  darzustellen.    Sie  liefern 

r2y'  =  ßx  -f  y  j/  'iTr2  -^jtf2 

rV  =  —  0y  -f  x  j/2Ar2  —  02. 

Stellen  wir  jetzt  den  Ausdruck,  welcher  ein  vollständiges  Differential 
sein  soll,  durch  x  und  y  allein  dar.  Man  erhält  durch  Division  der  Glei- 
chungen für  ry  und  rx  mit  r2  (yy'  -|-  xx*)  =  r2  }  2  Ar2  —  /32 


x.r'+yy'       r2/2Ar2—/J2  r2 

^  _  ßy   ,  x 

xx  -\-  yy.  '         r1  y'iXr-  —  02  ',2 

und  hiermit 

x'dy  —  y'dx  ß  (x  dx  -\-  yrf.y)    ,    xdy  —  ydx 

xx  +  yy'    ~~  ~  r^^Ar2  —  ~ß2  "r*~ 

Da  aber  a-cte  -f-  y  dy  =  rdr  ist,  so  wird,  wenn  wir  zugleich  für  A  seinen 
Werth  restituiren: 

x'dy  —  y'dx  .        _    ß  dr    .    xdy  —  ydx 

"xV^w*"  j/2ur2  +"2p-  —  ß2  '  V  r2 

Beide  Theile  dieses  Ausdrucks  sind  vollständige  Differentialien ,  mithin 
er  selbst.  Der  erste  ist  es,  weil  er  blos  r  enthält,  der  zweite  aber  ist 
soviel  als 

'  (-)  '    "  (-) 

=  —  -/»  v  =  d  Arc"J  tJ  • 


1 

'      \  X  / 

19' 
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Die  in  den  vier  letzten  §§.  gegebene  Darstellung  der  Theorie  des 
letzten  Multiplicators  schliesst  sich  aufs  Engste  an  die  Darstellung 
Ja cobi' 8  selbst  an,  deren  er  sich  insbesondere  in  seinen  Vorlesun- 
gen über  Dynamik  (herausgegeben  von  Clebsch,  Berlin  18G6)  be- 
diente. 

§.  17.  Das  bereits  §.  3  erwähnte  Princip  der  kleinsten  Wir- 
kung, zu  dessen  Entwickelung  wir  jetzt  übergehen,  unterscheidet  sich 
von  den  bisher  aufgestellten  Principen  dadurch,  dass  es  nicht  ein  Inte- 
gral der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  liefert,  dass  sein  Werth 
vielmehr  darin  besteht,  dass  es  eine  Function  angibt,  welche,  wenn  diese 
Differentialgleichungen  erfüllt  sind,  für  die  Bahn  des  Punktes  ein  Mini- 
mum wird  und  dass  man  aus  ihm  die  Differentialgleichungen  der  Bewe- 
gung erhalten  kann.  Eine  etwas  unklare  Auffassung  des  wahren  Ge- 
haltes dieses  Prineipes  bei  Euler  und  weit  mehr  noch  bei  Maupertuis 
haben  demselben  den  Namen  verschafft,  den  es  führt.  Man  glaubte 
nämlich,  dieser  Satz  sei  identisch  damit,  dass  die  Natur  ihre  Wirkungen 
mit  dem  kleinstmöglichen  Aufwände  von  Kraft  oder  Beschleunigung  zu 
erreichen  suche.  Abgesehen  von  der  in  dieser  Ansicht  enthaltenen 
unhaltbaren  Teleologie  beging  man  dabei  das  Versehen,  das  Produkt 
tute  aus  der  Geschwindigkeit  und  dem  Wegelemente  als  den  Aufwand 
an  Arbeit  anzusehen. 

Es  handelt  sich  bei  dem  Princip  der  kleinsten  Wirkung  um  das 
Integral 

V  = j  rds, 

ausgedehnt  über  eine  im  Allgemeinen  beliebige  Strecke  der  Bahn  des 
beweglichen  Punktes  zwischen   zwei  festen  Grenzpunkten.    Setzt  man 

hierin  v  =  ~- ,  so  erhält  man 

Wenn  nun  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  für  die  Bewegung  des 
Punktes  gilt,  also 

±vl  =  V  -\-  h  oder  also  (j^Y  ===  -  iu  +  Ä) 
ist  und  man  climinirt  aus  dem  Integrale  die  Zeit,  indem  man  den  Werth 

1  /     -  {  I'  ~f-  Ä) 

dl  ds 
in  dasselbe  einführt,  so  ist 

r 

r  =  1 1  2  (ü"+  h)  •  ds 

ein  Minimum,  d.  h.  es  ist  dies  Integral  längs  der  wirklich  beschriebenen 
Bahn  kleiner  als  längs  jedes  andern  zwischen  denselben  Grenzpunkten 


Digitized  by  Go 


III.  Cup.  Princip  der  kleinsten  Wirkung.  293 

möglichen,  jener  unendlich  nahen  und  mit  den  sonstigen  Bedingnngen 
des  Problems  vereinbaren  Weges. 

In  dieser  präcisen,  aller  metaphysischen  Speculation  entkleideten 
Form  unter  bestimmter  Angabe  der  wesentlichen  Bedingung,  dass  die 
Zeit  mit  Hülfe  des  Principes  der  lebendigen  Kraft  vorher  eliminirt  ist, 
wurde  der  Satz  zuerst  von  Jacobi  ausgesprochen  (Vorlesungen  über 
Dynamik,  S.  45).  Der  Beweis  desselben  zerfällt  in  zwei  Theile.  Zu- 
nächst ist  zu  zeigen,  dass  das 'Integral  die  gemeinsame  Bedingung  des 
Minimums  und  Maximums  erfüllt,  nämlich  dass  die  unendlich  kleine 
Aenderung,  welche  dasselbe  erleiden  würde,  wenn  an  die  Stelle  der 
wirklichen  Bahn  irgend  eine  andere  von  ihr  unendlich  wenig  abweichende 
Bahn  tritt,  verschwindet;  sodann  aber  weiter,  dass  ein  Maximum  dessel- 
ben überhaupt  nicht  stattfinden  kann. 

Wenn  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  integrirt  sind,  so 
sind  die  Coordinaten  ar,  yy  z  des  beweglichen  Punktes  als  Functionen 
der  Zeit  bekannt  und  wenn  man  daher  zwischen  ihnen  die  Zeit  elimi- 
nirt, so  erscheinen  zwei  derselben  «ls  Functionen  der  dritten,  so  z.  B. 
y  und  z  als  Functionen  von  x.  Man  kann  daher  in  V  alles  durch  eine 
Coordinate,  z.  B.  durch  x  ausdrücken. 

Man  erhält  dadurch,  wenn  a,  ß  die  Werthe  von  x  sind,  welche 
dem  Anfangs-  und  Endpunkte  des  Weges  entsprechen,  über  welchen 
das  Integral  erstreckt  wird : 

r  ...    r/o 

V=-Jy2{U+  A).ä-«/a-, 

oder,  indem  mau 

ds 
<U 

einsetzt,  worin  y,  c  die  Bedeutung  von  - -- ,    —  haben: 

,*  

y=JV  Hv  HM)  •  /  1  + "y*  +  ~'2  •  ^» 

er 

sowie  endlich,  wenn  man  zur  Abkürzung 

2  (U  +  h)  =  ./ ,      1  +  y'2  +  z  l  =  Ii,      l  A  •  y  li  =  P 
setzt:  ji 

V  =  f  Pdx . 
Es  ist  nun  zunächst  zu  erweisen,  dass 

6  V  =  d  f  Pdx  =  0 

u 

ist.    Das  Zeichen  ö  bezieht  sich  hierbei  auf  die  unendlich  kleine  Aen- 
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dcrung,  welche  V  erleidet,  wenn  bei  denselben  Werthen  der  unabhängigen 
Variabein  x  an  die  Stelle  der  Functionen  y,  zt  y\  z',  von  xy  welche  für 
die  wirkliche  Bahn  gelten,  beliebige  andere  von  ihnen  unendlich  wenig 
abweichende  Functionen  von  x  treten,  welche  einer  unmittelbar  nächst- 
anliegenden Bahn  zukommen.  Es  erleidet  hierbei  also  x  keine  Ver- 
änderung, ebenso  auch  nicht  die  Grenzen  or,  ß,  da  der  Anfangs-  und 
Endpunkt  als  fest  angenommen  worden  sind.    Man  hat  daher 

/  ' 

d  V  =  /  öP  •  dx , 

oder  da  P  von  y,  z,  y,  z'  abhängt  und  in  Folge  dessen 

ÖP  =     -dy  -f     -dz  -f  4-  r  ,6z 

dy  (z        1    dy  t>z 

ist:  , 

I  (?P  t  P  dP  iP  \ 

«i 

Um  dies  Integral  zweckmässig  umzugestalten,  bemerken  wir,  dass 
die  Bestandtheile,  welche  mit  dy\  dz  multiplicirt  sind,  mit  Hülfe  der 
partiellen  Integration  folgendermassen  sich  darstellen.    Es  ist 

fl 


dx 


oder,  weil  dy  an  den  Grenzen  «,  ß  verschwindet 

fl  fl 


;  dydx*) 


*)  Der  Satz 


dx  <f.v 

oder  kürzer,  weil  dx  keine  Aenderung  erlcidot: 

ödy  —  dSy, 

von  welchem  wir  bei  dieser  Entwickelung  Gebrauch  machten,  erweist  sieh  leicht 
in  folgender  Art.  Es  sei  (Fig.  105.)  AMM'lt  die  Protection  der  wirklichen  Bahn 
auf  die  avy-Ebone,  Apfi'ß  die  irgend  einer  Nachbarcurve  derselben  und  PM=  y, 
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P  ? 

dx  =  — 


29;> 


Durch  Einführung  dieser  Werthe  in  den  Ausdruck  für  A  V  erholten 
wir  jetzt 


6V 


dx 


zw 


Nun  ist  aber  vermöge  der  abgekürzten  Bezeichnungen 

P  =  j/a  •  /B,      ^  =  2(HA),.   B  =  1  +  y">  +  z'2 


und  folglich 


?y 


dü 

ty 


vP 


<y  =V  b"j 


dP  dy 
f!tj  dx 

Weiter  aber  hat  man  nun 


V  A  cy 


dx 


und  hiermit  wird 


dx    ^  V  A\dy  dl1)' 
sowie  auf  ganz  ähnliche  Weise 

öP 

dP  dz  -j/B  rsu  dh\ 
dz         dx    ~  V    A  \<z  dt1)' 


also  Pti  —  y  +  Sy.  Für  eine  nncndlichkleine  Aenderung  des  x,  nämlich  PP'=  dx 
wird  man  dann  einerseits  haben: 

/V  -  P'Af'+  M'a  =  (y  +  </!/)  +  i(y  +  <ty),  F'S'/105' 
andererseits  aber  auch 

=  Pft  +  rf  •  ^  —  (y  +  fy)  -f-  d  (j/  +  /,  &f  ! 

Da  nun  allgomein  die  Aenderung  einor  Summe  gleich     si  < 
der  Summe  der  Aenderungen  der  einzelnen  Summanden 

sein  mu88,  so  ergibt  sich  durch  Vergleichung  beider  Aus-  1  I 

drücke  P  P' 

.'/  +  'ty  +       +  ^i/  ="  2/  +  ^  +  ^  +  dS!/y 
8dy  =  dSy. 


d.  Ii. 
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Substituirt  man  diese  Werthe  in  den  zuletzt  gegebenen  Ausdruck  für  <5  V, 
so  nimmt  er  die  Gestalt  an 


dU       d1y\  .         (cü       d!z\A  \ 


(  '  U    '(  V 

Es   sind   aber  bierin     ,    ,         die    Componcntcn    der  Beschleunigung 

parallel  den  Axen  der  y  und  r  vermöge  der  Bedeutung  der  Kräfte- 
funetion  und  also 

tt*y  <'V       0    dh        iU  = 

dl*  <y  dl-  (>z 

folglich  <5r=o. 

Hiermit  ist  der  erste  Tbeil  des  Beweises  geführt,  es  bandelt  sieb 
jetzt  darum,  zu  zeigen,  dass  ein  Maximum  nicht  stattfinden  kann.  Zu 
dem  Ende  wollen  wir  dureb  den  Anfangs-  und  den  Endpunkt  des  Bogcn- 
elemcntcs  ds  die  Niveauflachen  legen,  welcbe  den  Wertben  der  Kräfte- 
funetion  U  in  diesen  Punkten  entsprechen.  Zwischen  diesen  beiden 
Flächen  lassen  sich  auf  unzählige  Arten  ausser  dem  Bogenelemente  ds  der 
wirklich  von  dem  beweglichen,  Punkte  beschriebenen  Bahn  andere  Bogen- 
elemente ziehen,  welche  mit  ds  verglichen,  beliebige  Grösse  haben  können. 
Bezieht  man  also  das  Integral  V  einmal  auf  die  wirkliche  Bahn,  das  andere- 
mal  auf  irgend  eine  andere,  so  siebt  man,  dass  in  beiden  Fällen  der 
Factor  v  des  Elementes  vds  derselbe  ist,  weil  v  für  alle  Punkte  der 
durch  den  Anfangspunkt  von  ds  gelegten  Niveaufläche  dasselbe  bleibt, 
während  die  ds  verschieden  sind  und  man  dem  ds  der  zweiten  Curve 
eine  beliebige  Grösse  geben,  also  es  jedenfalls  grösser  als  das  der  ersten 
Curve  annehmen  kann.  Diese  Betrachtung  gilt  für  alle  Elemente  des  Inte- 
grales Y\  mithin  für  dieses  selbst.  Es  kann  also  V  für  andere  benachbarte 
Curven  als  die  wirkliche  Bahn  grösser  gemacht  werden  als  der  Werth  von  V, 
für  diese,  mithin  ist  ein  Maximum  nicht  möglich.  Dass  ein  wirkliches  Mini- 
mum nun  wirklich  eintritt,  kann  hieraus  noch  nicht  gefolgert  werden,  denn 
dieses  setzt  voraus,  dass  für  alle  Nachbareurven  V  grösser  wird  und  es 
ist  wohl  denkbar,  dass  der  Fall  eintreten  könnte,  dass  es  für  gewisse 
Curven  grösser,  für  andere  kleiner  ausfallen  könnte,  als  wie  für  die 
wirkliche  Bahn  und  dann  würde  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum 
eintreten  können.  In  der  That  hat  Jacobi  auch  gezeigt,  dass  in  ge- 
wissen Fällen  V  nur  innerhalb  eines  gewissen  Bereichs  die  Eigenschaft 
des  Minimums  zukommt,  über  denselben  hinaus  sie  aber  verliert.  So  z.  B., 
wenn  der  Punkt  bei  constauter  Geschwindigkeit  eine  kürzeste  Linie 
auf  einer  Fläche  beschreibt.  Wenn  nämlich  alle  von  dem  Anfangspunkte 
auf  der  Fläche  nach  den  verschiedenen  Richtungen  auslaufenden  kürze- 
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sten  Linien  eine  Enveloppo  biltlen,  so  besteht  die  Eigenschaft  des  Mini- 
mums von  V  und  von  jenem  Anfangspunkte  bis  zu  dem  Berührungs- 
punkte seiner  Bahn  mit  der  Enveloppo.  (Vgl.  Jacob i,  Vorlesungen 
über  Dynamik,  S.  Hl.) 

Es  wurde  oben  angegeben ,  dass  man  mit  Hülfe  des  Principes  der 
lebendigen  Kraft  aus  dem  Integrale  V  die  Zeit  zu  eliminiren  habe. 
Dies  hindert  jedoch  nicht,  dieselbe  als  die  Grund variabele  anzusehen, 
von  welcher  die  Coordinaten  dos  beweglichen  Punktes  abhängen,  sie. 
darf  nur  nicht  explicit  in  v  und  ds  auftreten;  vielmehr  ist  die  Wahl 
der  Grundvariabein  an  sich  willkürlich  bei  jeder  Curve  und  ist  es  an 
sich  gleichgültig,  ob  x  oder  y  oder  z  oder  /  oder  irgend  eine  andere 
Grösse  hierzu  gewählt  wird.  Behält  man  /  bei,  so  kann  man  den  ersten 
Theil  des  Boweises  etwas  abkürzen ,  wie  folgt. 

Man  hat  zunächst 

öt'  =  jd  (vds)  =j(öv  ds  -f-  v  •  äds) . 

Nuu  trausformiren  wir  jeden  der  Bestandteile  dv  •  ds  und  v  •  öds.  Für 
den  ersten  derselben  erhalten  wir  mit  Hülfe  der  Gleichung  ds  =  vdf: 

öv  ds  =  dt  •  6  =  dt  •  <J  (U  +  /)  =  dt  •  dU, 

*•  h-  dp-ds  =  dt{xöx  +  YStj  +  ZAz}, 

da  An        <ü  3U.  rU, 

*U  =  <*       +  *¥*»  +  -öz  ÖZ 


und 


A  "  cx  '     1        cy  '     1  -  cz 


ist.    Vermöge  der  Bewegungsgleichungen 

d\v        r  U       dh/       <  V       dh  dU 
dl-         ex  '     dl1        cy  '     dt-  cz 

geht  aber  der  Ausdruck  dv  •  ds  über  in 

'"■,is  =  *(?**  +     +  B6:)- 

Was  die  andere  Parthie  des  Elementes  von  <J \\  nämlich  v  •  öds  betrifft, 
so  erhält  man  aus 

ds*  =        +  tfy*  -I- 

indem  man  Aendcrungen  6  nimmt: 

ds  •  öds  =  rfx  •  <J«Ja:  +  </y  •  6Vy  -{-  </z  •  ddz, 

oder  wegen  <5rf.r  =  d-Ax,  Sdy  =  •  dy,  örfc  =  d-dz,  wenn  man  zu- 
gleich mit  rf/  dividirt: 

p  •  öVs  =  d*  döx  -f  -^frffy  +  d(it<lSz- 

Addirt  man  jetzt  beide  Bestandteile  öt>  ■  ds  und  r  ■  öds,  so  kommt 


Digitized  by  Google 


29« 


Metbode  des  Imaginären. 


III.  Cap. 


'<-> = "<o + 1  «<> + s  *) + er- + >> + >-) • 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  aber  das  Differential  von 


daher  wird 


\d(         1    dl   J    *    dt  ./ 


und  folglich,  indem  mau  diesen  Ausdruck  vom  Anfangspunkte  des  Bo- 
gens bis  zu  dessen  Endpunkte  integrirt 

=  (>  +  >  +  **)  =  ». 

weil  die  Grenzpunktc  fest  sind,  also  für  sie  öx  ±=  ötj  =  öz  ~=  0  sind. 

§.  18.  Wir  haben  bereits  mehrfach  Veranlassung  gehabt,  darauf 
hinzudeuten,  dass  die  Theorie  des  Imaginären  und  seine  geometrische 
Bedeutung  von  grossem  Nutzen  für  die  Mechanik  sein  könne;  wir 
wollen  jetzt  zeigen,  welchen  Gebrauch  man  von  ihr  machen  kann,  wenn 
es  sich  um  die  Behandlung  eines  Bewegungsproblems  handelt.  Um  hier- 
bei sorgfältig  zu  Werke  zu  gehen,  beginnen  wir  mit  der  Darstellung 
der  Punkte  durch  complexe  Grössen. 

Da  eine  Strecke,  welche  vom  Coordinatenursprung  aus  im  positiven 
Sinne  der  a?-Axe  mit  dem  Coefficienten  -\-  1  behaftet  in  die  Rechnung 
eingeführt  wird  und  da  dieser  Coefficient  sich  in  —  1  verwandelt,  sobald 
^  jw  dieselbe  Strecke  auf  der  .r-Axe  im  negativen 

/  Sinne  aufgetragen  wird,  so  liegt  die  Frage  nahe, 

X;     ..•        mit  welchem  Coefficienten  eine  unter  dem  Wiu- 
Ä  kcl  %  gegen  die  positive  a-Axe  geneigte  Strecke 

_  -  •''>! —  -  -  behaftet  werden  müsse,  damit  sie  nicht  nur  nach 
—et  *  u 

Grösse,  sondern  auch  nach  Richtung  bestimmt 
sei.  Es  sei  a  (Fig.  106.)  die  absolute  Länge  dieser  Strecke,  z  aber  be- 
zeichne sie  nach  Grösse  und  Richtung;  dann  muss  also 

z  =  /"({>)  •  a 

sein,  indem  der  fragliche  Coefficient  offenbar  nur  von  0  abhängen  kann. 
Um  f(&)  zu  bestimmen,  bemerken  wir,  dass  wenn  &  sich  um  h  ändert, 
der  Ausdruck  z  gleichfalls  ein  anderer,  etwa  z  wird,  sodass 

z' ■  =  /*(«•  -f  A)  •  a. 
Zu  derselben  Strecke  z  gelangen  wir  aber  auch,  indem  wir  von  z  aus- 
gehen und  diese«  durch  Multiplication  mit  dem  Coefficientrn  f  (Ii)  in  z 
überführen.    Denn  es  ist  f(&)  überhaupt  die  Function,  durch  Multipli- 
cation mit  welcher  eino  Strecke  aus  einer  ersten  Lage  in  eine  zweite 
sich  dreht. 

Demnach  ist  auch 

z=  /■(/*)  :, 
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oder  mit  Benutzung  des  früheren  Ausdruckes  für 

Die  Vergleiehung  beider  Formen  für  z   fübrt  zu  der  Bedingung 

/"(»  +  >')  =  /•(*)  /W. 
welche  von  der  unbekannten  Function  fr  zu  erfüllen  ist.    Um  mit  Hülfe 
dieser  Bedingungsglcichung,  welche  eine  Differenzengleichung  ist,  /"(fr) 
zu  bestimmen,   verwandeln  wir  dieselbe  in  eine  Differentialgleichung. 
Zu  diesem  Zwecke  schreiben  wir  sie  zunächst  so: 

 Ä  -/■(*)•-      A  -• 

Lägst  man  nun  h  ohne  Ende  abnehmen,  so  geht  die  linke  Seite  in  f  (fr) 
über,  während  auf  der  rechten  Seite  neben  /"(fr)  die  Grösse 

n>n>r{h)  ~  1  =i.»m  =  Ao) 

erscheint.  Dadurch  geht  die  Gleichung,  wenn  wir  die  noch  unbekannte 
Constante  f  (0)  mit  ^  bezeichnen,  in  die  folgende  Differentialgleichung 

/"er  , 

über,  deren  Integral 

/•(fr)  =  B-eA*  =  B-C* 

ist.  Hiermit  wäre  die  Function  /"(fr)  im  Allgemeinen  gefunden  und  es 
handelt  sich  blos  noch  um  die  Bestimmung  der  Constanten  B  und  C. 
Hierzu  dient  aber  die  Bemerkung,  dass  für  fr  =  0  und  fr  =  n  der 
Coeflficicnt  /"(fr)  in  -f-  1  und  —  1  übergehen  muss,  weil  in  diesen  Fäl- 
len die  Strecke  a  in  die  positive  oder  negative  Richtung  der  x-Axo 
fällt.   Dies  liefert  die  Bcdingungsglcichungen  für  die  Constanten,  nämlich 

-f-  1  =  B  •  C° 

—  1  =  B  .  (f  y 
i 

aus  welchen  B  =  1,  C  =  (—  1)*  hervorgehen.    Dadurch  wird  aber 

rw  =  (-  ')"" 

und  also  schliesslich 

z  =  ■(—  1)*  •  a. 

( —  1)*  ist  also  der  Coefficient,  mit  welchem  eine  Strecke  u  in  der 
llechnung  auftreten  muss,  sobald  sie  aus  der  positiven  x-Axe  um  den 
Winkel  fr  im  positiven  Drehungssinne  herausgedreht  ist.    Für  fr  =  {71 

z.  B.  wird  er  (—  1)^  =  1;  es  drückt  daher  die  Multiplication  einer 
Strecke  mit  i  eine  Drehung  ^derselben  um  |«  aus.  Man  kann  diesem 
Cocffkionten,  welcher  den  Namen  des  K ich  tun  gscoefficienten  der 
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Strecke  «  führt,  verschiedene  andere,  für  viele  Untersuchungen  zweck- 
niässigere  Formen  geben.    Es  ist  nämlich 

—  1  =  —  1  -\-  0  •  i  =  cos  n  -j-  i  sin  n, 
folglich  nach  dem  Satze  von  Moivre  , 

(—  1}*  =  (cos  n  -f-  i  sin  n)n  —  cos  0  +  i'  sin 

Ferner  ist 

cos  9  +  i  sin  t>  =  ex '. 
Daher  haben  wir  für  den  Richtungscocfficientcn  jetzt  die  drei  Formen 

(—  cos  &  -f  i  sin  0,  e9t 

und  kann  also  z  durch  die  Formen 

z  — -  ( —  l)"u,    z  =  a  (cos  9  -J-  /  sin  0),     z  ~  ac  ' 
dargestellt  werden.     Die  zweite  von  diesen  können  wir  weiter  umge- 
stalten, indem  wir  die  Multiplication  mit  «  in  den  beiden  Summanden 
der  Klammer  ausführen  und  bedenken,  dass  a  cos  0-  =  x,  a  sin  9  =  y 
die  Coordinatcn  des  Endpunktes  dor  Strecke  sind.    Hiernach  wird 

i  =  x  -f-  V* 

und  ist  die  Bedeutung  der  complexen  Grosso  x  -f-  yi  klar.  Sie  stellt 
den  vom  Ursprung  der  Coordinaten  nach  dem  Puuktc  (x,  y)  gezogenen 
Radiusvector  nach  Grösse  und  Richtung  dar.  Da  übrigens  hierdurch 
auch  der  Endpunkt  dieses  Radiusvectors  bestimmt  ist,  so  betrachtet  man 
oft  auch  z  als  Coordinato  dieses  Punktes  und  spricht  von  einem  „Punkte  z'\ 
wie  man  in  der  gewöhnlichen  analytischen  Geometrie  von  einem  „Punkte 
(xy)u  redet.  Die  in  der  Formel  enthaltene  Addition  von  x  und  yi  be- 
deutet die  Construction  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  und  die  Multipli- 
cation von  y  mit  i  drückt  aus,  dass  yi  die  Länge  y  parallel  zur  y-Axo 
aufgetragen  darstellt.  Indem  man  x  und  y  variiren  lässt,  kann  z  jeden 
Punkt  der  Ebene  darstellen.  Für  y  =  0  stellt  diese  Grösse  alle  Punkte 
der  reellen  Axe  der  x  dar;  für  x  =  0  erhält  man  die  Punkte  der 
imaginären  Axe  der  y.  Sind  x  und  ;/  von  einander  abhängig  oder 
beide  Functionen  einer  dritten  Grösse  f,  so  stellt  c  =  x  -f-  yi  eine  ebene 
Curve  dar  und  wenn  /  die  Zeit  ist  zugleich  die  Bewegung  des  Punktes, 

der  sie  beschreibt,  mit  allen  ihren  Eieenthüm- 

Fig\  Iu7.  .  •  '  m  6 

lichkeiten.     Für  y  —  0  ist  diese  Bewegung 
/  geradlinig  und  erfolgt  in  der  a*-Axe. 

Wird  -  aus  zwei  complexen  Ausdrücken 
z  =  .*        y  t  und  c  .  -  x  +  i/  i 
~*    durch  Addition  gebildet,  ist  nämlich 
*  =      +  z"=(x+x")  +  y")i, 
so  sind  x'  -f  x"y  V  +  y"  die  Projektionen  der  Länge  von  z  auf  die 
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Axen  und  ergibt  sich  mithin  (Fig.  107.)  z  als  die  Diagonale  eines  Paralle- 
logramms, welches  aus  z'  und  z"  construirt  werden  kann.  Die  Verlegung 
des  Coordinatenursprungs  kommt  auf  die  Addi 
tion  eomplexer  Ausdrücke  zurück.  Ist  näm- 
lich 0  der  Ursprung  der  z,  0'  der  der  z'  für 
dieselbe  Richtung  der  x-  und  y-Axen,  sind  für 
einen  beliebigen  Punkt  M  (Fig.  108.)  die  ihn 
repräsentirenden  Ausdrücke   

OM  =  *  =     +  yi,  O'M  =  z  =  x  -f  y'i 
und  ist  0  0'  =  a  =  a  -\-  ßi,  so  wird 

r  =  «  +  z'  =  («+*')  4-  (0 
Die  Drehung  des  Coordinatensystems  wird  durch  eine  Multiplication 
erreicht.  Wählen  wir  für  die  Darstellung  von  z  die 
letzte  der  drei  obigen  Formen,  so  ist,  wenn  der  Radius- 
vector  eines  Punktes  M  (Fig.  109.)  die  Länge  q  be- 
sitzt und  er  unter  dem  Winkel  #  gegen  die  ursprüng- 
liche Pole.raxe,  unter  O'  aber  gegen  die  neue  Axe, 
welche  mit  jener  den  Winkel  a  bildet,  geneigt  ist, 


Tip.  109. 
M 


und  mithin 


Z    =  QC 


Vi 


(JC 


Vi 


d.  h.  es  genügt  die  Äfultiplication  mit  ca\  um  die  alten  c  durch  die 
neuen  darzustellen. 

Das  Differential  dz  gibt  eine  unendlich  kleine  Aenderung  der  Lage 
des  beweglichen  Punktes  an  und  bestimmt  diese  auch  hinsichtlich  ihrer 
dz 

Richtung,   -  ■  gibt  die  Geschwindigkeit  v  des  Punktes  am  Ende  der  Zeit  / 

d?z 

nach  Grösse  und  Richtung,     .,  ebenso  die  Beschleunigung  und  ist  hier 

vollkommen  allgemein  die  Beschleunigung   nach  Grösse  und  Richtung 
dv 

gleich  Berücksichtigt  ».„,  du. 


dz  dx  .  di/ 
dl  "    dt    +  '  dl 


d*z       rf2.r        .  d^n 
dl*  -  dY  ^~  '  dl-' 

so  erkennt  man  sofort,  dass  ein  grosser  Vortheil  der  Behandlung  der 
Mechanik  mit  Hülfe  der  complexen  Grössen  darin  besteht,  dass  an  die 
Stelle  zweier  Bcwegungsgleichungen  zwischen  reellen  Coordinaten, 
nämlich 


dt* 


dt- 
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eine  einzige  <Pz 

dt*  ~~ 

tritt,  indess  man  dieselbe  allein  für  sich  zu  untersuchen  braucht,  sie 
übrigens  auch  jeden  Augenblick  in  die  zwei  Differentialgleichungen  der 
gewöhnlichen  Form  auflösen  kann.  Wir  wollen  dies  in  einigen  Bei- 
spielen erläutern. 

fPv 

1.  K  «  s  e  i  d  i  e  B  e  s  c  Ii  1  e  u  n  i  gu  n  g  d  e  s  P  u  n  k  t  e  8  :  g  1  e  i  c  h  N  u  11 ,  d.  h.  ^  —  0, 

iPu  <Pz       d*  v  fPu 

'  =  0,  also  '  —  -  *  -\-  i  '  =  0.  Die  Integration  dieser  Gleichung  liefert: 
///'  dtz       <itz  dt' 

>h 

J(  =  b,   z  —  a-\-  bt,  worin  die  willkürlichen  Constanten  complexe  Werthe  haben 

werden.  Für  t  =  0  wird  :  =  a;  es  bezeichnet  also  a  den  Anfangspunkt  der  Be- 
wegung; b  ist  die  constante  Geschwindigkeit;  nie  ist  constant  nach  Grösse  und 
Richtung.  Ks  ist  daher  die  Bewegung  gleichförmig  und  erfolgt  in  gerader  Linie; 
fliese  Gerade  geht  durch  den  Punkt  ;  =  «  und  ist  parallel  der  Richtung  des 
nach  dem  Punkte  z  —  ft  führenden  Radiusvcctors. 


2.   Die  Beschleunigung  »ei  constant  nach  Grösse  und  Richtung, 

fPz 

dt* 


tPz 

aber  von  Null  verschieden,  nämlich  —  =  c,  wo  c  eine  complexe  Constante 


bedeutet.    Man  erhält  hier  ^  =  b  -f-  et,  z  =  a  -f  bt  +  Je*.    Um  die  Bedeutung 

der  complexen  Constanten  a  und  b  zu  ermitteln,  setzen  wir  weiter  /  =^  0  und 
erfahren  dadurch,  das  z  =  a  den  Anfangspunkt  der  Bewegung  markirt,  sowie 
dass  der  Radiusvector  von  2  =  b  nach  Grösse  und  Richtung  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit angibt.  Um  die  Gestalt  der  Bahn  zn  erkennen,  genUgt  eine  Coordinaten- 
transformation.  Verlegen  wir  zunächst  den  Ursprung  in  den  Punkt  a,  indem  wir 
z -\- a  an  die  Stelle  von  ;  setzen,  so  wird  die  Gleichung  der  Bahn  :  —  bt  -f-  \ct*. 
Nuu  stellen  wir  die  constante  Beschleunigung  c  nach  Grösse  und  Richtung  durch 

den  Ausdruck  c  =  cteCl  dar,  worin  et  und  C  reell  sind,  sodass  z  —  bt  -f  \acC'l* 

wird.  Indem  wir  nun  das  Coordinatensystem  so  drehen,  dass  zeCt  an  die  Stelle 
von  :  tritt,  kommt  in  Bezug  auf  das  gedrehte  System  als  Gleichung  der  Bahn 

:  =  be~C,t  -j-  {ctt1.  Die  Drehung  ist  um  den  Richtungswinkel  der  Beschleuni- 
gung c  vorgenommen  worden  und  es,  ist  daher  die  reelle  Axe  jetzt  zugleich  die 

Richtung  der  Beschleunigung.    Für  be~  C>  =  h'  geht  die  Gleichung  über  in  die 

dz 

Form  :  =  \at*  und  wenn  man  jetzt    *  =  b'  -J-       bildet,  so  erkennt  man, 

dass  b'  die  Anfangsgeschwindigkeit  darstellt.    Setzen  wir  V  =  ß  -f-  ß'i,  so  können 

wir  ^*  — =  ß  -\-  ßi  -f"  at  auf  u»e  Form  bringen:  ^*  =  «(^  +  ')  +  ßi  oder,  in- 

ß  ß 
dem  wir  den  Anfang  der  Zeit  um  P  verlegen,  d.  h.  I  +  P  =  l   einführen,  auf 

a  et 

die   Form   ^*  =  ett'  -f  ßi-     ^er    Werth  von   z   nimmt  dabei   die   Form  an 
dt 

:  -  (ß  +  ß'i)  0'  ~  £ )  +  -  £)*-  ~  f  l\ß  +  ß'i)  +  ß'l'i  +  W*  und 

wenn  man  jetzt  nochmals  den  Coordinateuursprung  und  zwar  in  den  Punkt 
£  <\ß  +  ß'i)  verlegt,  d.  h.  z  +  £  (ß  -f  ß'i)  für  :  setzt,  so  kommt  s  «=  ßVi  -f  \at*. 
Jetzt  wird  für  /' =  0  auch  z  —  0.    Aus  dieser  letzten  Gleichung  erkennt  mau 
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deutlich  die  Projectionen  der  Bewegung  auf  die  reelle  und  die  imaginäre  Axe. 
Man  hat,  wenn  z  =  x  -\-  iy  gesetzt  wird,  wobei  also  .t,  »/  die  Coordinaten  des 
beweglichen  Punktes  bedeuten,  x—  \  al'*y  »/  =  ß't'.  Aus  beiden  Gleichungen 
folgt  die  Gleichung  der  Bahn,  auf  die  gewöhnliche  Weise  dargestellt,  nämlich  die 

28'* 

Parabelgleiehung  y*  =    ^  x*. 

3.  Die  Beschleunigung  sei  nach  Grösse  constant  gleich  f,  ihre 
Richtungslinie  drehe  sich  aber  mit  constanter  Winkelgeschwindig- 
keit co  um.  Nehmen  wir  die  reelle  Axe  senkrecht  zu  der  Anfangsrichtung  der 
Beschleunigung  und  den  positiven  Sinn  der  imaginären  Axe  übereinstimmend  mit 
dem  Sinne  der  Beschleunigung  an.  Die  Beschleunigung  ist  dann  anfangs  $i  und 
wenn  ihre  Drehung  im  negativen  Drehungssinne  erfolgt,  so  ist  sie  zur  Zeit  /  durch 

die  Gleichung  j(t  =  (ie~0,n  =  ei  {cos  cot  —  i  sin  tat)  nach  Grösse  und  Richtung 

bestimmt.    Aus  ihr  ergibt  sich       =  -  [sin  tot  +  i  cos  mt)  -{-        wenn  der  Punkt 

<lt        co  01 

zur  Zeit  t  =  0  die  Geschwindigkeit  Null  besitzt.  Hieraus  folgt  weiter 
;  =  f\  ( —  cos  ait  4-  isin  tot)  4-      4-  *' ,  wenn  für  /  =  0  der  bewegliche  Punkt 

CO  CO  CO 

sich    im   Coordinatcnursprunge    befindet.     Schreibt    man   diese   Gleichung  so: 

f  f  i  f 

z  =       (co/  —  sin  <ot)  -f      (l  —  cos  tot),  so  erkennt  man,  dass  x  =    Joat  —  sin  tat), 

<B  CO  CO 

y  =s      (1  —  cos  tot)  die  Coordinaten  des  beweglichen  Punktes  zur  Zeit  /  sind  und 

dass  seine  Bahn  eine  Cycloide  ist.   Der  Radius  r  des  rollenden  Kreises  ist  r  =  ^ 

und  die  Grösso  der  Beschleunigung  ist  f  =  reo»,  also  nichts  anderes,  als  die  oejitri- 
petale  Beschleunigung  der  gleichförmigen  Kreisbewegung. 

4.  Es  sei  die  Beschleunigung  proportional  dem  Radiusvector  r, 

nämlich  ^*  =  —  x*:.  Die  Integration  dieser  Gleichung  ergibt  :  =  Acosnt  4-  B  sinnt. 

Diese  Gleichung  bedeutet  die  elliptische  Bahn  des  Punktes.  Um  dies  deutlioher 
zu  sehen,  setze  man  A  —  p  sin  A,  Ii  =  p  cos  X,  wo  p  und  l  complex  sein  werden; 

man  erhält  dann  :  =  p  sin  (1  4-  x/)  =  p  sin(*(^  -f      ~f"  *"  ) »  wenn  l  —  p  4-  vi. 

Setzt  man  weiter  ^  4-  /  =  /'  so  nimmt  z  die  Form  an 
x 

(        .   .     t>  ,    .  sin  vi  \ 
z  =  q  sin  (x<  -\-  vi)  =  q  ycos  vi  ttn  xt  -\-  I      .  -  COS  -Kl  J 

und,  da  cos  vi  =  ^(e'  4-  e~r),      .     =  iC**  —  «~*)  reell  sind,  da  man  ferner 

p  immer  reell  machen  kann,  indem  man  die  ar-Axc  dreht,  so  erhellt,  dass  diese 

Gleichung  sich  in  die  beiden  spaltet: 

.    .  sin  vi 

x  =  q  cos  vi  sin  x/,     y  =  p   -  .  --  cos  x/, 

aös  welchen  ■i  . 

-     X        4-  •      y      -  =  1 
(p  cos  vi)*      ^8'n  vty 

als  die  Gleichung  der  elliptischen  Bahn  folgt,  in  gewöhnlicher  Weise  dargestellt. 

sin  vi 

Die  Bahn  wird  ein  Kreis,  sobald  cos  vi  =  ±       .  -  ;    in  diesem  Fülle  wird 
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A  =  q  (sin  v  cos  vi  +  i  cos  v  und  ff  =  p  (cos  v  cos  vi  —  i  sin  v  "-—^  oder 

aIpo  A  =  o  (sin  v  +  t  ro*  v)  cos  vi,  Ii  =  p  i>o.«  v  +  i  *im  »0  ra?  rr\  d.  h.  Ii  =  +  iA. 
Die  Gleichung  der  Bahn  int  in  diesem  Falle  z  =  A  {cos  %t  Zf  i  sin  xl)  und  da  man 
A  durch  Drehung  der  reellen  Axe  reell  machen  kann,  so  zerfällt  dieselbe  in  die 
beiden  Gleichungen  x  =  A  cos  %t  und  y  =  +  A  sin  %t,  aus  welchen  die  Glei- 
chung des  Kreises 

hervorgeht. 

Kür  ein  complexos  p  =  r  -\-  ir\  aber  reelles  X  wird  die  Bahngleichimg 
;  =  (;•  -j-  i'r'j  sin  (k  -J-  nt)  und  spaltet  sich  in  x  =  r  sin  (l  -f-  x/),  y  —  r  sin  (A  -f-  x/  , 

dass      —  jV.  =  0.    Die  Bahn  ist  mithin  geradlinig  und  die  Bewegung  erfo'gt 

in  der  Richtung  von  p. 

Wir  begnügen  uns  vorläufig  mit  diesen  Beispielen  ebener  Bewegun- 
gen. Die  allgemeine  Theorie,  welche  eine  Anwendung  des  Imaginären 
auf  den  Kaum  gestattet,  rührt  von  Hamilton  her  und  wurde  insbeson- 
dere in  seinen  Elements  of  Quaternious  entwickelt.  Für  die  uns  hier 
angebenden  spezielleren  Fragen  verweisen  wir  auf  zwei  Quellen,  näm- 
lich Siebeck:  Ueber  die  graphische  Darstellung  imaginärer  Functionen 
(Crelle's  Journal  Bd.  55,  S.  221),  und  Durege:  Ueber  die  Anwen- 
dung der  imaginären  Grössen  in  der  Mechanik  (Grunert's  Archiv, 
Theil  40,  S.  1).  Der  letzteren  Abhandlung  sind  die  oben  gegebenen 
Beispiele  entlehnt. 

§.  19.  Zum  Schlüsse  des  vorliegenden,  den  Problemen  der  krumm- 
linigen Bewegung  und  den  Methoden  ihrer  Behandlung  gewidmeten 
Capitels  wollen  wir  noch  auf  einige  Untersuchungen  hindeuten,  welche 
durch  den  IIa m  i  1 1  o n ' sehen  Hodogrnphcn  veranlasst  werden.  Gemäss 
Cap.  I,  §.  2  dieses  Theiles  stellt  der  Hadiusvector  dieser  Curvc  die  Ge- 
schwindigkeit, das  Bogenelement  derselben  die  Elementarbeschleunigung 
und  folglich,  wenn  man  gleichzeitig  mit  dem  beweglichen  Funkte  einen 
zweiten  Punkt  den  Ilodographen  so  durchlaufen  lässt,  wie  sie  vermöge  der 
Construction  des  ilodographen  zusammengehören,  so  stellt  die  Geschwin- 
digkeit des  Hodographcnpunktes  die  Beschleunigung  der  Bewegung  dar. 
Von  besonderem  Interesse  ist  der  Ilodograph  der  Centraibewegung. 

Es  sei  (Fig.   110.)  F  das  Centrum,  M  der  bewegliche 
»'.-.im.      Punkt,  FP-.~p  das  Perpendikel  auf  die  Tangente  in  N, 
von  F  aus  gefällt.    Für  die  Geschwindigkeit  der  Central- 
bewegung  gilt  nun  der  Satz  vp  =  C.    Beschreibt  man 

/  j  daher  um  F  mit  dem  Kadius  }/€  einen  Kreis  und  sucht 

P//  in  Bezug  auf  ihn  zur  Tangente  in  M  den  Pol  Q  oder, 

/  was  dasselbe  sagt,  den  zu  P  conjugirten  Pol  Q ,  so  stellt 

/  ^  y,  FQ  dio  Geschwindigkeit  v  des  Punktes  M  nach  Grösse,. 

der  Richtung  nach  aber  um   \  n  gedreht,  dar.  Wäh- 
rend  also  die  Tangente  des  Punktes  M  im  Laufe  der  Bewegung  die 


III.  Cup.  Das  Problem  des  Hodographen.  305 

Bahn  als  Enveloppc  erzeugt,  beschreibt  ihr  Pol  Q  den  um  \n  gedrehten 
Hodographen.  Beide  Curven  sind  also  in  Bozug  auf  den  Kreis  Polaren 
von  einander.  Die  Tangente  des  Hodographen  hat  die  Richtung  der 
Beschleunigung  für  die  richtige  Lage  dieser  Curve;  in  unserem  Falle 
steht  sie  also  senkrecht  auf  der  Richtung  der  Beschleunigung  und  da 
diese  die  Richtung  nach  dem  Centrum  F  hat,  senkrecht  auf  MF,  Ist 
also  P"  der  Schnittpunkt  der  Tangente  des  Hodographen  mit  MF  und 
FM  =  r,  FF"  —  p\  FQ  =  r',  so  hat  man  vermöge  der  antiparallelen 
Lage  der  Tangenten  beider  Curven  gegen  die  Geraden  FM,  FP  die 
Gleichung  pr  =  p'r. 

Da  die  Tangente  QP"  des  Hodographen  auf  dem  Radiusvector  FM 
des  beschreibenden  Punktes  senkrecht  steht,  so  bildet  sie  mit  der  fol- 
genden Tangente  denselben  uncndlichkleinen  Winkel,  welchen  FM  mit 
dem  folgenden  Radiusvector  bildet,  nämlich  das  Differential  d&  des 
Polarwinkels.  Es  ist  also  d&  der  Contingenzwinkel  des  Hodographen 
und  also,  wenn  o'  den  Krümmungshalbmesser  und  ds'  das  Bogenelement 
dieser  Curve  bezeichnet,  o'rftf  =  ds'.  Während  nun  FM  —  r  sich  um 
d&  umdreht,  dreht  sich  der  Radiusvector  FQ  =  r  um  einen  gewissen 
unendlichkleinen  Winkel  d&  um,  welcher  das  Differential  des  zu  r  ge- 
hörigen Polarwinkels  ist.  Daher  ist  %r'2d&'  der  unendlichkleine  von 
r  durchstrichene  Sector;   derselbe  ist  aber  offenbar  auch  ±pds'.  Aus 

...  ,     .         .  . ,  ,      , ,       r2         ,  .    d&'       o'p'  dO 

beiden  Ausdrücken  erhalt  man  also  ds  —  — rdir,  d.  n.  — -  =  , 

p  dt        r  *  dt 

d&  d&'  Q  p 

oder,  da  r2  r  =  C  ist,  — -  c=  C  •  -=-; ,r, ,  so  dass  mit  Benutzung  der 
dt  dt  rirz 

Relation  pr'=  p'r  die  Geschwindigkeit  des  Hodographenpunktes  Q  wird, 

=  C  ^  .,  d»-p  =  C.  • 

dt  r2  r2 

Wenn  die  Centralbeschleunigung  das  Newton'sche  Gesetz  befolgt, 

also  (p  =      ist .  so  wird  ds'  =  —  <//  =  ^  d&  wegen  r2  ^  =  C.  Es  war 
r*  r  C  dt 

u, 

aber  ds'  =  g'd& ;  daher  wird  p'  =  — .    Für  diese  Centraibewegung  ist 

also  dßr  Krümmungshalbmesser  des  Hodographen  constant  und  diese 
Curve  daher  ein  Kreis. 

Das  Problem  des  Hodographen  hat  eine  Umkehrung.  Sie  besteht 
in  der  Aufgabe:  Wenn  der  Hodograph  und  die  Geschwindigkeit,  mit 
welcher  er  beschrieben  wird,  bekannt  sind,  dio  Bahn  und  Geschwindig- 
keit des  beweglichen  Punktes  zu  finden,  zu  dessen  Bewegung  der  Hodo- 
graph gehört. 
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IV.  Capitel. 

Dio  Bewegung  eines  Punktes  auf  vorgeschriebener  Bahn. 

§.  1.  Durch  die  Anfangslage,  die  Anfangsgeschwindigkeit  und  das 
Gesetz,  welches  die  Beschleunigung  befolgt,  ist  die  Bewegung  eines  Punk- 
tes vollkommen  bestimmt;  er  beschreibt  eine  bestimmte  Bahn  und  zwar  nach 
einem  Gesetze,  welches  eine  nothwendige  Folge  jener  Bestimmungsstücko 
ist.  Wird  daher  ausser  der  Anfangslage,  der  Anfangsgeschwindigkeit  und 
der  Beschleunigung  noch  die  Bahn  vorgeschrieben,  welche  der  Punkt  durch- 
laufen soll,  so  ist  dies  nur  dann  möglich,  wenn  noch  ein  Zwang  hinzutritt, 
der  den  Punkt  nöthigt,  sich  in  der  vorgeschriebenen  Bahn,  statt  in  jener 
zu  bewegen,  welche  in  Folge  der  übrigen  Bestimmungsstückc  frei  zu 
Stande  kommen  würde.  Dieser  Zwang  kann  auf  mannigfache  Art  herbei- 
geführt werden  und  wir  werden  zeigen,  dass  man  einen  Punkt  nöthigen 
kann,  jede  beliebige  Curve  einfacher  oder  doppelter  Krümmung  zu  be- 
schreiben. Welcher  Art  er  aber  auch  immer  sei,  so  kann  er,  weil  er 
nur  einen  modificirenden  Einfluss  auf  die  Geschwindigkeit  ausübt,  stets 
durch  eine  Beschleunigung  ersetzt  werden,  welche  die  Geschwindigkeit 
der  freien  Bewegung  so  abändert,  dass  ihre  Richtung  in  die  Tangente  der 
vorgeschriebenen  Bahn  fallt.  Das  Gesetz,  welches  diese  hinzuzufügende 
Beschleunigung  befolgen  muss,  hängt  von  der  gegebenen  Beschleunigung 
und  der  Beschaffenheit  der  Bahn  ab,  welche  der  Punkt  zu  beschreiben 
gezwungen  wiidj  dasselbe  zu  finden  ist  eine  der  wichtigsten  Forderun- 
gen bei  Problemen  der  gezwungenen  Bewegung.  Jenen  Zwang  nennt 
man  je  nach  den  Umständen,  unter  welchen  er  ausgeübt  wird,  Wider 
stand  der  Bahn  oder  Spannung  und  die  ihm  äquivalente  Zwangsbeschleu- 
nigung die  Beschleunigung  des  Widerstandes  oder  der  Spannung.  Oft 
ist  die  Bahn  als  eine  Rinne  oder  als  eine  Röhre  aus  einem  festen 
Material  gearbeitet  gegeben,  welche  durch  ihre  Festigkeit  den  Punkt 
hindert,  sie  zu  verlassen,  oft  wird  sie  dadurch  bestimmt,  dass  der  Punkt 
durch  einen  oder  mehrere  Fäden  mit  anderen  Punkten  verbunden  ist. 
In  allen  Fällen  erfolgt  aber  die  Bewegung  wie  eine  freie,  wenn  die 

Zwangsbeschleuniguug  eingeführt  wird  und  kann  die 
aus  einem  Material  gearbeitete  Bahn  entfernt  und  die 
Fadenverbindung  gelöst  gedacht  werden,  denn  alles, 
was  sie  leisten,  wird  durch  die  Zwangsbeschleunigung 
dargestellt. 

Soll  ein  schwerer  Punkt  Nl  (Fig.  111.)  z.  B.  genöthigt 
werden,  mit  constantcr  Geschwindigkeit  <ur  einen  vertikalen 
Kreis  zu  beschreiben,  80  muss  zu  der  Beschleunigung  g  der 
Schwöre  noch  eine  solche  Beschleunigung  A*  hinzutreten,  dass 
aus  beiden  zusammen  jeden  Augenblick  die  Normnlbeschlcunigung  tp  =  to'r  resul- 
tirt,  indem  der  Punkt  bei  der  gleichförmigen  Bewegung  eino  Tangentialbeschleu- 
nigung gleich  Null  besitzt.   Da  //  nach  Grösse  und  Richtung  constant  ist,  <jp  eben- 
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falls  nach  Grösse  unveränderlich,  so  folgt,  dass  die  Richtnng  von  X  den  vertikalen 
Durchmesser  in  einem  Punkte  5  so  schneidet,  dass  CS:  q  =  r :  ca'r,  d.  h.  CS  =  -  , 

CO 

also  gleichfalls  constant  ist.  Die  Grösse  von  X  ist  veränderlich  mit  dem  Winkel  fr, 
den  CM  mit  der  Vertikalen  bildet,  nämlich  os  ist  X*  =  y*  -f-  ö>,r*  "+*  %g<o*r  cos  fr. 
Zerlegt  man  X  in  eine  tangentielle  und  normale  Componente ,  so  tilgt  die  erstere 
die  Tangentialbeschleunigung  g  cos  fr  der  Schwere,  während  die  letztere  einer- 
seits deren  Normalcomponente  vernichtet,  andererseits  q?  =  w'r  bildet. 

Es  befinde  sich  der  bewegliche  Punkt  zur  Zeit  t  im  Punkte  M 
(Fig.  112.)  der  gegebenen  Bahn,  v  sei  seine  Geschwindigkeit  und  y 
die  gegebene  Beschleunigung.  Diese  letztere  zerlegen  wir  in  zwei  Com- 
ponenten,  eine  tangentielle  tyt  und  eine  normale  deren  Richtung  in 
der  Nurmalebene  des  Punktes  M  durch  die  Schnittlinie  derselben  mit 
der  Ebene  bestimmt  wird,  welche  die  Tangente  und  die  Beschleunigung  i/> 
enthält.  Die  Beschleunigung  des  Zwanges,  welche  so  bestimmt  werden 
mus8,  dass  durch  sie  in  Verbindung  mit  1/;  der  Punkt  die  vorgeschriebene 
Bahn  beschreibt,  sei  v  und  werde  gleichfalls  in  zwei  Componenten,  eine 
tangentielle  v(  und  eine  normale,  also  gleichfalls  in  die  Normalebene 
fallende  Componente  v„  zerlegt.  Die  Tangcntialcomponente  vt  ist  Null, 
wenn  die  Beschaffenheit  der  Curve  der  Be- 
wegung kein  Hinderniss  darbietet,  so  dass   

die  Bewegung  in  der  Bahn  durch  i/v  allein     /  ^\ 
bestimmt  wird,  im  Gegenfalle  ist  Bie  die  so-    \  ^-"\|^" 
genaunte  Beschleunigung  der  Reibung,  ver-      \        \i  V:>^'c>r 
zögert  die  durch  tye  bestimmte  Bewegung,       \  Mf 
indem  sie  ihr  entgegengesetzt  ist  und  wird 


veranlasst  durch  die  nicht  glatte  Beschaffen- 
heit der  Bahn.  Sie  ist  nur  vorhanden,  wenn 
die  Bahn  aus  einem  mehr  oder  weniger 
rauhen  Material  gearbeitet  vorausgesetzt  wird.  Die  Resultante  von  tyt 
und  vt  ist  tyt  —  vt  und  fallt  in  die  Richtung  der  Tangente;  if'„  und 
v„  geben  eine  Resultante,  welche  in  die  Normalebene  füllt.  Beide 
Resultanten  stellen  die  gesammte  Tangential  -  und  Normalbeschleunigung 
des  Punktes  dar  und  wenn  wir  diese  wie  früher  mit  <p,  und  q>n  bezeich- 
nen, so  haben  wir  zunächst  die  Gleichungen 

<Pt  —       —  vt,     <Ph  =  Res.  (<p„,  vH). 
Nun  stellen  aber       und  ^-  bei  jeder  Bewegung  die  Tangential-  und 
Normalbeschleunigung  dar;  daher  liefern  diese  Gleichungen  schliesslich 

dl  =  W'  ~~         7  =        ^n  '  ^  * 
Die  Componente  yf  —  vt  bestimmt  die  Grosse  der  Geschwindigkeit  v. 
Die  Richtung  und  Grösse  von  v„  bestimmt  sich  dadurch,  dass  yn  mit  vH 

20* 
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ein  Parallelogramm  bilden  muss,  dessen  Diagonale  -   ist,  von  welchem 

also  eine  Seite  nach  Grösse  und  Richtung  und  die  Diagonale  eben- 
falls nach  Grösse  und  Richtung  (Richtung  des  Krümmungshalbmessers 
der  bekannten  Bahn)  gegeben  sind  und  welches  somit  vollständig  be- 
stimmt ist.  Die  Reihungsbeschleunigung  kann,  da  sie  von  der  physi- 
schen Beschaffenheit  der  Bahn  und  des  materiellen  Punktes  abhängt, 
nicht  wohl  theoretisch  bestimmt  werden,  sorgfältige  Experimente  haben 
aber  gelehrt,  dass  sie  der  Xormalcomponente  v„  proportional  ist  und 
also  durch  fvn  ausgedrückt  werden  kann,  wo  f  ein  von  der  Natur  der 
sich  reibenden  Substanzen  der  Bahn  und  des  Punktes  abhängiger  nume- 
rischer Coefficient  ist,  den  man  aus  besonderen  Reibungstafeln  zu  ent- 
nehmen hat. 

§.  2.    Wir  wollen  annehmen,  die  Beschleunigung  v,  der  Reibung 

sei  Null;  »Iso  "{  =  *„    *  =  Res.         ■■„);  wir  wollen  weiter  voraus- 

setzen,  es  sei  V>  =  0,  d.  h.  es  habe  der  Punkt  eine  Anfangsgeschwin- 
digkeit und  diese  werde  von  keiner  Beschleunigung  afficirt,  als  von  der 
des  Normalwiderstandes  der  Bahn.  Es  sind  dann  tfv  —  0,  y„  =  0 
und  reducirt  sich  die  Resultante  von  ty„  und  vH  auf  t>„,  dessen  Rich- 
tung also  in  den  Krümmungshalbmesser  der  Bahn  fällt.     Die  beiden 

dv  tr 
—  =  0 ,  - 
dt  q 

folgt,  liefern  den  Satz: 

Wird  ein  Punkt,  welcher  gezwungen  ist,  eine  vorge- 
schriebene Bahn  zu  beschreiben,  von  keiner  Beschleuni- 
gung als  der  des  Normal wid ersta n des  der  Bahn  afficirt, 
so  bewegt  er  sich  gleichförmig  auf  der  vorgeschriebenen 
Bahn  und  ist  die  Normalbeschleunigung  des  Widerstandes 
gleich  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  dividirt  durch 
den  Krümmungshalbmesser  der  Bahn.  Damit  also  der  Punkt 
die  vorgeschriebene  Bahn  nicht  verlässt,  muss  v„  sich  so  nach  der 
Krümmung  der  Bahn  richten,  dass  es  immer  umgekehrt  proportional 
dem  Krümmungshalbmesser  ist;  an  stark  gekrümmten  Stellen  der  Bahn, 
d.  h.  für  kleine  o  ist  also  v„  verhältnissmässig  gross,  an  flachen  Stellen 
wird  nur  ein  kleines  vH  erfordert,  um  den  Punkt  auf  der  Bahn  zu  erhalten. 

dv 

Ist  ^  normal  zur  Bahn,  also  if>t  =  0,  ipH  =  i>,      -  =  0, 

—  =  Res.  v„),  so  bewegt  sich  der  Punkt  ebenfalls  gleich- 
9 

förmig,  aber  v„  fällt  im  Allgemeinen  nicht  in  die  Richtung 
des  Krümmungshalbmessers. 

Ist  die  Bahn  eben  und  fällt  die  Beschleunigung  in  die 
Ebene  derselben,  so  fällt  ty„  in  die  Richtung  der  Normalen 


Gleichungen  — ■  =  0,   -  -  =         aus  deren  erster  v  =  Const.  =  r0 
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oder  des  Krümmungshalbmessers  der  ebenen  Curve  und  v„ 

ebenfalls,  so  dass  die  Resultante  <pA  =  —  boider  durch  ihre 

9 

Summe  oder  Differenz  dargestellt  wird. 

Ist  i/;  tangential,  also  tyt  =  ^  =  0,  so  wird  die  Ge- 
schwindigkeit zwar  nicht  constant,  aber  die  Normalcompo- 

vl 

nentc  der  Widerstandsbeschleunigung  wird  vH  =  —  und  fällt 

in  die  Kichtung  des  Krümmungshalbmessers. 

In  allen  diesen  Füllen  hangt  der  Sinn,  in  welchem  v  oder  v„  den 
beweglichen  Punkt  afficiren  muss,  damit  dieser  auf  der  Bahn  bleibt, 
von  der  besonderen  Art  ab,  wie  der  Zwang  ausgeübt  wird.  So  macht 
es  einen  Unterschied,  ob  die  Bahn  als  eine  unendlich  dünne  Röhre 
gedacht  wird,  in  welcher  der  Punkt  läuft,  oder  als  eino  unendlich  dünne 
Rinne  (halbdurchschnittene  Röhre),  oder  ob  er  durch  Fäden,  an  die  er 
geknüpft  ist,  auf  die  Bahn  gezwungen  werden  soll. 

§.  3.  Man  kann  die  Art  und  Weise,  wie  die  Bewegung  eines 
Punktes  auf  vorgeschriebener  Bahn  zu  Stande,  kommt,  auch  auf  eine 
etwas  andere  Art  auffassen,  als  bisher  geschehen.  Dieselbe  ist  nicht 
im  Wesen,  sondern  nur  im  Wortausdrucke  von  der  bisherigen  verschie- 
den, bietet  aber  kleine  Vortheile  gerade  deswegen  dar.  Die  Normal- 
beschleunigung  (pn  ist  äquivalent  den  beiden  Normalcomponenten  tyn 
und  vn  der  gegebenen  Beschleunigung  und  der  Beschleunigung  des 
Widerstandes.  Trägt  man  daher  <jp„  in  entgegengesetztem  Sinne  auf  als 
<p_„,  Fig.  112,  so  tilgt  jene  beiden  Componenten  i//«  und  vn.  Da  nun 
die  Bewegung  eines  Punktes  überhaupt  durch  yt  und  (p„  als  zustandekom- 
mend gedacht  werden  kann,  so  kann  man  sagen:  Die  Bewogung 
eines  Punktes  auf  vorgeschriebener  Bahn  unter  Einfluss 

einer  gegebenen  Beschleunigung       erfolgt,  wie  die  freie 

dv 

Bewogung,  indem  zu  der  Tangentialbeschleunigung  —  und 

.■  dt 

v 

der  Normalbeschleunigung  —  noch  eine  weitere  Beschleu- 

9 

nigung  <p-n  hinzutritt,  welche  in  jedem  Augenblicke  die 
Normalcomponente  tyn  und  die  Normalcomponente  v„  des 
Widerstandes  tilgt.  Diese  Beschleunigung  <p_„  heisst  im  Gegen- 
satze zu  der  Centripetalbeschlounigung  <pH  die  Centrifugalb eschleu- 
nigung  und  ist  jener  gleich,  aber  dem  Sinne  nach  entgegengesetzt. 
Da  ferner  die  Beschleunigung  vn  des  Widerstandes  nichts  anderes  lei- 
stet, als  den  Punkt  zu  hindern,  die  vorgeschriebene  Bahn  zu  durch- 
dringen und  dieselbe  zu  verlassen ,  so  ist  die  entgegengesetzt  genom- 
mene Beschleunigung  v_„  die  Beschleunigung,  mit  welcher  der  Punkt 
auf  die  Bahn  drückt  oder  die  Fäden  spannt,  wenn  er  an  solche  ge- 
knüpft ist.    Diese  Dr uckboschleuniguug  ist  daher  die  Rcsul- 
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taute  aus  tp _  „  und  tyn%  d.  h.  aus  der  Centrifugalbcschleuni- 
gung  und  der  Normalcomponcnten  der  gegebenen  Besch  leu- 
nigung.   Bei  p„  =  0  ist  sie  gleich  der  Centrifugalbeschleunigung  <p_». 

§.  4.  Wir  sagten  oben,  dass  man  einen  Punkt  nöthigen  könne, 
jede  beliebige  ebene  oder  doppelt  gekrümmte  Curve  zu  beschreiben. 
Huyghens  und  Monge  haben  gezeigt,  dass  sich  dies  erreichen  lässt, 
indem  man  den  Punkt  an  einen  oder  besser  an  zwei  biegsame  FHdcn 
knüpft  und  diese  über  die  Fläche  der  Krümmuugsaxcn  (Evolutenfläche) 
der  zu  beschreibenden  Curve  hinspannt.  Der  erstere  hat  dies  für  ciuen 
speciellcn  Fall,  nämlich  für  die  ebenen  Curven  gezeigt  und  dadurch 
die  Theorie  der  Evoluten  ebener  Curven  gefunden,  der  letztere  hat  die 
Behauptung  für  beliebige  Curven  allgemein  bewiesen.  Errichtet  man 
nämlich  im  Krümunuigsmittelpunkte  einer  Curve  ein  Perpendikel  auf 
die  Schmiegungsebene,  so  ist  dies  der  Durchschnitt  zweier  aufeinander- 
folgender Normalebenen  und  heisst  die  Krümmungsaxe.  Die  ganze 
Schaar  der  Krümmungsaxen  bildet  eine  abwickelbare  Fläche,  welche  von 
sämmtlichen  Normalcbenen  berührt  wird.  Diese  Fläche  der  Krümmungs- 
axen enthält  alle  Evoluten  der  Curve  und  diese  sind  kürzeste  Linien 
auf  ihr.  Knüpft  man  einen  biegsamen  Faden  an  den  Curvenpunkt  und 
zieht  ihn  über  diese  Evolutenfläche  in  irgend  einer  Richtung  hin,  so 
biegt  er  sich  längs  einer  Evolute,  so  dass  also  durch  Abheben  des  Fa- 
dens von  dieser  Evolute,  jedoch  so,  dass  er  immer  Tangente  an  sie 
bleibt,  der  Endpunkt  genöthigt  wird,  die  Curve  selbst  zu  beschreiben. 
Weil  der  tangirende  Faden  sich  aber  um  den  Berührungspunkt  mit  der 
Evolute  drehen  kann,  so  ist  die  Bewegung  mit  Hülfe  eines  einzigen 
Fadens  nicht  hinreichend  sicher,  daher  verknüpft  Monge  zwei  Fäden 
in  dem  beschreibenden  Punkte  und  spannt  sie  über  die  Evolutenfläche; 
dadurch  wird  jedes  Ausweichen  des  Punktes  unmöglich.  Vgl.  über  diese 
Gegenstände  meine  „Allgemeine  Theorie  der  Curvon  doppelter  Krüm- 
mung.   S.  34  flg.44 

§.  5.  Es  kann  der  Fall  eintreten,  dass  der  bewegliche  Punkt  an 
einer  Stelle  die  vorgeschriebene  Bahn  verlässt  und  die  gezwungene  Be- 
wegung in  eine  freie  übergeht.    Soll  dies  sich  ereignen,  so  muss  der 

v2 

Normalwiderstand  v„  gleich  Null  werden  und  da  —  =  Res.  (t//w,  v„)  ist, 

so  folgt,  dass  die  Normalbcschleunigung  zusammenfallen  muss  mit  r/>„, 
mit  der  Normalcompoucnte  der  gegebenen  Beschleunigung  ty.  Hieraus 
folgt  weiter,  weil  H>  die  Resultanto  von  t/v  und  ty„  ist,  die  Tangente  und 

die  Hauptnormale,  in  welche  letztere  —  fällt,  aber  die  Schmiegungsebene 

der  Bahn  bestimmen,  dass  der  bewegliche  Punkt  nur  an  sol- 
chen Stellen  die  vorgeschriebene  Bahn  vorlassen  kann,  an 
welcher    die   Beschleunigung        in   die  Schmiegungsebene 
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fällt.  Bildet  nun  V»  mit  der  Tangente  der  Bahn  an  einer  Bolchen 
Stelle  den  Winkel  «,  so  ist  i/>„  =  rf>  sin  et  und  erhält  man  aus  der 
obigen  Gleichung:  v7  =  q*1>  sin  «,  oder  also,  weil  q  sin  a  =  ^  c,  näm- 
lich gleich  der  halben  Sehne  ist,  welcho  dio  Beschleunigung  in  dein 
Krümmungskreise  bestimmt:  v2  —  —  2-\  cp,  d.  h.  der  beweg- 

liche Punkt  muss  an  einer  Stelle,  an  welcher  er  die  vorge- 
schriebene Bahn  verlassen  soll,  eine  Geschwindigkeit  be- 
sitzen, welche  er  erlangen  würde,  wenn  er  mit  der  Beschleu- 
nigung an  jeucr  Stelle  durch  den  vierten  Theil  der  Krtim- 
muugssehnc  der  Beschleunigung  hindurch  sich  gleichförmig 
beschleunigt  bewegt  hätte. 

§.  6.  -  Wir  stellen  jetzt  die  Bewegungsglcichuugen  für  die  Bewe- 
gung auf  vorgeschriebener  Bahn  auf.  Ks  seien  A,  1',  Z  die  Coinpo- 
neuteu  der  gegebenen  Beschleunigung  ip;  jVr,  A^,  A'.  dio  der  Beschleu- 
nigung vH  des  Normalwidcrstandcs  und  da  —  <l* ,   —  l~  ,  —  die 

as  ds  ds 

Kichtungscosinussc  der  lieibuugsbeschleunigung  v(  sind,  also  nach  der 
obigen  Bemerkung  über  vt  =  /"  •  vH  die  Oomponentcn  der  letzteren 

/'»'«      ,  —  fv«'js>  —  fv*dJs-    Hiernach  sind  A'  +  A.r  —  fv»\^  > 

Y  -{-  Ary       f  \>„  (^ ,  Z  -f-  iV.  —  /Vw  ^*  dio  Componcntcu  der  Gesammt- 

beschlcunigung  parallel  den  Coordinatcnaxen  und  mithin  die  Gleichungeu 
der  Bewegung: 

zu  welchen  noch  die  beiden  Gleichungen  der  Bahn,  nämlich: 

O  O,  y,  s)  =  0 

'■f  (*,  *  0  «  o 

hinzutreten,  sowie  die  weiteren  selbstverständlichen  Gleichungen: 


von  denen  die  zweite  ausdrückt,  dass  i'„  senkrecht  zur  Tangeute  ist. 
Aus  diesen  7  Gleichungen  hat  man  die  Coordinaten  .r,  y,  c,  die  Com- 
ponenten  A;r,  A^,  JVr  der  Beschleunigung  des  Normalwiderstandes  und 
diesen  selbst  darzustellen.  Damit  ergeben  sich  von  selbst  die  Richtungs- 
cosinusse für  v„.  In  manchen  Fällen  wird  es  zweckmässig  sein,  statt 
zweier  Curvenglcichungen  zwischen  x,  y,  z  drei  Gleichungen  zu  ge- 
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brauchen,  welche  die  Coordiuaten  der  Punkte  der  Bahn  als  Functionen 
einer  weiteren  Variabeleu  o>  darstellen.  Es  genügt  alsdann,  w  durch 
die  Zeit  auszudrücken,  wenn  man  x,  y,  z  als  Functionen  der  Zeit  sucht. 

§.  7.  Von  den  Principen,  welche  zur  Integration  der  Beweguugs- 
gleichungen  dienen,  ist  das  Flächenprincip  in  seltenen  Fällen  anwend- 
bar, weil  die  Richtung  der  Beschleunigung  des  Widerstandes  von  vorn- 
herein nicht  bekannt  ist.  Ist  die  Reibung  nicht  vorhanden,  so  gilt  es, 
wenn  die  Ebene  von  und  vH  fortwährend  durch  eine  Gerade  hin- 
durchgeht, für  die  Projcction  der  Bewegung  auf  eine  Ebene  senkrecht 
zu  diesor  Geraden. 

Das  Princip  der  lebendigen  Kraft  ist  nur  brauchbar,  wenn  die 
Reibung  Null  ist,  der  Normalwiderstand  vlt  tritt  aber  gar  nicht  in  den 
Ausdruck  desselben  ein;  dies  versteht  sich  von  selbst,  denn  da  er  nor- 
mal zur  Bahn  ist,  so  ist  seine  Elementararbeit  Null.  Die  Arbeit  der 
Reibung  aber  wäre  —  fv„ds  und  mithin  die  Gesammtelementararbeit 
aller  Beschleunigungsbestandtheile  %  v  gleich  Xdx  -f-  Ydy  -f  Zdz  —  f  vnds 
und  folglich  nach  Cap.  III,  §.  5. 

d>  ±v*  =  Xdx  +  Ydy  +  Zdz  —  />„</*, 

allein  da  v„  nicht  blos  Function  von  s  ist,  auch  nicht  von  x,  y,  z,  so 
ist  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  kein  vollständiges  Differential, 
mithin  ist  auch  das  Princip  nicht  anwendbar,  es  sei  denn,  dass  das 
letzte  Glied  fehlt,  d.  h.  die  Reibung  Null  ist.  Im  letzteren  Falle  gilt 
es,  wie  bei  der  freien  Bewegung.  Sobald  das  Princip  der  lebendigen 
Kraft  anwendbar  ist,  so  folgt  aus  der  Gleichung 

W  —  W  =  U  —  D0  oder  v2  =  2  (ü  +  h) 

sogleich  d  

d)  =  V  2  (U  +  h) 

und  wenn  man  die  Gleichungen  der  Bahn  durch  ;c  = /•,(«),  y=/^(w), 
z  =  /■,(«)  darstellt,  wodurch  r/5  =  dm  }  /','*'  +"7V'J> ~  wird,  und  ü 
durch  (o  ausdrückt 


da>       -*/      2  {U  -f  Ii) 

dt  ~  r  fx'*+-f.p  +  fp 


Hieraus  ergibt  sich  a  als  Function  der  Zeit.  Sobald  dies  gofunden, 
sind  a;,  y,  z  und       1       ,  ^  bekannt  und  folglich  auch  iVx  =       —  A*, 

A'y  =  — 2-  —  F,   Ns  =  ^  —  Z,   also  auch  v„  und  seine  Richtung. 

Zur  Grösse  ©  kann  man  oft  mit  Vortheil  eine  der  drei  Coordiuaten 
x,  y,  z  wählen. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Behandlung  eines  sehr  umfangreichen 
Falles  der  Bewegung  auf  vorgeschriebener  Bahn,  nämlich  zu  der  Be- 
handlung der  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  derselben  und 
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werden  diese  Untersuchung  sowohl  im  Allgemeinen,  als  auch  für  spezielle 
Curven  durchführen . 

§.  8.  Die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  vorgeschrie- 
bener Bahn.  Es  sei  die  den  beweglichen  Punkt  M  afficirende  Beschleu- 
nigung die  Beschleunigung  der  Schwere,  also  =  g\  es  finde  aber 
keine  Reibung  auf  der  Bahn  statt,  die  wir  zunächst  als  eine  beliebige 
ebene  oder  doppelte  krumme  Linie  voraussetzen.  Es  ist  also  vH  =  v, 
v,  ==  0  und  sind  die  Gleichungen  der  Bewegung,  wenn  wir  die  x-  und 
y-Axe  horizontal,  die  z-Axe  aber  vertikal  und  positiv  im  Sinne  der 
Schwere  annehmen: 

d*x  tthj  t(lz 

dt*  dl*  -  iVy'     dl*        &    *      *  ' 

Für  das  Problem  gilt  das  Princip  der  lebendigen  Kraft;  nach  diesem  ist, 
wenn  der  Punkt  in  der  Anfangslage  3/0  die  Coordinaten  xQ>  y0,  z(t  und 
die  Geschwindigkeit  vn  besitzt, 

\  v2  —  i  v0*  =  g  (z  —  z„) , 
aus  welcher  Gleichung  man  für  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  zur 
Zeit  /  zieht:  /   j  \ 

Die  Geschwindigkeit  ist  unabhängig  von  der  Gestalt  der  Bahn  und  wird 
allein  durch  den  vertikalen  Abstand  von  der  Anfangslage  bestimmt. 
Die  Kräftefunction  des  Problems  ist  f/  =  gz  -f-  h  und  die  Niveauflächen 
sind  Horizontalebenen.  So  oft  der  bewegliche  Punkt  dieselbe  Horizontal- 
ebene  erreicht,  besitzt  er  dieselbe  Geschwindigkeit.    In  der  eben  ent- 

v  * 

wickelten  Gleichung  für  v*  bedeutet  ~~  die  Geschwindigkeitshöhe,  welche 

t>„  entspricht,  d.  h.  die  Höhe,  von  welcher  der  Punkt  vertikal  fallen 
müsste,  um  die  Anfangsgeschwindigkeit  zu  gewinnen,  bis  zu  welcher 
Höhe  er  mithin  auch  vertikal  mit  dieser  Anfangsgeschwindigkeit  auf- 
steigen kann. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  die  Bahn  des  Punktes  sei  eine  ge- 
schlossene Curve  und  schneiden  dieselbe  mit  dem  System  der  horizon- 
talen Niveauebeneu.  Eine  dieser  Ebenen  geht  durch  den  höchsten, 
eine  andere  durch  den  tiefsten  Punkt  der  Bahn  und  beide  berühren 
die  Bahn  an  diesen  Stellen.  Nehmen  wir  der  Einfachheit  wegen  die 
Niveauebene  des  höchsten  Punktes  zur  xy- Ebene.  In  Bezug  auf  dio 
verschiedenen  Wertho,  welche  die  Geschwindigkeit  erlangen  kann,  wäh- 
rend der  Punkt  in  seiner  Bahn  läuft,  haben  wir  drei  Fälle  zu  unter- 
scheiden. 

p  2 

1.  0  —  r0  >  0,  d.  h.  die  Goschwindigkcitshöhe  von  i>0  ist  grösser 
als  der  anfängliche  Abstand  des  Punktes  von  der  Niveauebene  dos  höch- 
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sten  Punktes.  In  diesem  Falle  kann  v  niemals  Null  werden,  da  2  nur 
positive  Wcrthe  besitzt.  Die  Geschwindigkeit  wächst  mit  2,  wird  im 
tiefsten  Punkte  ein  Maximum,  nimmt  mit  z  ab,  wird  im  höchsten  Punkte 
ein  Minimum,  dessen  Werth  von  Null  verschieden  ist,  wächst  dann 
wieder  u.  s.  w.  Der  Punkt  macht  volle  Umläufe  auf  seiner  Balm  und 
passirt  den  höchsten  und  tiefsten  Punkt  derselben  mit  dem  Minimal- 
und  Maximalwerth  der  Geschwindigkeit.  Je  nach  Beschaffenheit  der 
Bahn  können  mehrere  Maxima  und  Minima  von  v  eintreten,  die  hier 
erwähnten  sind  die  extremsten  von  ihnen. 
v  2 

2.  ~^  —  z0  <  0,  d.  h.  die  Goschwindigkcitshöhe.  von  t>0  ist  kleiner 

als  der  anfängliche  Abstand  des  Punktes  von  der  Niveauebcne  des  höch- 
sten Punktes.    In  diesem  Falle  wird  die  Geschwindigkeit  Null,  sobald 

z0  —  2  =   "    ist.    Daher  ist  20  —  z  der  kleinste  Abstaud,  den  die 
ig 

Niveauebene  des  höchsten  Punktes  erreichen  kann.  Sobald  er  ihn  erreicht 
hat,  verschwindet  seine  Geschwindigkeit,  er  sinkt  mit  wachsender  Ge- 
schwindigkeit, passirt  den  tiefsten  Punkt,  steigt  auf  der  anderen  Seite 
über  die  Anfaugslage  hinaus  bis  zu  demselben  Niveau  auf,  fällt  dann 
wieder  u.  s.  w.    Er  vollführt  in  diesem  Falle  also  eigentliche  Oscilla- 

v  2 

tionen  zwischen  zwei  Punkten,  welche  in  der  Niveauebene  2  —  r,,  —  " 

2  Q 

liegen. 

v  2 

3.  z0  =  0,  d.  h.  die  Geschwindigkeitshöhe  von  t»0  ist  gleich 

dem  Anfangsabstande  von  der  Niveauebene  des  höchsten  Punktes.  In 
diesem  Falle  reducirt  sich  die  Formel  für  tr  auf  =  2  gz.  Die  Ge- 
schwindigkeit kann  nur  für  2  =  0  verschwinden.  Man  kann  aber  zei- 
gen, dass  der  Punkt  in  diesem  Falle  sich  der  Niveauebcne  des  höchsten 
Punktes  nur  asymptotisch  nähern  kann,  und  dass  eine  unendlich 
lauge  Zeit  erfordert  würde,  wenn  er  den  höchsten  Punkt  erreichen 
sollte.  Um  diese  Behauptung  zu  erweisen,  wollen  wir  den  Bogen  .v  der 
Bahn  vom  höchsten  Punkte  an  zählen  und  zwar  so,  dass  derselbe  ab- 
nimmt, wenn  der  bewegliche  Punkt  sich  diesem  höchsten  Punkte  nähert. 

ds 

Daun  wird  v  durch  —  ^  ausgedrückt  und  folgt  aus  der  Gleichung 
v2  =  2gz  jetzt 

*  +  yäg-i  =  0 . 

Nun  bildet  aber  der  Krümmungshalbmesser  p  der  Bahn  im  Punkte  (j-,  y,  z) 
mit  den  Coordinatenaxen  Winkel  A,  jit,  v,  für  welche  die  Gleichungen 
gelten :  CuS  1  ros  ^  cuS  v 


da-  dy  dz 

ds  ds  <fs 

ds  ds  ds 
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sodass  also  insbesondere 

US  COS  V 

ilS  Q 

ist.  Wählt  man  nun  eine  Constaute  er  so,  dass  wenigstens  bis  auf  eine 
gewisse  endliche  Strecke  des  Bogens  &•  hin,  vom  höchsten  Punkte  au  ge- 
rechnet, a  >  so  wird 

,  dz 

"'ds  1 


ds 


also,  indem  mau  integrirt  uud  berücksichtigt,  dass       im  höchsten  Punkte 

verschwindet,  weil  :  ein  Minimum  wird, 

dz  s 
ds   <  u 

und  folglich  durch  abermalige  Integration,  da  z  selbst  mit  s  verschwindet, 
Dieseu  Werth  führen  wir  nun  in  die  obige  Gleichung  ein  uud  erhalten 


+  <"  V     >  o . 


Integriren  wir  jetzt  von  irgend  einer  Stelle,  s  der  Dahn  an,  innerhalb 
jenes  Bereiches,  für  welchen  a  gewählt  wurde,  an  welcher  der  Puukt 
sich  zur  Zeit  ll  beiluden  mag,  so  wird 


u 

oder 


0, 


0 

Nimmt  nun  s  fortwährend  ab,  so  wächst  der  Logarithmus  auf  der  rech- 
ten Seite  dieser  Ungleichung  ins  Unendliche,  mithin  auch  die  Zeit  / 
und  kann  also  der  bewegliche  Punkt  erst  nach  unendlich  langer  Zeit 
die  höchste  Stelle  seiner  Bahn  erreichen,  d.  h.  er  erreicht  sie  nie  uud 
nähert  sich  ihr  nur  immer  mehr.*) 


*)  Der  hier  zu  Hülfo  gerufene  Satz  über  den  Krümmungshalbmesser  der 
Curven  im  Räume  wird  folgendcrmassen  erwiesen.  Die  Richtung  dos  Krümmungs- 
halbmessers ist  die  oiner  Linie,  welche  in  die  Ebene  zweier  aufeinanderfolgender 
Tangenten  fällt  und  auf  der  ersten  von  ihnen  senkrecht  steht.  Sind  nun  a%  b,  c 
die  Cosinusse  der  Richtungswinkel  für  eine  durch  den  Coordinatenursprung  ge- 
zogene Gerade  in  einer  ersten  Lage,  so  sind  a  da,  (>  -f-  db,  e  -\-  de  die  Rich- 
tungscosinusse für  ihre  nächstfolgende  Lage  und  wenn  wir  vom  Ursprünge  und 
auf  der  Geraden  in  beiden  Lagen  die  Linieneinheit  auftragen,  so  stellen  jene 
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Die  Druckbeschlcunigung  findet  man,  indem  man  die  Centrifugal- 

beschleuniguug  —  ,   welche   die  Richtung   des  Krümmungshalbmessers, 

aber  einen  vom  Krümmungsmittelpuukte  abgewandten  Sinn  hat,  mit  der 
Normalcomponenten  von  g,  d.  i.  mit  der  Projection  von  g  auf  die  Nor- 
malebene  der  Bahn  zusammensetzt.  Ist  die  Bahn  eben  und  ihre  Ebene 
vertikal,  ferner  a  der  Winkel  zwischen  der  Tangente  und  der  Vertika- 
len, so  wird  die  Druckbcschleunigung  die  algebraische  Summe  von  g  sin  a 

und  —  sein;  im  tiefsten  Punkte  ist  sie  g  +  ^  ,  im  höchsten  g  —  —  . 

§.9.  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  einer  geneigten  Geraden.   Es  sei  Ma 

(Fig.  113.)  die  Anfangslage  des  schweren  Punktes,  welcher  ohne  An- 
fangsgeschwindigkeit sieh  auf  der  Geraden  M0A  bewegen  soll;  die 
Gerade  bilde  mit  der  Vertikalen  den  Winkel  a;  man  soll  die  Ge- 
schwindigkeit, den  durchlaufenen  Kaum  und  dielieschleunigung  des 
Widerstandes  der  Bahn  finden.  Die  Einfachheit  der  Aufgabe  gestattet  die 
Behandlung  derselben  ohne  Zugrundelegung  eines  bestimmten  Coordinatensystems. 


sechs  Grössen  die  Coordinaten  der  Endpunkte  beider  Längen  dar.    Daher  ist  die 

Länge  *  der  Verbindungslinie  beider  Endpunkte  f  —  Yda*  -j-  db*  -f-  de*  und  sind 
die  Richtungscosinussc  dieser  unendlichkleincn  Linie  c  gegen  die  Coordinatenaxou 

'—  ,  -l> .  ^-  .    Die  Richtung  von  f  ist  nun  eine  Linie,  welche  in  die  Ebene  beider 

£         £  £ 

Lagen  der  Geraden  fällt  und  mit  ihnen  ein  uncndlichschmales  gleichschenkliges 
Dreieck  bildet,  d.  h.  auf  ihnen  senkrecht  steht.  Ist  also  die  Gerade,  welche  wir 
in  zwei  aufeinanderfolgenden  Lagen  betrachten,  die  Tangente,  so  hat  *  die  Rich- 
tung des  Krümmungshalbmessers.  Für  die  Tangente  sind  aber  die  Kichtungs- 
cosinusse: 

d.v  di/'  dz 

*  ~  Ä"'  *""«/«'  f  =  'du- 

Daher  werden  ds  und  die  Cosinusse  der  Richtungswinkel  l,  fi,  v  für  den  Krüm- 
mungshalbmesser bestimmt  durch  die  Gleichungen 

w  (-'':;:th- (■':;:)'+ :;;y 

ros  k  ros  ft  ros  v  1 

,  (Lv  ,   d//  dz  de 

d  •  •-—  d  ■  —  d  • 

da  ds  ds 

Die  Länge  dt  ist  aber  zugleich  das  Mass  für  den  Contingcnzwinkel  und  da 

ds 

der  Krümmungshalbmesser  o  mit  Hülfe  der  Gleichung  p  =  -f  gefundou  wird,  so 

erhält  man,  indem  man  sämmtlichc  vier  vorstehende  Ausdrücke  mit  </*  multiplit-irt, 
die  Forme lu 

cos  X  ros  u  cos  v 


dj;                dt/  dz 

d  •  -—           d  •  d  •  — 

ds                 ds  ds 

ds                 ds  dz 
von  denen  wir  obon  Gebrauch  machten. 
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Auf  den  beweglichen  Punkt  M  wirkt  zur  Zeit  t  die  Beschleunigung  if>  =  g  vertikal 
abwärts  und  die  Beschleunigung  v  des  Widerstandes  der  Bahn  normal  zur  Bahn; 
man   hat   daher   für    die  Tangentialbeschleunigung 
tpt  =  if,/  =  Q  cos  u  und  es  mu83  die  Resultante  aus 
der  Normalcomponcntcn  tyH  =  g  sin  a  der  gegebenen 
Beschleunigung  und  der  des  normalen  Widerstandes  v 

die  Ccntripetalbeschlounigung       liefern;  da  abor  der 

Krümmungshalbmesser  der  Geraden  unendlich  gross 
ist,  so  ist  diese  Resultante  Null  und  folglich  v  =  g  sin  a 
uud  dem  Sinne  nach  entgegengesetzt  mit  dieser  Norraal- 
componenten  von  ip.  Daher  bestehen  die  Gleichungen: 

d.s  dv 

dt  =        jj-  =  fJ  ™*  «,    *  =  .'/  «»  «; 

aus  den  beiden  erstcren  folgt  mit  Rücksicht  auf  die 
Nebenbedingungen  v  =  0  und  *  =  0  für  /  =  0: 

v  =  g  cos  a  ■  t ,  s  =  $g  cos  et  -  {*. 
Die  letzte,  v  =  g  sin  «,  bestimmt  den  Widerstand;  er  ist  constant.  Die  Bewegung 
ist  eine  gleichförmig  beschleunigte,  aber  die  Beschleunigung  längs  der  Bahn  wird 
nicht  durch  den  vollen  Werth  g  der  Beschleunigung  der  Schwere,  sondern  nur 
durch  einen  Bestandteil  g  cos  a  derselben  repräsentirt,  während  der  andere  g  sin  a 
durch  den  Widerstand  der  Bahn  vernichtet  wird. 

Für  a  =  0  geht  die  Bewegung  in  die  des  freien  Fallens  über;  es  wird  näm- 
lich v  =  gt,  s  =  \g(*,  v  —  0. 

Beschreibt  man  über  der  willkürlichen  vertikalen  Länge  M0C  =■  h  als  Durch- 
messer einen  Kreis  und  zieht  in  ihm  durch  Ma  unter  beliebigen  Winkeln  a  Sehnen 
M0A,  M0B,  ...  so  sind  die  Zeiten,  welche  ein  beweglicher  schwerer  Punkt 
braucht,  um  dieselben  zu  durchlaufen,  gleich  gross.  Denn  die  Zeit  &,  in  welcher 
eine  unter  dem  AVinkel  a  gegen  die  Vertikale  geneigte  Sehne  M^A  =  /  durch- 

-./ä — '/" 

laufen  wird,  folgt  aus  der  Gleichung  l  =  lg  cos  ct  &*  und  ist  #  =  1/   ; 

*"  f    g  cos  tt 

/2h 

da  aber  h  cos  cc  =*  l  ist,  so  wird  dieselbe  unabhängig  von  a,  nämlich     =  y  -  -  . 

Auch  dio  Sehnen,  wie  ACt  welche  man  durch  den  unteren  Endpunkt  des  Durch- 
messers M„C  ziehen  kann,  werden  in  derselben  Zeit  -fr  durchlaufen ;  denn  zu  jeder 
solchen  Sehne  gibt  es  eino  von  M0  ausgehende  gleiche  und  parallelo  M0Cf,  für 
wolcho  die  Behauptung  eben  erwiesen  wurde.  Die  Geschwindigkeiten,  mit  welchen 
die  Punkte  von  M0  ausgehend  auf  den  verschiedenen  Sehnen  in  deren  Endpunkten 
ankommen,  sind  aber  verschieden.  Denn  zufolge  der  Gleichung  v  =  g  cos  a  t 
sind  sie: 

v  =, g  cos  a  &  =  g  cos  uj/  ~  =  }  2g  t  cos  a  =  Vlg-  M0E . 

Es  folgt  dies  auch  daraus,  .dass  die  Endpunkte  dieser  Sehnen  in  verschiedenen 
Niveauebenen  liegen. 

Findet  Reibung  längs  der  Geraden  statt  und  ist  der  Reibungscoefficient  f, 
sS  werden  dio  Gleichungen  der  Bewegung: 

ds  dv  t. 

dt  "  *'     dt  =  "  C°S  U  ~  ,V*     V  "  9  ' 
mithin,  wenn  die  Anfangsgeschwindigkeit  vu  =»  0  ist: 

v  =»  g  (cos  «  —  fsin  tt)l,       s  =  \g  {cos  a  —  f  sin  et)  ■  (*. 
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Die  Bewegung  ist  auch  jetzt  im  Allgemeinen  eine  gleichförmig  beschleunigte,  nur 
in  dem  Falle,  dnss  g  cos  a  —  f  sin  tt  —  0,  d.  h.  f  =  cotg  a  ist,  ruht  der  Punkt, 
indem  v  =  0,  s  =  0  wird.  Ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  v0  nicht  Null,  so  ist 
die  Bewegung  in  diesem  Falle  gleichförmig. 

■ 

Bewegt  sich  der  Punkt  mit  Reibung  die  gerade  Linie  hinan,  so  erhält  man 
aus  den  Bewegungsgleichungen,  wenn  die  s  vom  Ausgangspunkte  gezählt  werden 
und  für  *  =  0,  t  =  0  und  v  =  v0  ist,  nämlich  aus 

(U  dv 

dt 

die  folgenden: 

v  =  w0  —  9  {cos  oc  —  f  sin  et)  lf       s  =  »„  t  —  \g  {cos  et  —  f  sin  a)  /*. 

Die  Bewegung  ist  eine  gleichförmig  verzögerte,  ausser  wenn  f  =  cotg  a;  in  die- 
sem Falle  ist  sie  gleichförmig,  nämlich  es  wird  v  =  v0,  s  =  v„t. 


r,     -  =  -g{cos«-f*ina),     v  =  a  sin  a 


§.  10.    Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  der  Schraubenlinie  bei  vertikaler 

Ein  Punkt  (Fig.  114.)  bewege  sich  auf  der  Cylindersch raube, 
deren  Axe  vertikal  sei,  abwärts,  unter  Einfluss  der  Beschleunigung 

der  Schwere  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  und  ohne 
dass  die  Reibung  ihn  hindert;  man  soll  die  Geschwin- 
digkeit, den  durchlaufenen  Raum  und  die  B  c  sch  1  eu- 
niguug  den  W id erstände 8  der  Bahn  finden.  Bildet  die 
Tangente  der  Schraubenlinie  mit  der  Erzeugungslinic  des 
Cylindors  den  Winkel  a,  so  hat  man,  da  die  Beschleunigung 
der  Schwere  die  Richtung  der  Krzeugungslinie  hat:  =  g, 
ipi  —  0  ros  a,  ty„  =  g  sin  «,  mithin  sind  die  Gleichungen 

ds  dv 


P  ,  TT 


g  cos  a 


dt  '  dt 

zu  integrireu,  welche  wieder  eine  gleichförmig  beschleunigte 
Bewegung  liefern.  Hinsichtlich  der  Grösse  v  muss  bemerkt 
werden,  dass  dieselbe  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen 

Dreiecks  ist,  dessen  Katheten  —  und  g  sin  et  sind.  Der  Krüm- 

Q 

inungshalbmesser  der  Bahn  hat  nämlich  die  Richtung  der  Normalen  des  Cylinders 
und  steht  mithin  auf  dessen  Tangentenebene  senkrecht.    In  die  letztere  fällt  die 

t>* 

Richtung  von  gy  g  cos  et  und  q  sin  et  und  da  die  Cuntripetalbcschlcunigung  -  die 

Richtung  des  Krümmungshalbmessers  hat,  so  ist  sie  senkrecht 
zur  Normalcomponcnten  g  sin  ct.  Diese  bildet  aber  mit  vH 
(hier  v)  zusammen  jene  Contripetalbeschleunigung  als  Resul- 
tante, daher  hat  das  zu  dieser  Bildung  nöthige  Parallelogramm 

(Fig.  116.)  eine  Seite  g  sin  et  senkrecht  zur  Diagonalen  —  .  Es 
ist  folglich 


Fiif.  115. 


gsinet 


und  die  Tangente  der  Neigung  von  v  gegen  die  Richtung  des  Krümmungshalb- 
messers !f(}in'1  a  .    Da  v  wächst  und  o  constant  ist,  so  nimmt  also  v  fortwährend 

v2 

an  fJrösso  zu,  wird  aber  seiner  Richtung  nach  immer  mehr  normal  zur  Cylindcr- 
tläche.    Die  Ebene  des  Parallelogramms  ist  die  Normalebeuo  der  Bahn. 
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Fiir.  116. 


§.  11.  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  einem  vertikalen  Kreise,  einfaches 
Pendel.  Ein  schworer  Punkt  bewege  sich  auf  einem  vertikalen  Kreiso 
vom  Radius  a  aus  der  Anfangslage  M0  (Fig.  116),  seine  Anfangs- 
geschwindigkeit sei  »0;  welche  Bewegung  wird  er  annehmen  und 
welches  wird  die  Beschleunigung  des  Widerstandes  sein? 

Die  Gleichungen  der  Bewegung  sind,  wenn  die 
positive  :-Axc  mit  dem  Sinne  der  Schwere  überein- 
stimmend, die  x-  und  y-Axe  horizontal  und  zwar  erstcro 
als  Durchmesser  des  Kreises,  der  Coordinatenursprung 
aber  im  Mittelpunkte  des  Kreises  angenommen  werden, 
wio  §.  8: 

di*  =  y*>       =  A  + 

wozu  noch  die  Gleichungen  des  Kreises,  nämlich: 

x*  +  2*  =  fl* 

V  —  0 

hinzutreten.    Der  letzten  Gleichung  wegen  ist  Ary  =  0; 
es  fällt  deshalb  der  Widerstand  in  die  Ebene  des  Kreises.  Das  Princip  der  leben- 
digen Kraft  gibt  wieder 

4»?  -  W  +  oi?  -  *»). 

wir  ziehen  es  aber  vor,  statt  z  einen  Polarwinkel  einzuführen,  nämlich  den  Win- 
kel tr,  welchen  der  Radius  des  Kreises,  welcher  nach  dem  beweglichen  Punkte 
hingeht,  mit  der  vertikalen  Fallrichtung  bildet.  Ist  zugleich  a  der  der  Anfangs- 
lage M0  entsprechende  Werth  von  &,  so  hat  man  r  =  «  cos  &,  z„  =  a  cos  a 
und  mithin 

»*  =       -{-  2  ija  (cos  &  —  cos  a) . 

Dor  Winkel  #  genügt,  um  den  Ort  dos  beweglichen  Punktes  auf  dem  Kreise  zu 
bestimmen;  wir  suchen  daher  nicht  x  und  sondern  %•  als  Function  der  Zeit. 
Hierzu  dient  dio  Bemerkung,  dass  der  in  der  Zeit  /  durchlaufene  Bogen  M„M  =  * 
mit  #  durch  die  Gleichung 

s  —  a  («  —  #) 

verbunden  ist  und  folglich 

As  d» 


v  = 


dl  a  dl 


d& 


wird,  worin  —     -  die  Winkelgeschwindigkeit  darstellt.    Hiermit  erhält  man  also 
dt 

mit  Hülfe  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  die  Differentialgleichung 

(f<fy  •»/        —  —   . — - 

—  a       =  Vvü*  +  -</«  {cos  #  —  cos  «)  , 

durch  deren  Integration  sich  &  als  Function  von  /  ergibt.  Dieser  Gleichung  ge- 
nügt für  fr  eine  elliptische  Function,  wie  wir  sogleich  zeigen  werden. 

An  die  Stelle  der  obigen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  in  x,  y,  z 
hätten  wir  auch  von  vornherein  eine  Differentialgleichung  in  -fr  setzen  können. 
Es  ist  nämlich  offenbar  g  sin  &  die  Tangentialbeschleunigung  und  da  dieselbe 

durch       oder     f  ausgedrückt  wird,  so  ergibt  sich  mit  Hülfe  des  eben  benutzten 


Ausdrucks  für  «,  ans  welchem 


ii*s 
dt* 

dt1 


dt* 


folgt: 


+  "  sin  &  =  U, 
« 
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welches  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  unseres  Probleme*  in  &  ist. 
Ein  beweglicher  Punkt,  welcher  auf  einem  vertikalen  Kreise  von  der  Schwere 
getrieben  wird,  heisst,  insbesondere,  wenn  der  Zwang  auf  dem  Kreise  durch  einen 
Faden  geleistet  wird,  welcher  den  Punkt  mit  dem  Kreismittelpunkte  verknüpft, 
ein  einfaches  Pendel  und  daher  wird  diese  Gleichung  gewöhnlich  die  Pendel- 

gleichung  genannt.  Ihr  erstes  Integral  ist  —  a  - -  =  VvJ  -f  2g,i  {cos  &  —  cos  u),  _ 

aus  welchem  wir  jetzt  durch  abermalige  Integration  d  als  Function  der  Zeit  suchen. 

Zunächst  ist  es  nicht  unzweckmüssig,  den  Winkel  \&  für  #  einzuführen. 
Aus  1  —  cos  &  =  2  sin1  \  #  und  1  —  c os  er  =  2  sin1  \  et  folgt 

cos  9  —  cos  et  =  2  (sin1  \  a  —  sin1  \  9) 
und  damit  wird  die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen  gleich 

v(?  ~f"  4  g  a  sin1  \u  —  4  q  a  sin1  ■J  & 
und  folglich  mit  Rücksicht  darauf,  dass  #  —  et  für  /  =  0  wird,  wenn  man  das 
Minuszeichen  dazu  benutzt,  um  die  Grenzen  des  Integrales  umzukehren: 

_    r    ad»  

'  _  y  Kfo*  +  *  </«  «'»"  ^  et  -  Aga  sin1  \  V 

Dies  Integral  drückt  die  Zeit  aus,  welche  verfliesst,  bis  der  anfängliche  Winkel  u 
auf  die  Grösse  &  herabgesunken  ist.  Die  Reduction  desselben  macht  eine  Son- 
derung der  drei  Fälle  nöthig: 

1.  v0*  -f  Aga  sin1  \tt  <  4 gn  , 

2.  v0f  -{-Aga  sin1  \  et  =  Aga  , 
3-  »u*  ~f-  '1      *'w*  i  a  ^>  Aga. 

Der  Sinn  dieser  Unterscheidung  wurde  schon  §.  8,  wenn  auch  unter  otwas  anderer 

Form  erläutert.   Dividirt  mau  nämlich  diese  drei  Relationen  mit  2g  und  setzt  für 

v*  <?  t> 1 

2  «Vi«  \  et  wieder  1  —  cos  et,  so  gehen  sio  über  in  ,°  „    a  -f  a  cos  ct.    Nun  ist  ,ü 

ig  ^  -.'/ 
die  der  Anfangsgeschwindigkeit  entsprechende   Fallhöhe,  a  -\-  a  cos  et  aber  die 

Tiefe  der  Anfangslage  unterhalb  des  höchsten  Punktes  des  Kreises;  daher  ist  im 
ersten  Falle  die  Geschwindigkeitshöhe  kleiner,  im  zweiten  gleich,  im  dritten  grösser 
als  die  Tiefe  der  Anfangslage.  Im  ersten  Falle  linden  Oscillationen  im  gewöhn- 
lichen Sinne  (Hin-  und  Hergängo),  im  letzten  finden  volle  Umläufe  statt,  im  zwei- 
ton nähert  sich  der  bewegliche  Punkt  dem  höchsten  Punkte  asymptotisch. 

I.  Fall:  tJ02  +  Aga  sin1  et  <.  Aga.    Wir  setzen 

v1  +  Aga  sin1  \  et  =  ^ 
Aga 

und  x  ist  alsdann  der  Voraussetzung  dieses  Falles  gemäss  <^  1.    Die  Bedeutung 
von  x  ist  leicht  zu  ermitteln.    Es  ist  nämlich 

v  1 

.  =  i~g  tl  ~aC°Sa     »*o  +_*'•<? 

2a  2« 

v  1 

wenn  UM»  =  7  ,  MUQ  =  P^A  =  CA  -  CP0  =  a  —  a  cos  et.    Es  ist  demnach 


V  2a 


Die  charakteristische  Bedingung  dieses  ersten  Falles  ist  also  x  <  1, 
d.  h.  HQ  <  2a.    Durch  Einführung  von  x  wird 


1» 
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Wir  ersetzen  4r  durch  eine  neue  Variabele  qp,  welche  mit  #  durch  die  Gleichung 

sin  \&  =  x  sin  qp 

verbunden  ist,  in  Folge  deren  den  Grenzen  &  =  &  und  &  =  a  die  neuen  Gren- 
zen q>  =  qp  and  qp  =  Are  sin  sin  4,  a)  =  ß  entsprechen ;  t  nimmt  dann  die 
Form  an: 

rfqp 


*  *£n*  qp 


Legondro  hat  für  Integrale  dieser  Art  die  Bezeichnung 


fn 


=  F(V,,  x) 


Ki  —  x« «»« ^ 

0 

eingeführt.  Dies  Integral  heisst  „elliptisches  Integral  erster  Gattung"  und  die 
Grösse  x,  welche  kleiner  als  die  Einheit  ist,  der  Modulus,  if>  aber  die  Amplitude 
desselben.  Oft  lässt  man  die  Bezeichnung  des  Modulus  weg,  wenn  er  als  selbst- 
verständlich angenommen  wird,  oft  schreibt  man  auch  /' (^i),  mod.  x.  Mit  Ilülfe 
dieser  Bezeichnung  geht  die  Gleichung  für  t  über  in: 

«in  m  =  —  sin  l&,       sin  ß  —  —  sin  Icc. 

Für  die  Zeit  tt  des  Niederganges  zum  tiefsten  Punkto  erhält  man  hieraus,  indem 

o 

C  d^ 

dem  &  =  0  entspricht:  <p  =  0  und  F  (0,  *)  =*  /  ^  —^F^  =  0  ist: 

o 

Demnach  ergibt  sich  weiter  für  die  Zeit  /,  —  <,  während  welcher  der  Punkt  von 
M  aus,  dem  &  entsprechend,  bis  zum  tiefsten  Punkte  fällt: 


F  (qp,  x). 


Da  die  Anfangsgeschwindigkeit  nicht  Null  ist,  so  steigt  der  Punkt  von  der  tief- 

v  * 

sten  Lage  bis  zu  einer  Stelle  auf,  welche  um  ^  über  dem  Niveau  des  Ausgangs- 
punktes M0  liegt  und  daselbst  wird  die  Geschwindigkeit  zum  erstenmal  Null.  Die 
Oscillationsdauer  T  ist  das  Vierfache  der  Zeit,  welche  der  Punkt  braucht,  um  von 
der  tiefsten  Lage  bis  dorthin  zu  gelangen.  Ist  tt  die  Zeit,  welche  vom  Anfange 
der  Bewegung  gerechnet,  verfliesst,  bis  er  diese  Stelle  erreicht,  so  wird 

r=  4(1,  -  /,). 

Die  Amplitude  qp,  welche  zu  t%  gehört,  bestimmt  sich  durch  die  Bedingung,  dass 
tt  die  kleinste  Zeit  ist,  zu  welcher  die  Geschwindigkeit  Null  wird.    Nun  war 
d& 

v  =  —  a  --  und  aus  der  obigen  orsten  Gleichung  für  i  folgt  durch  Differentiation 

nach  der  unteren  Grenze  &  des  Integrales  4s  =  —  4  1/  — -  tt-. — ~—--=t-.  ,  folg- 

d&  V    g  JV-«n**fr' 

Srhcll,  Theorie  d.  Bcw.  u.  d.  Kriiflc.  21 


lieh  v  =  2a  [/      Vit*  —  sin2  \  <r  und  wenn  dies  verschwinden  soll,  muss  sin  i<r  =  i  x 
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werden.  Da  das  Verschwinden  der  Geschwindigkeit  zum  erstenmale  nur  hei  einom 
negativen  &  eintritt,  so  muss  sin\&  =  —  x  gewählt  werden.  Hierzu  findet  sich 
dann  mit  Hülfe  der  Gleichung  x  sin  tp  =  sin  =  —  x  der  Werth  von  q>,  näm- 
lich <p  =  .—  \n  und  hiermit  erhält  man  aus  der  für  /  aufgestellten  Gleichung 
zunächst: 

'*=  j/y  {''(0.  *)  ~  «)}. 
oder  weil  _  ^ 

'(-*«•  -)  -/,  ,_";.,,.,  -  -j'yr-  lÄTi  =  -  "> 

ist,  wie  man  sogleich  durch  die  Substitution  von  —  ip  für  ip  sieht: 
Mit  Hülfe  des  bereits  gefundenen  /,  =  j/ •  F  (ß,  x)  ergibt  sich  hieraus  weiter: 


Daher  wird  jetzt  die  Oscillationsdaucr 

T  =  i  j/°  x). 
Das  elliptische  Integral  mit,  der  Amplitude  nämlich 


dtp 

x*  */«*  ^> 


TOOrf.  x,     A  -  /'        ^       -       x«  = 
'     0  J  Vi  —  x*  sm*  V» * 


heisst  das  vollständige  elliptische  Integral  erster  Gattung  und  wird  von  Legendre 
immer  mit  F* ,  von  Jacob  i  mit  K  bezeichnet.  Demnach  wäre  schliesslich  zu 
schreiben: 

v0*       4ga  sin*  \  a 
Aga 

o ' 

Für  v0  =>  0  wird  der  Modulns  x  =  sin  ^ct  und  findet  man  für  die  verschiedenen 
Werthe  von  die  Werthc  von  K  in  besonderen  Tafeln,  bei  Legendre  in  sei- 
nen Rxercises  du  calcul  integral  und  in  seinem  Traite  des  fonetions  elliptiquex.  Da 
nämlich  der  Modulus  x  kleiner  als  die  Einheit  ist,  so  kann  er  in  allen  Fällen  als 
Sinus  eines  gewissen  Winkels  angesehen  werden  (Winkel  des  Modulus). 

Uebrigcns  kann  man  sich  behufs  der  numerischen  Berechnung  der  Oscilla- 
tionsdauer  T  der  Reihencntwickclung  bedienen.  Man  erhält  nämlich  nach  dem 
binomischen  Satze 


1  •  3  1  •  3  •  6 
s=  1  +  \  x*  sin*  ip  -f-  - — --  x4  «in4  ip  -\-  ■    -       x°  sin*  ip  +  •  •  • 

i  •  4  2  •  4  •  6 

und  folglich  , 

A  _  /  r 

J  Vi  —  X*  sin*  ip 
0 
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Die  hierin  auftretenden  Integrale  stehen  Bämmtlich  unter  der  Form 

sin1»  y  dy, 


J'"  -/- 


wofür  der  Werth 

1  •  3   5  •  •  •  •  (2w  —  1)  7i 
'  *"  ~~       2  ■  4  •  6  •  •  •  •  2n   "  "  2 

ist.    Unter  Benutzung  dieses  Werthes  erhält  man  daher 

r  =  2,//»{l  +  w.,  +  (-y..  +  (-;^,  +  ...}. 

Ist  insbesondere  dio  Anfangsgeschwindigkeit  va  =  0,  so  geht  dieser  Ausdruck  für 
T  wegen  x  =  »in  \a  über  in  den  folgenden: 

r-2*  f,'ag  {i  +  +  +  •  }, 

sodass  also  T  nach  geraden  Potenzen  des  Sinus  vom  halben  Elongationswinkel, 
welchen  Namen  et  fuhrt,  entwickelt  werden  kann.  Aus  dieser  Entwickelung  kann 
man  brauchbare  Näherung swerthe  für  dio  Oscillationsdauer  des  einfachen  Pendels 
ableiten,  indem  man  sich  auf  1,  2,  3,  .  .  .  Glieder  der  Reihe  beschränkt.  Für 
sehr  kleine  Werthc  des  Elongationswinkels,  wie  dies  namentlich  bei  sehr  langen 
Pendeln  eintreten  wird,  genügt  als  Näherungsformel 


T  =  2 


Dieselbe  ist  unabhängig  von  dem  Elongationswinkel  a  und  zeigt,  dass  bei  über- 
haupt kleinen  Elongationen  die  Schwingungen  verschieden  langer  Pendel  trotz  der 
Verschiedenheit  der  Elongationen,  dennoch  sehr  nahe  gleiche  Dauer  haben.  Diese 
Eigenschaft  heisst  der  Iso ch ronism us  kleiner  Pendelschwingungen.  Er  findet 
bei  der  Bewegung  eines  schworen  Punktes  auf  einer  beliebigen  Curve  in  der  Nähe 
des  tiefsten  Punktes  statt,  wenn  der  Krümmungskreis  dortselbst  vertikal  steht, 
und  zwar  mit  derselben  Näherung,  mit  welcher  der  Krümmungskreis  die  Curve 
vertritt.  Für  die  Cycloide  gilt  der  Isochronismus  in  aller  Strenge  bei  beliebiger 
Entfernung  des  schwingenden  Punktes  vom  tiefsten  Punkte,  wie  später  gezeigt 
werden  wird. 

Will  man  die  eben  erwähnte  Näherungsformel  unmittelbar  finden,  so  genügt 
es  in  der  Gleichung 

—  a  — -  =  K»ol  +  2  go  {cos  &  —  co»  a) 
at 

- 

v0  =  0  und  wegen  der  Kleinheit  von  a  und  also  auch  von  &,  da  dieser  Winkel 
bei  vQ  =  0  nio  über  a  hinausgehen  kann,  cos  <©•  =»  1  —  i^*»  cos  a  =  1  —  -Ja2 
zu  setzen,  wodurch  die  Gleichung  ubergeht  in 

- /•  £  -  r«^* 

aus  welcher  zunächst  allgemein 

t  -  //"    f     M-  -  -  /         Are  cos  ^  und 
folgt,  für  #  —  0  aber  die  Zeit  des  Niederganges  bis  zum  tiefsten  Punkte,  d.  h. 

21* 
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:ilso 


'Vi 


T  =  2 

r  o 
erhalten  wird. 

Um  die  Bedeutung  dieser  Formel  und  der  ihr  vorausgehenden  approxima- 
tiven Rechnung  deutlicher  zu  erkennen,  müsson  wir  auf  die  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  für  dio  Pendelbewcgnng  zurückgehen.    Sic  war 

£+£*.  —  • 

Sie  ist  nicht  linear,  kann  aber  für  kleine  Amplituden  9  näherungsweise  lineiir 
gemacht  werden,  indem  man  &  für  sin  9  schreibt.    Sie  lautot  dann 

dt*  a 

und  ihr  Integral  ist  (vgl.  Cap.  II,  §.  2,  Nr.  7.). 

&  =  a  cos  t  y ~g(i  +  n  sin  t  y^(t  ■ 

Die  Constanten  At  Ii  bestimmen  sich  durch  die  Anfangslage  und  die  Anfangs- 
geschwindigkeit; indem  für  t  =  0  der  Winkel  %  =  «  und  die  Winkelgcschwin- 

digkeit  —  -  ■  =0  wird,  ergibt  sich  A  =  a,   Ii  =  0;   wodurch  die  Lösung 

&  =  a  cos  ty  -~ ,  wie  oben,  hergestellt  ist.    Multiplicirt  man  die  lineare  Diffe- 
rentialgleichung mit  a  und  bedenkt,  dass  a&  den  Kreisbogen  AM  =  a  vom  tief- 
er 

sten  Punkte  bis  zum  Punkte  M  bedeutet,  sowie,  dass  &  =         so  wird  die 

a. 

Differentialgleichung 

d*°  i  ff 

- , -,  +      o  —  O. 
dl1  n 

Sic  ist  aber  dio  Gleichung  für  die  geradlinige  oscillirendc  Bewegung,  welche 
die  Projectiou  der  gleichförmigen  Kreisbewegung  ist.  Die  der  obigen  Näherungs- 
formel zu  (»runde  liegende  mechanischo  Idee  ist  also  keine  andere,  als  dass  man 
wegen  der  Kleinheit  der  Amplituden  den  Bogen,  welchen  der  Pendelpunkt  be- 
schreibt, als  eine  Gerade,  die  Bewegung  auf  ihm  aber  als  die  Projcction  einer 
gleichförmigen  Kreisbewegung  ansehen  darf.  Der  Isochronismus  dor  Schwingungen 
erscheint  dabei  als  eine  Folge  davon,  dass  bei  jener  oscillirenden  Bewegung  die 

Oscillationsdauer  von  der  Oscillationswoite  unabhängig  ist  Die  Form  T  =  2ä  j/  ^ 
konnte  also  unmittelbar  aus  Tbl.  II,  Cap.  I,  g.  12.  entnommen  werden. 

Zu  der  Reihe  7'=2«j/^jl  +  4  sin*  ±  a  +  ~  sin1  \  a  -f       j  kann 

man  auch  gelangen,  indem  man  in  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  »0  —  0 
setzt,  wie  diese  Formel  voraussetzt,  und  aus  dem  sieh  ergebenden  Integrale 


/*  _  —  ad9_ 
jVlya  {cos»'— 


cos  u) 

für  die  vierfache  Zeit  des  Niodorganges  oder  die  Oscillationsdauer  erhält: 

y.  =    ,  7/'  «      f  ^  ; 

V    d  J  V  1  ij  [  cos  &  —  vus  « ) 
o 

hierauf  weiter  statt  &  die  Variabole  1  —  cos  &  =>  x  einführt,  sodass  die  Bodcutung 
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AP 

von  x  durch  x  =  —    (s.  Fig.   115.)    angegeben  wird   und   gleichzeitig  dann 
APa 

1  —  cos  a  =   —  =  b  setzt  ..wodurch  man  mit  Rücksicht  auf  —  ain&dft  =  dx, 
a 

fix  dx  dx  , 

dd-  =  —  -        =  •--  zz»  —  =  _z  ,  cos  &  —  cos  u  —  b  —  xy  sowie 

mit  Rücksicht  auf  die  den  Grenzen  &  =  0,  =  «  entsprechenden  Grenzen 
i  =0,  x  =  b  zu  der  Form 

V    u  J  Vi  x  -    a*    ^2  (4  —  a?)  A     ,V  J  \'bx  -  x* 

gelangt  und  endlich  die  Grösse  (1  —  \x)~  ^  nach  dem  binomischen  Satze  in 
der  Reihe 

o  -i-r»-.  +  *-:+i;:(;y+  c,y+- 

auflöst,  welche  wegen  a:  <  1  convergirt.    Hierdurch  ergibt  sich  für 
T  -  2  f  /"     'Ar        4-  4.  I  /*    *,Ar      4-  1  '  3  m'  /' 


0 

Die  hier  auftretenden  Integrale  folgen  aus  der  allgemeinen  Formel: 
b 

,         /*    x"dx  1  •  3-  5  •    •  (2  n  -    1)  , 

.1«  =  I -   =  — -    -     -    A"jr,      //„  =  jt 

J  Vhx  —  x*  2  .  4  •  G  •  •  •  2  « 

und  erbält  man  für  T  unter  Anwendung  derselben  die  gut  convergirende  Reihe: 

r-..//;(,  +  „J..s+G^.(;-),+  Q-:::3-Cy+--> 

welche  wegen  A  =  1  —  co«  et  =  2  *f«*  Ja  mit  dor  früher  entwickelten  identisch  ist. 

Zu  dor  Formel  für  das  Integral  A„  gelangt  mau  durch  folgende  Roduction.  Es 
ist,  indem  man  x»  in  x*  — 1  •  x  zerlegt,  statt  des  Factors  x  setzt  —  ±(b  —  2a-  —  b) 
und  hiorauf  spaltet: 

b  b  b 

(A       2  x  -  b) 


/•    x»dx  /*.r'«-»  •  xdx^  l '  x"    '  (//  2 

~JVbx,-  x  <J    Vbx-x*  y  I  bx  - 


dx 


* 

*.r"  -  I  //.r 


d.  h.  °  *    "  h 

An  =  —  §  x"  -  i  d   \bx  —  X%  +       An-  1 


o 

Iudcm  man  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  partiell  iutegrirt  und  bemerkt, 

dass  .r"-»  Vbx  —  a*  an  beiden  Grenzen  vorschwinilot,  mithin 

b  b 

l  x»-ldVbx~^x^  —  _  (»  _  1)  I  Vbx~^  x*  x»-!dx 
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ist  und  das  Integral  rechts  in  zwei  andere  zerlegt,  indem  man  für  Vbx  —  a*  das 

h.v  —  x* 

gleichbedeutende  v  ,  einsetzt,  nämlich 

u  b  i, 

.»•"  f/.r 


t'x— Irf-  Vbx  -       =       (»  -  1)  A  /*?"  -'^    +  („_!)/' 
./  JYbx—  a*  J  yh.v 

<»  o  ii 

=  —  (n  -  1)  ft  .4«  -  i  -f  (n  —  1) 
gelangt  man  durch  passende  Zusarameuziehnng  zu  der  Reductionsformel 

A  ~n  1    ,     ,  ' 

An  =  0  .In  -  \  . 

Mit  Hülfe  dieser  ergeben  sieh  ebenso 

J        2 "  —  5  /  J 

An-t  =  2  n  _  4  hA„-  3 

=   4  ''^i 

und  folglich  durch  Multiplication  aller  dieser  G leichuiigcn 

.      i  -3-r»  •  •  •  (2«  -  n  .  . 

✓/„  abor  ergibt  sich  unmittelbar  als: 

*  /  /  * 


^            2   ~  , 
— -      -        —         =  I  /f;v  fi«   1 

/-Orr 


Nach  diesen  Einzelnheiten  Uber  die  Oscillationsdauer  kehren  wir  zu  dem 
allgemeinen  Probleme  zurück;  wir  haben  noch  den  Ort  dos  beweglichen  Punktes, 
d.  h.  den  Winkel  fr  und  seine  Geschwindigkeit  als  Functionen  der  Zeit  zu  bestimmen. 

Um  den  Winkel  #  als  Function  der  Zeit  darzustellen,  müssen  wir  die  Gleichung 

/  j 

lt  —  1=1/       •  fr'  (<p,  x\  •   x  .sin  <p  =  sin  4 


nach  tp  auflösen.  Setzt  man  den  Werth  des  elliptischen  Integrales  erster  Gattung 
gleich  u,  nämlich 

f  1  ~  X*  •VI«*  V 


so  wird  die  obere  Grenze  tp  desselben  eine  Function  von  u  sein;  sie  heisst  „Ampli 
lüde  m"  und  wird  nach  Jacobi  durch  tp  =  <w«.  (?/,  x)  oder  <p  =  am.  m,  worf.  x  bezeich- 
net. Die  Functionen  sin  am  «,  cos  am  u,  ?T^x*ärtVtf;  =  J7!  —  x'  sin*  amu  =  J  am  u 
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heissen  znm  Gegensatz  der  elliptischen  Integrale  elliptische  Functionen  und  u  ihr 
Argument.  Die  elliptischen  Functionen  sind  von  Abel  and  Jacobi  eingeführt 
worden,  Legendre  nannte  die  elliptischen  Integrale  elliptische  Functionen,  da  er 
sie  allein  kannte.  Nach  diesen  Bemerkungen  ziehen  wir  aus  der  obigen  Glei- 
chung zunächst 

und  hioraus  also  . 

«P  =  «'«(/    l  (<>  ~  0,  xj 

uud  da  .  <v 

mn  {  9  =  X  sin  rp 

ist,  so  erhalten  wir  den  Sinus  des  halben  Winkels  0 


Min  *sinam(j/'   ^   (/,  -  /),  x) 


Um  endlich  auch  die  Geschwindigkeit  durch  elliptische  Functionen  dar- 

d&  d& 

zustellen,  hat  man  o  =»  -  a  wo  -  -  dio  Winkelgeschwindigkeit  ausdrückt. 
Nun  folgt  aus  der  ebeu  entwickelten  Gleichung: 

fr  =  2  Are  sin  |x  «in  am  (j/ "  Ci  —  0,  x)|  . 

Es  kommt  also  darauf  an,  einen  Ausdruck  der  Form  Are  sin  (x  sin  am  u)  zu  difloren- 

,.  ,  .      ...         .         d  (x  sin  am  u)         x  cos  am  n  •  d  am  u 

tnren.   Dies  liefert:  d  ■  Are  sin  {*  sin  amu)  = -.  ™-  =  —    — — 

Vi  -  x*  sin  am*  u  J  am  u 

=  x  cos  am  u  •  =  x  cos  am  u  ■  du.    Demnach  wird  im  vorliegenden 

Y\  —  xJ  sin*  q>, 

Falle  für  «  =  j/      (t,  -  t): 

.cosamtyl-  «.-'>,«) 
und  folglich  ,    ,  v 

v  =  2  x  /V'  •  r«*  ,/;«  [y  °a   ('.  -<)•  *)  • 

II.  Fall:  t>«  -f  »ff««n*  i«  =  4^o,  d.  h.  ///J  =  2a.    In  diesem  Falle  wird 
aus  der  Formel  für  /,  die  wir  zu  Anfang  der  Untersuchung  aufstellten: 

a 

d\& 

cos  \  {r 

Um  den  Werth  dieses  Integrales  zu  bestimmen ,  verwandeln  wir  den  Cosinus  im 
Nenner  in  einen  Sinus,  indem  wir  statt  9"  dio  supplementäre  Variabele  «  —  & 
einführen  und  lüsen  diesen  Sinus  in  die  Factoren  Si/ius  und  Cosinus  des  halben 
Winkels  auf.    Dies  liofert 

a—9  \  (n  -  9) 

dfr  

sin  9  cos  fr 

und  indem  wir  im  Zähler  unter  dem  Integralzeichen  den  Factor  sin*  fr  -f  cos1  fr, 
welcher  die  Einheit  beträgt,  zufügen,  spaltet  sich  das  Integral  in  die  beiden 

J  («  -  9)  f  (jf  -  9) 


n  —  9  \  \n 

r    g  J  sin  \  &  cos  j  fr     r    q  J 


,  /  a  (  I  *  rin  fr  rffr  j' cos  &d&\ 
~~  r    ,j\J   "ro7*"V    77»  fr  7 
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und  liefert  uns  also  ~\/~*     tß  ^n    ^ 

V    g     lg  {  [n  —  a)  ' 
Für  die  Zeit  des  Niederganges  erhält  man  hieraus,  indem  man  #  =  0  setzt: 

h-'/'j  lCotg\{n  -  er). 

In  dem  vorliegenden  Falle  kann  die  Geschwindigkeit  erst  Null  werden,  wonu  der 
Punkt  in  den  höchsten  Punkt  des  Kreises  gelangt  Die  Zeit,  welche  hierzu  nöthig 
wäre,  würde  aus  der  Formel  für  &  =  —  n  folgen.  Dieser  Werth  liefert  aber 
/  =  OO.  Der  Punkt  nähert  sich  der  höchsten  Stelle  des  Kreises  asymptotisch, 
wie  bereits  §.  8.  allgemein  bewiesen  wurde. 

Aus  der  Gleichung  für  t  ergibt  sich  für  den  Winkel  <r,  wunn  man  abkürzend 
l9  \  (*  —  «)  =  ß  ßetzt, 

( 

#  =  n  _  4  Arctg  \ße      a)  . 
Indem  man  diese  Gleichung  differentürt,  erhält  man  die  Winkelgeschwindigkeit 

—  —  als  Function  der  Zeit,  nämlich: 
tit 


_      . .  4  t/Z    ß 

dt         r    a        ,/  „ 


und  hiermit  die  Geschwindigkeit  v  =  —  a  ~  : 

v  =  ±ßV<s 


-tV9-  tY9- 

e  "  +  ß*e  " 

III.  Fall:   »0a  +  Aga  «nl  |a  >  Aga,  d.  h.  fffj  >  2  a.    Wir  setzen  hier: 


t>0*  +  ^  ffa  S*H*  h  a 
wo  also  wieder  x  <  1  wird  und  erhalten  für  t: 


d.  h. 

t  —  x 


oder  nach  Ausführung  der  Substitution  \&  =  <p: 

/a    j  dtp  ^ 

ff^J  VV—  x*  s/n«  <p 

{Frt«,  x)  -  f  (4*f  x)} 

Die  Bedeutung  der  einzelnen  Glieder  dieser  Formel  ergibt  sich,  wenn  man  die 
Zeit  /j  des  Niederganges  zum  tiefsten  Punkte  sucht.  Man  erhält  sie,  indem  man 
#  =  0  setzt,  nämlich: 

und  indem  mau  hiervon  /  abzieht,  gewinnt  man  für  die  Zeit,  während  welcher  der 
Punkt  von  M  bis  zum  tiefsten  Punkte  fällt,  während  welcher  also  der  Winkel  & 
bis  zu  0  abnimmt: 

f,  —  f  =  x  •  A'tffr,  x). 
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Im  vorliegenden  Falle  macht  der  Punkt  volle  Umläufo;  die  Zeit  T  eines 
Umlaufs  findet  man,  indem  man  in  der  ersten  Formel  für  t 

&  =  -  (*  +  n       a)  =  —  (2  n  —  «) 

setzt.    Nun  ist  aher 

ix  ~  4  «) 


Fl-  («  -  \a),  x)  =  I.  - 
K  '     J  Vi  -  x»  */»»  ? 


o 

oder  wenn  man  —  ip  für  iß  einführt  und  das  Intogrationsintervall  zerlegt 

n —  \a  n  n 

l  *       dty  /   /  *       dtp  l  *        f?ty  \ 

*•{-(« -W, »)  -  •/,<,_.„,„,„„ — {Jni-swffjyi-^'i) ' 

o  o  *  -  4« 

Das  erste  dieser  beiden  Integrale  ist  aber,  weil  der  Elemcntarfactor  dessclbon 

zwischen  0  und  ^-  dieselben  Wertho  hat,  wie  zwischen      und  »  gleich  2A'(*  ,  x) 

und  das  zweite  geht  durch  die  Substitution  «  —  y  für  ip  über  in 

i« 


j  n  —  x*  ««' 


so  dass  also 

-  F(-  («  -  j«),x)  =  2F(U,x)-  F{\at  x)  =  2  /f  -  F(|tt|  x) 
wird.    ITierdurch  erhält  man  also  die  volle  Umlaufszeit 


•  /  « 


71  =  2  x  //    -  •  K .    mod  x  . 
'  0 

Um  den  Winkel  #  als  Function  der  Zeit  darzustellen,  ist  die  Gleichung 
/,  —  /  =  x  j/ ~  ■  F[\9-,  x)  umzukehren.    Man  erhalt  dadurch 

■•-.-a/ic-o,.). 


In  Bezug  auf  dio  Geschwindigkeit  »  =  —  «  —  erhält  man  zunächst  aus 

Fl  —  xl  im«  ^ 

o 


den  Werth  von  — ,  nämlich 
«<y> 


und  hieraus  weiter 


d.  h. 

Dadurch  wird 
und  schliesslich 


du        _  _1   

d<P      Vi  —  x»  fin«  9 

r/<p  ==  Kl  —  xJ       cp  •  du  , 
d  -  am  u  —  J  am  u  •  du . 


e  =         ^ «/« /Z^  (/,  -  o,  x)  . 

Es  bleibt  jetzt  uoch  übrig,  die  Beschleunigung  des  Normalwiderstandes  beim 
rendolproblom  zu  bestimmen.    Dieselbe  bildet  mit  der  Normalcomponenton  der 
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Schwere  g  cos  <r  die  Ccntripetalbeschlcunigung  als  Resultante  und  da  diese 
beiden  Componenten  in  die  Richtung  des  Radius  fallen,  so  wird 


a 


folglich 


=  v  —  y  cos  9y 
v* 

 \-  g  cos  9. 

a 


Im  tiefsten  Punkte  der  Bahn  ist  #  —  0,  mithin  da  auch  die  Geschwindigkeit  ihr 

Maximum  p,  in  diesem  Punkte  erreicht,  v  selbst  ein  Maximum,  nämlich    |  +  *1\ 

im  höchsten  Punkte,  wenn  derselbe  überhaupt  erreicht  wird,  ist  #  =  —  n,  o  ein 

v  * 

Minimum  vt  und  die  Beschleunigung  gleichfalls  ein  Minimum    *  —  //.   Für  &  —  \  n 

v* 

und  —  \n  wird  y  =  -  ,  unter  v  die  Geschwindigkeit  verstauden,  mit  welcher 

der  Punkt  die  Horizontalebene  des  Kreismittelpunktes  passirt. 

Ist  die  Bahn  aus  einem  festen  Material  gearbeitet,  so  wird  v  von  der  Festig 
keit  desselben  geleistet,  wird  der  Punkt  durch  einen  Pendelfaden  in  der  Bahn 
erhalten,  so  ist  v  eine  Folge  dos  Zusammenhangs  der  Theilchen  dieses  Fadens. 

§.  12.  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  der  Cyclo'ide.  Wir 
schickeu  der  Untersuchung  der  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  der  Cyclo'ide 
einige  geometrische  Betrachtungen  über  diese  Curvc  voraus.  Es  sei  AM  OH 
(Fig.  117.)  ein  Cycloiden bogen  zwischen  zwei  Spitzen  A  und  //,  C  der  Mittelpunkt 
des  rollenden  Kreises,  entsprechend  der  Lage  M  des  beschreibenden  Punktes  und 
MC.\  —  o)  der  zugehörige  Wälzungswinkel,  um  welchen  sich  der  rollende  Kreis 
umgedreht  hat,  während  der  beschreibende  Punkt  den  Bogen  AM  durchlaufeu  hat. 
Dann  sind  die  Gleichungen  der  Cyclo'ide,  welche  die  Coordinaten  AP  =  x,  PM  =  y 
eines  beliebigen  Punktes  derselben  als  Functionen  von  m  darstellen: 

x  =  (i  (w       «in  ca);      y  =  u  (1  —  cos  m)  =  2a  sin1  i<o, 

worin  «  den  Radius  des  rollenden  Kreises  bodeutet.    Hieraus  folgt: 


dx 
dm 


=  n  II  —  cos  <b)  =  2«  «in*  \  <o, 


dy  _ 


da> 


—  2  a  sin  \  ta  cos  i  o> 


und  also  die  Neigung  der  Tangente  gegen  die  Basis  der  Cyclo'ide: 

Coli/  \(o. 


<iy  _  '0/  'Ii- 

dx       dm  '  dm 


Hieraus  folgt  weiter,  dass  die 
Tangente  der  Cycloide  mit 
der  zur  Basis  senkrechten 
Richtung  den  Winkel  ^a> 
bildet  und  durch  den  Ge- 
genpunkt jY'  des  Berüh- 
rungspunktes A' der  Basis 
und  des  rollenden  Kreises 
hindurchgeht.     Dies  zieht 

die  weitere  Folgerung  nach 
sich,     dass     die     Normal  o 

durch    don  iBcrührungs- 

punkt  N  selbst  hindurch 

läuft. 

Die  Tangente  eines  auf  M 
unmittelbar  folgonden  Curven- 
punktes  M'  bildot  mit  der  Richtung  Stf  don  Winkel  $  m  -f  d-\m;  daher  bilden 
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die  beiden  aufeinanderfolgenden  Tangenten  miteinander  den  Contingenzwinkel 
dt  =  d  •  \  m. 

Das  Bogenelement  ds,  wenn  s  von  A  nach  M,  entsprechend  dem  wachsenden 
Winkel  co,  gezählt  wird,  ist  ds  =  da  f/^Jf  +  (^)*  =  2«  «n  4,o>  rfa».  Hieraus 


orgibt  sich  der  Krümmungshalbmesser  p  = 


ds 
dr 


4a  sin  2-  MX,  weil  wegen 


des  rechten  Winkels  X  M  X'  die  Länge  MN  =  2a  sin  ±<o  ist.  Der  Krümmungs- 
halbmesser ist  mithin  der  doppelten  Normalen  MX  gleich.  Construirt 
man  auf  der  dein  rollenden  Kreise  abgewandten  Seite  der  Cyclo'idenbasis  iV.V"=  XX' 
und  verbindet  den  KrÜramungsmittelpunkt  K  mit  X",  so  wird  /\XX"K  V».  XX'M 
und  liegt  mithin  £  auf  einem  Uber  XX"  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise. 
Hieraus  erkennt  mau  leicht,  dass  die  Evolute  der  Cyclo'ide  w,ieder  eino 
Cyclo'ide  ist,  von  denselben  Dimensionen,  wie  sie  selbst;  beide  Cy 
clo'iden  haben  gemeinschaftliche  Richtung  der  Basis,  liegen  auf 
entgegengesetzten  Seiten  derselben  und  sind  gegeneinander  um  die 
halbe  Basislänge  so  verschoben,  dass  die  Spitzen  der  einen  mit  den 
Scheiteln  der  anderen  paarweise  auf  demselben  Perpendikel  zur 
Basis  liegen. 

Die  Bogenlänge  AM  =  s  der  Cyclo'ide  ist 


■  ■  ■ 

—  2«  /  H 

*' 

o 


.sin  \  o}  i/o) 


aS"- 


cos  ),  (o  =  4  it  —  In  cos  \ o) . 


Der  halbe  Cyclo'idenbogcn  AU,  wolcher  dem-  Winkel  w  =-  n  entspricht,  ist  dem- 
nach 4«  und  folglieh  der  Bogen  0  M  =  S,  vom  Scheitel  an  gerechnet  S  =  4«  cos  \a>. 
Ks  ist  aber  M X' =  2a  cos  ^co  und  wenn  man  Oy  =  X'Q  =  r  setzt,  indem  man 
On  als  eine  Abscissenaxe  ansieht,  so  besteht  zwischen  dem  Bogen  5  und  seiner 
Projection  auf  diese  Abscissenaxe  die  Gleichung  .S'2  =  Saa;  eine  Gleichung,  wclcho 
ganz  gleicligebildet  ist  mit  der  Parabclglcichung  in  Bezug  auf  den  Scheitel  und 
die  Axe  derselben.    Da  Om*  —  2ux  ist,  so  ergibt  sieh  weiter,  dass  S  =  2-Om. 

Ein  schwerer  Punkt  falle  jetzt 
auf  einer  vertikalstehenden  Cv- 


cloide   (Fig.  1J8.), 
horizontal  liegt  und 
coneave  Seite  nach 


deren  Basis 
welche  ihre 
oben  kehrt. 


Der  bewegliche  Punkt  verlasse 
die  Anfangslage  M0  mit  der  Ge- 
schwindigkeit »'„  =  0.  Den  tief- 
sten Punkt,  den  Scheitel  U,  wüh- 
len wir  zum  Urspruug  rechtwink- 


liger Coordinatcu 


und  uch- 


men  die  «-Axe  vertikal  und  positiv 
nach  oben,  die  y-Axe  horizontal 
an.  Für  diese  Coordinatcn  be- 
stehen die  folgenden  Gleichungen, 
die  man  findet,  wenn  man  bedenkt,  dass  das  jetzige  x  und  das  frühere  y  sich  zu 
2«,  das  jetzige  y  und  das  frühere*  sich  zur  halben  Basis  na  ergänzen,  nämlich: 

x  =  a  (1  4"  cos  <o),       y  =  a  [{n  —  <a)  -f-  **»  »]• 
Da  dem  Obigen  zufolge  die  Richtung  der  Beschleunigung  der  Schwere  mit  der 
Richtung  der  Cycloidentangente  den  Winkel  \to  bildet,  so  ist  g  cos  ±<o  die  Tan- 
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gentialcomponentc  und  g  sin  {m  die  Normalcomponente  der  Beschleunigung;  daher 
hat  man  folgendes  Gleichuugssystem  zu  behandeln: 

dv  .  v*  .  , 

—  =  g  cos  *o>,       -   —  y  sin  \co  —  v. 

Rechnen  wir  den  Bogen  s  von  M0  an  abwärts,  so  kommt  noch  hinzu:  —  —  v; 

will  man  aber  den  Bogen  S  vom  Scheitel  an  aufwärts  nach  M  gerechnet,  ein- 
dS 

führen,  so  wird  —  —  =  u,  weil  s  -j-  S  den  Bogen  von  M0  bis  zum  Soheitel,  also 

eine  constante  Lauge  darstellt. 

Wir  suchen  zunächst  tu  als  Function  der  Zeit.    Wir  fanden  oben 

ds  =  2  a  sin  \u>  da  =  — a  d  ■  cos  \a>, 

mithin  ist  ^  =  —  la^  co'l6*  und  wenn  wir  dies  in  die  ersten  dor  beiden  Be- 
dt  dt1 

wegungsgleichungen  einführen,  so  kommt: 

(P  ■  cos  J  co       ,  q  . 

Die  Integration  dieser  in  cos \oo  lineären  Gleichung  liefert: 

cos  \co  =  A  cos  (jt  j/        +  B  sin  (jl  ]/ ^) 
und  wenn  man  dies  differentiirt: 

Nun  ist  zu  Anfang  der  Bewegung  v  =  0  und  wenn  co„  der  dor  Anfangslage  ent- 
sprechende Werth  von  co  ist,  so  hat  man  zur  Constautenbestimmung  die  Glei- 
chungen: cos  \<o0  =  A,    0  =  ß7  und  hiermit  also: 

cos  \ca  =  cos  4ö»ü  •  co*  (^  h  *  j/  ^  ^  » 
aus  welcher  Gleichung  co  als  Function  der  Zeit  sich  ergibt.   Zugleich  erhält  inau: 

=     Vga  cos  A  w0  •  sin  ^  j/ 

und  da  x  =  ö  (1  -f  cos  co)  =  2  «  co*'  ^co  ist,  wenn  ar„  den  Anfangswerth  von  a;, 
nämlich  xn  =  2  a  co*1  $co0  bezeichnet: 

Bowie  .  v 

Wir  wollen  /0  dio  Zeit  des  Niederganges  von  .l/0  bis  zum  tiefsten  Punkte 
nennen;  für  sie  ist  <o  =  n  und  daher  folgt  aus  der  Formel  für  cos  \<o\ 


V 


2  r  g 


Dieser  Ausdruck  enthält  keine  Spur  von  Grössen,  welche  die  Anfangslage  be- 
stimmen. Daher  besitzt  rlie  Cyclo'idc  die  ausgezeichnete  Eigenschaft,  dass  ein 
schworer  Punkt  dieselbe  Zeit  gebraucht,  um  bis  zum  tiefsten  Punkte 
zu  fallen,  mag  er  von  einer  Anfangslage  ohne  Geschwindigkeit  aus- 
gehen, von  welcher  man  will.  Deswegen  heisst  die  Cycloide  die  „Tauto 
chrone". 
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Statt  cd  als  Function  der  Zeit  zu  suchen,  konnten  wir  auch  S  durch  die  Zeit 

Owi  s 
ausdrücken.    Da  cos  ±  m  =>  —  und  S  =  2  0m,  so  folgt  cos  \  m  —  —  und  da 

i  a  4  a 

f~jji~  —  ^T»  80  erhält  man  aus  der  oben  zu  Grunde  gelegten  Gleichung  ^  =  gcos\to 

zwischen  S  und  t  die  lineare  Differentialgleichung: 

*s  i     9  o 

+  t-  •  S  =  0, 
A!    1  4a 

deren  Integral  in  ähnlicher  Weise  wio  oben  liofert 

S  =  S,cos{\tf/^Y 

wenn  <S„  =  OM0.  Aus  dieser  Gleichung  folgt  für  S  —  S0  die  Zeit  des  Nieder- 
ganges ebenso,  wie  vorher. 

Die  Zeit  *0  ist  der  vierte  Thoil  der  Oscillationsdauer  eines  Kreispendels  von 
der  Länge  4«,  wenn  dieselbe  nach  der  für  kleine  Elongationcn  näherungsweisc 


goltonden  Formel  T  —  2  n  j/ -f-  berechnet  wird.    Jene  Formel ,  welche  für  das 

Kreispcndcl  eine  Näherungsformol  ist,  gilt  mithin  für  das  Cyclo'idenpendcl  in  aller 
Strenge.  Dor  Krümmungshalbmesser  der  Cyclo'ide  ist  am  Scheitel  gleich  4a,  näm- 
lich gleich  dem  doppelton  Durchmesser  dos  rollenden  Kreises,  welcher  daselbst 
die  Normalcnlängc  darstellt;  jener  NUherungsformel  liegt  folglich  die  Vorstellung 
zu  Grunde ,  dass  die  kleinen  Schwingungen  auf  dem  Kreise  identificirt  worden 
können  mit  Schwingungen  auf  einer  Cyclo'ide,  deren  Erzeugungskreis  einen  Radius 
besitzt  gleich  dem  vierten  Theilo  des  Radius  von  dem  Kreise,  auf  welchem  jene 
Bewegung  erfolgt. 

Die  Eigenschaft  des  Tautochronismus  der  Cyclo'ide  wurde  von  Huyghens 
entdeckt.  Er  nöthigte  eine  kleine  schwere  Kugel,  eine  Cyclo'ide  zu  beschreiben, 
indem  er  sie  an  einem  Faden  schwiugen  Hess,  welcher  über  die  Evolute  der  Curvo 
hingespannt  war.  Das  betreffende  Werk  von  Huyghens  führt  den  Titel:  Horo- 
lojjium  oseillatorium  und  ist  der  Theorie  der  Pendeluhren  gewidmet. 

Eine  leichte  Interpretation  des  Ausdruckes  für  die  Tangentialbeschleunigung 
auf  der  Cyclo'ide  genügt  übrigens,  den  Tautochronismus  unmittelbar  einzusehen. 

Wir  fanden,  dass  dieselbe  -ß-  •  S  ist,  wenn  S  den  Mögen  vom  Scheitel  an  auf- 

wärts  gerechnet  bedeutet.  Bereits  Cap.  I,  §.  7.  fanden  wir  für  die  oscillirende 
Bewegung,  welche  die  Projection  einor  gl  eich  förmigen  Kreisbewegung  auf  eine 
gerade  Linie  ist  und  bei  welcher  in  Folge  dessen  dio  Beschleunigung  proportional 
dem  Abstände  x  des  beweglichen  Punktes  von  dem  Mittelpunkt  C  der  Oscillation 

ist,  die  Oscillationsdauer  gloicli  2  n  dividirt  durch  V*  i  wenn  x  der  Proportional  i- 
tätsfactor  der  Beschleunigung  <p  =  ttx  war.  Ferner  ist  aus  Cap.  I,  §.  10.  klar, 
dass  wenn  die  Gerade,  in  welcher  die  oscillirende  Bewegung  erfolgt,  zu  irgend 
einer  Curvo  gebogen  wird,  auf  dieser  die  oscillirende  Bewegung  ebenso  erfolgen 
wird,  sobald  die  Beschleunigung  dor  geradlinigen  Bewegung  für  sie  zur  Tangen- 
tialbeschleunigung wird.  Denn  die  Tangentialbeschleunigung  allein  bestimmt  das 
Gesotz  der  Bewegung  in  der  Bahn.    Biegen  wir  also  eine  Gerade,  auf  welcher 

ein  Punkt  mit  der  Beschleunigung  ^  x  oscillirt,  so  zu  einer  Cyclo'ide,  dass  der 

Mittelpunkt  der  Oscillation  der  Scheitel  der  Cyclo'ide  wird  und  der  Abstand  x  in 
den  Bogen  S,  von  diesem  Scheitel  an  gerechnot,  übergeht,  so  wird  die  Oscilla- 
tionsdauer 
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Es  ist  aber  bei  dem  Cycloidenpendel  die  Tangentialbeschleunigung       S,  also 

x  =  — ;  die  Bewegung  desselben  ist  daher  nichts  anderes,  als  die  oben  ange- 
4  a 

führte  transformirtc  oscillirende  gradlinige  Bewegung. 

Wir  können  in  diesen  Betrachtungen  noch  einen  Schritt  weitergehen.  Rollen 
wir  dio  Ebene  der  Cycloide  zu  irgend  einem  Cylinder  auf,  sodass  die  Basis  der- 
selben in  einen  zu  den  ErzougungsHnicn  senkrechten  Schnitt  dieser  Fläche  über- 
geht, so  behält  die  Tangentialbeschleunigung  des  auf  dor  transferierten  Cycloide 
beweglichen  Punktes  denselben  Werth,  wie  bei  der  ebenen  Cycloide.  Es  über 
tragen  sich  daher  auch  alle  Folgerungen  auf  die  transformirtc  Curve  und  erkennt 
man  auf  dieso  Weise,  dass  die  Cycloide  auch  nach  der  Transformation  noch 
Tautochrone  ist  und  dass  es  mithin  unendlich  vielo  Tautochronen  doppelter  Krüm- 
mung gibt. 

§.  13.    Wir  wollen  jetzt  das  Problem  der  obenen  Tautochrone  unmittelbar 
I  j^n.j.  angreifen  und  stellen  uns  daher  die  Aufgabe:   Es  sind 

gegeben  zwei  in  einer  Vertikalebenc  liegende 
Punkte  M0  und  O  (Fig.  119.),  deren  Höhendifferenz 
h  beträgt,  auf  welcher  ebenen  vertikalen  Curve 
muss  ein  schwerer  Punkt  von  M0  nach  öohne  An- 
fangsgeschwindigkei  t  fallen,  damit  die  Fall- 
zeit T  von  M0  nach  0  von  h  unabhängig  sei,  so- 
dass der  Punkt  M0  auch  irgendwo  anders  auf  dor  gesuchten  Curve 
gewählt  werden  kann,  ohne  dass  dadurch  Feine  Aenderung  erloidct? 

Ist  der  tieferliegendo  Punkt  0  der  Ursprung  rechtwinkliger  Coordinaten  x,  y, 
von  denen  die  x  vertikal  aufwärts,  dio  y  horizontal  gerechnet  werden,  so  wird 
der  Bogen  von  0  nach  M  aufwärts  gerechnet.  Bogen  OM  =  *  wird  eine  noch  un- 
bekannte Function  von  x  sein,  etwa  *  =  cp  (x),  auf  deren  Bestimmung  die  Lösung 

der  ganzen  Aufgabe  hinauskommt.     Nun  ist  einerseits  t-  =  d  ^iVt>>  =  —  <l~  , 

al  dt 

andererseits  nach  dem  Principe  der   lebendigen  Kraft  \  t>*  —   —  g  [x  —  h), 

folglich  dt  =  —  —■  —  *         und  also 

V  2  <J  {h  -  ar) 


=  r-  <p'(x)  dx    =  r    <p'  (x)  dx 

~JV2g{h  —        Jl'lg(h  - 


Da  dio  Fallzeit  T  von  h  unabhängig  sein  soll,  so  muss  die  Bedingung 

dT  _ 

durch  die  Wahl  der  Function  <p-(x)  erfüllt  werden.  Um  diese  Differentiation 
bequemer  auszuführen,  reduciren  wir  dio  obere  Grenze  des  Intcprales  auf  die 
Constanto  1.  Dies  wird  erreicht  durch  die  Substitution  x  —  h(o,  wodurch  T  die 
Form  annimmt: 


1   f  n 


(/im)  dm  . 
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Hieraus  ergibt  sich  nun: 


dT  =      1       i'iha  <p"(ha>)  +  <P  (hm) 


welche  Grösse  verschwinden  muss.  Damit  dies  bei  jedem  beliebigen  Werthe  von  h 
eintrete,  muss  der  Elementarfactor  des  bestimmten  Integrales  verschwinden,  d.  h. 
es  muss  sein 

2  htm  q>"  {hat)  -\-  <p'  {hat)  =  0, 
oder,  wenn  man  für  hat  wieder  x  schreibt: 

2  x  cp"  (x)  -J-  <p'  (x)  =  0 . 

Hieraus  folgt  aber  für  <p  (x)  zunächst  —  ^  «1.  h.  d  ^*]  =  -  •  ^  . 

und  also  durch  Integration  :  l-tp'(x)  =  '(.r)*^'  W°  "  C*ne  De'*eD*fc*e  konstante  ist 
und  durch  eine  zweite  Integration 


<p  (x)  =J  f/~-  •  dx  =  2  Kai  , 


o 

welches  die  Gleichung  der  Cycloide  zwischen  Abscisse  x  und  Bogen  *  ist,  deren 
Scheitel  in  0  liegt.  Hiermit  ist  die  Aufgabe  gelöst  und  zugleich  erwiesen,  dass 
die  Cycloide  die  einzige  Tautochrone  ist,  denn  die  integrirte  Differentialgleichung 
lässt  nur  eine  Function  <p  (x)  als  Lösung  zu. 

§.  14.  Man  kann  die  vorige  Aufgabe  noch  zu  der  folgenden  verallgemeinern, 
deren  Lösung  zuerst  von  Abel  im  Crelle'schen  Journale,  Bd.  1,  S.  163  (1826.) 
gegeben  wurde :  Auf  welcher  Curve  muss  ein  schwerer  Punkt  von  einer 
Stelle  M9  zu  einer  um  die  Grösse  h  tiefer  liegenden  Stelle  0  fallen, 
damit  die  Fallzeit  T  eine  gegebene  Function  y  (h)  der  Fallhöhe  h 
werde? 

Unter  Beibehaltung  der  bisherigen  Bezeichnung  ist  die  Bedingung  zu  erfüllen 

h 

f*q>'(x)dx 
Yh^--~  =  'lg  -  tp{h). 


r 


Um  hieraus  die  unbokannto  Function  s  —  tp  (*),  welche  den  Bogen  der  gesuch- 
ten Curve  von  0  nach  M  gerechnet  als  Function  der  Abscisse  x  darstellt,  zu  finden, 

dh 

integriren  wir  beide  Seiten  dieser  Gleichung  nach  Multiplication  mit  :  aber- 

Vp  —  h 

mals  und  zwar  von  0  bis  es  wird  sich  dann  zeigen,  dass  die  beiden  Integral- 
zeichen links  weggeschafft  werden  können.    Zunächst  ist  also  unsere  Gleichung 


0  0  o 


dh 
h 


welche  wir  noch  dadurch  vereinfachen  können,  dass  wir  die  Wurzeln  mit  Hülfe 
zweckmässiger  Substitutionen  fortbringen.  Setzen  wir  nämlich  auf  der  linken 
Seite  h  —  x  —  y?,  so  kommt: 

2 


0  o 
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und  indem  wir  hierin  jetzt  für  h  die  nene  Variabele  x  durch  die  Gleichung 
p  —  h  =  x*  einführen,  geht  diese  Seite  über  in 

4J  dx  J  9'  (j*  —  x*  —  y«)  dy 

o  o 

und  hierdurch  wird  unsere  ganze  Gleichuug 

4 /  / p>  ~at~ yt)dxdy  ~  y*g f  - 

oo  o 

« 

Um  die  linke  Seite  derselben  zu  rednciren  und  die  gesuchte  Function  <p  von 
den  Integralzeichen  zu  befreien,  wollen  wir  eine  Interpretation  versuchen.  Es 
steht  nichts  im  Wege,  das  Produkt  dxdy  als  das  Element  eines  ebenen  Flächen- 
raumes anzusehen,  bezogen  auf  rechtwinklige  Coordinaten  xy  y.  Die  Grösse 
x1  -f  y*  stellt  alsdann  das  Quadrat  der  Entfernung  dieses  Elementes  vom  Ursprünge 
dar  und  das  Element  tp'  (p  —  x*  —  y2)  dxdy  des  Integrales  ist  das  Produkt  aus 
dem  Flächeuelemente  und  einer  Function  von  dem  Quadrate  dieses  seines  Abstan- 
des  vom  Ursprünge.    Die  Integration  nach  y  ist  bei  constantem  x  von  y  ~  0  bis 

y  =  V(i  —       zu  führen,  d.  h.  also  von  der  Abscissenaxe   bis  an  den  Kreis 

~\~  U*  =*  >  welcher  mit  dem  Radius  Vp  um  den  Coordinatenursprung  beschrie- 
ben werden  kann.    Die  nachfolgende  Integration  in  Bezug  auf  x  erstreckt  sich 

von  x  =  0  bis  x  =  Vjt  und  sieht  man  hieraus  doutlich,  dass  das  ganze  Doppel- 
integral  die  Bildung  der  Summe  aller  Elemente  tp  (p  —  (x2  -J-  V*))  dxd\i  verlangt, 
welche  dem  Viertolkreise  angehören.  Nun  können  wir  aber  diese  Summe  anders 
bilden.  Wahlen  wir  nämlich  Polarcoordinatcn  r,  so  ist  der  Ausdruck  des 
Fliichenelemcntcs  rdrd%  und  also  tp'(fi  — r*)  rdt-dd"  das  Element  unseres  Doppel- 
integrales  und  um  die  Integration  über  alle  Punkte  des  Viertelkreises  zu  erstrecken, 

haben  wir  nach  r  von  r  =  0  bis  r  =  Vp,  nach  d  aber  von  #  =  0  bis  #  =  ^  jt 
zu  integriren.  Das  Doppelintogral  wird  auf  diese  Weise  nur  in  andere  Elemente, 
die  sich  ausserdem  noch  etwas  anders  gruppiren,  zerlegt  gedacht.  Wir  erhalten 
auf  diese  Weise  jetzt  für  die  ganze  linke  Seite  unserer  Gleichung 

—  r«)  rdrd» 


und  können  die  Integration  nach  #  sofort  ausführen,  indem  sie  nur  den  Factor  \n 
liefert,  sodass  dieser  Ausdruck  übergeht  in: 


27tjtp'((i—  r»)  rdr. 
o 

Da  aber  nim  tp'  (p  —  r2)  •  2  rdr  =  —  d  •  tp  (p  —  rl)  ist,  so  kann  auch  das  letzte 
Integralzeichen  entfernt  werden  und  bleibt  blos 

*  [9  (*0  -  9  (0)]  • 
Hiermit  wird  jetzt  unsere  ganzo  Gleichung 


0 
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und  damit  ist  unsere  Function  *  =  <p  {x)  gefunden,  nämlich  weil  *  für  das  Argu- 
ment Null  verschwindet,  d.  h.  q>  (0)  =  0  ist,  wird 


n  V20J 


Dies  ist  die  Gleichung  der  gesuchten  Curvc,  bezogen  auf  Abscisse  und  Bogen 
als  Coordiuatcn.  Das  Wesentliche  der  angewandten  Methode  besteht  darin,  dass 
das  Element  des  ursprünglichen  Integrales  so  verändert  wird,  dass  es  als  das 
Element  eines  Doppelintegrales  auftritt,  für  welches  beide  Integrationen  ausführ- 
bar sind  und  also  in  Folge  dessen  die  gesuchte  Function  von  den  Integralzeichen 
befreit  wird.  ^ 

Wird      (h)  constant,  nämlich  ip  (A)  =  a,  so  ergibt  sich  wieder  die  Cycloide. 

Denn  es  ist  /  -  ---  2  Kr,  mithin      =  ^—!f-x.    Der  Radius  des  Wälznngs- 

ö 

kreises  ist  "f  . 

Das  Problem  der  Tantochronen  ist  noch  einer  anderen  bedeutenden  Verall- 
gemeinerung fiih ig,  indem  man  die  Curve  suchen  kann,  auf  welcher  ein  Punkt, 
welcher  irgend  welchen  von  dem  Orte  abhangigen  Beschleunigungen  unterworfen 
ist,  sich  bewegen  mos*,  damit  die  Zeit,  welche  er  braucht,  um  an  einer  bestimm- 
ten Stelle  anzulangen,  unabhängig  sei  von  der  Länge  des  Weges,  den  er  zurück- 
gelegt hat.  In  dieser  Allgemeinheit  haben  bereits  Newton  und  Enler  das  Pro- 
blem aufgefasst.   (Vgl.  Jullien,  Probleme*  de  mecanique  rationelle,  T.  I,  p.  374.) 

§.  15.  Die  Cycloide  besitzt  in  Bezug  auf  die  Bewegung  eines  schweren 
Punktes  auf  ihr  noch  eine  weitere  ausgezeichnete  Eigenschaft.  Sie  ist  nämlich 
unter  allen  Curven,  welche  durch  zwei  gegebene  Punkte  At  H  gelegt  werden 
können,  diejenige,  auf  welcher  eiu  schwerer  Punkt  in  der  kürzesten  Zeit  von 
dem  einen  Punkte  zum  andern  gelangt.  Sie  heisst  daher  auch  die  Brachisto- 
chrone  des  schweren  Punktes.  Das  Problem  der  Brachistochrone  wird  mit 
Hülfe  der  Variationsrechnung  gelöst,  indem  man  die  Zeit  des  Fallens  von  A 
nach  H  nach  den  Regeln  dieses  Calculs  zu  einem  Minimum  macht  und  aus  den  Be- 
dingungen des  Minimums  die  Gestalt  der  unbekanuten  Curvc  bestimmt.  Indessen 
kann  man  eben  dazu  durch  einfache  geometrische  Betrachtungen  gelangen,  wie 
wir  kurz  zeigen  wollen. 

Zunächst  ist  klar,  dass  wenn  eine  Curve  Brachistochrone  zwischen  zweien 
ihrer  Punkte  A  und  B  ist,  sie  dieselbe  Eigenschaft  zwischen  je  zweien  ihrer 
Punkte  M,  M'  besitzen  muss,  sonst  würde  man  dem  Bogen  MM'  den  Bogen  einer 
anderen  Curve  substituiren  können,  auf  welchem  der  Punkt  in  kürzerer  Zeit  von 
M  nach  M'  golangon  könnte  und  in  Folge  dessen  wäre  die  Zeit  des  Fallens  von 
A  nach  D  auf  der  ursprünglichen  Curvo  nicht  die  kürzeste,  diese  Curve  also  nicht 
die  Brachistochrone.  Ferner  lassen  sich  zwei  Eigenschaften  der  Brachistochrone 
angeben,  von  denen  die  eine  sich  auf  die  Lage  ihrer  SchmicKungsebeuc,  die  andere 
auf  die  Neigung  ihrer  Tangento  gegen  die  Vertikale  und  die  Geschwindigkeit 
bezieht.'  Zu  dem  Ende  seien  M,  M',  M"  drei  aufeinanderfolgende  Punkte  der- 
selben und  also  MM',  M'M"  zwei  aufeinanderfolgende  Bogenelemente;  durch  die 
drei  Punkte  legen  wir  die  horizontalen  Niveauebenen  e,  f',  e"  unseres  Problems 
und  bezeichnen  die  Geschwindigkeiten  für  f  und  f'  mit  v,  v.  Da  jede  Bewegung 
im  Zcitelement  als  gleichförmig  anzusehen  ist,  so  denken  wir  nns  das  Element 
MM'  mit  der  Geschwindigkeit  v,  das  Element  M'M"  mit  der  Geschwindigkeit  v 
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beschrieben  und  bemerken,  das»  wenu  wir  zwischen  M  und  M"  irgend  zwei  andere 
Elemente  Mp,  pM"  ziehen  würden,  deren  gemeinsamer  Punkt  p  auf  «'liegt,  Mp 
ebenfalls  mit  der  Geschwindigkeit  v  und  p'M"  mit  der  Geschwindigkeit  v  dürch- 
laufcn  -würde,  da  die  Geschwindigkeiten  für  alle  Punkte  derselben  Niveauebene 
dieselbe  ist.  Legen  wir  nun  durch  M  und  M"  eine  Vertikalebene,  so  kann  gezeigt 
werden,  dass  die  beiden  Kiemente  MM',  M'M"  der  Brachistochrone  in  diese  Ebene 
hineiutV.llcn  müssen,  d.  h.  dass  die  Schmiegungscbene  des  Punktes  M  vertikal  ist. 
Denn  ist  Mt  die  Projection  von  M'  auf  diese  Ebeue,  ho  ist  MM,  <  MM'  und 
M,M"  <C  M'Af',  wo  auch  immer  M'  in  der  Niveauebene  f'  liegen  mag,  mithin 
wäre  die  Zeit,  welche  ein  Punkt  braucht,  um  MM,  mit  der  Geschwindigkeit  v  zu 
durchlaufen,  grösser  als  die  Zeit,  welche  er  bei  derselben  Geschwindigkeit  zum 
Durchlaufen  von  MM,  nüthig  haben  würde;  ebenso  wäre  zum  Durchlaufen  von 
M'M"  mit  der  Geschwindigkeit  v  eine  grössere  Zeit  erforderlich,  als  zum  Durch- 
laufen von  M{M".  Daher  fällt  M'  mit  M,  zusammen  und  ist  folglich  die  Schmie- 
gungsebene  MM'M"  des  Punktes  .V  vertikal.  Aua  denselben  Gründen  ist  die 
Schmieguugsebcnc  des  Punktes  M'  vertikal  und  da  sie  durch  M'M"  geht,  so  fällt 
sie  mit  der  Schmiegungsebene  von  M  zusammen.  Da  hiernach  je  zwei  aufeinander- 
folgende Schmicgungsebenen  der  Brachistochrone  zusammenfallen,  so  ist  die  ganze 
Curve  eben  und  ihre  Ebene  die  Vertikülebcne  der  Punkte  Ä,  lt. 

Der  zweite  der  angedeuteten  Sätze  sagt  aus,  dass 
wenn  i*  die  Neigung  der  Tangente  der  Brachistochrone 

V,  in  M  gegen  die  Vertikale  ist,  der  Quotient  *'n  '  längs 

der  ganzen  Curvc  constant  ist.  Zieht  man  nämlich  nach 
Pjl'  einem  dem  Punkte  Af  benachbarten  Punkte  m  (Fig.  120.) 

Ä*      *  1  r>     .    1  .......  , 


in  der  Schnittlinie  der  Vertikalcbeno  der  Brachisto 
chrono  mit  der  Niveauebone  t  des  Punktes  M'  die 
Strecken  Mm,  M"m  und  fällt  von  m  auf  MM'  das  Perpeu- 
dikel  mp,  sowie  von  M'  auf  M"m  das  Perpendikel  M'q, 
so  wird  wegen  der  unendlichen  Kleinheit  von  mM'  die  Strecke  Mm  =  Mp  und 
ebenso  q  M"  —  M'M".  Daher  sind  die  Zeiten,  welche  der  bewegliche  Punkt 
braucht,  um  MM'  ~f-  M'M"  einerseits  und  Mm  -f-  mM"  andererseits  zu  durch- 
laufen: mm*      „m"       ,   Mp  .  mM" 

-f  '  ,     und      r  H  - 

V  V  V  V 

und  der  Unterschied  beider  beträgt  daher 

pM'       mq  -,,/sini       sin  i\ 

-       —     .  =  tu  M  I         -       ,   I  , 

V  V  \    V  V  ' 

wenn  i,  i  die  Neigungen  von  MM'  und  M'M"  gegen  die  Vertikale  in  .1/,  M'  be 
deuten.  Diese  unendlich  kleine  Differenz  ist  aber  nun  die  Aeuderung,  welche  die 
Fallzeit  des  beweglichen  Punktes  beim  Uebergange  von  den  Elementen  MM',  M'M" 
der  Hrachistoehrone  zu  den  Elementen  Mm,  mM"  einer  benaehbartcu  Curve  erlei- 
det, und  da  die  Fallzeit  für  die  Hrachistoehrone  ein  Minimum  ist,  so  muss  jene 
Aeuderung  Null  sein.    Daher  ist 

tin  i       .sin  V 
~v"  *     v'  ' 

d.  h.  dor  Quotient  — —  bleibt  beim  Uebergange  von  einem  Elemente  der  Hrachisto- 
ehrone zum  folgenden,  also  auch  längs  der  ganzen  Curve  constant. 

Bezeichnen  wir  den  reeiprokon  Werth  dieses  Quotienten,  welcher  eine  Länge 
darstellt,  mit  u,  setzen  also 

.sin  i  =  " 


Digitized  by  Google 


IV.  Cup.  Die  Cycloide  als  Brachistochrone.  339 

und  ziehen  die  Formel 

heran,  welche  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  gibt  und  worin  t<0  die  Anfangs- 
geschwindigkeit des  beweglichen  Punktes  (in  //),  y  die  Tiefe  vou  M  unter  der 

o  *  it* 

Niveauebene  von  A  bedeutet,  so  kommt,  wenn  wir  noch  -°-  =  h  und  \         2 « 

2*/  2y 

setzen 


Tragen  wir  nun  die  Länge  /<  =  All  vertikal  über  A  auf  (Fig.  121.),  ziehen 
durch  //  in  der  Ebene  der  Curve  die  Gerade  //A",  in  .1/  die  Normale  MX  und  die 
Tangente  AfA',  von  welcher  ersteren  11 X  in  A'  und  letztere  die  Vertikale  des 
Punktes  X  in  X'  treffen  mag,  sowie  MQ  parallel  NX,  so  wird 

'  1  v  v'  ^       V  \"      =  A    YY'~  a       Y  V  ' 


Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  dem  oben  für  sin  i  aufgestellten ,  so  folgt 
XX' =  2  a,  d.  Ii.  da  2  a  constant  ist,  XX'  ist 

ebenfalls  uonstant.    Beschreibt  man  nun  über  l5fl' 


NX'  als  Durchmesser  einen  Kreis,  so  geht  ,  '/ 

■  u 


dieser  durch  My  bleibt  wahrend  der  Bewegung      \J>  /  i 

von  constanter  Grösse,  berührt  die  Horizontale    As  ■  - 

i 

J 


von  constanter  Grösse,  berührt  die  Horizontale 
1IX  und  hat  zu  der  Brachistochrone  die  Be- 


xiehung,  dass  deren  Normale  und  Tangeute 
fortwährend   durch   den  Berührungspunkt  X  ^ 


mit  11X  und  dessen  Gegenpunkt  A''  hindurch-  #  •  b 

gehen.     Diese  Eigenschaften  eharakterisiren 

aber  hinreichend  die  Brachistochrone  als  die  CycloTde. 

Ist  v„  gleich  Null,  so  wird  A  zur  Spitze  der  Cyclo'ide.  In  diesem  Falle  ist 
es  sehr  leicht,  die  Cycloidc  zu  constmiren.  Es  sind  nämlich  alle  CycloTden,  welcho 
.die  Spitze  A  und  die  Richtung  der  Basis  AX  gemein  haben,  ähnliche  und  ähnlich 
liegende  Curven  und  unterscheiden  sich  in  nichts  als  der  Grösse  des  rollenden 
Kreises.  Construirt  man  daher  irgend  eine  derselben  über  der  Basis  Act  und 
sucht  ihren  Durchschnitt  ß  mit  dein  Strahle  AB,  so  genügt  es,  zu  ßa  die  Parallele 
BA'  zu  ziehen,  um  die  Basis  AA'  der  durch  B  gehenden  Cyclo'ide  zu  finden.  Der 

AA'  v  * 

Hadins  ihres  YVälzungskreiscs  ist         .    Ist  aber  v.,  nicht  Null,  so  liefert   0  =  h 

2  7i  2y 

zunächst  die  Höhe  der  Cyeloidenbasis  über  der  Anfangslage  A  des  bewegliehen 

Punktes.    Cm  in  dieser  Basis  die  Spitze  der  Cyclo'ide  zu  rinden,  bedenken  wir, 

dass  in  Bezug  auf  dieselbe  als  Ursprung  eiues  Coordinatensystoms  der  x,  y,  für 

welches  die  x-Axe  in  dio  Basis  der  Cycloidc  fällt,  die  Gleichungen  der  Cyclo'ide 

durch  dio  Coordinaten  x  =  xlt  y  =  h;  x  —  a-,,  y  =  ti  der  I'unktc  A,  R  erfüllt 

werden  müssen,  dass  also  die  vier  Gleichungeu 

xx  =  a  (öj,  — •  sin  co,)  :r2  =  «  (a»f  —  sin  (Ot) 

h  =     2  a  sin  \  co,  //'  —      2  a  sin  \  <al , 

bestehen,  zu  welchen  noch  eine  weiterb  xt  —  xt  =  hinzutritt,  weil  die  Horizon- 
talprojectlon  der  Entfernung  AB  als  gegeben  anzusehen  ist.  Nach  Elimination 
der  Hülfswinkel  w,,  tu,,  welche  die  den  Punkten  A,  B  entsprechenden  Wälzungs- 
winkel  sind,  bleiben  drei  Gleichungen  zwischen  xt,  x.n  tf,  a,  A,  //  übrig,  aus  welchen 
xt ,  xt,  a  gefunden  werden  können. 

Auch  das  Problem  der  Brachistochrone   ist  einer  Verallgemeinerung  fähig, 
indem  man  an  die  Stelle  der  Constanten  Beschleunigung  der  Schwere  eine  Bc- 
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schlcunigung  treten  lässt,  deren  Grösse  und  Richtung  vom  Orte  des  beweglichen 
Punktes  abhängt.  Die  beiden  oben  benutzten  Sätze  behalten  in  soweit  auch  bei 
dem  allgemeinen  Probleme  ihre  Geltung,  als  an  die  Stelle  der  Niveauebenen  allge- 
meine Niveanflächcn  treten  und  der  Winkel  i  die  Neigung  des  ßogcnelementes  der 
Hrachistochrone  gegen  die  Normale  der  Niveaudächc  angibt. 

Das  Problem  der  Hrachistochrone  rührt  von  Job.  Bernoulli  her,  welcher 
es  1696  in  den  Actig  eruditorum  stellte.  Es  wurde  damals  von  Leibnitz  gelöst; 
kurze  Zeit  darauf  gaben  auch  Jacob  Iternoulli,  de  l'Hopital  nnd  Newton 
Lösungen  desselben. 

§.  Iß.  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  der  Cycloide  im  widerstehenden  Mittel. 
Ein  schwerer  Punkt  sei  gcnÖthigt,  sich  auf  einer  vertikalen  Cycloide  zu  bewegen, 
deren  Basis  horizontal  ist  und  welche  ihre  Concavität  nach  oben  kehrt  unter  der 
Voraussetzung,  dass  die  Beschleunigung  des  Widerstandes  der  erston  Potenz  der 
Geschwindigkeit  proportional  ist;  man  soll  die  Bewegung  des  Punktes  untersuchen. 

Legen  wir  den  Ursprung  des  Coordinatensystems  in  den  Scheitel,  die  a?-Axe 
vertikal  und  positiv  nach  oben,  die  y-Axe  horizontal  und  rechnen  wir  den  Bogen  * 
vom  Scheitel  an  aufwärts.   Die  Tangentialbeschleunigung  hat  zwei  Bestandteile. 

Der  von  dor  Schwere  herrührende  ist  —  y  ■  ( —  ^\  =  u^f  ,  der  von  dem  Wider- 

>     us  /  ds 

ds 

stände  herrührende  aber  —  x  Da  die  Tangentialbeschleunigung  selbst  den 

d*s 

Werth  —  ^f  besitzt,  so  wird  die  Gleichung  der  Bewegung  auf  der  Bahn: 

d*a  ds  dje  - 

Sie  gebt  vermöge  der  Eigenschaft  **  =  8//.r,  wo  a  den  Radius  des  Wälznngs- 
kreises  bedeutet,  über  in 

d*s    .       ds    .  ii 

*»  +  "*+  4.*  "°' 
ist  linear  mit  constanten  Coefficienten  und  besitzt  daher  Particulärlösnngen  von 
der  Form  s  =  0  ■  erf.    Eine  solche  Lösung  genügt,  wenn  die  Constante  r  eine 

Wurzel  der  Gleichung  r1  -f  xr  -f  ^  =  0,  d.  h.  r  —  —  ^x  ±  $  j/ x*  —  ist, 

wie  man  durch  Einsetzen  der  Lösung  in  die  Differentialgleichung  findet.  Da» 
allgemeine  Integral  ist  dahor 

*       e  \Ce-  "  +  C'e  aJ. 

Es  sei  nun  zunächst  x?  —  —  negativ.  Setzt  man  in  diesem  Falle  j/  *  —  x*  =  y, 
so  nimmt  das  Integral  die  Gestalt  an 

8  =  e~  4  *'{A  cos \yt  +  B  sin  \yt) 

und  wenn  s  =>  c  nnd  v  —  0  für  /  =  0,  so  bestimmen  sich  die  Constanten  A  und  B 
durch  die  Bedingungen  c  =  A  und  —  -f  =  0,  In  Folgo  dioser  Bestim- 
mung wird  sodann 

Der  bewegliche  Punkt  passirt  den  Scheitel  der  Cycloide,  so  oft  der  Inhalt  der 
Klammer  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  verschwindet.  Die  Zeit  des 
Niederganges  ist  daher  der  kleinste  Werth  von       welcher  aus  der  Gleichung 
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folgt.  Dieser  Werth  ist  unabhängig  von  c  und  daher  ist  für  den  vorliegenden 
Fall  die  Cycloide  Tautochrone  im  widerstehenden  Mittel,  wenn  die  Beschleunigung 
des  Widerstandes  der  ersten  Potenz  der  Geschwindigkeit  proportional  ist. 

ds 

Für  die  Geschwindigkeit  o  =  —  -  -  erhält   man   aus   der  vorstehenden 

dt 

Formol  für  *: 

•  =        **'(*'  +  r)**\Yi- 

Dieselbe  wird  Null  für  t  =»  0,       ,  4ä  ,  6ä,  Daher  ist  die  Dauer  T  einer 

y     y  y 

Oscillation 


r.  4* 


\n  in  -./ a  1 


a  '  \  g 

Für  sehr  kleine  Werthe  von  x  ist  diese  Grösse  nahezu  gleich  4  tt  7/  — ,  dieselbe, 

a 

wie  bei  den  Oscillationcn  auf  der  Cycloide  im  leeren  Räume. 

Setzt  man  die  Werthe  von  /,  für  welche  v  verschwindet,  in  dio  Formel  für 
s  ein,  so  erhält  man  die  verschiedenen  Schwingungsweiten,  nämlich 

c,  ce    r  ,    ce      Y  ,   ce     y  ,  .  .  . .  xn 
Sie  nehmen  in  einer  geometrischen  Progression  ab,  deren  Exponent  e    Y  ist 

Nehmen  wir  jetzt  an,  es  sei  x*  —  ~  positiv.    Man  setze  j/**  —  ^  =  y. 
Für  *  erhält  man  alsdann 

und  wenn  man  die  Constanten  C,  C durch  dieselben  Bedingungen,  wie  oben,  bestimmt: 

*  Ä  7  ~~    ~~  y  e 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  *  nur  für  <  =  <X>  verschwindet,  dass  der  bewegliche 
Punkt  sich  dem  Scheitel  der  Cycloide  nur  asymptotisch  nähert,  ohne  ihn  errei- 
chen zu  können. 

Für  die  Geschwindigkeit  erhält  man 

„  =  i«L(x,_y,)(e-l"+'"-e-l"-rt'), 

sie  wächst  anfangs,  aber  nur  bis  zu  einer  Zeit        welche  aus  der  Gleichung 

e~Y''  =  *  ~-V  bestimmt  wird,  nämlich  bis  zu  *,  «  -  l  *       r- .    Man  sieht 
x  +  y  y       x  —  y 

dies  aus  dem  Werthe  von 

*-£(.._„.-*<-• "'[(„-,,-(„  +  ,).-^. 

Von  jener  Zeit  an  nimmt  v  ab  und  nähert  sich  der  Null  als  Grenze. 

Wird   -   —  x«  =  0,  so  erhält  man 
a 

t,  «  }x«c*<T**' 

*  =-KeriX'(|x/-l). 

In  diesem  Falle  kann  der  bewegliche  Punkt  den  Scheitel  ebenfalls  nie  erreichen. 
Die  Geschwindigkeit  besitzt  für  /  =  \  x  ein  Maximum. 
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§.  17.  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  einem  vertikalen  Kreise  im  wider- 
stehenden Mittet  Ein  schwerer  Punkt  sei  genöthigt,  auf  einem  vertikalen  Kreise 
sich  zu  bewegen,  es  wirke  aber  auf  ihn  der  Widerstand  eines  Mittels,  in  welchem, 
er  sich  bewegt.  Die  Anfangsgeschwindigkeit  soi  Null,  die  Schwingungen  seien 
sehr  klein  und  verhältnissmässig  langsam,  d.  h.  der  Radius  a  des  Kreises  (der 
Pcndelfaden)  sehr  lang.  Bedeutet  R  die  Beschleunigung  des  "Widerstandes,  so 
wird  dio  Gleichung  der  Bewegung  unter  Beibehaltung  der  Bezeichnungsweise 
des  §.  11.: 

tili  =  0°in*  -  R- 

Die  Grösse  R  wollen  wir  wieder  der  ersten  Potenz  dor  Geschwindigkeit  propor- 
tional setzen,  etwa  R  =  xv.  Dadurch  geht  unsere  Gleichung,  wenn  wir  zugleich 
auf  dio  Relation  *  =  a  («  —  9)  Rücksicht  nehmen,  welche  uns  liefert: 

ds  d9        d*s  (P9 

v  = 

über  in: 


dt  ~       °  dt  '       dt*  "  dfi 


d*9   .      d9  .    g    .  A 

Diese  Gleichung  ist  nicht  linear,  unter  der  Voraussetzung  kleiner  Schwingungen 
wird  sie  aber  linear,  sobald  man  sin  9  näherungsweise  durch  9  ersetzt,  nämlich: 

*f+  ».  £  +».»_  o. 

dt*        x  dt  a 

Diese  Gleichung  ist  dieselbe,  wie  die  des  vorigen  §.,  nur  steht  «fr  an  Stelle  von  s 
und  a  an  Stelle  von  4a.  Es  gelten  also  alle  dortigen  Schlüsse  auch  hier  mit 
Rücksicht  auf  diese  Modificationen  und  die  Beschränkung  auf  kleine  Oscillations- 
amplitnden.  Für  dio  Bewegung  eines  Pendels  in  der  Luft  gelten  nahezu  die  Ge- 
setze der  uns  vorliegenden  Bewegung,  indem  man  ohne  Fehler  innerhalb  der 
Beobachtungsgrenze  den  Widerstand  der  Luft  für  langsame  Schwingungen  ^der 
Geschwindigkeit  selbst  proportional  setzen  darf.  Die  Zeit  des  Niederganges  ist 
etwas  grösser  als  im  leeren  Räume,  die  Oscillationsdauer  aber  ist  dieselbe, 
wie  dort. 

Es  ist  wichtig,  für  das  Pendelproblcm  im  widerstehenden  Mittel  eine  allge- 
meine Methode,  zu  kennen,  welche  für  speciellc  Gesetze  der  Beschleunigung  des 
Widerstandes  Näherungen  mit  hinreichender  Schärfe  zulässt.  Dio  folgende  Me- 
thode, welche  maü  Cauchy  verdankt,  erfüllt  diese  Forderung  in  ausgezeich- 
neter Weise.  ^ 

Unter  Beibehaltung  der  obigen  Bezeichnungsweise  hat  man       —  g  sin  &  —  R 

d9  . 
und  — -  a      ~  vt  oder,  wenn  9  sehr  klein  ist,  wie  hier  immer  angenommen  werden 

soll ,  näherungsweise 

dv  a       n  d® 

dt  -*dt  =»' 

Combinirt  man  dibse  Gleichungen  so,  dass  man  die  zweite,  mit  einem  unbestimm- 
ten Coefficientcn  X  multiplicirt  zur  ersten  addirt,  so  erhalt  man  nach  einei  klei- 
nen Transformation : 

Nun  bestimmt  man  X  so,  dass  v  —  8j*  9  in  v  -\-  19  übergeht,  welches  für  V  =  —  ya, 
d.  h.  für  X  —  }  <ja  •  i  erfolgt.    Man  hat  alsdann 
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Ii 

Diese  Gleichung  ist  linear  und  kann  man  durch  Multiplication  mit  e"  bewirken, 
dass  die  beiden  ersten  Glieder  sich  in  ein  einziges  zusammenziehen  und  die  Glei- 
chung die  Form  annimmt: 

■»•.«">  +  *•>  +  ..'*_  Ol 

Durch  Integration  von  t  «=  0  bis  l  =*  /  unter  Berücksichtigung  der  Bedingungen: 
v  =  0,  (r  ~  «  für  t  =  0  erhält  man  nun 


e"  \v  +  14»  -  Aa  -f  y  <"*  Ärf<  —  0, 


i, 

oder  nach  Division  mit  e"    und  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  von  Z: 


Rdt . 


±  i  l  9  t 

Ersetzt  man  nun  hierin  die  Exponcntialfunction  e  n  durch  den  gleichbedeu- 
tenden goniometrischen  Ausdruck  cos  ^ ~  1  i  »  /  "  '  un^  setzt  die  reellen 
Bestandteile,  sowie  die  imaginären  für  sich  einander  gleich,  so  findet  man: 

0  «.  ^«  Vga  —  I  sin  y  Ua  t  •  Rd^j  sin  j    ^  t  -  (^J  cos  J t  ■  Rd?j  cos  j/     t , 

0  0 

(  t 

•-(«- riJ""  fi '  ■ '"") ~  v'l 1 + ,i  (/-  / /« '  • "  *)  ■ yi •  ■ 

Aus  diesen  beiden  Formeln  zieht  man  folgende  Folgerungen. 
1.  Im  leeren  Räume  ist  v  =  0  für  t  =  ü  und  für  /  =»  »  //  —  ,  d.  h.  für 
die  halbe  Oscillationsdauer ;  hier,  im  widerstehenden  Mittel  ist  für  /  =  ny 

nY~9- 

die  Geschwindigkeit  noch  nicht  Kuli,  vielmehr  ist  sie:  v  =  /  cos  j/  ^i-Rdt. 

o 

Hieraus  folgt,  dass  die  halbe  Oscillationsdauer  im  widerstehenden  Mittel  etwas 
grösser  ist,  als  im  leeren  Raum. 


2.  Für  t  =  n  j/— ,  wofür  im  leeren  Räume  der  Ausschlagwinkel  9  =  —  cc 

wird,  ergibt  sich  hier      =  —  a  -f  ~    J  sin  J/       l  Rdt  und  da  der  Werth  des 

Integrales  positiv  ist  (weil  sin  j/  "  *  von  /  =  0  bis  /  =  ic  j/ ^  nur  positive 

Werthe  hat  und  R  eine  absolute  Zahl  ist),  so  folgt,  dass  der  Ausschlagwinkel  im 
widerstehenden  Mittel  kloiner  ist,  als  im  leeren  Raum«.  Die  Amplitude  wird  also 
durch  don  Widerstand  des  Mittels  verkleinert. 


Digitized  by  Google 


344  Bewegung  auf  vertikalem  Kreise  im  widerstehenden  Mittel.     IV.  Cap. 

Wir  wollen  jetzt  insbesondere  die  Beschleunigung  des  Widerstandes  dem 
Quadrate  der  Geschwindigkeit  proportional,  also  Ii  =  y  setzen  und  als 
Näherungswerth  die  Geschwindigkeit  im  leeren  Kauine  für  v  nehmen,  nämlich 

v  —  «  y  ^  sin  y  ^  t.   Wir  fanden  nämlich  früher  für  sehr  kleine  Schwingungen 

•Jr  =  a  cos  J/      /  und  v  =  —  a  ^ ,   woraus  dieser  Ausdruck  für  v  entspringt. 

Dadurch  wird  H  =      "  sin*  1/      t  und  indem  man  dies  in  die  obige  Formel  für  v 

«ix«        f  a 

einführt,  geht  dieselbe  für  t  =  n  1/  "  als  obere  Grenze  über  in  : 

'  9 

o 

so  dass  also  die  Oscillationsdauer  sehr  nahe  gleich  der  Oscillatiousdaucr  im  leereu 
Kaumo  ist.  Die  Formel  für  {r  liefert  auf  dieselbe  Weise  für  den  Ausschlagwinkel  a, 
nach  der  ersten  halben  Schwingung 

ai  =  _a+^«;.  *  /  Jv/atätt 

«**    VagJ         '  II 
oder  0 

sodass  mau  er,  aus  et  durch  Multiplication  mit  —  ^1  —  \  ^"?)  n,|dot.  Ebenso 
erhält  man  ctt  aus  er,,  nämlich 

«,-«.(i-rS)u.s.  f. 

* 

Die  Worthe  a,  o?,,  a,,  ...  bilden  (absolut  genommen)  keine  geometrische  Pro 
gression,  da  in  dem  Multiplicator ,  welcho  ein  folgendes  er.  liefert,  das  vorher- 
gehende er  selbst  vorkommt,  dieser  Multiplicator  also  nicht  constant  ist. 

§.  18.  Es  mögen  hier  noch  einige  Ucbungsaufgaben  über  die  Bewegung  auf 
vorgeschriebener  Bahn  Platz  finden. 

1.  Es  ist  gegeben  in  einer  Vortikalebene  ein  Punkt  M0  und  eine  horizon- 
tale Gerade  O;  man  soll  durch  M0  diejenige  Gerade  hindurchlogen,  auf  welcher 
ein  schwerer  Punkt  von  M0  aus  fallen  muss,  um  die  Gerade  G  in  der  kürzesten 
Zeit  zu  erreichen. 

2.  Dieselbe  Aufgabe  für  den  Fall,  dass  an  die  Stelle  der  Goraden  0  ein 
in  der  Vortikalebene  liegender  Kreis  K  tritt. 

3.  Auf  der  convexeu  Seite  einer  vertikalen  ebenen  Curvc  liegt  im  höchsten 
Punkte  ein  schwerer  Punkt.  Man  erthcilt  demselben  eine  Geschwindigkeit  a  in 
der  Richtung  der  Tangento;  au  welcher  Stelle  und  mit  welcher  Geschwindigkeit 
verlässt  er  die  Curve? 

4.  Dieselbe  Aufgabe  für  den  speziellen  Fall,  dass  dio  Curve  ein  Kreis  ist. 
6.  Auf  welcher  in  einer  Vcrtikalebene  liegenden  Curvc  muss  ein  schwerer 

Punkt  fallen,  damit  er  in  gleichen  Zeiten  um  gleiche  Höhen  sinke,  also  die 
vertikale  Fallhöhe  der  Zeit  proportional  und  die  Tangente  der  Anfangslage 
vertikal  ist? 
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6.  Ein  Pnnkt  fallt  auf  einor  Curvo,  welche  continuirlich  in  einen  vertikalen 
Kreis  üborgeht  und  bewegt  sich  auf  der  Innonseite  desselben  weiter.  Die  Hübe, 
welche  er  bis  zum  Uebergang  auf  den  Kreis  durchfallen  hat,  ist  //;  die  Ueber- 
gangstangente  horizontal  und  liegt  der  Kreis  so,  dass  der  Punkt  auf  ihm  zuerst 
aufsteigen  muss.  Wio  gross  darf  der  Radius  des  Kreises  höchstens  sein,  damit 
der  Punkt  die  Bahn  nicht  vcrlässt? 

» 

7.  Ein  Punkt  bewegt  sich  auf  einer  logarithmischen  Spirale  und  wird  nach 
dem  Pole  derselben  zu  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung  von 
diesem  beschleunigt;  seine  Anfangslage  hat  den  Abstand  a  vom  Pol,  p  ist  die 
(irösso  der  Beschleunigung  in  der  Einhoit  der  Entfernung,  wie  gross  ist  die  Zeit, 

nach  welcher  er  den  Pol  erreicht?  Die  Gleichung  der  Curvo  sei  o  =  ac*9. 


V.  Capitel. 

Bewegung  eines  Punktes  auf  vorgeschriebener  Fläche. 

§.  1.  Durch  die  Anfangslage,  die  Anfangsgeschwindigkeit  und  das 
Gesetz,  welches  die  Beschleunigung  befolgt,  ist  die  Bewegung  eines 
Punktes  vollständig  bestimmt;  wird  daher  noch  die  weitere  Bedingung 
hinzugefügt,  dass  die  Bewegung  des  Punktes  auf  einer  gegebenen  Fläche 
erfolgen  soll,  so  muss  noch  ein  Zwang  hinzutreten,  welcher  den  Punkt 
nöthigt,  auf  derselben  zu  bleiben.  Dieser  Zwang  kann  aber,  wie  er 
auch  immer  beschaffen  sein  möge,  weil  er  auf  die  Geschwindigkeit  einen 
verändernden  Einnuss  ausübt,  durch  eine  Beschleunigung  ersetzt  werden, 
die  mit  der  gegebenen  Beschleunigung  zusammen  eine  Resultante  liefert, 
welche  in  Verbindung  mit  der  anfänglichen  Geschwindigkeit  die  Bahn 
des  Punktes  und  die  Bewegung  desselben  in  ihr  der  zugefügten  Be- 
dingung entsprechend  bestimmt.  Der  Zwang  wird  je  nach  den  Um- 
ständen, die  ihn  ausüben,  Widerstand  der  Fläche  oder  Spannung  und 
die  ihm  äquivalente  Beschleunigung  die  Beschleunigung  des  Widerstandes 
oder  der  Spannung  genannt.  Dieselbe  kanh  an  jeder  Stelle  der  Bahn  in 
zwei  Componenten  zerlegt  werden,  von  denen  die  eine  in  die  Richtung 
der  Normalen  der  Fläche,  die  andere  in  die  Tangentenebene  der  Fläche 
fällt.  Die  letztere  Componente,  welche  von  der  Reibung  herrührt,  setzen 
wir  hier  gleich  Null  voraus,  sodass  also  blos  eine  Normalbeschleunigung 
des  Widerstandes  als  vorhanden  angenommen  wird. 

§.  2.  Den  Zwang,  welcher  den  Punkt  auf  die  Fläche  nöthigt, 
kann  man  sich  auf  verschiedene  Arten  ausgeübt  denken.  In  vielen 
Fällen  reicht  es  aus,  die  Fläche  aus  einem  festen  Material  gearbeitet, 
aber  als  eine  unendlich  dünne  Schale  anzunehmen,  auf  deren  Innen- 
oder Aussenseite  der  bewegliche  Punkt  sich  befindet;  in  anderen  Fällen 
wird  man  es  vorziehen,  den  Punkt  als  zwischen  zwei  unendlich  nahen 
solchen  Schalen  beweglich  zu  denken.  Zuweilen  gelingt  es,  den  Punkt 
durch  gespannte  Fäden  auf  die  Fläche  zu  zwingen;  so  z.  B.  kann  man 
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denselben  nöthigen,  auf  einem  Rotationsellipsoid  zu  bleiben,  indem  man 
ihn  durch  zwei  Fäden  von  der  Längensumme  gleich  der  Rotationsaxo 
mit  den  Brennpunkten  verknüpft.  Die  allgemeinste  Art,  einen  Punkt 
zu  nöthigen,  auf  einer  gegebenen  Fläche  zu  bleiben,  welche  zugleich 
das  Analogon  zu  der  Monge'schen  Fadenconstruction  Cap.  IV,  §.  4. 
darbietet,  beruht  auf  folgenden  Betrachtungen.  Durch  jeden  Punkt  einer 
Fläche  gehen  zwei  Krümtnnngslinien  hindurch;  sie  bezeichnen  die  beiden 
Richtungen,  nach  welchen  hin  von  jenem  Punkte  aus  die  Fläche  am 
schwächsten  und  stärksten  gekrümmt  ist  und  schneiden  einander  recht- 
winklig. Die  sämmtlichen  Krümmungslinien  einer  Fläche  bilden  auf 
dieser  zwei  Curvenschaaren ,  sodass  jede  Curve  der  einen  Schaar  alle 
Curven  der  anderen  Schaar  rechtwinklig  durchschneidet  und  beide  Schaa- 
ren  mithin  die  ganze  Fläche  in  rechteckige  Flächenelemente  zerlegen. 
Die  Krümmungslinien  einer  Fläche  besitzen  die  Eigenschaft,  dass  die 
Normalen,  welche  in  zwei  unmittelbar  aufeinanderfolgenden  Punkten 
einer  solchen  Curve  auf  der  Fläche  errichtet  werden,  sich  schneiden. 
Legt  man  daher  in  allen  Punkten  längs  einer  Krümmungslinie  die  Nor- 
malen an  die  Fläche,  so  bilden  diese  eine  abwickelbare  Fläche  und 
berühren  eine  auf  dieser  abwickelbaren  Fläche  liegende  Curve.  Diese 
Curve  ist  der  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  aller  Normalschnitte  der 
Fläche,  welche  die  Krümmungslinie  berühren  und  enthält  also  Mittel- 
punkte der  stärksten  oder  der  schwächsten  Krümmung,  je  nachdem  die 
Kriimmungslinie  eine  Linie  der  stärksten  oder  der  schwächsten  Krüm- 
mung ist.  Führt  man  diese  Construction  mit  sämmtlichen  Krümmungs- 
linien aus ,  so  erhält  man  zwei  Schaaren  abwickelbarer  Flächen ,  welche 
sich  paarweise  rechtwinklig  in  den  Normalen  der  Fläche  durchschneiden 
und  eine  neue  Fläche,  auf  welcher  die  sämmtlichen  Orte  der  Krüm- 
mungsmittelpunkte der  in  den  Richtungen  der  stärksten  und  schwächsten 
Krümmung  geführten  Normalschnitte  (Hauptnormalschnitte)  liegen  und 
also  selbst  den  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  aller  dieser  Hauptnormal- 
schnitte darstellt.  Diese  Fläche  hat  zwei  Theile,  die  sich  in  einzelnen 
Fällen  von  einander  trennen,  von  denen  der  eine  die  Mittelpunkte 
stärkster,  der  andere  die  Mittelpunkte  schwächster  Krümmung  enthält. 
Da  durch  jede  Normale  ein  Normalschnitt  der  stärksten  und  ein  Normal- 
schnitt der  schwächsten  Krümmung  hindurchgeht,  so  berührt  jede  Nor- 
male eine  Curve  der  Krümmungsmittelpunkte  der  einen  und  eine  Curve 
der  Krümmungsmittelpunkte  der  anderen  Art  und  da  diese  beiden  Cur- 
ven auf  der  Fläche  der  Krümmungsmittelpunkte  liegen,  aber  verschic 
denen  Theilen  angehören,  so  folgt,  dass  jede  Normale  diese  Fläche 
doppelt  berührt,  nämlich  in  einem  Krümmungsmittelpunkte  der  stärksten 
und  einem  Krümmungsmittelpunkte  der  schwächsten  Krümmung.  Aus 
diesen  Betrachtungen  geht  hervor,  dass  die  sämmtlichen  Normalen  einer 
Fläche  eine  gewisse  Centraifläche  doppelt  berühren  oder  in  dem  Falle, 
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dass  diese  in  zwei  getrennte  Theile  zerfällt,  zwei  Flächen  zugleich  be- 
rühren. Man  erkennt  daraus  weiter,  dass  man  nur  nöthig  hat,  eine 
Gerade  so  längs  der  Gesammtflächc  der  Hauptkrümmungsmittelpunkte 
hingleiten  zu  lassen,  dass  sie  dieselbe  doppelt  berührt,  nämlich  in  einem 
Punkte  des  einen  und  in  einem  Punkte  des  anderen  Theiles,  wenn  einer 
ihrer  Punkte  gezwungen  sein  soll,  sich  auf  der  gegebenen  Fläche  selbst 
zu  bewegen,  welcher  jene  Fläche  der  Hauptkrümmungsmittelpunkte  an- 
gehört. 

§.  3.  Die  Theorie  der  Bewegung  eines  Punktes  auf  gegebener 
Fläche  nimmt  einige  Lehren  der  Geometrie  über  die  kürzesten  Linien 
(auch  geodätische  Linien  genannt)  in  Anspruch,  welche  wir  zunächst 
entwickeln  wollen.  Die  kürzesten  Linien  auf  Flächen  sind  durch  dio 
Eigenschaft  charakterisirt,  dass  in  jedem  ihrer  Punkte  der  Krümmungs- 
halbmesser, also  auch  die?'  Hauptnormale  derselben  mit  der  Normalen 
der  Fläche  zusammenfallt  oder  also  die  Schmiegungsebene  der  kürzesten 
Linie  dnreh  die  Normale  der  Fläche  geht.  Um  diese  Eigenschaft  ganz 
elementar  zu  beweisen,  nehmen  wir  zunächst  den  einfachsten  Fall  an, 
auf  welchen  sich  der  Fall  bei  einer  allgemeinen  Fläche  zurückführen 
lässt,  nämlich  dass  die  Fläche  aus  zwei  Ebenen  E,  E'  bestehe,  welche 
sich  in  einer  Geraden  d  schneiden.  Soll  von  einem  Punkte  A  in  E 
nach  einem  Punkte  B  in  E*  über  die  Fläche  hin  eine  kürzeste  Linie 
gezogen  werden,  so  wird  diese  die  Kante  d  in  einem  gewissen  Punkte  C 
schneiden  und  ist  zunächst  klar,  dass  die  Stücke  AC  und  CB  dieser 
kürzesten  Linie  geradlinig  sein  müssen.  Nun  muss  aber  C  so  gewählt 
werden,  dass  AC  -f-  CB  ein  Minimum  werde.  Um  die  hierzu  erforder- 
liche Lage  des  Punktes  C  zu  erkennen,  drehen  wir  die  Ebene  E  so 
lange  um  die  Kante  d  um,  bis  sie  in  die  Ebene  E  hineinfällt,  aber  so, 
dass  A  und  B  auf  entgegengesetzte  Seiten  von  d  zu  liegen  kommen. 
Durch  diese  Drehung  wird  die  Länge  der  kürzesten  Linie  nicht  geän- 
dert und  muss  folglich  AC  +  CB  auch  nach  derselben  in  der  Gesammt- 
ebene  die  kürzeste  Linie  sein,  welche  von  A  nach  B  gezogen  werden 
kann.  In  der  Ebene  aber  ist  die  Gerade  die  kürzeste  Linie.  Daher 
muss  der  Punkt  C  so  gewählt  werden,  dass  AC  -f-  CB  beim  Zusammen- 
fallen der  Ebene  E,  Ef  in  eine  Gerade  übergeht.  Hierdurch  ist  die 
Lage  von  C  auf  der  Kante  d  vollkommen  bestimmt.  Dieser  Punkt  muss 
so  liegen,  dass  die  Winkel,  welche  AC  und  CB  mit  </,  in  demselben  Sinne 
genommen,  bilden  sich  zu  n  ergänzen.  —  Nehmen  wir  jetzt  an,  die  beiden 
Ebenen  Ey  E*  bilden  einen  unendlichkleinen  Winkel  mit  einander,  so 
wird  der  Punkt  B  bei  der  Drehung  der  Ebene  E'  um  die  Kante  d  einen 
unendlichkleinen  Kreisbogen  BB'  um  d  als  Rotationsaxe  beschreiben, 
dessen  Ebene  mithin  senkrecht  steht  auf  d  und  dessen  Mittelpunkt  der 
Fusspunkt  des  Perpendikels  ist,  welches  von  B  auf  d  gefällt  werden 
kann.    Dieser  unendlichkleine  Kreisbogen  fällt  mit  der  Richtung  seiner 
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Tangente  zusammen  und  steht  senkrecht  auf  der  Ebene  in  ihrer 
ursprünglichen  Lage,  sowie  nach  der  unendlichkleincn  Drehung  und 
folglich  senkrecht  auf  E.  Daher  steht  auch  die  Ebene  BCB",  welche 
den  kleinen  Kreisbogen  enthält,  oder  die  mit  ihr  identische  Ebene  ACB 
senkrecht  auf  E  und  geht  durch  die  Normale  von  Ey  welche  in  A  errich- 
tet werden  kann.  —  Die  beiden  Ebenen  E,  &  seien  nun  zwei  aufeinander- 
folgende Tangentenebenen  einer  Fläche;  dann  sind  also  AC  und  CB 
zwei  aufeinanderfolgende  Elemente  einer  Curve  auf  der  Fläche,  die 
Ebene  ACB  ist  ihre  Schmiegungsebcne  in  A  und  enthält  die  Normale 
der  Fläche  in  A  als  ihre  Hauptnormalo  odor  die  Richtung  des  Krüm- 
mungshalbmessers der  Curve  in  A.  tVenn  nun  aber  eine  Linie  zwischen 
irgend  zweien  ihrer  Punkte  eine  kürzeste  sein  soll,  so  muss  sie  diese 
Eigenschaft  auch  in  ihren  Bogenelementen  besitzen,  d.  h.  zwischen  zwei 
unendlichnahen  Punkten,  welche  auf  zwei  •'aufeinanderfolgenden  Tan- 
gentenebenen liegen.  Demnach  besteht  der  Satz:  Jede  kürzeste 
Linie  auf  einer  Fläche  besitzt  die  Eigenschaft,  dass  ihre 
Schmicgungsebene  in  jedem  ihrer  Punkte  durch  die  Nor- 
male der  Fläche  in  diesem  Punkte  hindurchgeht,  also  auf 
der  Tangente n e bene  der  Fläche  senkrecht  steht  und  ihr 
KrUmmuugshalbmessrr  in  die  Richtung  der  Normalen  fällt. 

§.  4.  Da  die  Schmicgungsebene  der  kürzesten  Linie  die  Normale  der 
Fläche  enthält,  so  folgt,  dass  der  Normalschnitt  der  Fläche  mit  ihr  zwei 
aufeinanderfolgende  Bogenclemente,  folglich  auch  die  Krümmung  gemein 
hat.  Ziehen  wir  jetzt  auf  der  Fläche  irgend  eine  beliebige  Curve  und  neh- 
men auf  derselben  drei  aufeinanderfolgende  Punkte  A/,  M',  M"  (Fig.  122.) 
an,  verlängern  das  Bogenelement  Mftf  um  sich  gelbst,  wodurch  wir  zu 
einem  Punkte  Ar  gelangen  und  ziehen  iV ftf\  so  wird  die  Länge  der  Linie 
AM/",  welche  als  unendlichkleincr  Kreisbogen  anzusehen 
ist,  erhalten,  indem  man  M'N  oder  MM'  mit  dem  Con- 
tingenzwinkcl  NNfM''  multiplicirt.   Daher  ist  dieser  Con- 

NM" 

tingenzwinkel  selbst  .  Nun  ist  aber  der  Krümmungs- 
halbmesser der  Curve  Mlifftf  ...  in  M  gleich  dem  Bogenelemente  MM' 
dividirt  durch  diesen  Contingcnzwinkel.    Derselbe  wird  daher  • 

In  M'  legen  wir  jetzt  die  Tangentenebenc  an  die  Fläche;  sie  wird 
die  Tangentenebene  des  Punktes  M  in  einer  Geraden  d  schneiden.  Auf 
die  Taugentonebene  in  M'  fällen  wir  von  iV  das  Perpendikel  N(J\  da- 
durch erhalten  wir  M'Q  als  das  zweite  Element  einer  kürzesten  Linie, 
welche  mit  der  Curve  MMM"  .  .  .  die  Tangente  in  3/,  mit  dem  durch  diese 
Tangente  geführten,  die  Curve  MM'M"  ...  also  gleichfalls  berührenden 
Normalschnitte  der  Fläche  aber  beide  Elemente,  also  auch  der  Krüm- 
mung gemein  hat.     Denn  wenn  die  Tangentenebene  des  Punktes  M' 
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durch  Drehung  um  d  in  die  Lage  der  Tangentenebene  des  Punktes  M 
gelangt,  so  beschreibt  Q  einen  nncndlichklcinen  Kreisbogen,  welcher 
von  seiner  Tangente  QN  erst  um  Unendlichkleines  zweiter  Ordnung 
abweicht.   Daher  ist  der  Krümmungshalbmesser  des  Normalschnitts  MM'Q, 

welcher  die  Curve  in  M  berührt,  ähnlich  wie  vorher       -  . 

NQ 

Der  nnendlichkleiue  Winkel  M'MQ,  welcher  gebildet  wird  von  dem 
zweiten  Bogenelemente  MM'  der  gegebenen  Curve  und  dem  zweiten 
Bogenelemente  M'Q  der  kürzesten  Linie,  welche  dieselbe  in  M  berührt, 
heisst  der  geodätische  Contingenzwinkcl  der  gegebenen  Curve 
im  Punkte  M.  Legt  man  durch  M'  gleichfalls  eine  kürzeste  Linie,  welche 
mit  der  Curve  MM'M"  ...  das  zweite  Bogenelement  MM'  gemein  hat, 
sie  also  in  M  berührt,  so  kann  man  den  geodätischen  Contingenzwinkel 
einer  Curve  in  einem  Punkte  M  auch  definiren  als  den  verschwindend 
kloinen  Winkel  der  beiden,  die  Curve  in  M  und  dem  nächstfolgenden 
Punkte  M  berührenden  kürzesten  Linien.  Das  Bogenelement  MM,  dividirt 
durch  ihn,  heisst  der  Halbmesser  der  geodätischen  Krümmung, 
sowie  der  reeiproke  Werth   hiervon   die  geodätische  Krümmung 

selbst.     Daher  stellt  den   Halbmesser  der   geodätischen  Krüm- 

mung dar. 

Bezeichnet  man  den  Krümmungshalbmesser  der  Curve  MMM'  . .  .  mit. 
p,  den  des  sie  in  M  berührenden  Normalschnitts  oder  der  sie  berührenden 
kürzesten  Linie  MM'Q  mit  R  und  den  der  geodätischen  Krümmung  mit  p, 
so  hat  man 

.  111 

*~  NM"'  NQ  '  QM'' 
oder  111 

=  XM'  :  NQ  :  QM". 

Q     **  [> 

In  dem  nnendlichkleinen  rechtwinkligen  Dreieck  M"QN  stellt  Winkel 
NM'Q  =  9  den  Neigungswinkel  der  Schmiegungsebcne  der  Curve  MM'M" 
gegen  die  Tangentenebene  dar  und  hat  man  weiter 

NM":  NQ:  QM"  =  1  :  sin  &  -  cos  & 
und  mit  Hülfe  dieser  Proportion  also 

:  *  :  *  =  1  :  sin  &  :  cos  & . 

q  z=  R  sin  p  =      9      =  Rlg». 

cos  & 

Die  Gleichung  p  =  R  sin  #  enthält  den  Meunie raschen  Satz. 
Wenn  nämlich  0  der  Winkel  ist,  den  die  Schmicgungsebene  MMM' mit 
der  Tangentenebene  in  M  (M  fällt  mit  M  zusammen)  bildet,  so  ist  sin  9 
der  Cosinus  der  Neigung  l  derselben  Ebene  gegen  den  Normalschnitt 
und  sagt  die  Gleichung  p  =  R  cos  l  ans,  dass  der  Krümmungs- 
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m'itt elpunkt  der  Curve  MMM"  erhalten  wird,  wenn  man  den 
Krümmnngsmit.telpunkt  de»  Normalschnittes,  welcher  die 
Curve  berührt,  auf  die  Schmiegu n gsebene  derselben  proji- 
cirt.  Daher  liegen  die  Krümmungskreise  aller  Curven, 
welche  mit  dem  Norm alschnitto  die  Tangente  gemein  haben, 
auf  einer  Kugel,  welche  den  Krümmungsmittelpuukt  des 
Normalschnittes  zum  Mittelpunkte  hat.  In  der  letzteren  Fas- 
sung kann  man  den  Meunier 'sehen  Satz  unmittelbar  an  der  Hand  der 
Figur  einsehen.  Durch  die  vier  Punkte  My  M\  M'\  Q  lässt  sich  näm- 
lich eine  Kugel  legen,  welche  die  beiden  Kreise,  die  durch  die  Punkte 
My  M\  M"  einerseits  und  My  M ',  Q  andererseits  möglich  sind,  enthält. 
In  der  Grenze  sind  dies  die  Krümmungskreise  der  Curve  MM'M".  .  .  und 
des  Normalschnittes  MMQ.  ...  Da  die  Kugel  mit  der  Fläche  das  Element 
M'M'Q  gemein  hat,  welches  in  der  Tangentenebene  des  Punktes  M  ver- 
schwindet, so  berührt  sie  die  Fläche  in  M  und  da  die  Ebene  des  Nor- 
malschnittes senkrecht  zur  Tangenten  ebene  ist,  so  ist  sein  Krümmnngs- 
kreis  ein  grösster  Kreis  der  Kugel  u.  s.  w. 

Nach  den  obigen  Formeln  wird  der  Halbmesser  der  geodä- 
tischen Krümmung  erhalten,  indem  mau  den  Krümmungs- 
halbmesser der  Curve  durch  den  Cosinus  seiner  Neigung 
gegen  die  Tangentenebene  der  Fläche  dividirt.  Hieraus  er- 
hellt weiter,  dass  der  Halbmesser  der  geodätischen  Krümmung 
und  der  Krümmungshalbmesser  des  Normalschnittes  die  Ka- 
theten eines  rechtwinkligen  Dreiecks  sind,  dessen  Höhe  der 
Krümmungshalbmesser  der  Curve  ist  (Fig.  123.).  Construirt  man 
daher  den  Krümmungshalbmesser  des  Normalschnittcs  in  M  und  fällt 
Fig.  vti.  von  seinem  Mittelpunkte  C  ein  Perpendikel  auf  die 

M  _  _.    £  Schmiegungsebene  einer  Curve  MM'M',   welche  den 


^  \p  Normalschnitt  in  M  berührt   und  verlängert  dieselbe 

\q  bis  zum  Durchschnitt  E  mit  der  Tangentcuebene  in  vV, 

so  ist  ME  der  Halbmesser  der  geodätischen  Krümmung. 
Im  Gegensätze  zur  geodätischen  Krümmung,  welche 
die  Abweichung  einer  Curve  von  dem  berührenden  Normalschnitte  ins 
Auge  fnsst,  nennt  mau  die  Krümmung  im  gewöhnlichen  Sinne,  welche 
die  Abweichung  von  der  Tangente  angibt,  die  absolute  Krümmung. 

Der  Contingenzwinkel  QM'M"  der  geodätischen  Krümmung  fällt  in 
die  Tangentenebene  der  Fläche;  legt  man  nun  in  allen  Punkten  der 
Curve  MMM"  ...  an  die  Fläche  die  Tangentenebene,  so  bilden  alle 
diese  Tangentenebenen  eine  abwickelbare  Fläche,  auf  welcher  die  Curve 
liegt.  Jede  Tangente,  wie  M'N  ist  auf  die  folgende  Tangentenebene  zu 
projiciren,  um  den  Schenkel  M  Q  des  Contingenzwinkels  der  geodätischen 
Krümmung  zu  erhalten.  Wickelt  man  die  Fläche  der  Tangentenebenen 
ab,  indem  man  jede  Ebene  um  die  Schnittlinie  rf,  welche  sie  mit  der 
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folgenden  Ebene  gemein  hat,  so  lange  umdreht,  bis  sie  in  diese  hinein- 
fallt, so  geht  die  Curve  in  eine  gewisse  ebene  Deformationscurve  über, 
deren  Contingenzwinkel  offenbar  die  Contingenzwinkel  der  geodätischen 
Krümmung  jener  sind.  Da  hierbei  die  Curvenelemente  selbst  nicht  ge- 
ändert werden,  so  folgt  der  Satz?  Der  Halbmesser  der  geodäti- 
schen Krümmung  einer  Curve  ist  gleich  dem  Krümmungs- 
halbmesser der  Deformationscurve,  in  welche  die  gegebene 
Curve  übergeht,  wenn  man  die  abwickelbare  Fläche,  welche 
von  den  Tnngentenebenen  der  Fläche,  auf  welcher  die  ge- 
gebene Curve  liegt,  längs  dieser  gebildet  wird,  in  eine 
Ebene  ausbreitet. 

§.  5.  Der  bewegliche  Punkt  befinde  sich  zur  *Zeit  /  im  Punkte  ,1/ 
seiner  Bahn  (Fig.  124.)  und  besitze  die  Geschwindigkeit  v  längs  der 
Tangente  derselben ;  die  gegebene  Beschleunigung  sei  i/>  und  die  Be- 
schleunigung des  Normalwiderstandes  A. 
Die  Beschleunigung  zerlegen  wir  in  zwei 
Componenten,  eine  tangentielle  ^und  eine 
normale  %>H]  letztere  fällt  mit  A'  in  die 
Normalebene  der  Bahn  und  bildet  mit  A' 
eine  Resultante  <p„.  Die  beiden  Beschleu- 
nigungen Oft  und  <f,,^=  Res.  (tf>„,  A'),  welche 
zusammen  dem  System  der  beiden  Be- 
schleunigungen und  N  äquivalent  sind, 
sind  die  Tangential-  und  Centripetalbc- 
schleunigung  der  Bewegung  und  es  be- 
stehen daher  die  beiden  Gleichungen 

dv  v2        „      .  ,,N 

dt  =  q  '  ~  ^ 

Tn  diesen  Gleicbungen  ist  N  zwar  seiner  Richtung,  aber  noch  nicht  sei- 
ner Grösse  uud  seinem  Sinne  nach  bestimmt,  o  aber  ist  noch  gänzlich 
unbekannt.  Zur  Bestimmung  beider  Grössen  führt  aber  Folgendes. 
Durch  die  Normale  der  Fläche  und  die  Tangente  der  Bahn  legen  wir 
den  die  Bahn  berührenden  Normalschnitt  und  construiren  über  seinem 
KrUmmuugskreise  als  grösstem  Kreise  eine  Kugel.  Diese  Kugel  enthält 
den  Krümmungskreis  der  Bahn  in  M  und  ein  Perpendikel  von  dem 
Mittelpunkte  C  der  Kugel  auf  die  Ebene  dieses  Krümmungskreises  lie- 
fert den  Krümmungsinittelpunkt  G  derselben,  welcher  auf  der  Richtung 
der  Centripetalbeschleunigung  tpM  =  MH  sich  befindet.  Denkt  man  nun 
das  Perpendikel  CG  über  G  hinaus  nach  E,  nämlich  bis  an  die  Tan- 
gente der  Fläche  verlängert,  welche  in  die  Normalebene  der  Bahn  fällt 
und  projicirt  (p„  odör  was  dasselbe  ist,  if>rt  auf  diese  Tangoute  als  MD, 
so  besteht  vermöge  der  Aehnlichkeit  der  beiden  rechtwinkligen  Dreiecke 
MGE\\\\<\  MDH  die  Gleichung  MG  MD  =  ME-  MD,  d.h.?-qp*  =  ME- MD 
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oder  da  gq>H  —  v2  ist,  ME -MD  =  v'1.  Da  nun  tyn  als  gegeben  anzu- 
sehen ist,  so  kann  man  seine  Projection  MD  auf  die  Tangentenebene 
der  Fläche  in  M  finden  und  gewinnt  dadurch  ME  als  dritte  Proportio- 
nale zu  v  und  MD  (z.  B.  dadurch,  dass  man  MA  =  MB  —  v  aufträgt 
und  zu  A,  D  und  D  den  vierten,  dem  D  zugeordneten  harmonischen 
Punkt  E  sucht).  Sobald  aber  der  Punkt  E  bekannt  ist,  bestimmt  die 
Verbindungslinie  CE  desselben  mit  dem  Mittelpunkte  der  oben  gedach- 
ten Kugel  die  Lage  von  <pu  und  ist  in  dem  Parallelogramme  MH  alles, 
insbesondere  auch  die  Widerstandsbeschleunigung  v  vollkommen  bestimmt. 
Dem  vorigen  §.  gemäss  ist  ME  nichts  anderes,  als  der  Radius  der  geo- 

dätiseben  Krümmung  der  Bahn  =  ^  ^,  wenn  #  den  Winkel  bedeu- 
tet, den  die  Schmiegungsehene  der  Bahn  mit  der  Tangentenebene  der 
Fläche  bildet.  Die  Componente  MD  von  t/>„,  welche  in  die  Tangenten- 
ebene fällt,  ist  offenbar  <pH  cos  &  =       cos  9-  oder      —      -,  also   ^  , 

Q  Q  :  COS  V  (J 

d.h.  wenn  man  die  gegebene  Beschleunigung  in  drei  Com- 
ponenten  zerlegt,  die  eine  i/;,  längs  der  Tangente  der  Bahn, 
die  andere  längs  der  Normalen  der  Fläche  und  die  dritte 
längs  der  Schnittlinie  der  Tan  genten ebe  n e  der  Fläche  mit 
der  Normalebene  der  Bahn,  so  wird  die  letztere  Compo- 
nente erhalten,  indem  man  das  Quadrat  der  Geschwindig- 
keit durch  d  e  n  R  a  d  i  u  s  der  g  e  o  d  ä  t  i  s  c  h  e  n  K  r  ü  m  m  u  n  g  d  i  v  i  d  i  r  t. 

Was  den  Widerstand  iV  betrifft,  so  bedenke  man,  dass,  weil  tpn  die 
Resultante  von  ty„  und  jV  ist,  die  Summe  der  Projectionen  der  beiden 
letzten  Grössen  auf  eine  beliebige  Axc  gleich  der  Projection  von  <pn 

ebendahin  sein  muss.    Wählt  man  nun  zu  dieser  Axe  die  Flächennor- 

•> 

v 

male  MC,  so  eihält  man   ^   shi  #  —  N  -\-  tyH  sin  X,  wenn  tj>„  mit  MD 

den  Winkel  k  bildet.  Nach  dem  M  eu  n  i  e  r 'sehen  Satze  ist  aber  q  —  B  sin  9, 

daher  wird  vi 

A'  =  R  —  t/;„  sin  X  . 

Ebenso  gross  würde  offenbar  auch  iV  sein,  wenn  der  bewegliche  Punkt 
sich  auf  dem  Normalschnitte  bewegen  würde. 

Genau  in  derselben  Weise,  wie  Cap.  IV,  §.  3.,  versteht  man  auch 
hier  unter  Centrifugalbeschleunigung  die  der  Centripetalbeschleunigung 
<p„  entgegengesetzt  gleiche  Bescbleunigung  qp_„  und  ebenso  unter  Druck- 
beschleunigung die  der  Widerstandsbeschleuuigung  entgegengesetzt  gleiche 
Beschleunigung.   Letztere  ist  demnach  die  Resultante  von  t/»„  und  <p—„. 

§.  6.  Für  den  speziellen  Fall,  dass  =  0  ist,  der  Punkt  sich 
also  blos  mit  einer  Anfangsgeschwindigkeit  v0  unter  Einfluss  der  Wider- 
Ktandsbeschlcunigung  v  auf  der  Fläche  bewegt,  folgt  aus  der  ersten  Glei- 

chung  des  §.  5,  nämlich       —  0,  dass  die  Geschwindigkeit  constant, 
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die  Bewegung  also  eine  gleichförmige  ist.  Aus  der  zweiten  Gleichung 
oder  auch  aus  der  Figur  des  Parallelogramms  MH  'folgt  weiter,  dass 
die  Centripetalbe8chleunignng  <p„  mit  N  nnch  Grösse  und  Richtung  zu- 
sammenfällt. Demnach  hat  der  Krümmungshalbmesser  die  Richtung  der 
Flächennormale  und  ist  die  Bahn  eine  geodätische  Linie.  Die 
Widerstandsbeschleunigung,  welche  den  Punkt  auf  die  Fläche  zwingt, 
'  v2 

ist  demnach       und  folglich  umgekehrt  proportional  dem  Krümmungs- 

halbmesser  des  berührenden  Normalschnittcs. 

Als  zweiten  speziellen  Fall  wollen  wir  annehmen,  es  sei  stets 
normal  zu  der  Fläche.  In  diesem  Falle  ist  ty,  =  0  und  die  Bewegung 
ebenfalls  gleichförmig.  Die  Centripetalbeschleunigung  (p„  fällt  auch  hier 
in  die' Flächennormale,  es  ist  =  A  -f-  und  die  Bahn  gleichfalls 
eine  geodätische  Linie.  Für  die  Widerstandsbeschleunigung  folgt  also 
vl 

§.  7.  Die  Gleichungen  für  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  vor- 
geschriebener Fläche  in  Beziehung  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinaten- 
system  der  ar,  y,  z  sind,  wenn  Ax,  A'y,  N:  die  Componenten  der  nor- 
malen Widerstandsbeschleunigung  A'  bedeuten: 

dl'1  =  X  N* 

d7y  _  v  i  v 

cPz 

&  =  Z+ 

wozu  noch  kommen: 

A*  =  A,2  +  V  +  A.-2 
F  (*,  yt  Z)  =  0 

dF   dF  dF 
dx  '  dy  '  dz 

von  denen  die  zweite  ausdrückt,  dass  der  Punkt  auf  der  Fläche  F  =  0 
liegen  soll  und  die  Proportion  sagt,  dass  der  Widerstand  die  Richtung 
der  Normalen  besitzt. 

Bezüglich  der  Anwendung  der  Principe  der  Bewegung  rücksichtlich 
der  Integration  dieser  Gleichungen  ist  zu  bemerken,  dass  die  Beschleu- 
nigung des  Widerstandes  in  dem  Princip  der  lebendigen  Kraft  nicht 
auftritt;  denn  die  Elementararbeit  derselben  ist  Null,  weil  ihre  Riehtung 
senkrecht  zum  Elemente  der  Bahn  ist. 

§.  8.    Die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  der  Kngelfläche.   Ein  schwerer 
Punkt  sei  gezwungen,  sich  auf  einer  KugelflUche  zu  bewegen.    Der  Zwang  kann 
dadurch  ausgeübt  werden,  dass  der  Punkt  durch  einen  nicht  dehnbaren  Faden 
mit  dem  Kugelmittelpunkte  verknüpft  wird.    Der  Faden  beschreibt  eine  Kegel- 
Schell,  Theorie  d.  Bew.  u.  A.  Kräfte.  23 


Nx  :  Ay  :  A;  = 
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fläche,  daher  beisst  der  einfache  Apparat  ein  conisches  Pendel;  der  Punkt  ver- 
lässt  die  Kugelfläche  nicht,  daher  heisst  er  auch  ein  sphärisches  Pendel. 

Den  Mittelpunkt  der  Kugel  wählen  wir  zum  Ursprung  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensysteins  der  .1*,  y,  z  (Fig.  125.),  dessen  x-  und  y-Axe  horizontal,  dessen 
positive  z-Axe  vertikal  abwärts  gerichtet  ist.    Es  sind  alsdann  die  Componentcu 
der  Beschleunigung  der  Schwere:  X  =  0,  y=Qf  Z  =  g  und  da  für  r  als  Kugel- 
x  y  z 

radius  —     ,  —     ,  die  Richtungscosinusse  der  normalen  Widerstands- 

r  r  r 

x 

bcschleunigung  A7  sind,  so  hat  man  für  deren  Componenten:  Aj-  ==  —  y  -  , 

iVv  =  —  A 1  ~  ,  A'j  =  —  Ar  ^  und  daher  sind  die  Gleichungen  der  Bewegung 
des  Pendels: 

(Px  x 

Kir.  125.  di%  =  -  A  r 

/  y\  di*  r 


V 


/      \  z 


wozu  noch  die  Gleichung  der  Kugelfläcbc  hinzutritt, 


dt* 


^  i  nämlich : 

]  a*  +  y*  +  2*  =  r«. 

Zunächst  gibt  uns  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  ein 
Integral  dieser  Gleichungen.    Es  ist  nämlich  für  die 
Kräftefunction  dU  =  gdz,  also  U  =  gz  -\-  h  und  daher 

v*  =  2gz  +  C; 

sodann  aber  gilt  auch  das  Princip  der  Flächen  in  Bezug  auf  die  horizontale 
xy-Ebeue.  Es  fällt  nämlich  sowohl  die  Richtung  der  Beschleunigung  g,  als  auch 
die  Widerstandsbescbleunigung  A'  in  die  Vcrtikulcbcne,  welche  durch  den  beweg- 
lichen Punkt  und  die  t-Axe  geht,  es  schneidet  folglich  die  Resultante  von  g  und  A' 
stets  die  z-Axe  und  geht  daher  ihre  Projcction  auf  die  xy-  Ebene  fortwährend 
durch  den  Coordinatenursprung.  Das  Integral,  welches  das  Flächenprincip  liefert, 
ist  daher:  .  . 

dt  dt 

Wir  wollen  jetzt  beide  Integrale  durch  PolarcoordinHlen  ausdrücken.  Diese  seien 
ausser  dem  constanten  Radiusvoctor  r  zwei  Polarwinkel,  von  denen  der  eine,  <p, 
die  Neigung  der  durch  den  Radiusvector  und  die  j-Axe  gehenden  Ebene  gegen 
die  xz-Ebene  angibt,  während  der  andere,  tp,  der  Winkel  sei,  welchen  der  Radius- 
vector mit  der  z-Axe  bildet.  Bei  conatantem  qp  würde  nun  der  Punkt  M  einen 
unendlichkleinen  Kreisbogen  rdtp  beschreiben,  wenn  ip  sich  um  dtp  ändert;  bei 
constantem  ip  dagegen  einen  zu  der  Ebene  von  if>  rechtwinkligen  anderen  unend- 
lichkleinen Kreisbogen  rsintpdtp  vom  Radius  r  sin  y,  wenn  q>  sich  um  dtp  ändert. 
Daher  ist  das  Bogenelement  der  sphärischen  Bahn  des  Punktes  M  die  Quadrat- 
wurzel aus  dem  Ausdrucke 

r*dyi*  -j-  r*  sin*  ip  d*tp 
und  wird  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit,  mit  welcher  dasselbe  beschrieben  wird 

Dadurch  geht  unser  erstes  Integral  mit  Rücksicht  auf  z  *»  r  cos  1p  über  in  die 
folgende  Form: 

0'+ •»*<$)' +  A, 
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worin  A  die  Stelle  von  ^  vertritt.  Das  zweite  Integral  nimmt,  wenn  man  be- 
denkt, dass  der  doppelte  Elementarsector  in  der  av/- Ebene  r*  sirfipdtp  znm  Aus- 
drucke hat,  die  Form  an: 

worin  ^t  =  C  gesetzt  ist.  EHminirt  man  mit  Hülfe  dieses  Integrales  aus  dem 
ersteren  die  Grösse       ,  so  erhält  man 

dl 

und  hieraus,  wenn  für  die  Anfangslage,  d.  h.  für  t  =  <>  die  Winkel  tp  ^  0  uud 
M>  —  V>o  werden,  zunächst 

t          /  sin  if>  dt(> 

J  j/-  &  +  (A  +  2J?  cos  *)«M>* 

sowie,  wenn  man  den  dieser  Gleichung  zu  Grunde  liegenden  Ausdruck  für  dt  in 
das  zweite  Integral  einführt 

y 

sin  ip  dip 


<P 


-f: 


sin*  ^  j/~  &  +  (A  +  ^  cos  y>)sin*  ip 
V>0  r  \  r  / 

Von  den  beiden  so  gewonnenen  Gleichungen  stellt  die  letztere  die  Gleichung  der 
Bahn  in  den  sphärischen  Coordinaten  g>,  tp  dar,  während  die  erste  y  als  Function 
der  Zeit  und  hierauf  mit  Hülfe  der  letzten  auch  9  als  Function  der  Zeit  zu  be- 
stimmen verhilft.  Die  beiden  hier  vorliegenden  Quadraturen  kommen  auf  ellip- 
tische Integrale  zurück,  da  die  Wurzel  im  Nenner  derselben  cos3  y  enthält,  wenn 
man  cos  ip  als  Integrationsvariabele  ansieht  und  mithin  werden  9  und  iß  durch 
•  elliptische  Functionen  der  Zeit  dargestellt. 

Die  beiden  Constanton  C  und  A  kann  man  leicht  durch  die  Coordinaten  der 
Anfangslage  und  die  Coraponenten  der  Anfangsgeschwindigkeit  ausdrücken.  Die 

beiden  Differentialquotienten  ^  und  ~  drücken  nämlich  zwei  Winkelgeschwindig- 
keiten aus  und  wenn  wir  ihre  Werthe  zur  Zeit  /  =  0  mit  <p'0  und  rp'0  bezeichnen, 
so  erhalten  wir  durch  die  beiden  ersten  Integrale,  indem  wir  sie  auf  den  Anfang 
der  Bewegung  anwenden: 

sin*  t/>0  •  9o  —  C,       tf'o*  +  *t**  Vo  '  9>V  —  —  c°s  tfo  =  A- 

T 

Die  Anfangsgeschwindigkeit  v0,  deren  Richtung  die  Kugelfläche  berührt,  kann 
man  in  zwei  Coraponenten  zerlegen,  von  denen  die  eine  Uq  in  die  Ebene  der  jcz 
fällt  und  senkrecht  zum  Radius  der  Kugel  ist;  sie  hat  die  Grösse  uv  =  ry'0.  Die 
andere  w0  ist  senkrecht  zur  a*-Ebene  und  wird  durch  w0  =  r  sin  tyQ  •  <p'0  darge- 
stellt.   Durch  Einführung  von  u0  und  w0  erhält  man  daher  jetzt 


a  „•„ a  _  u-l±^.  -  **  co.  *,  -    -  y 

r  r*  r  r2  r 


COS  1pQ  . 


Die  Darstellung  der  obigen  Integrale  für  t  und  <p  in  der  canonischen 
erfordert  eine  sorgfältige  Untersuchung  der  Wurzelgrösse,  welche  in  denselben 
vorkommt,  woraus  wir  zunächst  einige  Folgerungen  über  die  Natur  der  Bewegung 
des  Pendelpunktes  ziehen.   Es  ist  dem  Obigen  zufolge  das  Zeitdifferential 

23* 
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j/-  C  -f  (✓/  -f  co* 

Wir  geben  dieser  Gleichung  die  Form 

_  ä  cj.  *   _  j/_  ^  +  ^  +  ■!„        ^  ~^ 

und  schlicssen  hieraus,  dass  die  Werthe  von  ip,  welche  dio  Wnrzelgrössc  zum 
Verschwinden  bringen,  cos  if>  zu  einem  Minimum  oder  Maximum  machen,  folglich 
selbst  die  grössten  und  kleinsten  Werthe  sind,  deren  ip  fähig  ist.  Nun  ist  die 
Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen,  nach  Potenzen  von  cos  geordnet 

-  2j'  jco*3  V  +  ^  ros*  y  —  cosij,  —  ^  (A  —  C)  J  , 

Ar  Cr 

oder,  wenn  man  cos  tb  —  x,    —  =  a,    ~-  =  h  setzt  nnd  den  Inhalt  der  Klam- 

2.*7  -*/ 

mer  mit  y  bezeichnet 

y  —  x3  -f  ax1  —  x  -\-  //  —  a 
und  die  eubische  Gleichung  y  =  0  ist  es,  welche  wünschenswertho  Aufschlüsse 
über  die  Maxima  und  Minima  von  ^>  gewährt.  Denken  wir  uns  y  als  die  Ordi- 
nate einer  Curve,  so  wird,  weil  die  cnbische  Gleichung  y  =  0  wenigstens  eine 
reelle  Wurzel  besitzen  muss,  diese  Curve  die  Abscissenaxe  einmal  oder  dreimal 
schneiden.    Nun  entsprechen 

den  Werthen  x  =  —  OO,  .r  =  —  1,  .r  =  0,         x  =  cos  tb0f  x  =  +  1 

die  Werthe    y  =  —  OO,  y  =  b,       y  =  b  —  a,  y  =  -  '  «»»«M*  u)*»  y  =  b, 

-0 

wobei  wir  zunächst  den  Winkel  ip0  als  spitz  annehmen  wollen  und  geht  mithin 
innerhalb  der  Intervalle  von  x  =  —  OO  bis  x  =  —  1 ,  x  =  —  1  bis  x  =  cos  tb0 
und  r  =  ro*  i/>0  bis  x  —  +  1  die  Ordinate  y  vom  Negativen  zum  Positiven,  vom 
Positiven  zum  Negativen  und  vom  Negativen  zum  Positiven  über.  Es  gibt  daher 
innerhalb  dieser  drei  Intervalle  drei  reelle  Werthe  xs,  xit  xt  von  x,  Tür  welche  y 
verschwindet.  Da  aber  x  =  cos  tb  und  im  ersten  Intervalle  x  unterhalb  —  1  liegt, 
so  entspricht  der  Wurzel  x3  kein  reeller  Winkel  während  den  beiden  anderen* 
Wurzeln  .rt1  x,,  welche  zwischen  —  1  nnd  -f  1  liegen,  reelle  Winkel  ent- 
sprechen. Zu  dem  kleineren  Werthe  xt  gehört  der  grössere  Winkel  a,  zu  dem 
grösseren  Werthe  xt  der  kleinere  Winkel  ß.  Kür  rb  =  a  erreicht  daher  der  beweg- 
liche Punkt  seine  höchste,  für  if)  =  ß  seine  tiefste  Lage.  Auch  ist  leicht  zu  ent- 
scheiden, ob  diese  höchsten  und  tiefsten  Lagen  sich  auf  der  unteren  oder  auf  der 
oberen  Halbkugel  befinden.  Die  Entscheidung  hierüber  hängt  von  dem  Vorzeichen 
der  Differenz  b  —  a  ab.  Ist  nämlich  b  —  a  positiv,  so  findet  kein  Zeichenwechsel 
des  ;/  zwischen  x  =  —  1  und  x  =  0,  wohl  aber  zwischen  x  =  0  und  x  =  cos  tb0 
statt,  es  füllt  mithin  xt  zwischen  0  und  cos  V\m  a«s<>  überhaupt  zwischen  0  und  1, 

mithin  «  zwischen  —  und  0;  ist  dagegen  b  —  a  negativ,  so  liegt  xt  zwischen 

7t 

—  1  und  0  und  folglich  a  zwischen  n  und  -   und  da  ß  <  a  ist,  so  folgt,  dass 

im  ersten  Falle  die  höchsten  und  tiefsten  Punkte  beide  auf  der  unteren  Halbkugel 
sich  befinden,  während  im  zweiten  die  höchsten  Punkte  auf  der  oberen,  die  tiefsten 
auf  der  unteren  Halbkugel  liegen.  Es  ist  dies  auch  richtig,  wenn  ip0^>  also 
a-  =  cos  t/r0  zwischen  0  und  —  1  liegt,  wie  man  sofort  findet. 

Um  diesen  Einfluss  des  Vorzeichens  von  b  —  a  mechanisch  zu  deuten,  bilden 

wir  diese  Differenz.  Es  waren  b  =  ,  a  =  ,  sowie  C  =  —  sin  tf>0 , 
A  ~        ri    "  r    ™*  ^  u  • 
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Hiermit  wird  .  «0*  4-       cos*  if>„ 

b  —  a  =  eosy0  — 

-  Ur 

und  die  Bedingung  für  die  Lage  der  höchsten  und  tiefsten  Punkte: 

Zffr  > 

Um  dieselhe  zu  vereinfachen,  wollen  wir  die  a-:-l'hene  durch  einen  tiefsten  Punkt 
legen,  dann  ist  V.»  da»  Minimum  von  ip,  also  V#0  =  0  und  x0  =  r\f>\  =  0.  Da- 
durch geht  die  vorliegende  Bedingung  über  in 

20  >  co«  ty, 

In  den  tiefsten  Punkten  ist  wegen  m,,  =  0  die  ganze  Geschwindigkeit  horizontal; 


st  die  ihr  entsprechende  GcBchwindigkeitshöhe  und  ist  das      ¥it- lx- 


■--  i 

2  ff  «wr^0  (J 

Stück  OC,  welches  auf  der  Richtung  des  vertikalen  Kugelhalbmessers 
von  der  Tangentenebene  des  tiefsten  Punktes  abgeschnitten  wird,  vom 
Mittelpunkte  an  gerechnet  bis  zum  Durchschnitt  mit  dieser  Ebene 
(Fig.  126.).  Demnach  kann  man  sagen:  Die  höchsten  Punkte 
liegen  auf  der  unteren  oder  auf  der  oberen  Halbkugel,  jo 
nachdem  die  G  esch  windigke  i  tsh  ö  h  o  entsprechend  der  Ge- 
schwindigkeit in  den  tiefsten  Punkten  kleiner  oder  grösser 
ist  als  das  Stück,  welches  die  Tangentenobcnc  der  tiefsten 
Punkte  auf  dem  vertikalen  Kugelhalbmesser  bestimmt;  die  tiefsten 
Punkte  liegen  stets  auf  der  unteren  Halbkugel. 

Unter  den  speziellen  Fällen  unseres  Problems  verdient  einer  besonde/e  Be- 
achtung, nämlich  der,  dass  die  eubische  Gleichung  zwei  gleiche  Wurzeln  besitzt. 
In  diesem  Falle  fallen  die  Wcrthe  der  Winkel  a  und  ß  zusammen  und  reducirt 
sich  der  ganze  Spielraum  des  Winkels  auf  deren  gemeinschaftlichen  Werth  ift0. 
Daher  ist  in  diesem  Falle  die  Bahn  des  beweglichen  Punktes  ein  horizontaler 
Kreis  mit  dem  Radius  r  «in  tf>0.  Soll  nun  die  Gleichung  y  =  0  eine  Doppelwurzel 

besitzen,  so  muss  anch  die  Gleichung  jf-  =  0  dieselbe  als  Wurzel  besitzen.  Daher 

(I*V 

bestehen  die  beiden  Gleichungen 

xs  +    ax%  —  x  -\-  b  —  a  =  0 
3  x*  4-  2  ax  —  1=0. 
Da  jff  constant,  so  ist  il>'  =  0,  also  «0  =  r\p\  =  0  und  mit  Rücksicht  hierauf 

wird  A  =  W-.  —  —  cos  ib0  und  mithin  a  =  ^-  =  ^  cos  tp0.    Dies  in  die 

r*        r  lg  2gr 

zweite  Gleichuug  snbstituirt,  gibt  wegen  x  =  cos  i(t  =  cos  if/0 

rg  sin*  if> 
0   ™    cos*ip  * 

welche  Gleichung  in  Verbindung  mit  u  =  0  die  Bedingung  der  Kreisbewegung 
ausdrückt.    Schreibt  man  die  Gleichung  folgendermassen: 

ff,,* 

so  wird  ihr  Sinn  augenfälliger.    Es  ist  nämlich  —  .       die  Centripetalbeschleu- 

r  «in  if/ 

nignng  der  Kreisbewegung  und  gtgip  die  in  die  Richtung  des  Radius  der  Kreis- 
bahn fallende  Componente  von  //  und  drückt  daher  die  Gleichung  aus,  dass  die 
Ontripctalbcschleunigung  gleich  dieser  Compouetitcn  sei  (Fig.  127.)  Die  Tan- 
genlialcomponcute  von  g  ist  bei  der  horizontalen  Kreisbahn  Null  und  die  Gc- 
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scbwindigkeit  also  constant,  wie  auch  aus  dein  Princip  der  lebendigen  Kraft  folgt. 


Die  Componcnte 


gibt  die  SpannungabeBchleunigung.    Dio  Umlaufszeit  T 


cos  xp 

ergibt  «ich  für  diesen  Fall  sohr  einfach  wegen  der  constanten  Geschwindigkeit 
mit  Hülle  der  Gleichung  a)0T«=2»p,  wenn  q  =  r  sin  xp  den  Radius 
der  Kreisbahn  bezeichnet,  indem 


Fig.  127. 


P 


/rq  sin1  xp 
cos  xp 


f/gotgxp      f/gif  ■  — 


>  v 

eliminirt,  wobei  für  den  Abstand  der  Bahn  vom  Kugelmittelpunkte 
x  geschrieben  worden  ist.    Man  erhält  auf  diese  Weise: 


Diese  Umlaufzeit  ist  also  gleich  der  Oscillationsdauer  eines  gewöhn- 
lichen Pendels  von  der  Länge  x  (bei  kleiner  Elongatiou). 
Die  oben  angedeutete  Reduction  der  beiden  Integrale 


sin  xp  dxp 


und 


J  Sil 


Cl  +  (a  +  *V  cos  xp)  sin*  rp 


sin  xp  dxp 


1  -f-  cos 


sin7  xp 


auf  die  canonische  Form  der  elliptischen  Integrale  basirt  auf  der  Untersuchung 
der  Wurzeln  der  eubischen  Gleichung  x*  -f"  ax*  —  x  -\-  b  —  a  —  0.  Man  führt 
nämlich  zunächst  an  Stelle  der  Constanten  A,  C  die  Winkel  tt,  ß  ein,  deren  Cosi- 
nusse Wurzeln  dieser  Gleichung  sind,  nämlich  xt  =  cosß,  xt  =  cos«.  Da  der 
Coefficient  von  x  in  jeder  eubischen  Gleichung  die  Summe  der  Produkte  der  Wur- 
zeln zu  zweien  ist,  so  muss  cos  a  cos  ß  +  x>  cos  tt  -\-  xs  cos  ß  =  —  1  sein,  woraus 
die  dritte  Wurzel  folgt,  so  dass  diese  drei  Wurzeln  also  sind 

a  1  -f-  cos  tt  cos  B 

x,  —  cos  p\     xt  =  cos  a,     x3  =   -       -    r  . 

1  r  cos  a  -{-  cos  ß 

Mit  Hülfe  derselben  gestaltet  sich  nun  y  so: 

„.  ,  ,  /  ,    1  -f-  ms  tt  cos  8\ 

u  =  (cos  xp  —  cosß)  (cos  xp  —  cos  a)  leos  ^  -f-  — —  J-  ) 

>  cos  tt  -f  cos  ß  ' 

und  die  weitere  Vergleichung  der  Summe  der  Wurzeln  mit  dem  Coefficienten  a 

des  x*  und  des  Produktes  derselben  mit  dem  Absolutglicde  b  —  a  in  der  eubischen 

Gleichung  liefert 

1  —  cos*  tt  —  c os*  ß  —  cos  tt  cos  ß 

cos  tt  -j-  cos  ß 
und  hierdurch  den  früheren  Formeln  zufolge 
2  n  1  —  cos*  tt  —  cos*  ß  — 


b  = 


sin*  a  sin*  ß 
cos  a  -f-  cos  ß 


r  cos  a  -\- 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  erhält  man  daher 


ß  —  cos  tt  cos  ß        =  l/ll     -*in  a  *™  ? 
~™ß~  '     r     Vcos  tT+^cos^ß 


}  hfv- 


sin  xp  dxp 


-%/      ,  ^  ,  x/  i    \ -\- COS  tt  COS  ß\ 

y  —  (cos  xp  —  cos  ß)  (cos  xp  -  cos  tt)  [cos  xp  -f-   coa  a  _j_  cos  ß  ) 


sin  a  s 


tinß 


V  cos  tt  -\-  cos  ß 


sin  xp  dtp 


«    i  /     /  ,  .  /         .  1  -f-  cos  tt  cos  ä\ 

-(Costp-co*ß)(co*ip-costt)  \C°'V+ ~sa  > 
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Was  daB  erste  dieser  Integrale  betrifft,  so  führt  die  Substitution*) 

o         i       a  \    •  •  ■  •  cos  ß  —  COS  *P 

cos  ip  —  cos  ß  —  {cos  ß  —  cos  a)  sin*  o ,      sin*  a  =   ^  — - — 

cos  p  —  cos  a 

dasselbe  auf  die  gewünschte  Form 

 ,   a 

Y  2  g  Y  \  +  2cosu  cosß  +  cos*  ß  J  yx  _  xt  gint  a 
a 

/~r  *   ,        /*         do  ,  cos*ß  —  cos*  et 

'  =  2  V  2  g  Vcos  ß^ota'  ,  f  Vi  -  %*~sin*l,  '     *  ~  R-  2  coVacosß  +  cos*  ß  ' 

wo  o0  aus  der  Gleichung 

•  •  m       cosß  —  cos  iptl 
sin  a0  —  -      o  ~~ 

cos  p  —  cos  a 

sich  ergibt,  nämlich  als  der  Werth  von  ff,  welcher  dem  Anfangswerthe  entspricht. 
In  Betreff  des  Integrales  für  q>  nimmt  man  zunächst  eine  Spaltung  vor.  Man  ersetzt 
sin*  rp  im  Nenner  unter  dem  Integralzeichen  durch  1  —  cos*ip  =  (1-j-cos^)  (1  —  cosip) 
und  erhält 

sin  a  sin  ß  /'  sinipdip 


cos  a 


Die  Substitution 


-f-  cos  ip)  y  —  {cosip  — cosß)  {cosip  —  cosa)  (cos  tp  +  1  ^£°*"J°ß^) 

^   /  sin  ip  dip  _______  ~i 

J  (1  -  cos*)  j/~  {cosip  -  cosß)  {cosip  -  cos  et)  (cosrp  +  l-  J 


.  ,  1  cos  ip  —  CO.1  tt 

sin2  co  =  — 


X*  1  4-  COS  tt  COS  ß  ' 

cos  ip  +  —  .  -f 

cos  a  -\-  cos  ß 


worin  x*  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  bei  dem  Integrale  für  /,  ergibt  alsdann 

sin  a  sin  ß  J"       1         /*         (1  —  x*  sin*  m)  dm 

Vi  -f  2  cosa  cos  ß  +  cos*  ß  [}  +  ™*  *J  U  +  "»1  ««*  ")  KF—  x«  sin*m 


l  _    /'         (1  -  x»  sin*  to)d(Q  1 
1  -  cos  aj  ("l  +  w,  «in»  w)  ]Kl  -  x«  «Vi«  aj  ' 

Oo 


worin  die  Parameter  mt,  mt  die  Werthe  haben: 

t     (1  —  cos  a)  (1  —  cosß)  .      (I  +  co«  o)  (1  -|-  cos  ß) 


{l -\- cos  a)  {cos  et  +  cos  ß) '  (1  —  cos  a)  {cos  a  -f  cos  ß) 

und  (»o  der  dem  ip0  entsprechende  Werth  von  m  ist. 

Wir  wollen  jetzt  den  Winkel  ip  als  Function  der  Zeit  darstellen.  Dazu 
müssen  wir  die  Gleichung 

t  =  <n/r  .     v-  -  f.~.-da 

Y  2  g  Vcos  ß  —  cos  tt  J  V 1  —  x»  sin*  a 

umkehren.  Da  es  nun  an  sich  gleichgültig  ist,  von  welchem  Momente  an  wir 
die  Zeit  nehmen,  so  wollen  wir  sie  von  dem  Momente  an  zählen,  in  welchem  der 


*)  Das  Nähere  hierüber  findet  mau  in  dem  Werke  von  Da  rege:  Theorie  der  elliptisoheu 
2.  Aufl.   Leipzig,  Teubner,  1868,  S.Uli,  welchem  die  hier  gegeben« 
Thell  entlehnt  ist. 
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bewegliche  Punkt  eine  tiefste  Luge  passirt.  Dann  ist  t  =  0  für  =  p\  d.  h.  es 
ist  tp„,  welcher  Werth  bis  jetzt  beliebig  war  und  welchem  /  =  0  entsprach,  gleich  ß. 
Hierfür  wird  aber,  wie  aus  der  Substitutionsgleichung 

cos  ß  —  cos  Iff 
cos  ß  —  cot  a 

folgt,  ff0  =  0  und  mithin  jet/t 


'    2  .'/  Vcos  ß-co*aJ  \  i       x*  «V  ff         '    2  Ü    \  cos  ß  -  cos  u 

0 

Bezeichnen  wir  nun  die  Zeit,  wahrend  welcher  der  Punkt  von  einer  tiefsten  Stelle 
zur  nächsten  höchsten  gelangt,  mit  '/',  so  wird  ip  von  ß  bis  a  und  in  Folge  dessen 

o  von  O  bis  %1   gehen,  wie  gleichfalls  aus  der  Porniel  für  «in*  ff  hervorgeht.  Dem- 
nach wird 

=•-/.>'„,   "     /',  *    -  2i : ,..  «  .A-. 

'       -  ff  l  COS  ß           CO*  Bt/    M    XJ  «IM*  ff  '      -  ff  r  COS  ß           COS  Ot 

0 

Die  Division  beider  Formeln  für  t  und  T  ergibt  daher 

/  =  J  •  r'(ff,  x). 

Für  ff  =  t*,  2jt,  wird  /'(ff,  x)  =  A\  2A',  SA",  4A',  und  folg- 
lich t=  7\2  T,  ST,  AT,           Diesen  Wcrthcn  entspricht  aber  ip  =  er,  ß,  er,  ß,  

d.  h.  der  bewegliche  Punkt  befindet  sieh  zu  den  Zeiten  0,  2  T,  4  T,  ....  in  tief- 
sten, zu  den  Zeiten  7',  3  7',....  in  höchsten  Lagen  und  gebraucht  immer  dieselbe 
Zeit,  um  von  einer  extremen  Lage  zur  nächstfolgenden  zu  gelangen. 

s  T  K 

Aus  der  Gleichung  t  =  ^  /'(ff,  x)  folgt  F(c,  x)  =  ?, t  und  weiter  durch 

Umkehrung  r  i 

T 

Indem  wir  diesen  Ausdruck  für  ff  in  die  Gleichung 

cos  rp  —  cos  ß  —  (cos  ß  — •  cos  a)  sin1  ff  ==  cos  ß  cos*  ff  -\-  cos  «  sin1  0 
einführen,  gelangen  wir  zu  der  gewünschten  Gleichung,  welche  tf>  als  Function 
der  Zeit  darstellt,  uämlich 

cos  1p  =  cos  ß  cos1  am  ^  -\-  cos  a  sin*  am  . 

Nun  sind  cos*  (ff  +  In)  und  sin*  (ff  ^  In)  resp.  gleich  cos*  o  und  «iV  ff,  wenn 
X  eine  ganze  Zahl  ist;  der  Winkel  ip  ist  daher  für  alle  Lagen  des  beweglichen 
Punktes  derselbe,  deren  Amplituden  o  sich  um  ein  positives  oder  negatives  Viel- 
fache von  n  von  einander  unterscheiden.  Aendcrt  sich  aber  o  =  am       um  In,  so 

ändert  sich  F  (ff,  x)  um  2AA",  also  t  um  217*.  Daher  ist  zu  allen  Zeiten 
/  +  VIT  derselbe  Winkel,  wie  zur  Zeit  /. 

Das  Vierfache  von  7'  ist  die  Zeit,  welche  der  Punkt  braucht,  um  von  einer 
tiefsten  Lage  zur  folgenden  höchsten,  von  da  zur  nächsten  tiefsten,  hierauf  wieder 
zur  folgenden  höchsten  und  dann  endlich  wieder  zu  der  nächsten  tiefsten  zu  ge- 
langen. Diese  Zeit  stellt  die  ganze  Oscillationsdauer  dar.  Indessen  ist  die  tiefste 
Lage,  welche  der  Punkt  am  Schlüsse  dieser  Zeit  erreicht,  nicht  dieselbe  wie  zu 
Anfang,  vielmehr  verschiebt  sich  die  Stellung  der  höchsten  und  tiefsten  Lagen 
im  Laufe  der  Bewegung,  wie  die  Discussion  des  Winkels  <p  lehrt 

Man  kann  die  Formel  für  cos  ip  noch  etwas  gefügiger  gestalten.  Dividirt 
man  nämlich  die  Gleichung  cos  if>  =•  cos  ß  —  (cos  ß  —  cos  a)  sin*  ff  mit  cos  ß  und 


ff  =  am       ,     mofl  x 
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C0&  "ib  cos  tx 

setzt     — a  =  cos  rbt,   a  =  cos  er.,  so  wird  cos  V  =  1  —  2  «in*  i,a,  sin*  o ,  oder 

cos  ß  cos  ß  - 

also  sin  \rpt  =  sin  4,  er,  sin  ff,  d.  Ii. 

...  ht 
sin  \  ipt  =  sin  4_cr,  sin  am  -,  . 

Zugleich  kauu  auch  der  Modulus  h  bequemer  dargestellt  werden.  Es  wird  näm- 
lich durch  Einführung  des  Winkels  «, 

t   cos* ß  —  cos* er  1  —  cos* at  4 «n* \ er, cos* \at  _       sin9 \ tt , 

X  ~  l  +  2cosäcösß  +  cos*ß~   jT   ,  9f  ^     ,  1==4c0*«i«I+^jJ  =  1~7  lg*ß_ 

cus*ß~r"        1  '  4cos*\«, 

und  wenn  man  also 

'ftß  lnf> 

'lcos\ctt  gPi 

setzt,  .   .  a 

x  =  sin  \at  cos  p, . 

Hinsichtlich  des  Winkels  tp  wollen  wir  die  Reduction  auf  die  canonische 
Form  nicht  weiter  verfolgen.  Ihre  Ausführung  zeigt,  dass  <p  einen  periodischen 
Bestandteil  hat  und  einen  anderen,  welcher  der  Zeit  proportional  wächst.  Von 
besonderem  Interesse  ist  die  Kenntnis»  des  Winkels  um  welchen  die  Vertikal- 
ebene  des  Pendelpunktes  sich  dreht,  während  dieser  von  einer  höchsten  zur  näch- 
sten tiefsten  Lage  fortschreitet.  Es  kann  gezeigt  werden,  dass  dieser  Winkel 
grösser  als  \  n  ist  und  dass  sich  folgende  Wertlie  von  t,  rp,  tp  entsprechen: 

t  =  0,   r,  27,  37",  47',  .... 

ip  =-  er,  ß,    er,     (?,  u   

<p  =  0,        2tf,  3*.  4*,  .... 

Ferner  ergibt  sich,  dass  die  Bahn  des  Punktes  aus  congruenten  Theilen  besteht, 
welche  in  die  Zeitintervalle  zwischen  0  und  2  7,  2  7  und  4  7',  4  7  und  6  7,  

und  die  Winkel  2$,  4*,  6*,  ...  fallen,  sodass  wenn  —  rational  ist,  der  Punkt, 

nachdem  er  eine  Anzahl  solcher  Theile  durchlaufen  hat,  an  seine  frühere  Stelle 
wieder  gelangt,  im  Falle,  dass  dies  Verhältniss  irrational  ist,  er  aber  die  Anfangs- 
lage nicht  wieder  erreicht.  Die  höchsten  Punkte  rücken  auf  einem  horizontalen 
Kugelkreise  fort. 

Wir  wollen  jetzt  die  Beschleunigung  A'  des  Widerstandes  (der  Spannung  des 
Fadens)  suchen.    Dies  geschiebt  »ehr  einfach,  indem  man  die  Beschleunigungen 

N  und  g  einerseits  und  ^  ,    V-  andererseits,  welche  letzteren  jenen  zusammen 

dl  o 

äquivalent  sind,  auf  die  Richtung  der  Flächennormalen  (des  Pendelfadens)  projicirt; 
die  Projection8Summcn  müssen  beideraale  dieselben  sein.  Die  beiden  ersteren  liefern 
AT  —  geosy,  die  Tangentialbeschleunigung  hat  die  Projection  Null  und  die  Centri- 
petalbeschleunigung,  welche  die  Richtung  des  Krümmungshalbmessers  o  der  Bahn 

besitzt,  bildet  mit  dem  Pendelfaden  einen  Winkel,  dessen  Cosinus  —  ist,  wodurch 

v*  r 
ihre  Projection  — -  wird.    Man  sieht  dies  unmittelbar,  wenn  man  bedenkt,  dass 

der  Krümmungskreis  einer  sphärischen  Cnrve  auf  der  Kugel  liegt  und  also  der 
Krümmungshalbmesser  derselben  die  Projection  des  Kugelradius  auf  die  Schroie- 
gungsebene  ist.   Demnach  besteht  die  Gleichung 

v* 

N  —  geosty  =  —  , 

aus  welcher  man  zieht:  v% 

N  =■  —  +  geos  if>. 
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t 

Combinirt  man  hiermit  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft 

h  v*  —  -i  p„*  —  g  (:  —  j„) 

und  ersetzt  cos  ip  durch  das  gleichbedeutende  -"-  »  80  erhält  man: 

T  P~  ' 

oder,  wenn  man  noch  für       die  Geschwindigkeitshöhe  A  einführt: 

N  =  M-  (3  z  —  2  20  -f  2  A)  . 
r 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man,  indem  man  die  Gleichungen 

+  _  0.    #  +  *-"  =  0,    *  +  .V  «.  .  „ 

dt*  r  dt1  r  dt*  r 

der  Keihe  nach  mit  x,  y,  z  multiplicirt  und  addirt,  dabei  aber  berücksichtigt, 

dass  aus  dor  Kugclgleichuug  x*  -f-  y*  -f~  :*  =       durch  ein-  und  zweimaliges 

Differentiiren  folgt: 

dx  ,     dy  .     dz     n       d*x  .     d*y  .     d*z         r/dx\*  ,  /dy\*  ,  /<fc\H 

Man  erhält  damit:  A'  =  P  g~  n.  s.  w.  Für  positive  z,  d.  h.  so  lange  der  be- 
wegliche Punkt  sich  auf  der  unteren  Halbkugel  bofindet,  ist  V  positiv,  d.  h.  von 
dorn  Punkte  nach  dem  Kugelmittelpunkte  gerichtet.  Erhebt  sich  der  Punkt  aber 
auf  die  obere  Halbkugel,  so  wird  gz  negativ  und  kann  auch  »*  -f"  9Z  un(*  damit 
N  negativ  werden;  d.  h.  damit  der  Punkt  auf  der  Kugclflächo  erhalten  werde,  ist 
eine  nach  aussen  gerichtete  Widerstandsbeschleunigung  erforderlich.   Für  z  =  0 

ist  N  =  *  . 

r 

Für  den  Fall,  dass  das  sphärische  Pendel  sich  nur  wenig  von  dem  vertikalen 
Kugelradius  entfernt,  läisst  sich  die  Untersuchung  mit  grosser  Annäherung  leicht 
durchführen.  In  diesem  Falle  nimmt  nämlich  z  nur  Werthe  an,  welche  von  r 
sehr  wenig  verschieden  sind  und  ist,  damit  dies  überhaupt  möglich  sei,  v0  und 
folglich  A  sehr  klein.  Setzt  man  daher  z  =  r  —  «,  z0  =  r  —  «q,  so  erhält  man 
für  die  Beschleunigung  des  Widerstandes  „ 

»  -  i  {,-.*-  t*  +  ..}-,  {l  -  »-}  , 

d.  h.  sehr  nahe  jV  =  g. 

Hiermit  werden  aber  die  Bewcgungsgleichungen,  wenn  man  bedenkt,  dass 
f*-*-*<«-*>--f«.    dt*  ^18t: 

dt*  +  r  a  ° 

dl*  ^  r  V 

dt*  = 

Die  vollständigen  Integrale  dieser  linearen  Gleichungen  sind: 

.r  ^  A  cos  t  f/gr  +  R  sin  t  f 

y  =■  Ä  costf/ '  ^  -f  /?*  sin  t  f/  9r 

u  =  A"  cos  t  j/^  -f-  B"  sin  1 1 '  ~ 
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und  hieraus  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  z  t»  r  —  u  für  die  Componenteii  der 
Geschwindigkeit : 

Zur  Bestimmung  der  6  Constanten  mögen  die  Anfangsbedingungen  sein: 

x  =  u        y  =  0  t=-y 

dx  du       „       dz  für  I  —  0, 

*  =  0        "  —  8  =  0 

d.  h.  es  möge  dio  x:-Ebono  durch  einen  tiefston  Punkt  gehen.    Dadurch  wird 

a  =  A       0  =  A'  r  —  y  =  A" 


und  hiermit  weiter  '  r 

.r  =  «foi  /  ,      y  =*  j/  ^  ■  ß  *in  t  j/ y  i      r  —  z  =*  (r  —  y)  «w  /  ^/'?  . 

Aus  den  beiden  ersten  dieser  Gleichungen  ergibt  sich,  dass  die  Protection  der 
Bahn  des  beweglichen  Punktes  auf  die  xy- Ebene  ist: 

(:)'+G4J- 

also  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxen  a  und  j/ 1  •  6.  Die  volle  Umlaufszeit  T 
ergibt  sich  aus  dem  Ausdrucke  für  x,  indem  mau  T  j/ ~  —  2«  setzt,  nämlich: 

sie  ist  also  ebenso  gross,  als  die  Oscillationsdauer  eines  einfachen  Pendels  von 
derselben  Länge  r,  wie  das  sphärische,  bei  kleiner  Elongation.  —  Für  die  Winkel 
tp  und  rp  erhält  man: 

§.  9.  Das  tiefere  Studium  der  Bewegung  eines  Punktes  auf  vor- 
geschriebener Fläche  hat  bis  jetzt  nicht  sonderlich  grosse  Fortachritte 
gemacht.  Das  einzige  bedeutende  Beispiel,  welchem  eine  sehr  sorgfäl- 
tige Behandlung  zu  Theil  geworden  ist,  ist  die  Bewegung  des  sphäri- 
schen Pendels.  Indessen  haben  Newton  und  Euler  bereits  manche 
werthvolle  Andeutung  gegeben,  welche  weiter  ausgebeutet  werden  kann. 
In  dieser  Hinsicht  ist  das  10.  Capitel  in  der  Theorie  nouvelle  geomelriquc 
et  mecanique  des  courbes  a  double  courbure  von  P.  Serret,  Paris  1860, 
von  Bedeutung,  dessen  hauptsächlichsten  Inhalt  wir  hier  wiedergeben 
wollen.  Die  Möglichkeit,  Probleme  der  fraglichen  Art  mit  Erfolg  zu 
behandeln,  wird  durch  die  Kenntniss  der  geodätischen  Krümmung  der 
Curven  auf  gegebenen  Flächen  und  durch  die  besondere  Beschaffenheit 
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der  Componente  der  Beschleunigung  tyt  bestimmt,  welche  iu  die  Tan- 
gentenebone  der  Flache  fällt.  Mit  Rücksicht  hierauf  wollen  wir  die 
Beschleunigung  immer  in  zwei  Componentcu  zerlegt  denken,  von  denen 
die  eiue  in  die  Richtung  der  Normalen  der  Fläche,  die  andere  in  die 
Tangentencbeno  derselben  fällt.  Bildet  mit  der  Flächcnnormalc  den 
Winkel  y,  so  ist  die  erstere  von  diesen  beiden  Componeuten  cos  y, 
die  zweite,^  sin  y.  Die  letztere  zerlegen  wir  weiter  in  zwei  Compo- 
nenten,  von  deneu  die  eine  die  Richtung  der  Tangente  an  die  Bahn 
des  Punktes  hat  und  wie  früher  mit  tyt  bezeichnet  werden  soll,  während 
die  andere  der  Nonnalebene  derselben  angehört  und  deren  Werth  nach 

§.  6.       ist.    Ist  a  der  Winkel,  den      sin  y  mit  der  Tangente  der  Bahn 

bildet,  so  bestehen  demzufolge  die  Gleichungen 

tyt  =z      cos  a  sin  y,      #  —  t//      a  stn  y  =  ipN  cos  X  . 

Nach  demselben  §.  6.  ist  alsdann  weiter 

N  =  I{  —  v  cosri 

wenn  R  den  Radius  des  Normalschnitts  der  Fläche  bedeutet,  welcher 
die  Bahn  berührt. 

Man  kann  nun  zunächst  eine  sehr  brauchbare  Formel  für  die  Ge- 
schwindigkeit construiren,  durch  welche  diese  Grösse  von  dem  geodä- 
tischen Contingcnzwinkel  abhängig  gemacht  wird.  Nach  dem  Principe 
der  lebendigen  Kraft  ist 

d  •  ^  v'1  =      sin  y  cos  «  •  ds ; 

hiermit  combiniren  wir  den  Ausdruck  für  t>2,  welcher  sich  aus  der  obigen 

Relation  für  —  ergibt,  nämlich: 
Q 

y2  =  if;  sin  cc  sin  y  •  <5 

und  erhalten 

d  ■  v2       _2  ds 
vl"  ~~  ig«'  J% 

oder,  wenn  wir  den  geodätischen  Contingcnzwinkel  mit  du  bezeichnen,  d.  h. 

9 

setzen :  d  •  t,2  rfn 

..—  — -  2>  •—- -  . 
ve  lg « 

Hieraus  folgt  für  die  Geschwindigkeit: 

v  =  C.eJ*a 

und  ist  diese  Formel  in  vielen  Fällen  sehr  brauchbar,  weil  die  Integra- 
tion oft  sehr  leicht  ausgeführt  werden  kann.   Dicsolbo  enthält  die  Grösse 
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von      nicht,  sondern  nur  ihre  Richtung,  indessen  ist  die  Unabhängig- 
keit der  Geschwindigkeit  von   der  Grösse  der  Beschleunigung  nur 
scheinbar  und  spielt  dieselbe  darin  versteckt  eine  Rolle,  indem  sie  auf 
die  Bahn  bestimmenden  Einfluss  übt  und  von  diesem  du  abhängt. 
Die  Oombination  der  beiden  Gleichungen 

v2 

—  =  i\f  sin  er  sin  y 

R  N  =  ycos  y 

führt  durch  Elimination  von  y  noch  zu  der  weiteren  Relation 

(.-£)•+  d- )"- 

§.  10.  Für  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  der  Ebene  fällt  der 
Radius  der  geodätischen  Krümmung  mit  dem  Radius  g  der  absoluten 
Krümmung  zusammen  (denn  jener  ist  der  Krümmungsradius  der  Defor- 
mationscurve  des  §.  4.)  und  ist  der  Radius  R  für  den  Normalschnitt 
unendlich  gross;  man  erhält  daher  für  diese  Bewegung 

v2 

ty,  =  y  cos  a  sin  y,         =  ip  sin  a  sin  y ,    N  =  —      cos  y 

g 

v  =  C  •  (  +  N2  = 

\p  sin  «/  ' 

wo  der  absolute  Contingenzwinkel  dt  an  die  Stelle  des  geodätischen 
Contingenzwinkels  du  getreten  ist. 

Ist  insbesondere  die  Componente  der  Beschleunigung,  welche  in  die 
Ebene  fällt,  nämlich  i/>  sin  y,  der  Richtung  nach  constant,  so  sieht  man 
leicht,  dass  der  Contingenzwinkel  dt  die  unendlichkleine  Abnahme  des 
Winkels  a  darstellt,  welchen  die  Richtung  von  sin  y  mit  der  Tangente 
der  Bahn  bildet.  Es  lenkt  nämlich  diese  Beschleunigung  die  Tangente 
der  Bahn  nach  der  Seite  hin  ab,  auf  welche  sie  selbst  fällt.  Man  hat 
also  zu  setzen  dx  =  —  da  und  findet  damit 

l'dt    _    C     cos  a  dec 
J  iyce      J         sin  a 
und  folglich  C 

$w  a 

d.  h.  für  jede  ebene  Bewegung  eines  Punktes  bei  einerBe- 
schleunignng  von  constanter  Richtung  ist  die  Geschwindig- 
keit in  jedem  Punkte  der  Bahn  dem  Sinus  der  Neigung  der 
Bahn  gegen  die  constante  Beschleunigungsrichtung  umge- 
kehrt proportional  oder  also  die  Componente  derGeschwin- 
digkeit  parallel  der  Normalen  constant. 

§.  11.  Für  die  Bewegung  auf  einer  beliebigen  Cy linderfläche 
wollen  wir  die  Voraussetzung  eintreten  lassen,  dass  die  Componente 


•=  —  /  sin  et 
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t//  sin  y  der  Beschleunigung,  welche  in  die  Tangentenebene  der  Fläche 
fallt,  in  jedem  Punkte  der  Bahn  die  Richtung  der  Erzeugungslinie  habe, 
während  ihre  Grösse  keiner  weiteren  Beschränkung  unterworfen  sei. 
Der  geodätische  Contingenzwinkel  d%  ist  nun  der  Contingenzwinkel  der 
ebenen  Deformationscurve,  in  welche  die  Bahn  des  beweglichen  Punktes 
bei  der  Abwickelung  der  Cylinderfläche  auf  einer  Ebene  übergeht 
(Fig.  128.).  Derselbe  ist  aber  das  Differential  des  Winkels  u,  welchen 
die  Erzeugungslinie  mit  der  Tangente  der  abgewickelten  Bahn  bildet, 
welcher  bei  der  Abwickelung  keine  Veränderung  erleidet.  Diesen  Winkel 
nehmen  wir  so,  dass  der  Sinn  der  Tangente  der  der  Bewegung  und  der 
^     ^         Sinn  der  Erzeugungslinie  der  der  Beschleunigung  ist; 

dann  wird  das  Differential  eine  Abnahme  von  et  dar- 
stellen, weil  die  Beschleunigung  die  Tangente  ihrem 
Sinne  entsprechend  ablenkt.    Daher  ist  wie  in  §.  10. 


i/**£^T    dx  =  —  du  und  findet  man  wie  dort 

^fV  C  v* 

fr  v  =         ,      »  =  V  sm  y  •  cos  «. 

stn  et  q 


Dies  sind  aber  genau  die  Gleichungen  der  Bewegung 
eines  Punktes  in  der  Ebene,  wenn     *i»  y  eine  Beschleu- 
nigung von  constanter  Richtung  in  derselben  und  a  der  Winkel  ist,  den 
die  Tangente  der  Bahn  mit  dieser  Richtung  bildet.    Man  gewinnt  hier- 
aus den  Satz: 

Wenn  ein  Punkt  sich  auf  einer  beliebigen  Cylinder- 
fläche zu  bewegen  genöthigt  ist  und  ausser  der  normalen 
Widerstandsbeschleunigung  der  Fläche  auf  ihn  eine  Be- 
schleunigung wirkt,  deren  Projection  auf  die  Tangenten- 
ebene  des  Cylinders  fortwährend  die  Richtung  der  Erzeu- 
gungslinie hat  und  wenn  in  einem  beliebigen  Zeitpunkte 
die  Cylinderfläche  sammt  der  Bahn  des  Punktes  in  eine 
Ebene  ausgebreitet  würde,  zugleich  aber  jene  Beschleu- 
n igungscompouente  die  Richtung  der  Erzeugungslinie  bei- 
behielte, so  würde  der  Punkt  die  Deformationscurve  seiner 
Bahn  mit  derselben  Geschwindigkeit  beschreiben,  welche 
er  auf  der  cylindrischen  Bahn  besitzt. 

Der  Widerstand  der  Fläche  ist,  wenn  man  für  v  den  obigen  Werth 
einsetzt  ÄT  C1 

Es  ist  aber  nach  Cap.  I,  §.  14,  Nr.  5.  der  Krümmungshalbmesser  R  einer 
unter  dem  Winkel  «  gegen  die  Erzeugungslinien  des  Cylinders  geneig- 
ten (die  Bahn  berührenden)  Schraubenlinie  (geodätischen  Linie  des 
Cylinders),  oder  also  der  Krümmungshalbmesser  des  berührenden  Nor- 
malschnitts Q 

tt  —  ~~r  •> —  > 
stn*  a 
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wenn  q  den  Krümmungshalbmesser  des  zu  den  Erzeugungslinien  senk- 
rechten Schnittes  bedeutet.  Entnimmt  man  daher  aus  dieser  Gleichung 
R  sin2  a  und  führt  seinen  Werth  q  in  der  Formel  für  A  ein,  so  kommt 

A  =        —      cos  y. 
Q 

Diese  Betrachtungen  lehren,  dass  man  die  Theorie  der  Bewegung 
eines  Punktes  in  der  Ebene  unter  Einfluss  einer  Beschleunigung  von 
constanter  Richtung  unmittelbar  auf  die  Cylinderflächen  übertragen  kann. 
Ein  schwerer  Punkt  beschreibt  daher  auf  einem  Cylinder  mit  vertikalen 
Erzeugungslinien  eine  Curve,  welche  durch  die  Abwickelung  des  Cylin- 
ders  in  eme  Parabel  übergeht.  Ist  der  Cylinder  zugleich  ein  Krcis- 
cy linder,  so  sind  R  und  q  constant  und  wird  mithin  der  Druck  auf  die 
Fläche  gleichfalls  durchaus  constant  sein. 

§.  12.    Für  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  Kegelfläche 
habe  ^  sin  y  gleichfalls  die  Richtung  der  Erzeugungslinie.   Aus  Fig.  121). 
ist  ersichtlich,  dass  zwischen  dem  Contingenzwinkel  rix  der  Deformations- 
curve,  dem  Differentiale  von  a  und  dem  Winkel  da 
an  der  Spitze  0  des  Kegels,  zwischon  dessen  Schen- 
keln das  Bogenelement  MM'  =  ds  liegt,  die  Bezie- 
hung "besteht : 

dr.  —  —  da  -f-  da. 

Es  zerfällt  nämlich  der  Winkel  «  -f-  da  an  der  Er- 
zeugungslinic,  welche  durch  den  Endpunkt  M  von  ds 
geht,  in  zwei  Theile,  tfx  und  den  geänderten  Werthe  d<tL 
a  -j-  da  von  a.    Zugleich  ist,  wenn  OM  =  r  gesetzt 
wird  rda  ö 

»"  =  -  *■  • 

wobei  das  Zeichen  ( — )  erforderlich  ist,  weil  a  bei  wachsendem  r  stumpf, 
bei  abnehmendem  r  spitz  ist.    Die  Combination  beider  Formeln  liefert 

d*  da  dr 

und  folglich  10 "  ~  ~~  T 

Cd*  C  Cosa  da        L'dr  ,  . 

I  —    =    -  /  —  9       =  —  /  (r  sin  a) 

J  tga  J     sin  a         J  r  ' 

und  hiermit  q  ^ 

V       r  sin  a        p  * 
wenn  p  das  von  0  auf  die  Tangente  der  Bahn  gefällte  Perpendikel  ist. 
Hierzu  tritt  wieder  die  Formel 

—  =5  if;  «in  y  •  sin  a . 
t» 

Die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  ergab  sich  bereits  Cap.  I,  §.  3,  Nr.  2. 
für  jede  ebene  Centraibewegung.  Wir  erhalten  daher  wie  im  vorigen  §. 
den  Satz: 
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Wenn  ein  Punkt  sich  auf  einer  Kegelfläche  zu  bewegen 
genötkigt  ist  und  auf  ihn  eine  Beschleunigung  wirkt,  deren 
Projection  auf  die  Tangentenebene  der  Fläche  in  die  Rich- 
tung der  Erzeugungslinie  fällt,  so  wird  derselbe,  wenn  zu 
irgend  einer  Zeit  die  Kegelfläche  sich  zn  einer  Ebene  aus- 
breitet und  jene  Beschleunigung  die  Richtung  der  Erzeu- 
gungslinic  behält,  die  ebene  Deformationscurvc  seiner  Balm 
mit  derselben  Geschwindigkeit  beschreiben,  mit  welcher  er 
seine  conische  Bahn  dnrehläuft. 

Für  den  Widerstand  N  der  Fläche  ergibt  sich,  wenn  man  den  oben 
gefundenen  Werth  der  Geschwindigkeit  einführt 

Ül 

R  stiv  a  -  r2 

Die  geometrische  Bedeutung  von  R  sin-  a  ist  leicht  zu  erkennen.  Zu 
dem  Ende  sei  d£  der  Neigungwinkel  zweier  aufeinanderfolgender  Tan- 
gentenebenen des  Kegels,  welche  längs  der  Erzeugungsliuien  OM,  OM' 
berühren.  Sie  bilden  mit  der  Ebene  des  Normalschnittes  der  Fläche, 
welcher  durch  MM'  geht,  eine  unendlich  schmale  rechtwinklige  körper- 
liche Ecke.  Aus  dieser  ergibt  sich  für  den  Contingenzwinkel  dv  des 
Normalschnittes 

dt  =  dZ  •  sin  er . 

Bedeutet  nun  ds{  das  Bogenelement  des  zur  Erzeuguugslinie  OM 
senkrechten,  durch  M  geführten  Normalschnittes,  so  wird 

ds  •  sin  a  =  dsx 

und  folglich 

ß         ds    1  dst 

dz        sin  2  et  d£ 

ds 

Nun  ist  aber  offenbar     '  =  o  der  Krümmungshalbmesser  dieses  zu  OM 

dii 

senkrechten  Normalechnittes.  Daher  ist  R  sin2  a  =  o  und  geht  die 
Formel  für  N  über  in 

C2 

N  =  -.,  cos  y . 

Diese  Betrachtungen  lehren,  dass  man  die  Theorie  der  ebenen 
Centraibewegung  auf  die  Kegelflächen  übertragen  kann,  wenn  man  die 
Spitze  des  Kegels  zum  Centrum  nimmt. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Formel  (§.  10.) 


läset  sich  z.  B.  leicht  die  Frage  beantworten,  wie  ^  sin  y  beschaffen  sein 
müsse,  damit  die  Bahn  des  beweglichen  Punktes  eine  kürzeste  Linie 
des  Kegels  (Kegclloxodrome)  werde.    Da  nämlich  die  kürzeste  Linie 
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bei  der  Abwickelung  des  Kegels  in  eine  Gerade  übergehen  muss,  so  ist 

v1        C2  C2 
p  =  <x>  und  da  R  s=       ,    JV  =c  —  —  ij;  cos  y  ist,  so  folgt 

C 

y  sin  y  =    .,  . 

Für  den  Fall  eines  Kreiskegels  ist  o  proportional  r.  Soll  daber  der 
Punkt  eine  Kegelloxodrome  beschreiben,  so  muss  die  durch  die  Spitze 
des  Kegels  gehende  Beschleuuigungscoinponente  der  dritten  Potenz  der 
Entfernung  von  der  Spitze  umgekehrt  proportional  sein. 

§.  13.  Die  Methode  des  §.  9.  lässt  sich  mit  derselben  Leichtig- 
keit auf  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  beliebigen  abwickel- 
baren Fläche  anwenden,  sobald  nur  die  in  die  Tangentenebene  der 
Fläche  fallende  Beschleunigungscomponente  die  Richtung  der  Erzeu- 
gungslinie besitzt.  Man  bedarf  zur  Behandlung  hierher  gehöriger  Auf- 
gaben bloss  der  Kenntniss  der  Elemente  der  geodätischen  Krümmung 
der  Curven  auf  abwickelbaren  Flächen.    Die  beiden  Formeln 

v  =  CeJ**  ,    ~  ==  t  sin  y  •  sin  a, 
9 

welche  für  eine  ebene  Bewegung  gelten,  wenn  rix  und  }  den  absoluten 
Oontingenzwinkel  und  Krümmungshalbmesser  der  Bahn  bedeuten,  führen 
auch  hier  zu  dem  Satze,  dass,  wenn  die  Fläche  sich  zu  einer 
Ebene  ausbreitet,  der  bewegliche  Punkt  die  Deformations- 
curve  seiner  Bahn  mit  ungeänderter  Geschwindigkeit  be- 
schreibt, vorausgesetzt,  dass  die  Coraponente  tysiny  die  Rich- 
tung der  Erzeugungslinie  beibehält. 

§.  14.  Für  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  der  Kugelfläche 
wollen  wir  annehmen,  dass  die  Componente  der  Beschleunigung,  welche 
in  die  Tangentenebene  der  Kugel  fällt,  immer  in  der  Ebene  enthalten 
sei,  welche  durch  den  beweglichen  Punkt  M  und  einen  festen  Kugel- 
durchmesser hindurchgeht  und  die  wir  die  Meridianebene  des  Punktes 
nennen  wollen.  Der  Winkel,  welchen  diese  Meridianebene  mit  der  Meri- 
dianebene der  Anfangslage  bildet,  heisse  q>  und  der  Bogen  grössten 
Kreises  von  dem  einen  Endpunkte  0  des  festen  Durchmessers  bis  zum 
Punkte  M  sei  o.  Beide  Grössen,  q  und  <p  sind  die  sphärischen  Polar- 
coordinaten,  nämlich  Radiusvector  und  Polarwiukel  des  Punktes  M.  Es 
kommt  nun  zunächst  darauf  an,  den  Oontingenzwinkel  und  den  Radius 
der  geodätischen  Krümmung  einer  sphärischen  Curve  zu  bestimmen.  Da 
die  kürzesten  Linien  der  Kugel  grösste  Kreise  sind,  so  ist  der  geodätische 
Oontingenzwinkel  tler  Winkel  zweier  grösster  Kreise,  welche  die  Curve 
in  zwei  aufeinanderfolgenden  Punkten  berühren.  Vom  Pole  0  (Fig.  130.) 
fällen  wir  nun  auf  diese  beiden  Kreise  die  sphärischen  Perpendikel  0P=p, 
OP  =  p  -\-  dp  und  bezeichnen  die  Winkel  OMP,  QMP%  welche  die 
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sphärischen  Radienvectoren ,  g  und  g  -j-  dg  mit  den  Kreisen  bilden, 
mit  a  und  a  +  dor,  dem  Früheren  entsprechend,  da  auch  hier  «  der 
Winkel  ist,  den  die  Beschleunigung  t,';  sin  y  mit  der  Tangente  der  Bahn 
des  beweglichen  Punktes  bildet.  Wird  et  immer  auf  der 
Seite  der  Tangente  gerechnet,  auf  welche  die  Beschleu- 
nigung t//  sin  y  fällt,  die  wir  dem  Pole  zugewandt  an- 
nehmen, so  entspricht  wieder  ein  spitzer  Winkel  et  einer 
Abnahme  von  g  und  hat  man  daher 

ds  '  cos  et  =  —  dg. 

Ist  ferner  Q  der  Schnittpunkt  von  OP'  mit  MPy  so  wird 
QP'=  P.)fJ>'  .  sin  M'P\  d.  h. 

d%  •  sin  (31 P)  =  —  dp. 

Andererseits  ist  aber 

.   ,  „  _v  sin  g  •  sin  et  sin  g  •  cos  et 

stn  (MP)  =  lg  p  •  colg  et  =  ■  •  cotg  a  =  -    • 

v  cos  p  cos  p 

Durch  Combination  dieser  Gleichungen  erhält  mau 

ds  sin  g  -  dg  sin  g  •  dg 

dr.  cos  p  -  dp  d  •  sin  p  ' 

d.  h.  es  wird  der  Radius  g  der  geodätischen  Krümmung  der  Bahn  des 
beweglichen  Punktes 

*    stn  g  •  dg 

d  •  sin  p 

und  der  geodätische  Contingcnzwinkel 

d  -  sin  p 


dx  =  — 


d  •  /  sin  p 


stn  g  cos  et 

Man  erhält  hiermit  weiter 

</x  d  •  sin  p  d  •  sin  p 

lg  et  sin  g  •  sin  et  sin  p 

und  folglich  wird  nach  §.  D.  die  Geschwindigkeit 

C  C 
v  =    .  -  =    .--  , 
sm  p       sin  g  sin  et 

d.  h.  die  Geschwindigkeit  ist   dem  Sinus  des  sphärischen 

Abstandes  des  Poles  von  dem  ihre  Richtung  im  beweglichen 

Punkte  berührenden  grössten  Kreise  umgekehrt  proportional. 

Weiter  erhält  man  durch  die  Formel 

Q 

wenn  man  in  dieselbe  für  v  und  g  ihre  Werthc  einsetzt, 

- 

sin  g-  dg  C2 

d  '  sin  p  sin  y  sin7  p  sin  et  ' 

welche  in  Bezug  auf  p  und  g  als  Coordinaten  die  Differentialgleichung 
der  Bahn  darstellt,  sobald     sin  y  durch  Elemente  der  Bahn  gegeben  ist. 
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Für  N  findet  man,  wenn  der  Radius  R  des  Normalschnittes,  welcher 
der  Kugelradius  ist,  gleich  1  gesetzt  wird,  wie  bisher  stillschweigend 
vorausgesetzt  wurde, 

C2 

iV  rr=  v'1  —  ^  cos  y  =   sin  y. 

sttr  p 

Die  hier  entwickelte  Formel  für  die  Geschwindigkeit  v  ist  das  Ana- 

logon  zu  der  Formel  v  =     ,  welche  bei  der  ebenen  Centraibewegung 

(Cap.  III,  §.  10.)  vorkommt.  Dort  ging  die  Richtung  der  Beschleunigung 
durch  einen  festen  Funkt  der  Ebene,  hier  geht  ihre  Projection  auf  die 
Kugelflüche  durch  den  Pol. 

Man  kann  diese  Analogie  noch  weiter  verfolgen.  Da  das  Bogen- 
element  ds  durch  die  Formel  ds2  =■  dg2  -}-  sin2Q  •  dq>2  in  q  und  tp  aus- 
gedrückt werden  kann,  so  wird 

,2 


-0)  +  -®)' 


Weil  ferner  in  dem  vorliegenden  Falle  offenbar  das  Princip  der  Flächen 
für  die  Projection  der  Bewegung  vom  Pole  aus  auf  irgend  eine  Ebene, 
z.  B.  auf  die  Tangentenebene  des  Poles  gilt,  so  hat  man  auch 

»mV?  =  Ct 
K  dl 

durch  Combination  beider  Gleichungen  erhält  man,  ähnlich  wie  Cap.  III, 


10,  S.  262. 


v2  =  C2 


oder 


v2  =  Cl 


1 

sin2  q 


sin2  q 


+(40 


Ferner  ist  vermöge  des  Princips  der  lebendigen  Kraft 

d  •  4  v2  =  —      sin  y  •  cos  a  •  ds  —  —      sin  y  •  dq . 

Die  Differentiation  der  vorigen  Formel  liefert  daher  mit  Rücksicht  auf 
diese  Gleichung  ähnlich,  wie  Cap.  III,  §.  10,  S.  262. 


y  sin  y  = 


sin2  q 


('.IQ 


dtp2 


§.  15.  Die  Formeln  des  vorigen  §.  liefern  unter  der  Voraussetzung, 
dass  sin  y  die  Beschleunigung  g  der  Schwere  und  also  der  feste  Kugel- 
durchmesser, in  welchem  sich  alle  Meridianebenen  schneiden,  vertikal  ist, 
nicht  nur  die  in  §.  8.  entwickelten  Formeln,  sondern  auch  verschie- 
dene Sätze  über  das  sphärische  Pendel.  Es  ist  für  diesen  Fall 
y  =  ±n  —  o,      sin  y  =  g  zu  setzen.  Dadurch  wird 

24* 
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C         *       sin  Q  <lo        C2  1 
V       sin  p'     ^       d  •  sin  p        g     s/w3  p 
N  =  v 2  —  g  cos  q. 

Die  erste  Gleichung  sagt  aus,  dass  für  das  sphärische  Pendel  die  Ge- 
schwindigkeit dem  Sinus  ihres  sphärischen  Abstandes  vom  tiefsten  oder 
höchsten  Punkte  der  Kugel  umgekehrt  proportional  sei.  Die  zweite  ist 
in  Bezug  auf  (»und  p  als  Coordinaten  die  Differentialgleichung  der  Bahn. 
Das  Integral  derselben  ist  daher  von  der  Form 

(A  +  cos  q)  sin2  p  —  —  , 

worin  die  Constante  A  durch  die  Anfangslage  (p0,  j>0)  der  Geschwindig- 
keitsrichtung zu  bestimmen  ist.  Zwischen  der  Pendelbewegung  und  der 
ebenen  Bewegung  eines  Punktes,  welcher  nach  einem  festen  Centrum 
hin  der  ersten  Potenz  der  Entfernung  proportional  beschleunigt  wird, 
besteht  ausser  der  Analogie  in  Bezug  auf  das  Gesetz,  welches  die  Ge- 
schwindigkeit befolgt,  noch  eine  andere.  Dort,  ist  der  Krümmungshalb- 
messer der  elliptischen  Bahn  dem  Cubus  des  Abstandes  der  Geschwin- 
digkeit vom  Centrum,  hier  ist  der  Radius  der  geodätischen  Krümmung 
der  Bahn  dem  Cubus  des  Sinus  von  p  umgekehrt  proportional.  Der 
tiefere  Grund  dieser  Analogieen  liegt  darin,  dass  bei  dem  sphärischen 
Pendel  die  Beschleunigungscomponente  in  der  Richtung  der  Tangente 
an  den  Bogen  o  dem  Sinus  von  q  proportional  ist.  Die  Bahn  ist  übri- 
gens keine  sphärische  Ellipse,  sondern  im  Allgemeinen  eine  transcen- 
dente  Curve,  wie  bereits  aus  den  Betrachtungen  in  §.  8.  hervorging. 

Auch  die  Bedingung,  dass  der  Punkt  einen  Kugelkreis  beschreibe, 
ist  leicht  aufzustellen.  Hierzu  ist  erforderlich,  dass  der  Radius  der 
geodätischen  Krümmung  constant  sei.  Die  Formel  für  q  zeigt,  dass 
alsdann  p  constant  sein  müsse.  Da  aber  in  diesem  Falle  p  und  q  iden- 
tisch sind,  so  ist  auch  q  constant,  also  kann  der  Kugelkreis  nur  hori- 
zontal sein ;  endlich  ergibt  sich  auch,  dass  v  constant  bleiben  niuss.  Der 
Radius  Q  für  den  Kugclkreis  ist  nun  tgg,  wie  man  sieht,  wenn  man  den- 
selben als  den  Radius  der  Deformationscurve  ansieht,  in  welche  der 
Kugelkreis  bei  der  Abwickelang  mit  dem  die  Kugel  längs  ihm  berüh- 
renden Kegel  übergeht.    Daher  hat  man 

C  C- 

v  =  - — ;    ff/9  =       .  (  y 
sm  g  g  sitr  q 

woraus  für  die  Geschwindigkeit  folgt 

,  sin2  y 

v 7  =  g  •  - — -  . 

COS  Q 

was  mit  §.  8.,  S.  358  übereinstimmt. 

Um  von  den  hier  gebrauchten  Formeln  zu  denen  des  §.  8.  über- 
zugehen, dient  die  Bemerkung,  dass  q  —     ,  do  •  tgu  =  sin  Qd<p,  also 
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dtp  sin 
ig«  —  sin  q  ■  —  ,  sin  a  =  _ ,    und  wenn  man  die  For- 


mcl  v  =        "  .  --  mit  irt=  2  r/t  -|-  C,  welche  durch  das  Princip  der 
sm  q  stn  et  * 

lebendigen  Kraft  gegeben  wird,  behufs  Elimination  von  v  combinirt  und 
die  entstehende  Gleichung  nach  d<p  auflöst,  erhält  man  die  eine  Formel 

ds 

des  §.  8.    Wenn  man  ferner  statt  v  seinen  Werth  —  setzt  und  aus 

dt 

der  so  gewonnenen  Gleichung 

ds  =  __C  

dt        sin  q  sin  et 

dt  darstellt,  ds  :  sin  g  =  d<p  :  sin  a  zu  Hülfe  ruft  und  in  ähnlicher  Weise 
a  und  q  eliminirt,  erhält  man  die  andere  dortselbst  für  /  und  y  gegebene 
Formel. 

§.  16.  Um  die  Theorie  des  §.  9.  auf  die  Bewegung  auf  Rota- 
tionsflächen anzuwenden,  bedürfen  wir  eines  bereits  von  Clairaut 
in  den  Memoires  de  VAcademie  des  scienecs  de  Paris.  1733  aufgestellten 
Satzes  über  die  kürzesten  Linien  auf  diesen  Flächen.  Ein  ebener  Schnitt 
der  Rotationsfläche,  geführt  durch  ihre  Axe,  heisst  ein  Meridian,  ein 
ebener  Schnitt  senkrecht  zu  ihr  ein  Parallelkreis  und  die  Neigung  einer 
Curvc  auf  der  Fläche  gegen  die  Meridian curve  das  Azimuth  dieser  Curve. 
Ist  nun  r  der  Radius  eines  durch  den  Punkt  M  einer  kürzesten  Linie 
gehenden  Parallelkreises  und  i  das  Azimuth  einer  kürzesten  Linie  in 
so  sagt  der  Clair  aut'sche  Satz: 

Das  Produkt  r  sin  i  aus  dem  Radius  r  des  Parallelkreises 
und  dem  Sinus  des  Azimuths  i  ist  für  alle  Punkte  einer  kür- 
zesten Linie  eine  constante  Grösse. 

Es  hat  nämlich  nach  §.  2.  die  kürzeste  Linie  jeder  Fläche  die 
Eigenschaft,  dass  ihre  Schmiegungsebene  senkrecht  auf  der  Tangenten  - 
ebene  steht  und  mithin  die  Richtung  des  Krümmungshalbmessers  in 
die  Normale  fällt.  Nach  Cap.  IV,  §.  8.  Anm.  S.  315  und  316  sind 
aber  die  Cosinusse  der  Winkel  A,  ft,  v,  welche  der  Krümmungshalb- 
messer einer  Curve  mit  drei  rechtwinkligen   Coordinatenaxen  bildet, 

ds         ds  ds 
den  Grössen  >     ds~  *  ~~ds    '  °^eT  wenn  w'r  *  a^s  unaDü^n&i60 

d?x    (Pu  d2z 

Veränderliche  für  die  kürzeste  Linie  wählen,  den  Grössen  ^  ,  ~t 

proportional.  Nehmen  wir  nun  die  x-  unä  y-Axe  in  irgend  einem 
Parallelkreise  an,  zur  2 -Axe  aber  die  Rotationsaxe ,  so  bildet  die  Tan- 
gente des  Parallelkreises  in  M  (x>  y,  z)  mit  den  Coordinatenaxen  Win- 

w  x 

kel,  deren  Cosinusse  —  — ,  — ,  0  sind  und  da  die  Normale  der  Rota- 

r  r 
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tionsflächo  und  mithin  der  Krümmungshalbmesser  der  kürzesten  Linie 
in  die  Meridianebene  fallt  und  folglich  auf  der  Tangente  des  Parallel- 
kreises senkrecht  steht,  so  hat  man  die  Bedingung 

r  ds1         r  ds* 

Integrirt  man  diese  Gleichung,  nachdem  man  sie  mit  r  multiplicirt  hat, 
so  ergibt  sich 

ds        9  ds 

Nun  sind  aber  ~,  -*  die  Richtungscosinusse  für  die  Tangente 

ds      ds  ds 

der  kürzesten  Linie  und  da  —  —  ,  — ,  0  wie  vorher  die  Richtungscosi- 
nusse der  Tangente  des  Parallelkreises  bedeuten,  so  stellt  ~-      —  -~  ~ 

r  ds        r  ds 

den  Cosinus  der  Neigung  der  Tangente  der  kürzesten  Linie  gegen  die 
Tangente  des  Parallelkreises  oder  den  Sinus  des  Azimuths  der  kürzesten 

Linie  dar.    Es  ist  daher  sin  i  =  —  oder 

r 

r  sin  i  =  a, 

w.  z.  b.  w. 

Um  nun  den  geodätischen  Contingenzwinkel  für  irgend  eine  Curvc 
auf  der  Rotationsfläche  in  einem  ihrer  Punkte  M  zu  bestimmen,  denken 
wir  uns  die  zwei  nächsten  Punkte  und  M"  und  legen  durch  das 
Element  MM\  sowie  durch  das  Element  M'M"  kürzeste  Linien,  welche 
die  Curve  demnach  in  M  und  M'  berühren.  Der  Winkel  beider  kürze- 
sten Linien  ist  der  gesuchte  geodätische  Contingenzwinkel  dr,.  Nun 
seien  r,  r  -f-  dr  die  Radien  der  Parallelkreise  in  ü/,  M'  und  i  und  i  -f-  di 
die  Neigungen  der  beiden  kürzesten  Linien  resp.  gegen  die  Meridiane  von 
M  und  M',  T  aber  sei  die  Neigung  der  ersten  kürzesten  Linie  gegen 
den  Meridian  von  M'.    Man  hat  alsdann  einerseits 

dx  =  /  —  (/  -f-  di) , 

andererseits  ist  aber  nach  dem  soeben  bewiesenen  Satze 

(r  -j-  dr)  sin  i  —  r  sin  i  =  0. 

Aus  der  zweiten  dieser  Relationen  folgt 

sin  i  —  sin  t  dr 
sin  i  r  ' 

oder  unter  Anwendung  des  Satzes  sin  a  —  sin  b  =  2  cos  ^(<i-\-b)  sin  ^  (a  —  b) 
und  mit  Rücksicht  auf  die  unendliche  Kleinheit  der  Differenz  %  —  /  und 
darauf,  dass  in  der  Grenze  \  (i  -f-  t')  =  i  wird 

cos  i"    ,  dr 

sin  i  r 
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Entnimmt  man  hieraus  i'  —  i  und  substituirt  es  in  die  obigo  Gleichung 
zwischen        i,  i'  und  <//,  so  kommt 

/      .     sin  i  dr\  ■  d  (r  sin  i) 

du  —  —  I  dt  4-  )  =  —  -  , 

\  cos  i  r  J  r  cos  i 

welches  die  gesuchte  Formel  für  (Ik  ist. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  auf  einen  auf  der  Rotationsfläche  beweglichen 
Punkt  wirke  eine  Beschleunigung  ein,  welche  fortwährend  in  die  Meri- 
dianebene desselben  fällt;  dann  hat  die  Projection  derselben  auf  die 
Tangentenebene  der  Fläche  die  Richtung  der  Tangente  des  Meridians 
und  der  frühere  Winkel  et  ist  das  Aziinuth  i  der  Bahn.    Daher  ist 

il  (r  sin  et) 
,/x        —  ' 

und  folglich 

l*  (Ik  /V  (r  sin  et) 

I  I        -         =  —  /  (/•  sin  «) 

•/  iget  J     r  sin  et 

uud  daher  weiter  ^. 


r  sin  « 

sowie  «  _  ir  C'! 

?        if>  sin  y  sin  et        y  sin  y  •  r*  sin*  et  ' 

wozu  noch  die  Formel  für  den  Widerstand  hinzutritt: 

A  =3    -  —  y\>  cos  y  . 
H 

Mit  Hülfe  dieser  Formeln  kann  man  z.  B.  leicht  die  Bedingungen 
aufstellen,  unter  welchen  ein  schwerer  Punkt  einen  Parallelkreis  der 
Rotationsfläche,  deren  Axc  vertikal  steht,  durchläuft.   Hierfür  ist  «  = 

•  r 

r  =.  Const.  —  r0,   ?=:—-■,  wo  #  den  Winkel  zwischen  der  Ebene 

cos  # 

des  Parallels  und  der  Tangentenebene,  oder,  was  dasselbe  ist,  den 
Winkel  zwischen  der  Axe  und  der  Normalen  der  Fläche  bedeutet  und 
y  =  &.    Man  findet 

C  rn  C2  .  C 


-  ,  ,  also       =l/gr0  tg&} 
r0  cos»       gsm&T0*  r0 


r  ===       ==  r( 


und  mithin 

v  =  ygr0  •  tgV. 
Der  Punkt  bewegt  sich  gleichförmig  und  die  Umlaufszeit  ist 

T  =  2*  •  r°-  =  2  n  j/ =  2*  j/ S"  , 
f 

wenn  S„  die  Subnormale    -Ä  des  Meridians  bedeutet.    Es  ist  also  die 

Umlaufszeit  T  gleich  der  Oscillation  eines  Pendels  von  der  Länge  der 
Subnormalen  des  Meridians  bei  kleinen  Elongationen. 
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Für  N  erhält  man 

N  =  —  sin  0  —  g  cos 

oder  mit  Rücksicht  auf  den  Werth  von  v: 

N  =  ■ 
cos  # 


VI.  Gapitel. 

Beschleunigung  im  unveränderlichen  System.  Beschleunigung  der  Trans- 
lation und  der  Rotation.   Beschleunigung  im  System,  welches  sich  einer 

Ebene  parallel  bewegt. 

§.  t.  Die  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems  ist  bestimmt 
durch  die  Bewegungen  dreier  Punkte  desselben,  Sind  daher  die  Ge- 
schwindigkeiten dieser  nach  Grösse  und  Richtung  gegeben,  sei  es  als 
Functionen  der  Zeit  oder  des  Ortes  oder  durch  andere  Bedingungen, 
so  können  mit  ihrer  Hülfe  die  Geschwindigkeiten  aller  übrigen  System- 
punkte ermittelt  werden.  Die  Lösung  dieser  und  anderer  damit  in  Ver- 
bindung stehender  Aufgaben  war  Gegenstand  des  zweiten  Theiles.  Auf 
ähnliche  Weise,  sind  aber  auch  die  Beschleunigungen  aller  Systempunkte 
von  den  Beschleunigungen  dreier  Punkte  abhängig.  Die  Untersuchun- 
gen hierüber  werden  Gegenstand  des  vorliegenden  und  der  nächstfol- 
genden Capitel  sein. 

Zunächst  untersuchen  wir  die  Beschleunigung  der  Punkte  eines 
unveränderlichen  Systems,  welches  zur  Zeit  /  eine  einfache  Bewegung, 
d.  h.  eine  Translation  oder  eine  Rotation  besitzt.  • 

Im  Falle  einer  Translation  haben  alle  Systempunkte  zur  Zeit  t 
parallele  und  gleiche  Geschwindigkeiten  von  demselben  Sinne  und  be- 
schreiben mit  ihnen  in  dem  nächstfolgenden  Zeitelomente  dt  parallele 

ds 

und  gleiche  Elementarwege  ds  in  demselben  Sinne,  sodass  v  =  ^  die 

Grösse  ihrer  gemeinsamen  Geschwindigkeit  darstellt.  Besteht  nun  für 
das  folgende  Zeitelement  die  Translationsbewegung  des  Systems  fort, 
so  beschreiben  während  desselben  die  Systempunkte  gleichfalls  parallele 
und  gleiche  Elomentarwege  in  demselben  Sinne  von  derselben  oder  von 
unendlich  wenig  abweichender  Richtung,  wie  im  vorhergehenden  Zeit- 
elemente mit  gemeinsamer  Geschwindigkeit  r',  in  welche  v  übergegangen 
ist.  Daher  besitzen  alle  Systempunkte  dieselbe  Elementarbeschleunigung, 
welche  ihre  Geschwindigkeit  v  nach  Grösse  und  Richtung  ändert  und 
in  Folge  dessen  auch  dieselbe  Beschleunigung  cp  und  dieselbe  Tangen- 

dv 

tial-  und  Normalbeschlounigung  tpt  =        und  <p„  =  — .    Es  genügt 
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die  Kenntniss  der  Beschleunigung  eines  einzigen  Systempunktes,  um  die  ' 
Beschleunigung  aller  zu  ermitteln.  Besitzt  das  System  nicht  Mos  zur 
Zeit  f,  sondern  während  eines  endlichen  Zeitraumes  eine  Translations- 
bewegung, so  gelten  diese  Betrachtungen  für  alle  Momente  dieses  Zeit- 
raumes. Die  Beschleunigungen  aller  Punkte  sind  in  jedem  Momente 
gleich,  parallel  und  von  demselben  Sinne,  ändern  aber  von  Moment  zu 
Moment  im  Allgemeinen  ihre  gemeinsame  Grösse  und  Richtung. 

Besitzt  das  System  zur  Zeit  /  eine  Rotation,  so  sind  die  Geschwin- 
digkeiten v  der  Systempunkte  den  Abständen  r  der  Punkte  von  der 
Rotationsaxe  proportional  und  werden ,  wenn  a  die  Winkelgeschwindig- 
keit bezeichnet,  durch  die  Gleichung  v  =  reo  dargestellt.  Vermöge 
dieser  Geschwindigkeiten  beschreiben  die  Pnnkte  im  nächsten  Zeit- 
elemente dt  Wege  ds  —  read/,  welche  Kreisen  angehören,  deren  Mittel- 
punkte auf  der  Axe  liegen  und  deren  Radien  die  Abstände  r  sind. 
Besteht  nun  auch  im  folgenden  Zeitelemente  die  Rotation  um  dieselbe 
Axe  fort,  so  werden  die  Radien  r  die  Krümmungshalbmesser  der  Bah- 
nen der  Systempunkte  und  da  sie  für  beide  Zeitelemente  nach  /  con- 
stant  sind,  so  erhält  man  für  die  Tangential-  und  Normalcomponente 
der  Beschleunigung  die  Werthe 

dv  da  r2co2  , 

9"=**=rit>     *  = 

und  weiter  für  die  Beschleunigung  9  selbst  und  ihre  Neigung  a  gegen 
die  Richtung  der  Geschwindigkeit  v: 

<P  =  V<pJ+  <P?  =  r  j/to*  -f  ,      lg  cc  =  • 

dt 

Für  die  Punkte  in  der  Entfernung  r  :=  1  erhält  man 

da  7/~.    :  (dä\*  a>* 

dt 

Wir  können  daher  den  Inhalt  der  vorstehenden  Formeln  in  folgenden 
Sätzen  aussprechen: 

Die  Beschleunigung  der  Punkte  ein  es  rotirenden  Systems, 
sowie  ihre  Tangential-  und  Normalcomponente  sind  dem 
Abstände  r  des  Punktes  von  der  Rotationsaxe  proportional 
und  werden  aus  den  entsprechenden  Grössen  für  die  Ein- 
heit der  Entfernung  durch  Multiplication  mit  r  gefunden. 
Für  die  Einheit  der  Entfernung  ist  die  Tangentialbeschleu- 
nigung die  Derivirte  der  Winkelgeschwindigkeit  nach  der 
Zeit,  die  Normalbeschleunigung  aber  ist  gleich  dem  Qua- 
drate der  Winkelgeschwindigkeit.  Die  Neigung  der  Be- 
schleunigung gegen  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  ist 
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für  alle  Systempunkte  dieselbe;  die  Richtung  der  Normal- 
beschleunigung schneidet  die  Rotationsaxc  rechtwinklig. 

dto 

Die  Tangentialcomponeute  —  heisst  die  Wi nk elbesc hleunigung 
des  Systems. 

Besitzt  das  System  eine  endliche  Zeit  hindurch  eine  Rotatiou 
um  dieselbe  Axe,  so  gelten  diese  Betrachtungen  für  jeden  Moment  der- 
selben. Ist  die  Rotation  gleichförmig,  also  o>  constant,  so  ist  <pt  =  0, 
<pn  =  r<o2  =  <p,  a  =.  \  n\  die  Totalbeschleunigung  <p  reducirt  sich  dann 
auf  die  Normalbeschleunigung  und  ist  senkrecht  zur  Axe. 

Aus  der  Beschleunigung  eines  einzigen  nicht  in  der  Axe  gelegenen 
Punktes  eines  rotirenden  Systems  können  die  Beschleunigungen  aller 
Punkte  gefunden  werden. 

§.  2.  Bewegt  sich  ein  unveränderliches  System  eiuer  Ebene  parallel 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  bewegt  6ich  ein  ebenes  System  in 
seiner  Ebene,  so  genügt  die  Kenntniss  der  Bewegung  zweier  Punkte 
desselben,  um  die  Bewegung  aller  übrigen  zu  bestimmen.  Mit  Hülfe 
dieser  Kenntniss  kann  das  Momentancentrum  C  und  der  mit  ihm  zusam- 
menfallende Punkt  r  für  jedes  Stadium  der  Bewegung  und  können  die 
Orte  (C)  und  (f),  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  das  Momentancen- 
trum C  und  die  Wechselgeschwindigkeit  U  desselben  bestimmt  werden. 
Wir  wollen  zunächst  die  Lage  von  C  und  die  Geschwindigkeiten  Sl 
und  U  für  eine  beliebige  Zeit  /  als  bekannt  annehmen  und  mit  ihrer 
Hülfe  die  Beschleunigung  der  Systoinpunkte  bestimmen. 

Zur  Zeit  l  besitze  das  System  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  C 
(Fig.  131.)  und  vermöge  dieser  beschreibt  ein  beliebiger  Systempunkt  M 
um  C  den  unendlich  kleinen  Kreisbogen  MM'  mit  der  Geschwindigkeit 
Sl  •  CM.    Zur  Zeit  /  -f-  dt  aber  ist  das  Momentancentrnm  ein  anderer 
Fi  Punkt  C  und  dreht  sich  um  diesen 

das  System  mit  der  Winkelgeschwin- 
digkeit Sl  +  dSl,  in  Folge  dessen  der 
bewegliche  Punkt  einen  zweiten  un- 
endlich kleinen  Kreisbogen  M  M"  um  C 
mit  der  Geschwindigkeit  (Sl  -f-  dSl)C  M' 
beschreibt.  Die  Richtungen  der  Ge- 
6  schwindigkeitenß-CAf  u.(ft  +  rfÄ)C'j»f 
sind  senkrecht  zu  CM  und  CM';  die 
unendlich  kleine  Geschwindigkeitscom- 
ponente  rfw,  welche  zu  Sl  •  CM  hinzutreten  rauss,  um  (Sl  -f-  dSl)  CM' 
nach  Grösse  und  Richtung  zu  bestimmen,  ist  die  Elementarbeschleuni- 
gung des  Punktes  M  und  sie  liefert  dessen  Beschleunigung,  wenn  man 
sie  mit  dt  dividirt.  Nun  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  -f-  dSl  des 
Systems  um  C  nach  Tbl.  II,  Cap.  III,  §.  3.  äquivalent  derselben  Winkel- 
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geschwindigkeit  Sl  -f-  dSl  um  C  in  Verbindung  mit  einer  Translations- 
gesch windigkeit  senkrecht  zu  CC',  welche  durch  die  Geschwindigkeit  des 
mit  C  zusammenfallenden  Systerapunktes  angegeben  wird,  welche  dieser 
durch  die  Rotation  um  C  besitzt.   Diese  Translationsgeschwindigkeit  ist 

CC 

(Sl  -f-  dSl)  CC  oder  da  U  =  —  ist,  (Sl  -f-  dSl)  Vdt.  Ihr  Sinn  be- 
stimmt sich,  indem  man  die  im  Sinne  von  U  gerichtete  Tangente  der 
Curve  (C)  um  das  Momentancentrum  im  Sinne  von  Sl  um  $  n  sich  um- 
drehen lässt.  Man  erhält  daher  für  Sf  dieselbe  Geschwindigkeit,  wenn 
man  sich  statt  der  Rotation  des  Systems  um  C  mit  der  Winkelgeschwin- 
digkeit (Sl  -f-  dSl)  dasselbe  um  C  auch  während  des  zweiten  Zeitelemen- 
tes rotirend  denkt  und  die  Translationsgeschwindigkeit  SlUdt-\-  UdSldt 
oder,  mit  Unterdrückung  der  unendlich  kleinen  Grösse  UdSldt  zweiter 
Ordnung,  SlUdt  hinzufügt,  d.  h.  es  ist 

(Sl  +  dSl)  C'M  =  Res.  ((Sl  +  dSl)  CM1,  SlUdt). 
Die  Geschwindigkeit  (Sl  -f-  dSl)C3f  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung, 
welche  der  bewegliche  I?unkt  zur  Zeit  /  -J-  dl  besitzen  würde,  wenn  er 
sich  im  zweiten  Zeitelemente  gleichfalls  um  C  drehte,  geht  atis  der  Ge- 
schwindigkeit Sl  ■  CM,  welche  er  zur  Zeit  /  wirklich  besitzt,  hervor,  indem 
zu  dieser  die  Elementarbeschleunigung  der  Rotation  um  C  hinzutritt, 

dSl 

welche  ihrerseits  in  die  beiden  Componcnten,  die  tangentiale  CM  •  — -  dt 
und  die  centripetale  CM-Sl*dt  gespalten  werden  kann,  d.  h.  es  ist 

(Sl  +  dSl)  CM  =  Bes.  (Sl  •  CM,   CM    ~dt,  CM-  Sl*dt,   2>l  Vdt) . 

dt 

dSl 

Es  sind  daher  CM  •  —  dt,   CM   Sl2dt,   SlUdt  die  Componenten  der 

Elementarbeschleunigung  du  des  Punktes  M,  welche  in  Verbindung  mit 
dessen  Geschwindigkeit  Sl-CM  seine  Geschwindigkeit  (Sl  -f-  dSl)  CM" 
für  die  Zeit  t  -f-  dt  bilden.  Dividiren  wir  sie  6ämmtlich  mit  dem  Zeit- 
elemente dt,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  noch  r  für  CM  schreiben,  als 
Componenten  der  Beschleunigung  des  Punktes  M 

dSl 

r-  ,    Ä»r,  SIU. 

Man  kann  dies  Resultat  in  folgendem  Satze  aussprechen: 

Die  Beschleunigung  der  Punkte  eines  ebenen  Systems, 
welches  sich  in  seiner  Ebene  bewegt,  kann  in  jedem  Augen- 
blicke in  zwei  Componenten  zerlegt  werden,  nämlich  in  die  Be- 
schleunigung, welche  die  Punkte  der  Rotation  um  das  Mom en- 
tancontrum  allein  verdanken  und  welche  sie  besitzen  würden, 
wenn  dies  Centrum  nicht  wechselte,  und  eine  Beschleuni- 
gung, welche  von  der  Wechselgeschwindigkeit  des  Momen- 
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tancentrums  abhängt.   Die  erstore  Componente  kann  in  zwei 

dSl 

weitere  zerfällt  werden,  nämlich  in  eine  tangentiale  r  —  , 

dt 

senkrecht  zu  dem  von  dem  Momentancentrum  nach  dem 
Systempunkte  hinführenden  Radiusvector  r  und  eine  centri- 
petale&V,  welche  nach  dem  Momentancentrum  hin  gerichtet 
ist.  Die  von  der  Wechselgeschwindigkeit  U  des  Momentan- 
centrums herrührende  Beschleunigung  ist  für  alle  System- 
punkte von  derselben  Grösse,  Richtung  und  Sinn  und  hat 
den  Worth  SIU;  ihre  Richtung  und  ihr  Sinn  werden  erhal- 
ten, wenn  man  die  Wechselgeschwindigkeit  U  im  Sinne  der 
Winkelgeschwindigkeit  Sl  nur  \%  um  das  Momentancentrum 
umdreht;  sie  ist  parallel  der  Normalen  der  Curve  (C). 

§.  3.  Wir  wollen  jetzt  die  Componenten  der  Beschleunigung  eines 
Systempunktes  parallel  zwei  zu  einander  senkrechten  Richtungen  suchen 
(Fig.  132.).  Die  erste  derselben  sei  die  Richtung  der  Tangente  an  die 
Curve  der  Momentancentra  in  C,  positiv  im  Sinne  der  Geschwindigkeit  U} 

die  zweite  die  Richtung  der  Normalen  der- 
'  selben  Curve  in  C,  positiv  im  Sinne  der  ge- 

flPj  meinsamen  Beschlounigungscomponente  Sl  V 

Ijr  genommen  und  der  positive  Sinn  von  Sl  werde 

von  der  positiven  y-  zur  positiven  a:-Axc  ge- 
wendet angenommen.  Dann  sind  für  x  und  y 
als  Coordinaten  von  M  die   Rieh  tun  gscoei- 

dSl 


""7*," 


C  ~~ i  K  nusse  der  Tangentialcomponente  r    ~  gleich 

y,  —        mithin  ihre  Componenten  parallel  zur  x-  und  y-Axe  ^  y , 

—  ^  x.    Für  die  Richtungscosinusse  der  Normalcomponente  rSl2  erhält 

man  dagegen  ,  und  daher  werden  deren  Componenten  — Sl2x, 

r  r 

—  Sl7y.  Da  nun  SIU  selbst  die  Richtung  der  y-Axe  besitzt,  so  ergeben 
sich  für  die  Gesammtcomponenten  Xt  Y  der  Beschleunigung  von  M  parallel 
zur  Taugente  und  Normalen  der  Curve  (C): 

dSl 

Y  =  —  Sl7y   x  +  SIU. 

dt 

Alle  Tunkte  des  Systems,  deren  Beschleunigung  parallel  der  Nor- 
malen der  Curve  (C)  ist,  genügen  der  Bedingung  X  =  0  und  liegen 
mithin  auf  der  Geraden 
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welche  durch  das  Momentancentrum  geht  und  mit  der  Tangente  der 
Curve  (C)  einen  Winkel  a  bildet,  für  welchen 

Sl> 

dt 

Dieser  Winkel  ist  nach  §.  2.  gleich  dem  Winkel,  welchen  die  Beschleu- 
nigung eines  Systempunktes  hei  der  Rotation  des  Systems  mit  der  Tan- 
gente der  Bahn  bilden  würde,  wenn  das  Centrum  C  nicht  wechselte. 

Alle  Punkte  des  Systems,  deren  Beschleunigung  parallel  zur  Tan- 
gente der  Curve  {€)  ist ,  erfüllen  die  Bedingung  Y  =  0  und  liegen 
daher  auf  der  Geraden 

+  Wy  —  Sil}  =  0. 

dt 

Diese  Gerade  schneidet  auf  der  Tangente  und  Normalen  der  Curve 
(C),  von  C  an  gerechnet,  die  Strecken 

dsi   ~  ~dQr  '  Ii 

dt  dt 
(Fig.  133.)  ab  und  ist  von  C  una 
6  _  SIU  SI- 


CH = 


=  -j-  tya  und  CJ  = 


U 

si 


si  =  si  ' stn  a  entfernt- 


Fig.  133. 


Hieraus  ergibt  sich  sofort,  dass  die  zweite  Gerade  auf  der  ersten  senk- 
recht steht.  Uebrigens  folgt  dies  auch  aus  der  Natur  der  Gleichungen 
beider  Geraden.  Denn  die  Bedingung* 
des  Senkrechtstehens  zweier  Geraden 

Ax  +  By  -f  C  =  0 
und      a'x  +  B'y  +  C  =  0 

aufeinander,    nämlich   die  Gleichung 
AÄ  -f  BB'  =  0  ist  erfüllt,  da 

dSl 

-.  —  Sl\ 


A  =  B 

Die  Grösse 


SI 


dt 

ist  der  TU.  II, 


Cap.  III,  §.  8.  definirte  Radius  der  relativen  Krümmung  der  Curven 

(C)  und  (r),  den  wir  mit  f  bezeichnen  und  für  welchen  die  Gleichung 
besteht : 

III 
?  ~  9  <>" 

welche  man  behufs  der  Construction  auf  folgende  Weise  umschreiben  kann : 

*  99  i  91 

9  —  Q  9  —  9 
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Ist  ~  =  0,  also  Sl  zwei  Zeitelemente  hindurch  constant,  so  wird 

CA  =  oo  und  <J  =  4»  . 

§.  4.  Die  heiden  Geraden  des  vorigen  §.  schneiden  sich  in  einem 
Punkte,  dessen  Beschleunigung  gleich  Null  ist.  Derselbe  heisst  das 
Beschleunigungscentrum  des  Systems  und  existirt,  da  er  Schnitt- 
punkt zweier  zu  einander  rechtwinkliger  Geraden  ist,  in  jedem  Momente 
der  Bewegung,  wechselt  aber  von  Moment  zu  Moment.  Sind  xx ,  y, 
die  Coordinatcn  dieses  Punktes,  so  geniigen  dieselben  dem  System  der 
Gleichungen 

~^xx  +  Ä*y,  =  SIU, 
aus  welchen  für  sie  die  Werthe  folgen: 

si dSl  a«  dSl 

dt  dt  V        u  . 

xi  =   /  in~\  >  *  v  =  -/,n\2  •   o   =   o  sm  a  cos  a 

*+C?)"  *+(?) 

wie  sich  auch  aus  Figur  133.  unmittelbar  ergibt.  Das  Bescbleunigungs- 
centrum  kann  nur  dann  unbestimmt  werden,  wenn  ~  unbestimmt  wird, 

was  nur  für  besondere  Punkte  der  Curven  (C)  und  (1*)  eintreten  kann. 

Mit  Hülfe  der  Coordinaten  xt,  y,  des  Beschleunigungscentrums  G 
kann  man  die  Componenten  A,  Y  der  Beschleunigung  des  Systempunk- 
tes M  etwas  einfacher  darstellen.  Ziehen  wir  nämlich  von  den  allge- 
meinen Gleichungen  des  §.  8.  für  A",  Y  die  Gleichungen  für  y,  ab, 
so  folgt 

x  =  -  ä'(*  -  *,)  +  djt  (y  -  y,) 
r=_^  (y__yi)_^(a. 

oder  wenn  wir  den  Coordinatenursprung  in  das  Beschleunigungscentrum 
(.r,  y,)  verlegen  und  hierfür  x  —  xx  =  ij,  y  —  yt  ==  setzen 

r--a»,-^.i. 

Nun  sind  aber,  wenn  p  die  Länge  der  Strecke  bezeichnet,  welche  vom 
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t  ~ 

Besclilourii^ungscentrum  nach  dem  Punkte  M  hinführt.  —      ,  —  die 

P  V 

Richtungscosinusse  dieser  Linie  in  dem  Sinne  nach  dem  Beschleunigungs- 

V  £ 

centrum  hin  genommen  und  -  ,  —  ■  -  die  Richtungscosinusse  einer  auf 
dieser  Linie  senkrechten  Geraden,  deren  Sinn  mit  dem  Drehungs- 
sinne von  Sl  harmonirt.     Daher  sind  —  SV  £  =  SV  p  •  ( —      )  und 

/      „\  V  pJ 

—  SVq       SV  p  •  ( —     J  die  Componenten  einer  Beschleunigung  Sl2  p, 

\      p  / 

deren  Richtung  durch  das  Beschlounigungscentrum  geht  und  deren  Sinn 

nach  diesem  hin  gerichtet  ist;  ebenso  sind  ^  V  —  P  ^  '  (~0  un<* 

dt  dl      \p  / 

dSl  dSl  (  ä\ 

—  -  1  =  p  dt  y —  —J  die  Componenten  einer  anderen  Beschleuni- 

dSl  dSl 
gung  p    -  ,  welche  senkrecht  zu  der  Linie  p  ist  und  bei  positivem  -  - 

dem  Sinne  nach  mit  Sl  Ubereinstimmt.  Hierdurch  erhält  man  den  Satz : 
Für  die  Bewegung  eines  unveränderlichen  ebenen  Sy- 
stems in  seiner  Ebene  zerfällt  die  Beschleunigung  jedes 
Systempunktes  in  jedem  Zcitelemente  in  zwei  Componen- 
ten, von  denen  die  eine  nach  dem  Beschleunigungscentrum 

hin  gerichtet  ist,  während  die  andere  senkrecht  zu  der  Rieh- 

dSl 

tung  dieser  ist  und  bei  positivem  ^   dem  Sinne  nach  mit  Sl 

harmonirt.    Ist      der  Abstand  des  Systempunktes  vom  Be- 

schleunigungsccntrura,  so  ist  die  Grösse  der  ersteren  Com- 

dSl 

ponento  Sl2p>  die  der  letzteren  p       .    Die  Beschleunigung 

der  Systempunkte  ist  also  dieselbe,  als  ob  das  System  zur 
Zeit  /  statt  um  das  Momentancentrum,  um  das  Beschleuni- 
gungscentrum, aber  zwei  Zeitelemente  hindurch  rotirte. 

Der  Ort  aller  Punkte  des  Systems,  welche  dieselbe  Beschleunigung 
ß  besitzen,  ergibt  sich  aus  den  obigen  Gleichungen  zwischen  |  und  17, 
indem  man  X2  -f-  F2  =  ß2  setzt,  nämlich 


•S2  +  T 


Die  Punkte  gleicher  Beschleunigung  j3  liegen  also  auf  einem 
um  das  Beschleunigungscentrum  als  Mittelpunkt  beschrie- 
benen Kreise.  Der  Radius  dieses  Kreises  ergibt  sich,  in- 
dem man  die  Beschleunigung  ß  durch  die  Beschleunigung 

j/ Sl*  -f  in  der  Einheit  der  Entfernung  vom  Beschleu- 
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nigungscentrum  dividirt.  Dieser  Satz  folgt  auch  unmittelbar  daraus, 
dass  beide  Componenten  der  Beschleunigung,  also  auch  diese  selbst  p 
proportional  sind. 

Ist  die  Winkelgeschwindigkeit  Ä  des  Systems  constant,  so  fällt  das 
Beschleunigungscentrum  in  die  Normale  der  Curve  (C). 

§.  5.    Die  Gerade  CM,  welche  das  Momentancentrum  C  mit  dem 
..Systempunkte  M  verbindet,  ist  die  Normale  der  Bahn  des  letzteren  in  M\ 
indem  wir  die  Componenten  X,  ¥  auf  diese  Gerade  projiciren  und  ihre 
Projectionssumme  bilden ,  erhalten  wir  die  Normalbeschleunigung  <p„  des 
Punktes  M.    Nun  sind  die  Richtungscosinusse  von  CM  gegen  die  Axen 

des  x,  y  gleich  --,  y  und  folglich  wird 

r  r  rl  1  r 

oder       9m  =  —         _j_  au  sin  £> 

wenn  e  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  CM  mit  der  ar-Axe  bildet.  Die 
Normalbeschleunigung  wird  dabei  positiv  oder  negativ  gerechnet,  je 
nachdem  ihr  Sinn  mit  dem  Sinne  von  CM  übereinstimmt  oder  diesem 
entgegengesetzt  ist. 

Der  Ort  aller  Systempunkte,  für  welche  die  Normalbeschleunigung 
q>H  verschwindet,  hat  die  Gleichung 

a*(*»  4-     —  siuy  =  o, 

oder  u 

*2  +  y2  —     y  =  °- 

Dies  ist  aber  die  Gleichung  eines  Kreises  vom  Radius  ^  -  ,  welcher 

im  Punkte  C  die  a:-Axc  berührt.  Auf  ihm  liegt  das  Beschleunigungs- 
centrum, weil  für  dieses  die  totale  Beschleunigung,  mithin  auch  q>„  gleich 
Null  ist.    Man  hat  daher  den  Satz: 

Der  Ort  aller  Systempunkte,  deren  Normalbeschleuni- 
gung <pn  zur  Zeit  t  verschwindet,  ist  ein  Kreis,  welcher  die 
Curve  der  Mo  mentan  ce  nt  ra  im  Momentancentrum  C,  welches 
der  Zeit  /  entspricht,  berührt,  dessen  Radius  gleich  dem 
halben  Radius  der  relativen  Krümmung  der  aufeinander 
rollenden  Curvcn  (C)  und  (F)  ist  und  welcher  durch  das  Be- 
sch leunig  ungscentrumhindurchgeht. 

Die  Tangente  der  Bahn  des  Systempunktes  M  bildet  mit  den  Coor- 

dinatenaxen  Winkel,  deren  Cosinusse  sind  — .  —  -  ,  daher  wir  dessen 
Tangentialbeschleunigung 

Vl  =  x»  -  r  -*-  =  f  *-  +    -  a  v* 

r  r         dt        r-  r 

q>(  =  r  —  SIC  cos  £. 

al 
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Für  die  Systempunkte,  deren  Tangentialbeschleunigung  Null  ist, 
erhält  man 

(-  (x2  -f  y2)  —  Slüx  =  0,  d.  h.: 

Der  Ort  aller  Systempunkte,  deren  Tangentialbeschleu- 
nigung (pt  zur  Zeit  t  verschwindet,   ist  ein  Kreis,  dessen 
Mittelpunkt  auf  dor  Tangente  der  Curvc  der  Momentan- 
st/ 

centra  im  Abstände  ^         vom  Momentancentrum  liegt;  der- 

di 

selbe  enthält  auch  das  Beschleunigungscentrum. 

Die  beiden  hier  erwähnten  Kreise,  für  welche  resp.  q>„  und  rp,  ver- 
schwinden, wurden  zuerst  von  Bresse  gefunden  (Memoire  sur  un  theo- 
reme  nouveau  concernant  les  mouvements  plans  et  sur  Vapplication  de  In 
cine'matique  «  la  determination  des  rayons  de  cottrbure.  Journal  de  Veeob' 
polytechn.  T.  XX,  p.  104,  a.  tSö.'l).  Sie  schneiden  sich  beide  im  Be- 
schleunigungscentrum und  sind  über  den  Strecken  CH,  CJ  in  Fig.  1.'33. 
als  Durchmesser  beschrieben.     Die  Punkte  des  ersten  Kreises  haben 

nur  Tangentialbeschleunigung,  aber  keine  Normalbeschleunigung.  Da 

v2 

nun  die  letztere  —  zum  Ausdrucke  hat  und  v  nicht  Null  ist,  so  folgt, 

Q 

das s  für  diese  Punkte  der  Krümmungshalbmesser  ihror  Bahnen  zur  Zeit  / 
unendlich  gross  wird,  dass  sie  also  in  diesem  Momente  einen  Wende- 
punkt ihrer  Bahnen  «passiren.  Der  Punkt  /,  in  welchem  dio  Normale 
der  Curve  der  Momentancentra  den  Ort  der  Wendepunkte  des  Systems 
zur  Zeit  /  schneidet  und  welcher  dem  Momentancentrura  diametral  gegen- 
über liogt,  hat  eine  wichtige  Bedeutung  für  die  Bestimmung  des  Krüm- 
mungshalbmessers der  Bahnen  und  wird  der  Wendepol  des  Systems 
für  die  Zeit  i  genannt.  Der  Ort  der  Wendepunkte  ist  in  der  absoluten 
Ebene  wie  im  System  mit  der  Lage  des  Systems  veränderlich. 

Der  zweite  Kreis  enthält  alle  Punkte  des  Systems,  für  welche  zur 
Zeit  *  die  Tangentialbeschleunigung  Null  ist,  für  welche  also  dio  Ge- 
schwindigkeit zwei  Zeitelcmcntc  hindurch  constant  bleibt.  Im  Allgemei- 
nen erreichen  diese  Punkte  zur  Zeit  /  ein  Maximum  oder  Minimum  ihrer 
Geschwindigkeit. 

§.  6.  Durch  die  etwas  speciell  gewählte  Lage  des  Coordinatcn- 
systems  wurde  der  vorstehenden  Untersuchung  eine  gewisse  geometrische 
Durchsichtigkeit  bewahrt.  Indessen  ist  es  nicht  schwer,  diese  Betrach- 
tungen auch  in  allgemeinerer  Form  durchzuführen  und  das  Bedürfniss 
hierfür  stellt  sich  heraus,  wenn  es  sich  z.  B.  um  die  Aufsuchung  des 
Ortes  aller  Beschleunigungscentra  für  ein  bestimmtes  Bewegungsproblem 
oder  des  Ortes  aller  Systempunkte  handelt,  welche  nach  und  nach  mit 
dem  Beschleunigungscentrum  zusammenfallen  oder  wenn  man  die  Envc- 
loppe  aller  Wendekreise  untersuchen  wollte  u.  s.  w. 
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Nehmen  wir  in  der  absoluten  Ebene  ein  festes  Coordinatensystem 
der  ar,  y,  in  dem  beweglichen  System  ein  mit  diesem  bewegliches,  mit 
ihm  aber  fest  verbundenes  der  x\  y  an  und  bezeichnen  ausserdem  mit 
xl}  yx  die  Coordinaten  des  Ursprungs  des  letzteren  und  mit  «,  b;  a\  b' 
die  Richtungscosinusse  seiner  Axen  gegen  die  Axen  des  festen  Ooor- 
dinatensystems,  so  bestehen  für  den  Systempunkt  x\  y,  welcher  znr  Zeit  / 
die  absoluten  Coordinaten  .r,  y  hat,  die  Relationen: 

ax  -f-  a  y 
y  =  //,  -f-  bx'  -f-  b'y. 

Differentiiren  wir  dieselben  zweimal  mit  Kucksicht  darauf,  dass  x',  y  von 
der  Zeit  unabhängig  sind,  nach  /,  so  kommt 


dx 

dt  ~~ 

dt  "r 

,  da 
x  - 
dt 

,      ,  da 

+ »  ,,, 

<ly  _ 

dt 

dt  + 

.  db 

*Tt 

d'*x 
d(*  ^ 

di* 

.  d'a 
X  dt* 

(Py 

dt-  ~ 

dt*  + 

,d2b 
*  dl* 

+ '" </,.'  • 

Comp 

onenten 

der 

Geschwindigkeit 

schleunigung  des  Punktes  x\  y  parallel  den  absoluten  Axen  liefern. 

Für  die  Coordinaten  .r,',  »/,'  des  Beschleunigungscentrams  gelten, 

d7x  d7u 

weil  für  diesen  Punkt    ^  =  0,   ^2  =  O  sind,  die  Gleichungen 

tPxt  ,  d7a  ,  r/V 

0  -  ■/,'  +       +  »■ 


0  =  ■*»  +  *'  *'  + 

Indem  man  diese  Gleichungen  von  den  vorigen  abzieht,  eliminirt 
man  die  Componenten  der  Beschleunigung  des  beweglichen  Ursprungs 
und  erhalt  für  die  Componenten  der  Beschleunigung  eines  beliebigen 
Systempunktes  die  etwas  einfacheren  Formeln: 

it*x  ,  d2a  ,  ,  r/V 

(U:  =  (*     *,)  d(i  +  (y  -  y.) 

rfy      ,     ,  rfty      ,  </v 

=  (•«•  -     )       +  (//  -  y, ) 

Für  die  Punkte  a:',  y',  deren  Normalbeschleunigung  verschwindet, 
hat  man  wegen 
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(?)'+  & 


[(f)+(ig 

dx  dly  dy  dlx 
dt  dt-        dt  dl1 


die  Gleichung 


dy  d*x 

vl        dt  dt1  ~~  dl  jtt1 

'•  ~  [(ST+  CT 

dx  (Py        dy  d*x 

dt  dt2        dt   dt*   ~  ' 


dx    dPx    du  cPtj 
in  welcher  die  Differentialquotienten  ^ ,  ^  ,  ^  ,  ^  mit  Hülfe  der 

obigen  Formeln  dnrch  die  Grössen  x\  y  auszudrücken  sind. 

Für  die  Punkte  x\  y,  deren  Tangentialbeschleunigung  ^  ver- 
schwindet, ist 

dx  d*x        dy  (fy  __  . 
dt  dt*  ~f~  dt  dt2  ~~ 

in  derselben  Weise  zu  behandeln. 

Um  in  diesen  Gleichungen  die  beiden  Br esse' sehen  Kreise  wieder- 
zuerkennen, wollen  wir  die  Tangente  und  Normale  der  Curve  (C)  zu 
Axen  der  x,  y  und  die  mit  ihnen  zusammenfallenden  Geraden  des 
Systems  zu  Axen  der  x\  y  nehmen.  Es  ist  dann,  weil  im  Allgemeinen, 
wenn  a  den  Winkel  bedeutet,  den  die  Axe  des  x'  mit  der  Axe  des  x 
bildet 

(i  —      cosa  ,  =    -  sin  a  ■  Sl  ==■      bSl ,        =  —  u Sl2  —  b  - 

dt  dt  dt 

i/a  <//  <//*  ^  d/ 

w=  —  sma,  ^-  =~-<?o*«-Ä  =  —  «ii,   ^  =      bSl- —  «- 

im  vorligenden  Falle 

i>  <=  0  =  , .,  = 

da  __  ^  dt2  dt 

dl    ~  rf«'  _  rfV  </& 

"    =  0  *    =  -   Ä  dl*     =    "  !// 

fc*  -  1  ~        0  *6'  -  Ä« 

6  =  1  «//  -    0       "ctfT  -  -  Ä . 
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Ferner  sind 


■■  0,  ebenso         =  ''f1  =  0,  weil  der  Punkt 
'  dl  dl 

a,,  y,  im  Momeutancentrum  liegt  und  also  seine  Geschwindigkeit  Null 

d'lic 

ist,  ^  =  0,  weil  in  Folge  der  Rotation  um  das  folgende  Momentan - 
cent nun  derselbe  Punkt  keine  Beschleunigung  in  der  Richtung  der  x-Axe 
—  SIU.    Daher  wird 


erhält, 


dt      =      "  ^' 


,/2a 
dl1 
und  also 


dt 


Slx 


d& 


v 


d(^v!)  d 


d.r  d*y 
dt  dt1 

dlx 


dl 


dl  dt1 


+ 


dy  d2x 
dl  dl'1  ~ 
iy  d  !y 


dt  dt1 


dl1  1     dt  y 


(**  +  y"0  -|-  Ä*  <7y 


wodurch  sich  die  Gleichungen  der  Orte       =  0  und    -  =  0  ergeben  als 

D  o  dl  ° 

* 2  +  y"2  +  ^  y  =  <> 

wie  früher,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  wir  den  Sinn  von  Sl  und  damit 
die  Axo  des  y  im  entgegengesetzten  Sinne,  wie  früher,  gerechnet  haben. 

§.  7.  Die  vorstehenden  Lehren  vom  Beschleunigungscentrum,  dem 
Orto  der  Wendepunkte  und  dem  Wendepole  stehen  in  innigstem  Zu- 
sammenhange mit  der  Theorie   der  Krümmung  der  von  den  System- 

Fi*.  im.  punkten  beschriebenen 

Bahnen.  Wir  wollen  die 
Uauptsfttze  dieser  Theo- 
rie im  Zusammenhange 
synthetisch  entwickeln, 
wenn  auch  eines  der 
Resultate  bereits  Thl.  I, 
Cap.  III,  §.  14.  in  etwas 
anderer  Form  gefunden 
wurde. 

Es  sei  (Fig.  134.) 
C  das  der  Zeit  /  ent- 
sprechende Momentancentrum,  C  dasselbe  für  die  Zeit  /  -f-  dt  und  M  ein 
Systempunkt,  M'  seine  Lage  zur  Zeit  /  -f-  dt.    Dann  sind  MC\  M*C  die 
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Normalen  in  M}  M\  folglich  ihr  Schnittpunkt  K  der  Krümmungsmittel- 
punkt  und  MK  der  Krümmungshalbmesser  der  Bahn  für  den  Punkt  31. 
Die  Tangente  der  Curvc  (C)  theilt  die  Ebene  in  zwei  Felder;  ein  in 
dem  Sinne  CC  sehender  Punkt  hat  das  eine  von  ihnen  zur  Rechten, 
das  andere  zur  Linken.  Nehmen  wir  an,  der  Punkt  M  liege  in  dem 
linken  Felde  und  die  Rotation  dS  um  das  Momentancentrum  erfolge  im 
Sinne  der  Uhrzeigerbewegung;  die  anderen  Fälle  lassen  sich  durch  Sinn- 
und  Zeichenwechsel  leicht  auf  diesen  zurückführen.  Aus  dem  Dreiecke 
KCM\  dessen  Aussenwinkel  31  CM'  gleich  rfö,  dessen  "Winkel  K  der 
unendlich  kleine  Winkel  dx  der  beiden  Normalen  31 Ky  3f'K  oder  der 
Contingenzwinkel  ist  und  dessen  dritten  gleichfalls  unendlich  kleinen 
Winkel  CMC"  wir  mit  d(i  bezeichnen  wollen,  folgt  dann 

dx  =  d®  —  dp. 

Liegt  der  Punkt  31  in  dem  Felde  rechte,  so  wird  dt  =  dS  -f  dp,  so- 
dass man  allgemein  die  Formel 

dx  =  dS  -f  d(i 

gelten  lassen  kann,  wenn  man  nur  dp  als  negativ  in  dem  Felde  ansieht, 
welches  auf  derjenigen  Seite  von  CCf  liegt,  nach  welcher  hin  die  Rota- 
tion nicht  erfolgt.  Um  eine  Gerade  aus  der  Lage  CM  der  Normalen  in 
M  in  die  Lage  C'3t  der  Normalen  in  3f  überzuführen,  kann  man  sie 
zuerst  um  C  um  den  Winkel  d&  und  hierauf  um  3t  um  dp,  drehen.  Für 
die  Punkte  des  linken  Feldes  ist  die  Drehung  dp  der  Drehung  d&  ent- 
gegengesetzt, für  die  Punkte  des  rechten  Feldes  ist  sie  von  demselben 
Sinne.  Ist  also  der  Sinn  von  d@  als  positiv  angenommen,  so  ist  im 
ersten  Felde  dp  negativ,  im  zweiten  positiv.  Im  Feldo  der  negativen 
dp  allein  kann  dx  verschwinden.  Für  die  Punkte  3f,  für  welche  dies 
eintreten  soll,  muss  dp  =  d&  werden.  Sie  liegen  daher  auf  einem 
Kreise,  welcher  die  Curve  (0)  im  Momentancentrum  berührt  und  d&  als 
Peripheriewinkel  fasst.  Der  Radius  R  dieses  Kreises  ist  daher,  wenn 
CC  mit  da  bezeichnet  wird, 

R  =  *äe  =  *Ä  ' 

d.  h.  gleich  dem  halben  Radius  der  relativen  Krümmung.  Die  Punkte 
dieses  Kreises  besitzen  einen  unendlich  grossen  Krümmungshalbmesser. 
Für  alle  Punkte  ausserhalb  dieses  Kreises  auf  der  Seito  der  negativen 
dp  ist  dx  <  d&,  mithin  liegt  für  sie  der  Krümmungsmittelpunkt  auf  der 
Seite  von  CC,  nach  welcher  hin  die  Rotation  dS  erfolgt;  für  alle  Punkte 
innerhalb  des  Kreises  ist  dx  >  d&  und  liegt  folglich  der  Krüminuugs- 
mittelpunkt  auf  der  entgegengesetzten  Seite  von  C  C.  Ebendahin  fällt  er 
auch  für  alle  Punkte  M,  welche  dem  Feldo  der  positivon  dp  angehören. 
Daher  trennt  jener  Kreis  die  Punkte,  deren  Bahnen  Krümmungsmittcl- 
punkte  K  dieascits  der  Tangeute  der  Curve  (C)  besitzen  von  denen, 
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deren  Krümmungsmittelpunkt  jenseits  liegt;  für  Punkte  des  Kreises  selbst 
findet  die  Wendung  des  Krümmnngsmittelpunktes  durch  das  Unendliche 
statt.    Wir  haben  daher  den  Satz: 

Der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  für  welche  die  Krüm- 
mungshalbmesser ihrer  Bahnen  zugleich  unendlich  gross 
werden  und  welche  zugleich  Wendepunkte  ihrer  Bahnen 
passiren,  ist  ein  Kreis,  welcher  die  Curve  der  Momentan- 
centra  im  Momentancentrum  berührt  und  auf  die  Seite  der 
gemeinschaftlichen  Tangente  fällt,  nach  welcher  die  Rota- 
tion nicht  erfolgt.  Der  Durchmesser  dieses  Kreises  ist  gleich 
dem  Radius  der  relativen  Krümmung  der  Curven  (C)  und(r) 
und  wird  durch  das  Verhältniss  des  Bogenelementes  der 
Curve  (C)   zum  Winkel  dS   der  Elementarrotation   um  das 

Momcntanccntrum,  oder  also  auch  durch        d.  h.  durch  den 

Quotienten  der  Wechselgeschwindigkeit  des  Momentancen- 
trums durch  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systems  um 
dies  Centrum  angegeben.  Die  Bahnen  aller  Punkte,  welche 
im  Innern  dieses  Kreises,  sowie  der  Punkte,  welche  auf  der 
entgegengesetzten  Seite  der  Tangente  der  Curve  (C)  Ii egen, 
kehren  dem  Momentancentrum  ihre  coneave,  die  Bahnen 
aller  übrigen,  ausserhalb  des  Kreises  gelegenen  Punkte 
ihre  convexo  Seite  zu,  die  Punkte  des  Kreises  selbst  ver- 
halten sich  in  dieser  Hinsicht  indifferent. 

Der  erwähnte  Kreis  heisse  der  Ort  der  Wendepunkte  und  der 
Punkt  auf  ihm,  welcher  dem  Momentancentrum  diametral  gegenüber  liegt, 
der  Wendopol  des  Systems  für  die  dem  Momentancentrum  C  entspre- 
chende Lage  desselben.  Dem  Obigen  zufolge  liegt  dieser  Kreis  immer  auf 
derjenigen  Seite  der  Tangente  an  die  Curve  ((7),  nach  welcher  die  Ro- 
tation um  das  Moinentancentrum  nicht  erfolgt.  Liegen  daher  die  Cur- 
ven (C)  und  (r)  auf  entgegengesetzten  Seiten  dieser  Tangente,  so  findet 
er  sich  auf  der  Seite,  wo  (F)  liegt;  liegen  boido  auf  derselben  Seite 
der  Tangente  und  ist  der  Krümmungshalbmesser  q  von  (r)  kleiner  als 
der  Krümmungshalbmesser  p  von  (£),  so  liegt  er  gleichfalls  auf  dersel- 
ben Seito  mit  (.T);  ist  aber  q  >  p,  auf  der  entgegengesetzten.  Dies 
folgt  aus  dem  obigen  Satze  in  Verbindung  mit  Thl.  III,  Cap.  III,  §.  8. 

Es  seien  wieder  C,  (f  (Fig.  135.)  zwei  aufeinanderfolgende  Mo- 
mentancentra,  M  ein  beliebiger  Systempunkt,  jV  seine  folgende  Lage, 
K  der  Krümmungsmittelpunkt  für  M,  i  der  Winkel,  den  CM  mit  der 
gemeinschaftlichen  Normalen  der  Curven  (C),  (/*)  bildet,  J  der  Wendepol 
und  /'  seine  Projection  auf  CM,  CC'  =  da.    Man  hat  dann 

MC  -  dfi  ==  CM  •  rfp  =  da  •  cos  »,    CK  •  dt  =  da  cos  i. 
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Hieraus  folgt  dp 
die  Gleichung 


da 
CM 


cos  t,  dz 


da 


dx 


CK 
d&  —  dp 

da_ 
~  dS 


cos  i  und  wenn  man  dies  in 


1  +  * 
CM  ^ 


Fiff.  135. 


er     cm  ^ 


einsetzt  und  berücksichtigt,  dass 

2R 

ist,  so  ergibt  sich  die  Gleichung 

2  R  cos  i  ~  CM  +  CK  ' 

Es  ist  aber  2  R  cos  i  die  Projection  Cf  des  Durchmessers  des  Wende- 
kreises auf  die  Verbindungslinie  des  Sy- 
stempunktes M  mit  dem  Momentancen- 
trum.   Daher  ist 

J_ 
CK 

Drückt  man  hierin  alle  Längen  durch 
MC,  Mfy  MK  aus,  indem  man  setzt 
Cf  =  MC  —  Mf,  CK  =  MK  —  MC, 
so  geht  diese  Gleichung  über  in 

MC1  =  Mf-  MK. 

Dieselbe  Gleichung  erhält  man  auch  für  jjy  '  * 
den  Fall,  dass  dx  —  dB  -\-  dp  zu  Grunde 
gelegt  wird,  wenn  man  den  Zeichen- 
wechsel der  Liniendifferenzen  genau  verfolgt.  Es  ist  also  der  Ab- 
stand  des  Systempunktes  vom  Momentan centrum  das  geo- 
metrische Mittel  zwischen  den  Abständen  desselben  vom 
Krümmungsmittelpunkte  und  der  Projection  des  Wende- 
pols  auf  die  Normale  seiner  Bahn.  Nimmt  man  jenseits  M  den 
Punkt  Cx  symmetrisch  zu  C  an,  so  wird  die  Strecke  CC{  von  f  und  K 
harmonisch»  getheilt  und  ist  CC{  das  harmonische  Mittel  zu  Ctf  und  CXK. 
Man  kann  daher  den  vorstehenden  Satz  auch  so  fassen: 

Die  Projection  f  des  Wendepols  /  auf  die  Norraalo  der 
Bahn  eines  Systempunktes  M  und  der  Krümmungsmittcl - 
punkt  K  theilen  die  Strecke  zwischen  dem  Momentancen- 
trum C  und  dem  in  Bezug  auf  den  Systempunkt  zu  C  sym- 
metrischen Punkt  Cj  harmonisch. 

Derselbe  Satz  ergab  sich  bereits  auf  andere  Weise  in  Thl.  I,  Cap.  III, 
§.  11.  Der  Rollkreis  Abel  Trans on's  ist  ein  Kreis  von  doppelt  so 
grossem  Halbmesser,  als  der  Wendekreis. 

Nehmen  wir  auf  der  gemeinsamen  Normale  der  Carve  (C),  {V)  einen 
Punkt  A  beliebig  an  (Fig.  136.),  und  suchen  den  Krüramungsmittcl- 
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pnnkt  K  seiner  Bahn,  so  sind  die  vier  Pnnkte  6',  Cly  /,  K  harmonisch, 
wobei  A  in  der  Mitte  von  CCX  liegt.  Ziehen  wir  durch  C  irgend  eino 
Gerade  und  projiciren  die  fünf  Punkte  A%  C,  Cx ,  /,  K  auf  sie,  so  sind 
von  den  Projcctionen  A',  C,  C,',  J\  K'  gleichfalls  C,  Cp  A''  harmo- 
nisch und  Ä  in  der  Mitte  von  CC(.  Daher  ist  }f  der  Krümmungs- 
mittelpunkt der  Bahn  des  Punktes       d.  h.: 

Der  Kriimmungsmitt elpunkt  der  Bahn  eines  Systempunk - 
tos  ist  die  Projection   des  Krümmungsmittelpunktes  eines 
auf  der  gemeinschaftlichen  Normalen  der  Curven  (C),  (r) 
gelegenen  Punktes,  dessen  Projection  der  Systempunkt  ist. 
Oder,  weil  die  Punkte  Ä  alle  auf  einem  über  CA  und  die  Punkte 

K'  alle  auf  einem  über  CK  als  Durchmesser 
beschriebenen  Kreise  liegen : 

Die  Krümmungsmittelpunkte  aller 
Punkte  eines  die  Curve  {€)  im  Momen- 
tancentrum berühren  den  Kreises  lie- 
gen auf  einem  zweiten,  die  Curve  (C) 
gleichfalls  in  C  berührenden  Kreise. 
Die  Lage  und  Grösse  des  zweiten  Kreises 
ist  dadurch  bestimmt,  dass  er  den  Krüm- 
mungsmittelpunkt K  des  dem  Momentancen- 
trum auf  dem  ersten  Kreise  diametral  gegen- 
überliegenden Punktes  A  enthält. 

Man  sieht  leicht,  dass  der  Krümmungs- 
mittelpunkt der  Curve  {V)  eine  Bahn  be- 
schreibt, deren  Krümmungsmittelpunkt  in  den 
Krümraungsnüttelpunkt  der  Curve  {€)  der  Mo- 
mentancentra  fitllt.  Denn  dio  Normalen  in 
C,  C'  schuciden  sich  im  Krümmungsmittelpunkte  von  ((7);  die  Linie  des 
Systems  aber,  welche  nach  der  Elementarrotation  in  die  Normale  von  C 
eintritt,  ist  eine  unendlich  nahe  Nonnale  von  (.T),  welche  die  gemein- 
schaftliche Normale  in  C  im  Krümmungsmittelpunkte  von  (r)  schneidet. 
Dieser  Krümmungsmittclpunkt  beschreibt  daher  eine  Bahn,  für  welche 
dio  Normalen  in  C  und  C  gleichfalls  zwei  aufeinanderfolgende  Normalen 
sind,  für  welche  also  ihr  Durchschnitt  ebenfalls  der  Krümmungsmittel- 
punkt ist. 

§.  8.  Man,  kann  leicht  die  Krümmungs Verhältnisse  der  Curven 
ermitteln,  welche  Enveloppon  von  irgend  welchen  Curven  des  beweg- 
lichen Systems  sind.  Es  seien  (Fig.  137.)  c,  c  zwei  aufeinanderfolgende 
Lagen  einer  Curve  des  beweglichen  Systems.  Von  dem  Momentan- 
centrum C,  entsprechend  der  Lage  c,  fällen  wir  auf  c  dio  Normale  CM; 
eb  enso  von  dorn  folgenden  Moraontanccntrum  C  auf  c  die  Normale  C'M '. 
Die  Curve  c  berührt  dio  Euvoloppc  in  M  und  hat  mit  ihr  die  Normale  CM 
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gemein;  gleiches  gilt  von  c  in  Bezug  auf  M'.  Daher  sind  CM,  CAf 
zwei  aufeinanderfolgende  Normalen  der  Enveloppe  der  beweglichen  Curve 
und  mithin'  ist  deren  Schnittpunkt  K  ihr  Krüinmungsmittelpunkt  für  den 
Punkt  M.  Suchen  wir  nun  die  erste  Lage  der  Normalen  (?M'  auf,  so 
ist  sie  eine  Normale  von  c  in  einem  dem  r,?  m 

Punkte  M  unendlich  nahen  Punkte  m  und 
schneidet  daher  CM  in  dem  Krüimnungs- 
mittelpunkte  k  der  beweglichen  Curve  c  ent- 
sprechend dem  Punkte  M>  mit  welchem  sie  die 
Enveloppe  berührt.  Diese  Normale  mk  geht 
aber  durch  die  Elementarrotation  des  Systems 
in  die  Normale  C M*  über  und  dabei  -beschreibt 
der  Punkt  k  ein  Bogenelement  kk'  seiner 
Bahn.  Da  nun  die  Geraden,  welche  durch 
das  Momentancentrum  gehen,  Normalen  sind 
für  die  Bahnen  ihrer  sämmtlichen  Punkte,  so 
folgt,  dass  Ck,  C*k'  zwei  aufeinanderfolgende 
Normalen  der  Curve  sind,  welche  der  Krüm- 
mungsmittelpunkt der  beweglichen  Curve  be- 
schreibt und  da  sie  sich  in  dem  Punkte  K  schneiden,  so  ergibt  sich 
der  Satz:  % 

Der  Krümmungsmittel punkt  der  Enveloppe,  welche  von 
einer  Curve  des  beweglichen  Systems  erzeugt  wird  in  dem 
Punkte,  in  welchem  die  Curve  die  Enveloppe  berührt,  ist 
identisch  mit  dem  Kr üramungsmittelpunkte  der  Bahn,  welch o 
der  Krümmungsmittelpunkt  der  beweglichen  Curve  selbst 
bei  der  Bewegung  des  Systems  beschreibt. 

Durch  dieson  Satz  kann  also  die  Untersuchung  der  Krümmung  der 
Enveloppen  auf  die  Untersuchung  der  Krümmung  der  Punktcurven 
zurückgeführt  werden. 

Wenden  wir  den  eben  entwickelten  Satz  auf  die  Enveloppe  einer 
Geraden  an.  Der  Krümmungsmittelpunkt  der  Geraden  beschreibt  eine 
unendlich  ferne  Curve;  der  Punkt  Clt  welcher  in  Bezug  auf  ihn  mit  C 
auf  der  Normalen  symmetrisch  liegt,  ist  daher  gleichfalls  unendlich  fern, 
C  und  Cx  müssen  aber  die  Entfernung  fK  harmonisch  theilen,  daher 
muss  C  in  der  Mitte  von  J'K  liegen.  Daher  liegt  der  Krümmungsmittel- 
punkt  K  jener  unendlich  fernen  Curve  und  damit  auch  der  Krüinmungs- 
mittelpunkt  der  Enveloppe  der  Geraden  für  den  Punkt,  in  welchem  sie 
diese  letztere  berührt,  auf  einem  zu  dem  Wendekreise  gegen  die  Tan- 
gente der  Curve  (C)  symmetrisch  liegenden  Kreise.  Da  dasselbe  von 
allen  Enveloppen  sHinmtlicher  Geraden  des  Systems  gilt,  so  haben  wir 
den  Satz: 

Die  Krtimmungsmittelpunkte  der  Enveloppen,  welche 
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dio  Geraden  eines  beweglichen  Systems  erzeugen,  liegen 
für  eine  gegebene  Lage  des  Systems  sä  mm  tlicb  auf  einem 
Kreise,  welcher  die  Curvc  der  Momentancentra  in  dem  der 
betreffenden  Lage  des  Systems  entsprechenden  Momentan- 
centrum berührt  und  mit  dem  Wendekreise  dieser  Lage  von 
gleicher  Grösse  ist,  aber  mit  ihm  auf  entgegengesetzten 
Seiten  der  Tangente  der  Curve  der  Momentancentra  liegt. 

Man  erkennt  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  auch  direct,  wenn  man 
bedenkt,  dass  die  Normalen,  welche  man  von  C  und  C  auf  die  beiden 
aufeinanderfolgenden  Lagen  der  beweglichen  Geraden  fällt,  mit  einander 
den  Winkel  d&  der  Elementarrotation  des  Systems  bilden  und  dass 
dieser  für  alle  Geraden  desselben  derselbe  ist,  woraus  folgt,  dass  die 
Schnittpunkte  der  verschiedenen  Normalenpaare,  welche  verschiedenen 
Geraden  entsprechen,  auf  einem  Kreise  liegen  müssen,  welcher  den 
Winkel  dB  als  Peripheriewinkel  fasst.  Die  nämliche  Eigenschaft  hat 
aber  der  Wendekreis  u.  s.  w. 

§.  9.    Auf  die  Betrachtungen  der  beiden  vorigen  §§.  gründet  sich 
folgende  (Fig.  138.)  einfache  und  elegante  Construction  der  Krümmungs- 
halbmesser der  Curven,  welche  von  den  Punkten  des  beweglichen  Systems 
Fig.  i3*.  beschrieben  und  mithin  auch  der  Euvoloppcn, 

welche  vou  den  Curven  desselben  erzeugt  werden. 
Diese  Construction  setzt  nichts  voraus,  als  die 
Kenntniss  des  Momentancentruras  C  und  des 
Wendcpols  J* 

Trägt  man  auf  der  gemeinschaft- 
lichen Normalen  der  Curven  (C),  (/*)  dio 
Strecke  6'/,  welche  das  Momentancen- 
trum mit  dem  Wendepole  verbindet,  in 
dem  Sinne  CJ  als  JJl  nochmals  auf,  ver- 
bindet den  Systempunkt  M  mit  dem 
Wcndepolc  und  zieht  durch  /,  mit  MJ  eine  Parallele,  so 
wird  letztere  von  der  Geraden  welche   den  Wendepol 

auf  die  Verbindungslinie  des  Momentancentrums  mit  dem 
Systompunkte  projicirt,  in  einem  Punkte  G  getroffen,  durch 
welchen  zur  gemeinsamen  Normalen  eine  Parallele  zu  legen 
ist,  um  auf  CM  den  gesuchten  Krümmungsmittelpunkt  K  der 
Bahn  des  Systempunktes  für  die  Lage  M  zu  erhalten. 

Da  nämlich  /  in  der  Mitte  von  CJX  liegt,  so  sind  C,  /,  das  eine,  J  und 
der  unendlich  ferne  Punkt  der  gemeinschaftlichen  Normalen  von  (C)  und 
(r)  das  andere  Paar  von  vier  harmonischen  Punkten,  daher  sind  G  C\  GJX 
das  eine  und  GJy  GK  das  andere  Paar  von  vier  harmonischen  Straten. 
Ist  also  C\  der  Schnittpunkt  von  GJt  mit  ('.V,  so  sind  C,  (\  das  eine  und 
/,  A'  das  andere  Paar  von  vier  harmonischen  Punkten  und  zwar  liegt 


Digitized  by  Google 


Vf.  Gnp.  Synthetische  Theorie  der  Krümmung  der  Bahnen.  395 


wegen  JC  =  der  Punkt  M  in  der  Mitte  zwischen  C  und  Mv  Die 
Construction  erfüllt  also  die  Bedingungen  des  §.  7.  und  da  zu  C,  C',  /, 
bei  der  bestimmt  gegebenen  Zuordnung  der  Punkte  nur  ein  vierter  har- 
monischer Punkt  K  möglich  ist,  so  muss  dieser  der  gesuchte  Krümmungs- 
mittelpunkt  sein.  - —  Die  Bestimmung  des  Krümmungsmittelpunktes  der 
Enveloppen  erledigt  sich  nach  §.  8.  gleichfalls  durch  dMese  Construction. 

Man  kann  diese  Construction  übrigens  noch  ein  wenig  vereinfachen. 
Die  Gerade  JM  schneidet  nämlich  OK  in  einem  Punkte  L,  so  dass 
ALCJ  y>  A  CJJ,,  also  LC  parallel  GJ,  d.  h.  senkrecht  zur  Normalen 
CM  ist.  Es  gentigt  nun,  L  zu  finden  und  durch  diesen  Punkt  die  Linie 
LK  parallel  CJ  zu  ziehen,  d.  h.: 

Verbindet  man  den  Systempunkt  M  mit  dem  Wendepol  J 
und  errichtet  in  dem  Momentancentrum  C  auf  die  Normale 
CM  ein  Perpendikel,  so  bestimmt  eine  zur  gemeinschaft- 
lichen Normale  der  Cnrven  (C)  und  (T)  durch  den  Schnitt- 
punkt L  dieser  beiden  Geraden  geführte  Parallele  auf  CM  den 
Krümmungsmittelpunkt  K. 

Je  nach  der  Beschaffenheit  der  Bedingungen,  welche  die  Bewegung 
des  Systems  bestimmen,  ergibt  sich  der  Wendepol  auf  eine  mehr  oder 
weniger  einfache  Weise.  Sind  die  beiden  Curven  (6'),  (r)  gegeben, 
welche  aufeinander  rollen,  so  findet  sich  der  Durchmesser  des  Wende- 
kreises und  damit  der  Wendepol  aus  den  Krümmungsradien  beider  Cur- 
ven nach  Thl.  II,  Cap.  III,  §.  8.  Sind  die  Bahnen  zweier  System- 
punkte  A,  B  gegeben,  so  erhält  man  zunächst  das  Momentancentrum  C 
für  die  fragliche  Lage  des  Systems  durch  den  Durchschnitt  der  Nor- 
malen dieser  Curven  in  A  und  B  und  hat  auf  ihnen  die  Krümmungs- 
mittelpunkte Kx,  K.2  für  diese  Curven  zu  bestimmen.  Indem  man  hierauf 
auf  diesen  Normalen  die  Punkte  Ax,  B{  in  den  Richtungen  CA,  CB  so 
annimmt,  dass  AA{  =  AC,  B  /?,  =  B  C  wird,  liefern  die  vierten  har- 
monischen Punkte  zu  C,  A] ;  A',  und  C,  B{ ;  K.,  die  Punkte 
welche  die  Projectionen  des  Wendcpoles  auf  die  Linien  CA,  CB  sind. 
Errichtet  man  also  in  J./  auf  CA,  CB  Normalen,  so  ist  ihr  Durch- 
schnitt der  gesuchte  Wendepol  J  des  Systems. 

Folgende  Specialsätze  fuhren  oft  leicht  zur  Bestimmung  des 
Wendepols. 

Wenn  ein  Punkt  des  Systems  eine  Gerade  beschreibt, 
so  geht  diese  durch  den  Wcndcpol.  Fällt  man  nämlich  vom 
Momentancentrum  C  die  Normale  auf  die  Gerade,  so  bestimmt  ihr  Fus^ 
punkt  die  Lage  M  des  beschreibenden  Punktes  für  die  durch  das  Mo- 
mentancentrum charakterisirtc  Lage  des  Systems.  Verlängert  man  CM 
um  MCX  =  CM,  so  müssen  der  Krtimmungsmittelpunkt  und  der  Punkt  ./' 
der  Projection  des  Wendepols  auf  die  Normale  CM  die  Strecke  Ct\ 
harmonisch  theilen.    Da  aber  der  Krümmungsmittelpunkt  der  Geraden 


Digitized  by  Google 


396 


Synthetische  Theorie  der  Krümmung  der  Bahnen. 


VI.  Cap. 


im  Unendlichen  liegt,  so  fällt  f  mit  der  Mitte  M  von  CCl  zusammen. 
Die  Gerade,  welche  M  beschreibt,  ist  also  selbst  die  Linie,  welche  den 
Wendepol  auf  die  Normale  CM  projicirt. 

Wenn  eine  Curve  des  beweglichen  Systems  fortwährend 
eine  feste  Curve  berührt,  so  dass  also  die  gemeinschaftliche 
Normale  beidpr  das  Momentancentrum  C  enthält,  und  man 
bestimmt  auf  dieser  Normalen  den  Punkt  A',',  so,  dass  der 
Abstand  K'K{  dieses  Punktes  vom  Krümmungsmittelpunkte 
K'  der  beweglichen  Curve  gleich  dem  Abstände  CK'  des  Mo- 
mentancentrums von  K*  wird,  so  ist  der  vierte  harmonische 
Punkt  J*  zu  6',  K(  und  dem  Krümmungsmittelpunkte  K  der 
festen  Curve  die  Projection  des  Wendepolos  auf  die  gemein- 
same Normale.  Dies  folgt  daraus,  dass  der  Krümmungsmittelpunkt 
K  zusammenfällt  mit  dem  Krümmungsmittelpunkte  der  Bahn,  welche  Ä*,' 
beschreibt,  indem  die  feste  Curve  die  Enveloppe  des  beweglichen  ist. 

Als  Specialitäten  dieses  Satzes  ergeben  sich  folgende: 

Wenn  eine  Gerade  fortwährend  eine  feste  Curve  be- 
rührt, so  liegt  C  in  der  Mitte  zwischen  K  und  J'.  Denn  Kt' 
und  C  theilen  Kf  harmonisch,  aber  K(  liegt  im  Unendlichen. 

Wenn  eine  Curve  des  Systems  fortwährend  eine  feste 
Gerade  berührt,  so  fällt  f  in  den  Krümmungsmittelpunkt  K' 
der  Curve.  Denn  K  liegt  im  Unendlichen,  also  /  in  der  Mitte  zwi- 
schen C  und  Kx\  d.  h.  in  K '. 

Wenn  die  feste  Curve  sich  atif  einen  Punkt  reducirt, 
also  eine  Curvo  des  Systems  fortwährend  durch  einen  festen 
Punkt  geht,  so  ist  /  vierter  harmonischer  Punkt  zum  festen 
Punkte,  dem  Momentancentrum  und  zu  Kx\  Denn  K  fällt  in 
den  festen  Punkt. 

Wenn  eine  Gerade  fortwährend  durch  einen  festen  Punkt 
geht,  so  liegt  das  Momentancentrum  in  der  Mitte  zwischen 
/  und  dem  festen  Punkte. 

§.  10.  Als  Beispiele  zu  deu  Methoden  der  vorstehenden  §§.  7—9  dienen 
folgende. 

1.  Krümmungsmittelp unkt  der  Ellipsen,  wolchc  die  Systempu n ktc 
bei  der  elliptischen  Hypocyclo'idenbewegung  (S.  30)  beschreiben.  Da 
die  beiden  Punkte  A  und  B  zwei  gerade  Linien  beschreiben  (Fig.  139.),  so  geht 
jede  dieser  Geraden  durch  den  Wendepol ;  dieser  ist  also  ihr  Schnittpunkt  0.  Das 
Perpendikel  auf  die  Verbindungslinie  des  8ystempunktes  M  mit  dem  Moraentan- 
centrum  C,  in  C  errichtet,  trifft  OM  in  L\  eine  Parallele  durch  L  mit  OC  liefert 
den  Krümmungsmitte]  punkt  K. 

2.  Krümmungsmittclpunkt  der  Curvcn  der  Conchoidcnbe wegung 
(S.  17).  Da  der  Punkt  Ii  eine  Gerade  boschreibt,  so  geht  diese  durch  J  und  liegt 
//  nuf  dem  Wendekreise.  Da  die  Gerade  OH  sich  um  den  festen  Punkt  0  dreht, 
so  liegt  das  Momentancentrum  C  auf  OC  in  der  Mitte  zwischen  0  und  dem 
Punkte  J'i  letzterer  liegt  also  gleichfalls  auf  dem  Wendekreise .    Ausserdem  geht 
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dieser  Kreis  durch  C,  er  kann  mithin  mit  Hülfe  diesor  drei  Pnnkto  coustruirt 
werden.    Die  feste  Leitlinie  g  bestimmt  auf  ihm  den  Wendepol  u.  s.  w. 

3.  Krümmungsmittelpunkt  der  Curven  der  S  chl  c  i  f  onb  e  wegung 
(S.  42).  Zwei  Punkte  Ay  H  des  Systems  beschreiben  Kreise,  man  suche  also  auf 
den  Normalen  dieser  Kroise  die  Punkte  f  und  errichte  in  ihnen  Perpendikel  auf 

so  schneiden  sich  dieselben  im  Wendepole  u.  s.  w. 

4.  Krümmungsmittelpunkte  der  Cycloidcn.     Der  Mittelpunkt  des 


sie, 


Fi*.  13». 


rollenden  Kreises  beschreibt  eine  Gerade  pa- 
rallel der  Basis  der  Cycloide,  mithin  geht 
diese  durch  den  Wendepol  und  da  dor  Be- 
rührungspunkt des  rollenden  Kreises  mit  der 
Basis  des  Momentancentrums  C  ist  und  dor 
Wendepol  in  der  gemeinschaftlichen  Normale 
beider  Linien  liegt,  so  fällt  er  mit  dem  Mittel- 
punkte des  rollenden  Kreises  selbst  zusam- 
men. Ein  Perpendikel  vom  Wendepole  auf 
die  Normale  des  beschreibenden  Punktes  M 
liefert  J'  und  indem  man  zu  C  den  Punkt  Ct  / 
bestimmt  und  die  vier  harmonischen  Punkte  ( 
C,,  C;  /,  K  näher  untorsnclit,  für  welche 
J'C\  :  JC=  3  :  1  ist,  so  folgt,  dass  CA  =  CM 
sein  muss,  wie  bekannt.  Der  Wendekreis  behält  während  der  ganzen  Bewegung 
des  Systems  dieselbe  Grosse  und  relative  Lage  gegen  die  Basis.  Von  allen  Cy- 
clo'iden,  welche  dio  verschiedenen  Punkte  des  Systems  beschreiben,  haben  nur 
diejenigen  Wendepunkte,  welche  von  Punkten  auf  seinem  Umfange  beschrieben 
werden. 

§.  11.  Wir  wollen  noch  die  Beziehungen  der  Geschwindigkeiten 
der  Systempunkte  zu  dem  Wendepole  entwickeln.  Es  ist  bekanntlich 
die  Geschwindigkeit  v  des  Punktes  M 

v  =  a  •  um. 


Nun  war  für  den  Radius  R  des  "Wendekreises  2  R  — 


U 


daher  wird 


v 


ü 

2R 


UM, 


d.  h.:  Die  Geschwindigkeit  eines  Systempunktes  M  ist  die 
vierte  Proportionale  zu  seiner  Entfernung  vom  Momentan- 
centrum, dem  Durchmesser  dos  Wendekreises  und  der 
Wechselgeschwindigkeit  des  Momentancentrums. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Geschwindigkeit  des  Wendepols 
gleich  der  Wechselgeschwindigkcit  U  ist.  Man  hat  ferner  für 
einen  beliebigen  Punkt  des  Wendekreises  UM  =  2  R  cos  i,  mithin 

v  =  U  •  cos  i. 

Für  den  Punkt  T,  welcher  mit  dem  Momentancentrum  U  zu- 
sammenfällt, hat  die  Geschwindigkeit  die  Richtung  dieser 
Normalen  und  ist  wegen  %  =  0  die  Grösse  derselben  v  =  U, 
also  ebenfalls  gleich  der  Wcchselgoschwi nd igkeit  des  Mo- 

 * 

mentancentrums.   Für  die  übrigen  Punkte  des  Wendekreises 
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ist  sie  die  Projcction  der  Wechselgeschwindigkeit  des  Mo- 
nientancentrums  auf  die  Tangente  ihrer  Bahnen. 

§.  12.  Das  Beschleunigungscentruin  wechselt  im  Allgemeinen  von 
Moment  zu  Moment  und  zwar  sowohl  in  der  festen  Ebene,  als  auch  im 
System,  sodass  jeden  Augenblick  ein  anderer  Systempunkt  in  dasselbe 
eintritt  uud  immer  an  einer  anderen  Stelle.  Die  Orte  der  Beschleuni- 
gungscentra  bildet  in  der  festen  Ebene  eine  Curve,  die  Punkte  des 
Systems,  welche  in  sie  eintreten,  eine  andere  Curve  im  System;  beide 
stehen  aber  nicht  in  einer  ähnlichen  Beziehung  zu  einander,  wie  die 
Curven  (6*)  und  (/*);  im  Allgemeinen  berühren  sie  einander  nicht. 

Kür  U  =  0  fällt  das  Beschleunigungscentruin  mit  dem  Momentan- 
centrum zusammen,  wie  man  aus  dem  Abstände 

d  —  iV  V 

V»+ (£)'"* 

ersieht,  wie  aber  auch  daraus  erhellt,  dass  in  diesem  Falle  das  Momen- 
tanceutrum  nicht  wechselt,  also  zwei  Zeitelemente  hindurch  die  Bewe- 
gung des  Systems  eine  Rotation  um  dasselbe  Centrum  ist  und  mithin 
die  Beschleunigung  die  dieser  Kotation  entsprechende  ist. 

Für  £1  =  0  findet  dasselbe  statt,  nur  kann  in  diesem  Falle  blos 
von  einer  Grenzlage,  des  Momentancentruins  die  Rede  sein. 

Rückt  das  Beschleunigungscentrum  ins  Unendliche,  so  werden  die 
Beschleunigungen  aller  Systempunkte  gleich  und  parallel.  Man  kann 
die  Beschleunigung  in  diesem  Falle  eine  Translationsbeschleuni- 
gung nennen,  darf  daraus  aber  nicht  etwa  auf  eine  Translationsbewe- 
gung schliessen,  denn  diese  hängt  von  der  Gleichheit  und  dem  Paralle- 
lismus der  Geschwindigkeiten  ab.  Im  Gegensatze  hierzu  dürfte  es  nicht 
unzweckmässig  sein,  die  Beschleunigung  des  Systems  bei  einem  Beschleu- 
nigungscentrum  in  endlicher  Entfernung  eine  Rotationsbeschleuni- 
gung um  dies  Centrum  zu  nennen. 

§.  l.'i.  Die.  Geschwindigkeiten  zweier  Systempunkte  genügten, 
(Thl.  II,  Cap.  III,  §.  7.),  um  den  Geschwindigkeitszustand  des  Systems 
für  eine,  bestimmte  Zeit  /  zu  charakterisiren.  Die  bekannte  Lage  und 
die  Richtung  der  beiden  Geschwindigkeiten  gah  das  Momentancentrum, 
die  Grösse  der  Geschwindigkeit  des  einen  der  beiden  Punkte  allein 
reichte  sodann  hin,  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systems  um  das  Mo- 
mentancentrum  und  damit  die  Geschwindigkeiten  aller  Systempunktc  zu 
bestimmen.  In  ähnlicher  Weise  können  die  Beschleunigungen  <p„>  qt>* 
zweier  Punkte  A  und  B  benutzt  werden,  um  den  Beschleunigungszustand 
durch  sie  zu  definiren. 

Tst  nämlich  G  das  zu  suchende  Beschleunigungscentruin,  so  müssen 
die  Beschleunigungen  tp,n  (p,,  den  Entfernungen  GA,  GB  proportional  sein. 
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Daher  liegt  G  auf  dem  geometrischen  Orte  aller  Punkte  G  der  Ebene, 
Tür  welche  das  Verhältnis  ihrer  Abstände  von  A  und  B  constant  und 
gleich  <pa  '.  <pij  =  X  ist,  d.  h.  auf  einem  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  auf 
der  Richtung  AB  liegt  und  welcher  Kreis  die  Strecke  AB  nach  dem 
Verhältnisse  X  harmonisch  theilt.  Ferner  bilden  aber  die  Beschleuni- 
gungen aller  Systempunkte  mit  den  Verbindungslinien  von  ihnen  und 
dem  Beschleunigiingsceutrum  gleiche  Winkel,  deren  Tangente  durch 
dSl 

-  :  Sl'  angegeben  wird.    Daher  muss  das  Beschlcunigungscentrum  auch 

auf  einem  durch  Ay  B  und  den  Schnittpunkt  von  tp(t1  <jp&  gehenden  Kreise 
liegen,  denn  dieser  ist  der,  Ort  aller  Punkte  G,  für  welche  GA  mit  <p„, 
und  GB  mit  cpb  gleiche  Winkel  bilden.  Das  Beschleunigungscentrum 
muss  also  da  liegen,  wo  beide  Kreise  sich  schneiden.  Von  den  beiden 
Schnittpunkten  dieser  Kreise  kann  aber  nur  einer  das  gesuchte  Centrum 
sein.  Die  Entscheidung  hierüber  gibt  der  Umstand,  dass  die  Compo- 
nenten  von  qp„  und  <pi,,  welche  in  die  Linien  GA,  GB  fallen,  nach  G 
hin  gerichtet  sein  müssen.  Sobald  auf  diese  Weise  das  Beschleunigungs- 
centrum gefunden  ist,  genügt  die  Beschleunigung  eines  Punktes,  um 
alle  weiteren  Fragen  zu  erledigen.  Aus  den  Geschwindigkeiten  von 
A  und  B  kann  das  Momentancentrum  C  und  die  Winkelgeschwindigkeit 
Sl  als  gefunden  erachtet  werden.  Daher  hat  man  mit  Rücksicht  auf  §.  2. 
zwischen  der  Entfernung  GC  und  GA  die  Relation 

aus  welcher  U  seiner  Grosse  nach  erhalten  wird.  Zerlegt  man  ferner  (pa 
nach  der  Richtung  GA  und  senkrecht  dazu,  so  erhält  man,  wenn  jti  den 
Winkel  bedeutet,  den  <p„  mit  der  letzteren  Richtung,  im  Sinne  von  Sl 
genommen  bildet, 

dSl 

tpa  •  cos  fi  =        •  G  A,        <p(,  •  sin  fi  =  Sl-  ■  GA  \ 

die  erstere  dieser  Gleichungen  liefert  Tragt  man  nun  auf  AC  und 

dSl 

der  dazu  senkrechten  Richtung  Sl- •  AC  und   ^  •  AC  auf,  letztere  Com- 

ponente  im  Sinne  von  51,  erstere  im  Sinne  von  A  nach  C  und  sucht  zu 
diesen  beiden  die  dritte  Componente,  welche  mit  ihnen  zusammen  der 
Beschleunigung  rpa  äquivalent  sind,  so  ist  diese  gleich  SIU,  nämlich  gleich 
der  gemeinschaftlichen  Beschleunigungscomponente  aller  Systempunkte. 
Ihre  Richtung  gibt  die  Normale  der  Curve  (C), 

Aus  diesen  Entwickclungcn  erhellt,  dass  zur  Bestimmung  des  Be- 
schleunigung8centrums  die  Beschleunigungen  zweier  Punkte,  zur  Bestim- 
mung der  Grösse  der  Beschleunigung  aller  Systempunkte  und  der  Nor- 
malen an  die  Curve  {C)  nur  die  eines  einzigen  Punktes  erforderlich  ist. 
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§.  13.  Wenn  die  Bewegung  eines  ebeneti  Systems  aus  mehreren 
anderen  Bewegungen  rcsultirt,  so  kann  man  für  jeden  Augenblick  das 
Momentancentrum  und  seine  Winkelgeschwindigkeit  aus  den  Momentan- 
centris  und  Winkelgeschwindigkeiten  der  einzelnen  Bewegungen  nach 
Thl.  II,  Cap.  III,  §§.  5,  G.  ermitteln.  Ebenso  kann  man  auch  das  Be- 
schlcuniguugscentrum  und  die  Rotationsbeschleunigung  um  dasselbe  für 
die  zusammengesetzte  Bewegung  aus  den  entsprechenden  Elementen  der 
Componenten  bilden.  Hierauf  kann  man  die  Theorie  der  Aequivalonz 
der  Beschleunigungen  ebener  Systeme  begründen,  ähnlich  wie  wir  dies 
Thl.  II,  Cap.  III  für  die  Aequivalenz  der  Geschwindigkeiten  gethan 
haben.  Dabei  wird  die  Beschleunigung  der  Bewegung  eines  Systems 
als  bekannt  angesehen,  sobald  das  Beschleunigungscentrum  und  die  Com- 
ponenten        ^  der  Beschleunigung  eines  Punktes  in  der  Einheit  der 

Entfernung  von  diesem  Centruin  ermittelt  sind.  Das  Mittel,  diese  Betrach- 
tung durchzuführen,  besteht  in  folgendem.  Sind  z.  B.  die  Beschleunigungen 
zweier  Bewegungen  zusammenzusetzen,  so  wähle  man  irgend  zwei  Punkte 
A  und  B  des  beweglichen  Systems,  welches  beide  Bewegungen  besitzt  und 
setze  ihre  aus  beiden  Bewegungen  stammenden  Beschleunigungen  zu 
ihren  Gesammtbeschleunigungen  g>„,  <pb  zusammen;  hierauf  bestimme 
man  aus  diesen  das  Beschleuuigungscentrum  und  die  Beschleunigungs- 
componenten  in  der  Einheit  der  Entfernung  um  dasselbe  nach  den  Con- 
strnetionen  des  vorigen  §.  Sollen  z.  B.  zwei  Rotationsbeschleunigungen 
um  zwei  Beschleunigungscentra  G,  G'  zusammengesetzt  werden,  so  wird 
man  zu  Ay  B  diese  Centra  selbst  wählen;  jedes  von  ihnen  besitzt  Mos 
von  Seiten  des  anderen  eine  Beschleunigung.  Das  rcsultirende  Be- 
schleunigungscentrum fällt  nicht  in  die  Gerade  G'G". 

§.  14.  Alle  in  diesem  Capitel  entwickelten  Lehren  gelten  auch 
für  die  Bewegung  eines  Systems,  welches  sich  einer  Ebene  parallel 
bewegt;  statt  „Bcschlcunigungscentrum"  hat  man  nur  „Beschleunigungs- 
axe"  zu  setzen;  sie  ist  eine  Axe  senkrecht  zur  Ebene,  mit  welcher 
parallel  das  System  sich  bewegt. 

An  Literatur  zu  den  in  diesem  Capitel  entwickelten  Theorieen  füh- 
ren wir  ausser  der  oben  bereits  citirten  Abhandlung  von  Bressc  noch  an: 

Cholini:    Dei  moti  geometrici  e  loro  lefftji  nello  spostamento  di  una  figura  di  forma 
invariabile.    Memoire  de  Vaccademia  di  Bologna.    Ser.  II,  Fol  1,  p.  66  (1S62). 

Gilbert:   Recherche»  sur  les  propriitis  geometriques  des  mouvements  plans.  Memoire» 
couronnis  de  l'acaddmie  de  Bruxelles.    T.  XXX,  p.  1  (1S6I). 

Kesal:    Memoire  sur  les  propriete"»  geometriques  du  mouoement  le  plus  gencral  d'un 
corps  solide.    Journ.  de  l'ecole  polytechn.   T.  XXI,  p.  227,  ».  oder:  Traite 

de  cinematique  pure.    Paris,  ISG2.   C/iap.  IT,  p.  174. 
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VE.  Capitel. 

Beschleunigung  im  unveränderlichen  System,  welches  um  einen 

Punkt  rotirt. 

§.  1.  Ein  unveränderliches  System  rotire  um  den  Punkt  0  (Fig.  140.), 
es  sei  C  die  Momentanaxe,  entsprechend  der  Zeit  /  und  Sl  die  Winkel- 
geschwindigkeit um  sie,  C  die  Momentanaxe  für  die  Zeit  t  -\-  dl  und 
Sl  -f-  dSl  die  ihr  entsprechende  Winkelgeschwindigkeit.  Tragen  wir  Sl 
und  Sl  -\-  dSl  auf  den  Axen  C  und  (f  nach  Grösse  und  Sinn  auf  und 
zerlegen  Sl  -f  dSl  mit  Hülfe  des  Satzes  vom  Parallelogramm  der  Winkel 
geschwindigkeiten  (Tbl.  II,  Cap.  IV,  §.  1.)  in 
zwei  Componenten,  von  denen  die  eine  mit  Sl 
nach  Grösse,  Axenrichtung  und  Sinn  überein- 
stimmt, so  ist  die  andere  Componente,  welche 
wegen  des  unendlich  kleinen  Winkels  de  beider 
Momentanaxen  selbst  eine  unendlich  kleine  Grösse 
dty  ist,  die  unendlich  kleine  Winkelgeschwindig- 
keitscomponente,  welche  zu  Sl  hinzutritt,  um  Sl 
nach  Grösse  und  Axenrichtung  in  Sl  -f-  dSl  über- 
zuführen.    Sie  heisst  die  Elementarwinkcl- 

beschleunigung  und  der  Quotient       ,  den 

man  erhält,  indem  man  sie  durch  das  Zeitelement  dividirt,  ist  die 
Winkelbeschleunigung  des  Systems  zur  Zeit  /.  Ihre  Axenrichtung 
ist  dieselbe  wie  für  dty  und  fällt  in  die  Ebene  der  beiden  aufeinander- 
folgenden Momentanaxen  C,  C,  d.  h.  in  die  gemeinsame  Tangentenebene 
der  Kegelflächen  (C)  und  (/'),  von  welchen  der  zweite  während  der 
Bewegung  des  Systems  auf  der  ersten  rollt.  Ist  also  a  die  Winkel- 
beschleunigung, so  wird  sie  definirt  durch  die  Gleichung 

dr\> 

u  =  --  • 
dt 

Denkt  man  sich  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  für  jedes  Element  der 
auf  t  folgenden  Zeiteinheit  auf  dieselbe  Weise  nach  Grösse  und  Axen- 
richtung abgeändert,  wie  sie  sich  für  das  auf  /  folgende  Zeitelement 
durch  die  Elementarwinkelbeschleunigung  r/t/>  ändert,  so  würde  a  die 
Gesammtcomponente  für  diese  Aenderung  darstellen. 

Man  kann  die  Winkelbeschleunigung  a  in  zwei  Componenten  tt„ 
zerlegen,  von  deren  Axenrichtungen  die  eine  mit  der  Momentanaxe  zu- 
sammenfällt, die  andere  aber  in  der  Tangentenebeno  der  beiden  Kegel 
senkrecht  zu  ihr  ist.  Die  erstere  heisst  die  Tangentialcomponente, 
die  zweite  die  Norraalcoraponente  der  Winkelbeschleuniguug.  Be- 
deutet X  den  Winkel,  welchen  «  mit  C  bildet,  so  hat  man  zunächst 

tt/  =  «  cos  k ,       a„  =  a  sin  X  . 

■  Scholl,  Theorie  <L  Bew.  u.  d.  Kräfte.  26 
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Indem  man  aber  die  Elementarwinkelbeschlounigung  dty  in  demselben 
Sinne  zerlegt,  erhält  man  durch  eine  analoge  Betrachtung,  wie  Cap.  I, 
§.  9.,  S.  19.r>  : 

■     (Sl  -f-  dSl)  cos  da  —  Sl      dSl       .  ,      (Sl  -f  dSl)  sin  da     n  dJ 

cos  A  =  -  — —  --  — =  ,    i    si«  i  =  '  =Sl  - 

dty  dty  dy  dy 

und  folglich  mit  Hülfe  des  obigen  Ausdrucks  für  a: 

dSl  da  _ 

~   dl  '  =      '  dt  =  ' 

wenn  man,  wie  Thl.  II,  Cap.  III,  §.  8.  die  Wechselgeschwindigkcit  der 
da 

Momentanaxe  —  mit  U  bezeichnet,  sowie 
dl 


SIU  »  Ol 


N  • 


dl 

Es  findet  vollkommene  Analogie  zwischen  den  hier  vorliegenden 
Betrachtungen  und  denen  von  Cap.  I,  §§.  1.  und  9.  statt.  Die  Elcmcntar- 
winkelbeschleunigung  ist  das  geometrische  Differential  der  Winkelgeschwin- 
digkeit, die  Winkelbeschleunigung  die  geometrische  Derivirte  derselben. 
Die  Tangentialcomponente  a(  der  Winkelbeschleunigung  stellt  die  Derivirte 
der  Winkelgeschwindigkeit  im  gewöhnlichen  Sinne  dar;  sie  ändert  deren 
Grösse,  ohne  auf  die  Aenderung  der  Axenrichtung  Einfluss  zu  haben. 
Die  Axenrichtung  wird  allem  von  der  Normalcomponenten  cr„  geändert; 

da 

diese  Componente  ist  --  proportional,  welche  Grösse  die  Wechselgeschwin- 

dt 

digkeit  U  der  Momentanaxe  darstellt. 

da 

Bleibt  die  Momentanaxe  dieselbe,  so  ist  U  =  t  =  0,  «„  =0,  at  =  a, 

dt 

d.  h.  die  Winkelbeschleunigung  reducirt  sich  auf  ihre  Tangentialcompo- 
nente. Ist  Sl  constant,  so  wird  at  =  0,  d.  h.  es  findet  blos  Normal- 
Winkelbeschleunigung  statt,  durch  welche  nur  die  Lage  der  Momentan- 
axe geändert  wird. 

Findet  die  Rotation  gleichförmig  zwei  Zeitelemente  hindurch  um 
dieselbe  Axe  statt,  so  sind  a(  und  an  beide  gleich  Null.  Das  System 
besitzt  nur  Winkelgeschwindigkeit,  aber  keine  Winkelbeschleunigung. 

§.  2.  Man  kann  die  Bewegung  eines  um  einen  Punkt  0  rotirenden 
Systems  in  jedem  Momente  in  drei  Elementarrotationen  um  drei  durch  0 
hindurchgehende  Axen  von  constanter  Richtung  zerlegen.  Die  Winkel- 
geschwindigkeiten um  sie  erhält  man,  indem  man  vermöge  des  Satzes 
vom  Parallelepiped  der  Winkelgeschwindigkeiten  die  Grösse  Sl  nach 
diesen  Axen  zerlegt.  Die  Componenten  von  Sl,  welche  dieser  Zerlegung 
zur  Zeit  t  entsprechen,  seien  SlX}  Sly,  Sl..  Zur  Zeit  /  -f-  dt  ist  die 
Winkelgeschwindigkeit  Sl  -J-  dSl  und  von  geänderter  Axenrichtung;  ihre 
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Componenten  um  jene  Axen  sind  Slx  +  dSlXi  Sly  -j-  rf&y,  Slz  -\-  dSlz 
und  da  für  sie  die  Axenricktungen  sich  nicht  geändert  haben,  so  findet 
in  Bezug  auf  sie  nur  Tangentialwinkelbeschleunigung  statt  und  sind 
dSlx,  dSly>  dSlg  die  Elementanvinkelbeschleunigungcn,  sowie 

dSlx      d&y  d&: 
dt    '     dt   '  dt 

die  endlichen  Winkelbeschleunigungen  für  die  drei  Bewegungscompo- 
nentcn,  in  welche  wir  dio  Rotation  des  Systems  um  den  Punkt  0  zur 
Zeit  t  zerlegen  können.  Sind  dSx1  d®y,  d&z  die  drei  unendlich  kleinen 
Bahnelemente,  welche  ein  Punkt  in  der  Einheit  der  Entfernung  vermöge 
der  drei  Elementarrotationen  einzeln  durchlaufen  würde,  sodass  also 


dSx  dSy  d&. 

ÜT  '  ~  ~dT  '  -  ~df 


wird,  so  können  die  drei  Winkelbeschleunignngscomponenten  auch  durch 

d*Qx     dWy  d'6s 
dl1'     dt'1  '  df 

ausgedrückt  werden.   Projicirt  man  nun  das  unendlich  schmale  Dreieck, 

welches  ü,  ety  und  Sl  -j-  dSl  zu  Seiten  hat  (Fig.  140),  anf  jede  der 

drei  Axen,  so  ergibt  sich,  dass  dSlx,  dSlyy  dSls  die  Projectionen  von  dty 

,  .     „  .      ,  dSlx    dSly    dSl:  .  rty 

und  in  Folge  dessen  — — ,  — ,  die  Projectionen  von  --  =  er 

auf  diese  Axen  sind.  Bezeichnen  wir  daher  letztere  mit  axi  cry,  a.,  so 
bestehen  die  Gleichungen 

dSlx       d*8x  .  dSl,,       d2öv  dSl:  rf26K 

a*  ~  dT  ~  dP~%       ~  dt       W"*    "*  *  dt  -  W 

und  wenn  insbesondere  die  Zerlegung  nach  drei  zu  einander  rechtwink- 
ligen Axen  geschieht  und  A,  p,  v  die  Winkel  bedeuten,  welche  die  Axe  a 
mit  diesen  Axen  bildet,  so  treten  hierzu  noch  die  Relationen 

cos  X       cos  n       cos  v  1 

«.r  «v  *i  « 


cc 


•i 


aj  +  v 


§.  3.  Wir  suchen  jetzt  die  Beschleunigung  eines  beliebigen  System- 
punktes M  durch  die  Winkelgeschwindigkeit,  die  Winkelbeschleunigung 
und  die  Lage  des  Punktes  gegen  die  Axen  beider  darzustellen.  Es  sei 
wieder  Sl  (Fig.  141.)  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systems  um  die 
Momentanaxe  C  zur  Zeit  /,  Sl  -\-  dSl  die  der  Zeit  t  dt  entsprechende 
Winkelgeschwindigkeit  um  die  folgende  Momentanaxe  C.  Der  System- 
punkt beschreibt  zunächst  das  Bogenelement  MM'  eines  Kreises  senk- 
recht zur  Axe  C  vom  Radius  MP  =  r  und  hierauf  das  Element  M'M" 
eines  anderen  Kreises  senkrecht  zu  Cf  vom  Radius  M'P'=  r  -f-  dr,  wenn 
r  und  r  -\-  dr  die  Abstände  des  Punktes  von  den  Axen  C  und  C 

26* 
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bezeichnen.  Seine  Geschwindigkeit  in  M  ist  Sl  •  MP  und  hat  dio  Rich- 
tung der  Tangente  in  M  an  den  ersten  Kreis;  seine  Geschwindigkeit 
in  M'  ist  (Sl  -\-  dSl)  M'Iy  und  ihre  Richtung  ist  die  Richtung  der  Tan- 
gente in  M'  an  den  zweiten  Kreis.  Nun  geht  die  Winkelgeschwindig- 
keit Sl  -f-  dSl  um  C  als  Resultante  hervor  aus  der  Winkelgeschwindigkeit 
Sl  um  C  und  der  Elementarwinkelbeschleunigung  dty  =  adt^  deren  Axe 
G  sei.  Daher  ist  die  Geschwindigkeit  (Sl  -j-  dSl)  }f  P\  welche  der  Punkt 
der  Winkelgeschwindigkeit  Sl  -\-  dSl  um  C'  verdankt,  die  Resultante  der 

Geschwindigkeit  Sl  •  M'P,  welche  ihm  die  Winkel- 
geschwindigkeit Sl  um  C  ertheilt  und  der  unendlich 
kleinen  Geschwindigkeitscomponente  adl'  M'(J\  welche 
ihm  die  Winkelbeschleunigung  er  um  A  gibt,  wo  M  (/ 
das  Perpendikel  von  M'  auf  G  gefällt  bedeutet.  Die 
Richtung  der  ersteren  ist  die  Richtung  Mm  der  Tan- 
gente in  M'  an  den  ersten  Kreis  um  C,  die  Richtung 
/  /  der  letzteren  ist  senkrecht  zur  Ebene,  welche  durch 

jrf  M'  und  die  Axe  G  der  Winkelbeschleunigung  gelegt 

werden  kann.  Die  Geschwindigkeit  Sl  •  M'P  liings 
•  der  zweiten  Tangente  M'm  an  den  ersten  Kreis  ist 
aber  nichts  anderes,  als  die  Geschwindigkeit,  welche 
der  Systempunkt  besitzen  würde,  wenn  das  System  auch  zur  Zeit  /  -j~  dt 
um  C  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  besässe,  d.  h.  Sl  für  zwei  Zeitelemente 

denselben  Werth  hätte.  Daher  ist  Sl  •  M'P  die  Resultante  aus  Sl  •  M P, 
nämlich  der  Geschwindigkeit  des  Systempunktes  zur  Zeit  /  um  C  längs 
der  Tangente  MM'  und  der  Norinalcomponente*  der  Elementarbeschleu- 
nigung, Sl2'dtMP,  senkrecht  zur  Axe  C\  im  Sinne  nach  ihr  hin  gerich- 
tet allein,  da  eine  Tangentialcomponente  der  Beschleunigung  hierbei 
nicht  vorhanden  ist.    Aus  allem  diesem  ergibt  sich,  dass 


(Sl  +  dSl)  •  M'P'  =  Res.  {Sl  •  MP,    Sl2  •  MPdt,    «dt  •  M'Q) 
und  dass  &2  .  ]yP  .  dt>    adl  .  M'Q' 

die  Componenten  der  Elementarbeschleunigung  des  Systempunktes  M 
sind.  Dividirt  man  dieselben  mit  dt  und  bemerkt,  dass  in  der  Grenze 
M'Q'  in  das  Perpendikel  p  ubergeht,  welches  von  M  auf  die  Axe  G  der 
Winkelbeschleunigung  gefällt  werden  kann,  so  ergeben  sich 

Sl2r,  ap 

als  Componenten  der  Beschleunigung  des  Systempunktes  und  man  erhält 
den  Satz: 

Während  der  Rotation  eines  unveränderlichen  Systems 
um  einen  Punkt  hat  die  Beschleunigung  jedes  Systempunk- 
tes zwei  Componenten;  eine  centripetale,  die  Moiuentanaxe 
rechtwinklig  schneidende    und   dem   Sinne    uach  ihr  zuge- 
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wandte,  deren  Grösse  durch  das  Produkt  aus  dem  Quadrate 
der  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  die  Momentanaxe  und  dem 
Abstände  r  des  Systempunktes  von  ihr  angegeben  wird  und 
eine  weitere,  zur  Ebene,  welche  durch  die  Axe  der  Winkel- 
beschleunigung und  den  Systempunkt  geführt  werden  kann, 
senkrecht  gerichtete  und  dem  Sinne  nach  mit  der  Winkel- 
beschlounigung  harmoniren de,  deren  Grösse  das  Produkt 
der  Winkelboschleunigung  «  und  des  Abstandes  p  des  Sy- 
stempunktes von  deren  Axe  ist. 

Indem  man  die  Winkelbeschlennigung  «  in  ihre  beiden  Componen- 
ten, die  tangentiale  ^  um  die  Momentanaxe  und  die  normale  Sl  ^ 

senkrecht  zur  Momentanaxe  auflöst,  zerfallt  die  Beschleunigungseompo- 

nente  ap  des  Systempunktes  selbst  gleichfalls  in  zwei  Componenten, 

dSl  .  da 

die  eine  ;•  ^  in  der  Richtung  der  Tangente  MJ\f  und  die  andere  r,J2  — 

senkrecht  zur  Berühruugsobene  des  Kegels  der  Momentanaxen,  wenn  r, 
den  Abstand  des  Systempunktes  von  der  zur  Momentanaxe  senkrechten 
in  der  Tangen (enebene  dieses  Kegels  gelegenen  Geraden  bedeutet.  Die 

Componentc  bildet  mit  Sl2r  die  Gesammtbeschleunigung,  welche 

der  Punkt  besitzen  würde,  wenn  das  System  um  die  Momentanaxe  rotirte, 
ohne  dass  dieselbe  ihre  Richtung  änderte.  Man  kann  daher  auch  den 
Satz  aufstellen: 

Während  der  Rotation  eines  unveränderlichen  Systems 
um  einen  Punkt  hat  die  Beschleunigung  eines  jeden  System- 
punktes zwoi  Componenten:  die  eine  ist  die  Beschleunigung, 
welche  er  der  Rotation  um  die  Momentanaxe  verdankte, 
wenn  diese  ihre  Richtung  nicht  ändern  würde,  die  andere 
ist  senkrecht  zur  Tangentenebene  des  Kegels  der  Momentan- 
axe und  proportional  dem  Abstände  des  Punktes  von  der 
in  dieser  Ebene  liegenden  zur  Momentanaxe  senkrechten 
Geraden,  der  Winkelgeschwindigkeit  des  Systems  und  der 
Wechselgeschwindigkeit  der  Momentanaxe. 

da 

Wechselt  die  Momentanaxe  nicht,  so  ist  —  ==  0  und  reducirt  sich 

dt 

dSl 

ttp  auf  r  d~  .    Rückt  der  Punkt,  um  welchen  das  System  rotirt,  ins 

Unendliche,  so  geht  die  hier  entwickelte  Theorie  in  die  des  vorigen 

da 

Capitels  über.    Es  wird  dann  da  =  0,  r{  =  oo,  aber  r,  -  geht  über 

in  die  dortige  Grösse  U,  von  welcher  die  allen  Punkten  gemeinsame 
Bcschleunignngscompoucnte  SIV  herrührt. 
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§.  4.    Wir  wollen  jetzt  die  Componenten  A',  I',  7.  der  Beschleuni- 
gung eines  Systempunktes  in  Bezug  auf  drei  rechtwinklige,  sich  im 
Rotationsecutrum  0  des  Systems  schneidende  Axen  von  constanter  Kieli- 
ng. U2.  tung  darstellen.    Dieselben  setzen  sich  aus 
z  den  Bestandteilen  zusammen,  welche  von 
C     ^    /      der  centripetalen  Beschleunigungscomponente 
SVr  herrühren  und  anderen,  welche  die  Win- 
kelheschlcunigung  et  veranlasst.  In  Bezug  auf 
\9"—y/  die  ersteren  seien  (Fig.  142.)  er,  ß,  y  die  Rich- 
tungswinkel  der  Momentanaxe,  X,  \xy  v  die 
RichtungBcosinusse  für  MP  und  x,  y,  z  die 
Coordinaten  des  Systempunktes  M.  Man  hat 
dann  für  die  fraglichen  Componenten  von  Sl7r: 

Sl2rcosX,    Sl-rcosp,  S&rcosv 
und  indem  man  den  Linienzug  OM  PO  auf  die  Axen  projicirt 

x  -f-  r  t-os  A  —  OP  cos  et  =  0 

y  -j-  r  ros  /i —  OP  cos  ß  —  Ö 

z  -\-  r  cos  v  —  OP  ras  y  =  0 
und  indem  man  mit  Hülfe  der  Protection  des  Zuges  der  .r,  y,  z,  MP,  PO 
auf  die  Richtung  OP  die  Linie  OP  darstellt,  nämlich 

OP  =  x  cos  et  -\-  y  cos  ß  -\-  z  cos  y 

ergeben  sich 

r  cos  X  =  (x  cos  a  -f-  y  cos  ß  -f-  z  cos  y)  cos  a  —  x 
r  cos  (i  =  (.r  cos  et  -f-  y  cos  ß  — f-  z  cos  y)  cos  ß  —  y 
r  cos  v  =  (x  cos  et  -f-  y  cos  ß  -f-  z  cos  y)  cos  y  —  z . 
Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  Ä2  und  ersetzt  Sl  cos  a ,  Sl  cos  ß, 
Sl  cos  y  durch  die  gleichbedeutenden  Slx,  Sly,  Sl. ,  so  stellen  sich  die 
gesuchten  Bestandteile  von  A',  1 ,  Z  unter  der  Form  dar 

Ä2r  cos  k  =  Slx  (xSlx  +  ySly  -f  zSlt)  —  Sl*x 
Sl'*r  cos  p  =  Sly  [xSlx  -f  y%  -f  —  &2y 

COS  V  =  Sl.  (xSl.r  -j-  1/Sly  -f-  —  Sl*z. 

Nach  §.  .1.  sind  die  Componenten  der  Winkelbeschleunigung  bezüg- 
lich der  Coordinatenaxen :  ax  =      -r ,  et,,  ==        ,  ttz  =  -'-^  .  Durch 

dt  dl  dl 

sie  erlangt  das  System  um  diese  Axen  dio  unendlich  kleinen  Winkel- 
geschwindigkeiten etxdl  =  dSlx,  ttydt  =  dSly,  etzdl  =  dSl:  (Compo- 
nenten der  Elomentarwinkelbeschleunigung)  und  diese  crtheilen  dem 
Systempunkte  (xyz)  nach  Thl.  II,  Cap.  IV,  §.  8.  die  Elemcntarbcschleu- 
nigungen  parallel  den  Coordinatenaxen: 

(a,j  •  z  —  az  •  y)  dt 
(a.  •  x  —  a.r  ■  z)  dl 

(Ctx.  y  —  Uy.  X)  dt, 
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indem  an  die  Stelle  der  dortigen  Slxy  Äy,  Slt  hier  ctxdt,  a^dt,  atdt 
treten.  Dividirt  man  diese  drei  Ausdrücke  mit  dt,  so  erhalt  man  die 
Componenten  der  Beschleunigung  des  Systempunktes,  herrührend  von 
der  Winkelboschleunigung,  nämlich 

"yZ  —  <*zy  - 
cc:x  —  axz 

Die  Gesammtbcschleunigung  des  Systempunktes  hat  also  folgende  Com- 
ponenten: 

X  —  Slx  (xSlx  -{-  yRy  -f-  zSl:)  —  Sl2x  -(-  uyz  —  asy 
Y  =  Sly  (xSlx  -j-  yßy  -f  —  Sl2y  -f  «gx  —  axz 

.  Z  =  St.  {xSlx  -f  ySl,,  -f  zSlz)  —  Sl2z  +  axy  —  ayx. 

Wiihlt  man  insbesondere  die  Momentanaxe  zur  Axe  der  z  und  zwar 
so,  dass  der  Sinn  von  Sl  mit  dem  positiven  Sinne  der  2  tibereinstimmt; 
ferner  zur  xz -Ebene  die  gemeinsame  Tangentenebene  der  Kegel  (C) 
nnd  (r)  und  zwar  so,  dass  der  positive  Sinn  der  a-Axe  mit  dem  Sinne 
der  Normalwinkelbeschleunigung  übereinstimmt,  so  sind  Slx  =  Sly  —  0, 

o        o  dSl*       077  dSl"       n  dSl'  dSl 

und  erhält  man  für  die  Componenten  der  Beschleunigung  des  System- 
punktes ary*  die  einfacheren  Ausdrücke: 

r,2  dSl 

F  =  -  Ä2y  -f-  ~  •  x  —  ßtf  •  z 
Z  =       SIU>  y. 

§.  5.  Die  Systcropunkte,  deren  Beschleunigung  der  gemeinsamen 
Taugentenebene  der  Kegel  (C)  nnd  (P)  parallel  ist,  liegen  in  der  Ebene 
F  =  0,  d.  h. 

^  •  x  —  ü2y  —  &Uz  =  0, 
dl 

welche  durch  den  Punkt  0  hindurchgeht,  um  welchen  das  System  rotirt. 
Für  die  Punkte,  deren  Beschleunigung  senkrecht  zur  Momentanaxe  ist, 
wird  Z  =  0,  sie  liegen  daher  in  der  Ebene  y  =  0,  d.  h.  in  der  Tan- 
gentenebene der  beiden  Kegel.  Alle  Punkte^  deren  Beschleunigung 
parallel  zur  Momentanaxe  ist,  genügen  den  Bedingungen  X  =  0,  F=  0 
zugleich.   Sie  liegen  in  der  zur  Momentanaxe  senkrechten  Geraden 

d3.  x  _  Sl2y  —  SlVz  =  0. 
dl 

Ein  Punkt,  dessen  Beschleunigung  zur  Zeit  <  verschwindet,  soll 
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ein  Beschlcunigungscentrum  für  diese  Zeit  heissen.  Seine  Coordinatcn 
seien  ar, ,  y,,  z,;  sie  müssen  den  drei  Bedingungen  genügen: 

0  =         +  IT  2/1 

0  =  ^  x,  —  ft2y,  —  i^f/r, 

0=  Ätfy,. 
Da  diesem  Gleichungssystem  im  Allgemeinen  durch  &*,  =  y,  —  r,  =  0 
genügt  wird,  so  folgt,  dass  das  Beschleunigungscentrum  immer  existirt, 
aber  mit  dem  Rotationscentrum  des  Systems  zusammenfällt.  In  beson- 
deren  Fällen  gibt  es  eine  continuirliche  geradlinige  Folge  solcher  Be- 
schleunigungscentra,  oder  eine  Beschleunigungsaxe.  Dies  ist  der  Fall, 
wenn  Sl  =  0  ist;  denn  dann  ist  die  dritte  Gleichung  von  selbst  erfüllt 
und  liefern  die  beiden  andern  ar,  =  y,  =  0,  d.  h.  die  Beschleunigungs- 
axe fallt  mit  der  Momentanaxe  zusammen.  Im  strengen  Sinne  kann 
freilich,  wenn  Sl  =  0  ist,  von  einer  Momentanaxe  nur  als  einer  Grenz- 
lage die  Kede  sein.  Auch  wenn  U  =  0  ist,  d.  h.  wenn  die  Momentan- 
axe nicht  wechselt,  liefert  das  Gleichungssystem  .t,  =  y,  =0,  d.  h. 
gleichfalls  die  Momentanaxe  als  Beschleunigungsaxe. 

Ein  sphärisches  System,  welches  sich  auf  seiner  Kugelfläche  bewegt, 
ist  der  Schnitt  eines  um  einen  Punkt  rotirenden  Systems  mit  einer 
Kugel,  welche  um  diesen  Punkt  als  Mittelpunkt  beschrieben  ist.  Das- 
selbe besitzt  zwar  stets  zwei  diametral  gegenüberliegende  Momentan- 
centra,  ein  Beschleunigungscentrum  (oder  eigentlich  auch  zwei  solche) 
aber  nur  dann,  wenn  die  Winkelgeschwindigkeit  verschwindet  oder  die 
Momentancentra  nicht  wechseln.  Denn  ein  Beschleuuigungscentrum  des 
sphärischen  Systems  kann  nur  der  Schnitt  einer  Beschleunigungsaxe 
mit  der  Kugel  sein.  Wir  sahen  im  vorigen  Capitel,  dass  das  ebene 
System,  welches  der  Schnitt  eines  körperlichen,  sich  einer  Ebene  parallel 
bewegenden  Systems  ist,  stets  ein  Beschleunigungscentrura  besitzt.  Das- 
selbe ist  der  Schnitt  der  für  das  körperliche  System  stets  existirenden 
Beschleunigungsaxe  mit  der  Ebene  des  Systems. 

§.  6.  Mit  Hülfe  der  im  vorigen  §.  entwickelten  Ausdrücke  für  die 
Componenten  Xy  F,  Z  der  Beschleunigung  eines  Systempunktes  (a-yc) 
wollen  wir  jetzt  dessen  Normal  -  und  Tangentialbeschleunigung  <jp„  und  (pf 
bestimmen,  dieser  Bestimmung  aber  die  zuletzt  gegebenen  einfacheren 
Formeln  jener  Ausdrücke  zu  Grunde  legen.  Der  Abstand  des  System- 
punktes  von  der  Momentanaxe  sei  r;  die  Richtung  desselben  in  dem 
Sinne  von  dem  Schnittpunkte  mit  der  Momentanaxe  nach  dorn  System- 
punkte hin  geuommen  bildet  mit  den  Coordinatenaxen  Richtungswinkel, 

x  u 

deren  Cosinusse  — ,      ,0  sind.    Daher  liefern  Ä\  V  in  dieser  Richtung 

r  r 

den  Bestandtheil  der  Norinalbescblcunigung  (pH 
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X- -  -f  Y-  y-  =  -  Sl2r  —  &UyZ- 
r  r  r 

Hierzu  tritt  aber  noch  Z  =  Slüy  als  weiterer  Bestandteil  von  <p„t  da 
es  rechtwinklig  zur  Geschwindigkeit  ist.  Wir  erhalten  demnach  jetzt 
für  das  Quadrat  der  Normalbeschleunigung: 

W  —  ^  (Är*  +  üyzf  +  S#lPy\ 

Die  Tangentialbeschleunigung  wird  erhalten,  indem  man  die  Compo- 
uenten  von  X  und  Y  in  der  Richtung  der  Geschwindigkeiten  vereinigt. 

Nun  bildet  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  des  Systempunktes  mit 

v  x 

den  Coordinatenaxen  Winkel,  deren  Cosinusse  —     ,     ,  0  sind:  daher 

r  r 

erhält  man 

11  X         r/i.  1  „  xz 

q>(  =  —  X?-  +  T-  =    -    •  r  —  .ßtf  —  • 
r  r         dt  r 

Die  Systempunkte,  welche  keine  Beschleunigung  in  der  Richtung 

von  r,  also  nur  Normalbeschleunigung  parallel  zur  Momcntanaxc  besitzon, 

vz 

genügen  der  Bedingung  Sl2r  -f-  SIU  —  =  0,  oder  wenn  wir  für  r7  sei- 

r 

nen  Werth  x1  -f-  y1  einsetzen 

Sl  (x*  +  y2)  +  Uyz  —  0. 
Sie  liegen  daher  auf  einem  Kegel  zweiten  Grades,  welcher  senkrecht 
zur  Moraentanaxe  Kreisschnittc  besitzt.    Dieser  Kegel  enthält  die  Mo- 
mentanaxe  selbst  und  berührt  die  Kegel  (C)  und  (r)  längs  ihr. 

Die  Systempunkte ,  deren  Norraalbeschleunigung  senkrecht  zur  Mo- 
mentanaxc ist,  genügen  der  Bedingung 

Slüy  =  0 

und  sind  also,  wenn  nicht  Sl  oder  U  verschwindet,  die  Punkte  der  ge- 
meinsamen Tangentenebene  der  Kegel  (C)  und  (.T). 

Die  Systempunkte,  deren  Normalbeschleunigung  vollständig  ver- 
schwindet, genügen  den  beiden  Bedingungen 

&  (**  +  y2)  +  Uyz  =  0,      Slüy  =  0 
zugleich.    Ist  nun  Sl  nicht  Null,  so  sind  sie  die  Punkte  der  Momentan- 
axe;  ist  aber  Sl  =  0,  so  sind  beide  Bedingungen  für  alle  Systempunkte 
erfüllt  und  besitzen  in  demselben  Momente  alle  Punkte  des  Systems 
nur  Tangentialbeschleunigung. 

Die  Systempunkte,  deren  Tangentialbeschleunigung  verschwindet, 
welche  also  im  Allgemeinen  ein  Maximum  oder  Minimum  der  Geschwin- 
digkeit besitzen,  genügen  der  Bedingung  ^  •  r  —  SIU  XZ  =  0;  sie 

dt  r 

liegen  daher  auf  dem  Kegel  zweiten  Grades 

dSl 

_  (X2  +  y2)  -  SlUxz  =  0. 
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Derselbe  hat  senkrecht  zur  Momentanaxe  gleichfalls  Kreisschnitte  und 
geht  durch  die  Momentanaxe  hindurch.  Die  gemeinsame  Tangenten- 
ebene der  Kegel  (C)  und  (P)  ist  für  ihn  eine  Hauptebene;  er  schneidet 
daher  den  vorigen  Kegel  rechtwinklig,  für  welchen  die  yz- Ebene  eine 
Hauptebene  ist. 

Ausser  der  Momentanaxe  haben  die  beiden  genannten  Kegel  noch 
eine  weitere  Gerade  gemein.  Die  Punkte  derselben  besitzen  keine  Tan- 
gentialbeschleunigung, haben  also  zwei  Zeitelemente  unveränderliche 
Geschwindigkeit  und  werden  blos  parallel  zur  Momentanaxe  beschleunigt. 

Die  beiden  hier  erwähnten  Kegel  zweiten  Grades  sind  das  Analogon 
zu  den  beiden  Bresse'schen  Kreisen  des  vorigen  Capitels  und  ihre 
gemeinschaftliche  Erzeugung6linie,  welche  nicht  Momentanaxe  ist,  ent- 
spricht dem  Beschleunigungscentrum  der  ebenen  Systeme.  Da  <p„2  zwei 
Bestandteile  hat,  welche  unabhängig  von  einander  verschwinden  müs- 
sen, wenn  <p„  selbst  verschwinden  soll  und  dies  im  Allgemeinen  nur  für 
das  Botati onscentrum  des  Systems  eintreten  kann,  so  sieht  man  deutlich 
den  inneren  Grund,  weshalb  ein  sphärisches,  sich  auf  seiner  Kugelflächc 
bewegendes  System  kein  Beschleunigungscentrum  besitzen  kann.  Für 
den  Schnittpunkt  der  genannten  gemeinschaftlichen  Erzeugungslinic 
beider  Kegel  mit  der  Kugel  wird  von  der  Beschleunigung  des  sphä- 
rischen Systems  möglichst  viel  gleich  Null. 

Die  beiden  Kegel  schneiden  das  sphärische  System  in  zwei  sphä- 
rischen Kegelschnitten,  deren  Gleichungen  in  sphärischen  Polarcoor- 
dinaten  p,  &  für  das  Momentancentrum  als  Pol  und  den  Schnitt  der 
Kugel  mit  der  Tangentenebene  der  Kegel  (C)  und  (r)  als  Polaraxe, 
erhalten  werden,  wenn  man  r  =  sin  (>,  x  =  sin  g  cos  O,  y  =  sin  g  sin 
z  =  cos  q  setzt,  wobei  der  Radius  der  Kugel  als  Einheit  angenommen 
ist,  nämlich: 

Sltgg  +      U  sin  &  =  0 

^  tgg  —  SlUcosö  =  0. 
dt 

§.  7.  Da  das  Bogenelement  MM"  der  Bahn  eines  Systempunktes  M 
durch  Rotation  um  die  Momentanaxe  beschrieben  wird,  so  ist  die  Ebene, 
welche  durch  den  Systempunkt  und  die  Momentanaxe  C  geht,  die  Nor- 
malebcne  der  Bahn  im  Punkte  M.  Ebenso  ist  die  Ebene  durch  M'  und 
die  folgende  Momentanaxe  C  die  Normalebenc  für  den  Punkt  V  oder 
das  folgende  Bahnelement  MW,  welches  um  C  beschrieben  wird.  Diese 
beiden  aufeinander  folgenden  Normalebenen  bilden  miteinander  einen 
unendlich  kleinen  Winkel,  welcher  gleich  dem  Contingenzwinkel  der 
Bahn  in  M  ist  und  schneiden  sich  in  einer  Geraden,  welche  im  Kriim- 
mungsmittelpunktc  K  der  Bahn  auf  der  Schmiegungsebene  derselben 
senkrecht  steht,  der  Krümmungsaxe.*  Die  Hauptnormalc  der  Bahn  in  M 
ist  die  Schnittlinie  der  Schmiegungsebene  mit  der  Normalebene  und  hat 
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die  Richtung  des  Krümmungshalbmessers  und  folglich  auch  die  der  Nor- 
malbeschleunigung. Die  Richtung  der  Normalbeschleunigung  gewinnt  man 

durch  das  Verhältniss  ihrer  beiden  Componenten  —  ^Sl*r  -f-  SIU 

und  SlUy.    Ist  (i  ihre  Neigung  gegen  die  Momentanaxe,  so  hat  man 

Sir*  +  Vyz 
tg,=  

%n  —  (i  ist  die  Neigung  der  Krümmungsaxe  gegen  die  Momentanaxe. 
Die  Lange  Q  des  Krümmungshalbmessers  ist 

ßV    Sir3  _ 

9  ~    <P„    ~  }/(Slr*  ^ruyzy^-  ü^r2' 

Das  Maximum,  dessen  der  Krümmungshalbmesser  fähig  ist  für 
Punkte,  welche  auf  derselben  um  0  beschriebenen  Kugelfläche  liegen, 
ist  der  Radius  dieser  Kugel;  denn  der  Kriimmungskreis  einer  sphäri- 
schen Curve  liegt  mit  dieser  zugleich  auf  der  Kugel,  da  er  mit  dieser 
die  drei  aufeinander  folgenden  Curvenpunkte  gemein  hat.  Alle  Punkte, 
für  deren  Bahn  in  dem  betrachteten  Momente  q  dies  Maximum  erreicht, 
liegen  so,  dass  die  Schmiegungsebene  ihrer  Bahn  durch  den  Kugel- 
mittelpunkt 0  hindurchgeht.    Damit  dies  eintrete,  muss 

Ury  z 

werden.  Die  fraglichen  Punkte  liegen  daher  auf  der  Kcgelfläcke  dritten 
Grades 

{Uz  +  Uy)  (*»  +  tf)  -f  Vyz11  =  0. 


VIIL  Capitel. 

Beschleunigung  im  unveränderlichen  System,  welohes  die  allgemeinste 

Art  der  Bewegung  besitzt. 

§.  1.  Im  Falle  der  allgemeinsten  Bewegung  eines  unveränder- 
lichen Systems  besitzt  dasselbe  zur  Zeit  t  eine  Winkelgeschwindigkeit  Sl 
um  die  Momentanaxe  C  und  eine  Translationsgeschwindigkeit  T  parallel 
derselben.  Ebenso  hat  es  zur  Zeit  t  -j-  dt  eine  Winkelgeschwindigkeit 
Sl  -f-  dSl  um  die  folgende  Momentanaxe  C  und  eine  Translationsgeschwin- 
digkeit T  -{-  dT  parallel  zu  ihr.  Die  Momentanaxe  C  hat  aber  von  C 
einen  unendlich  kleinen  kürzesten  Abstand  de  und  bildet  mit  ihr  einen 
unendlich  kleinen  Winkel  d<S\  es  besitzt  daher  die  Momentanaxe  selbst 

eine  Orthogonalgeschwindigkeit  U  =  ^ ,  vermöge  welcher  sie  im  Räume 
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da 

fortschreitet  und  eine  Winkelgeschwindigkeit  *P  =     ,  vermöge  welcher 

sie  sich  neigt  und  beide  zusammen  bilden  die  Wechselgeschwindigkeit 
der  Momentanaxe.  U  und  *F  sind  die  Componenten  einer  Schrauben - 
geschwindigkeit  um  die  Richtung  des  kürzesten  Abstandes  von  C  und  C' 
als  Axc.  Durch  W  wird  die  Momentanaxe  C  parallel  zu  C  gerichtet, 
durch  U  hierauf  in  die  Lage  C  hineingeschoben. 

Ein  Systempunkt,  welcher  zur  Zeit  t  den  Abstand  r  von  der  Mo- 
mentanaxe C  besitzt,  beschreibt  in  Folge  der  Elementarschraubenbewe- 
gung  um  diese  das  Element  einer  Schraubenlinie  mit  einer  Geschwindig- 
keit p,  welche  die  beiden  Componenten  rSl  senkrecht  zu  C  und  T  parallel 
C  hat.  Zur  Zeit  /  -f~  dt  beschreibt  er  das  folgende  Element  seiner  Bahn 
als  das  Element  einer  Schraubenlinie  um  C  mit  einer  Geschwindigkeit, 
deren  Componenten  in  ähnlicher  Weise  durch  (r  -f-  dr)  (Sl  -f-  dSl)  und 
T  -j-  dT  dargestellt  werden.  Die  unendlich  kleine  Geschwindigkeits- 
componente,  welche  zu  seiner  Geschwindigkeit  v  hinzutreten  muss,  um 
diese  nach  Grösse  und  Richtung  in  die  Geschwindigkeit  umzuändern, 
welche  der  Systempnnkt  zur  Zeit  t  -f-  dt  besitzt,  ist  dessen  Elemen- 
tarbeschleunigung und  der  Quotient  aus  ihr  und  dem  Zeitelemente 
dt  seine  Beschleunigung.  Die  Elementarbeschleunigung  bildet  sich  aus 
mehreren  Componenten,  die  wir  sofort  bestimmen  wollen  und  die  Beschleu- 
nigung hat  diesen  entsprechende  Componenten,  welche  man  erhält,  iudem 
man  jene  mit  dt  dividirt. 

Damit  die  TranBlationsgeschwindigkeit  T  parallel  C  in  die  Trans- 
lationsgeschwindigkeit T  -f-  dT  parallel  C  übergehe,  muss  zu  T  die 
Elementarbeschleunigung  dt  hinzutreten,  die  man  durch  die  unendlich 
kleine  dritte  Seite  eines  Dreiecks  erhält,  dessen  beiden  anderen  Seiten 
T  und  T  -f-  dT  nach  Grösse  und  Richtung  darstellen,  die  ihr  ent- 
sprechende endliche  Beschleunigung  u  =  der  Translationsgeschwin- 
digkeit T  ist  parallel  der  Ebenenschicht,  welche  durch  C  und  C  bestimmt 

dT 

wird  und  kann  zerfällt  werden  in  eine  Componente        parallel  C  und 
da 

eine  andere  T  —  =  TW  senkrecht  zu  C  und  parallel  zur  Schicht. 

Um  zu  bestimmen,  welche  Elementarbeschleunigung  zu  der  Rota- 
tionscomponente  rSl  der  Geschwindigkeit  des  Systempunktes  um  C 
hinzutreten  müsse,  damit  sie  übergehe  in  (r  -|-  dr)  (Sl  -f-  ftSl)  um  C\ 
verfahren  wir  folgendermassen.  Es  sei  0  0'  —  de  der  kürzeste  Abstand 
der  beiden  Momentanaxen  C,  C  und  durch  0  mit  C  die  Parallele  C" 
gezogen.  Die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  -f-  dSl  des  Systems  um  V  ist 
alsdann  äquivalent  der  Winkelgeschwindigkeit  Sl  -f  dSl  um  C"  und  einer 
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Translationsgeschwindigkeit  O'O  (Sl  -f~  dSl)  oder  mit  Unterdrückung  des 
Unendlichkleinen  zweiter  Ordnung  Slde  des  Systems  senkrecht  zu  C 
und  0  0'  und  übereinstimmend  im  Sinne  mit  Sl  -\-  dSl.  Daher  ist 
auch  die  Geschwindigkeit  (r  -J-  dr)  (Sl  -\-  dSl)  des  Systempunktes,  welche 
er  dieser  Winkelgeschwindigkeit  verdankt,  äquivalent  der  Geschwindig- 
keit r"  (Sl  -\-  dSl)  (unter  r"  den  Abstand  desselben  von  C  verstanden), 
die  er  besitzen  würde,  wenn  das  System  mit  der  Winkelgeschwindigkeit 
Sl  -f-  dSl  um  C"  rotirte  und  der  Translationsgeschwindigkeit  Slde.  Nun 
ist  aber  eine  Winkelgeschwindigkeit  Sl  -f-  dSl  um  die  Axe  C"  die  Resul- 
tante der  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  C  und  der  Elementarwinkelbeschleu- 
nigung et  dt,  welche  Sl  nach  Grösse  in  Sl  -j-  dSl  zu  ändern  und  die  Axe 
C  in  die  Lage  C"  zu  neigen  vermag.  Daher  ist  auch  die  Geschwindig- 
keitscomponente  r"  (Sl  -\-  dSl)  äquivalent  der  Geschwindigkeit  rSly  welche 
der  Systetnpunkt  der  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  C  verdankt,  der  nach 
der  Momentanaxe  C  hin  gerichteten  Elementarbeschleunigungscompo- 
nente  r*Sldt  und  der  von  der  Winkelbeschleunigung  ce  herrührenden 
Elementarcomponentc  ttpdt,  wenn  p  den  Abstand  des  Punktes  v6n  der 
Axe  der  Winkelbeschleunigung  bedeutet  und  unter  der  Axe  der  Winkel- 
beschleunigung diejenige  Axe  verstanden  wird,  welche  sich  bei  der  Zer- 
legung von  Sl  -f-  dSl  um  die  Axe  C  ergibt,  welche  durch  den  Punkt  0 
des  kürzesten  Abstandes  0  0'  geht.  Aus  diesen  Betrachtungen  erhellt, 
ilass  die  Geschwindigkeit  (r  -}-  dr)  (Sl  -\-  dSl)  die  Resultante  von 

rSl,    r2Sldl,    ctpdt,  Slde 

ist  und  dass  mithin  r2Sldt,  apdl  und  Slde  die  Componenten  der  Ele- 
mentarbeschleunigung sind,  welche  zu  rSl  hinzutreten,  um  diese  Ge- 
schwindigkeitscomponente  in  (r  -j-  dr)  (Sl  -f-  dSl)  überzuführen.  Dividirt 
man  dieselben  mit  dt  und  fügt  zu  ihnen  die  oben  dargestellte  Beschleu- 
nigung m  der  Translationsgeschwindigkeit  hinzu,  so  ergeben  sich  mit  Rück- 
de 

sieht  auf  -     =  U  als  Componenten  der  Beschleunigung  des  System- 
punktes folgende:  _  rt 
r               °                     r*Sly    ap,    SIU,  u 

und  erhält  man  den  Satz: 

Für  die  allgemeinste  Bewegung  eines  unveränderlichen 
Systems  besteht  die  Beschleunigung  jedes  Systempunktes 
aus  folgenden  vier  Componenten:  1.  einer  centripetalen, 
die  Momentanaxe  senkrecht  schneidenden  Beschleunigung 
Sl2r  gleich  dem  Produkte  aus  dem  Quadrate  der  Winkel- 
geschwindigkeit Sl  um  die  Momentanaxe  und  dem  Abstände 
r  des  Systempunktes  von  dieser;  2.  der  Beschleunigung  ap, 
welche  herrührt  von  der  Winkelbeschlcunigung  des  Systems, 
deren  Richtung  senkrecht  ist  zu  der  Ebene,  welche  derMo- 
mentanaxe  und  der  Axe  der  Win kelbesch leun igung  parallel 
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läuft  und  deren  Grösse  durch  das  Produkt  aus  der  Winkel- 
heschleunigung  ce  und  den  Abstand  p  des  Systeinpunktcs 
von  deren  Axe  dargestellt  wird;  3.  aus  einer  für  alle  System- 
punkte gleichen  Beschleunigung  SIU,  deren  Richtung  normal 
zu  der  durch  die  Momentanaxe  und  die  Richtung  der  Ortho- 
gonalgeschwindigkeit gelegten  Ebene  ist,  deren  Sinn  er- 
halten wird,  indem  man  die  Orthogonalgeschwindigkeit  U 
um  den  Winkel  %n  um  die  Momentanaxe  rotiren  lässt  und 
deren  Grösse  das  Produkt  aus  der  Winkelgeschwindigkeit 
Sl  und  dieser  Orthogonalgeschwindigkeit  ist;  endlich  4.  der 
gleichfalls  allen  Systempunkten  gemeinsame  Translations- 
beschleunigung u  des  Systems. 

Die  Winkelbeschleunigung  a  kann  in  ihre  beiden  Componenten,  die 

(iSii  da 
tangentiale  — -  um  die  Momentanaxe  und  die  normale  Sl  —  =  Sl*F 
dt  dt 

senkrecht  zu  ihr  in  der  Ebene  der  Axen  Cy  C",  d.  h.  also  senkrecht 

zur  Momentanaxe  und  der  Richtung  des  kürzesten  Abstandes  aufgelöst 

werden.    Demnach  zerfallt  auch  die  Beschleunigung  ctp  in  zwei  Com- 

dSl 

ponenten,  nämlich  r  —  und  wenn  rx  den  Abstand  des  Systera- 

punktes  von  der  Axe  der  Normalwinkelbeschleunigung  darstellt.  Die  Tan- 

gcntialcomponente  r       bildet  aber  mit  der  centripetalen  Componente  £l'2r 

zusammen  die  Beschleunigung,  welche  der  Systempunkt  besitzen  würde 
um  die  Momentanaxe,  wenn  diese  nicht  wechselte.  Man  kann  daher 
den  vorstehenden  Satz  auch  so  fassen : 

Die  Beschleunigung  des  Systempunktes  ist  die  Resul- 
tante 1.  von  der  Beschleunigung,  welche  derselbe  besitzen 
würde,  wenn  die  Momontanaxe  nicht  wechselte;  2.  einer 
Beschleunigung  r, &?f,  herrührend  von  der  normalen  Winkel- 
beschleunigung,  parallel  gerichtet  zur  Ebene,  welche  durch 
die  Momentanaxe  und  die  Richtung  ihres  kürzesten  Ab- 
standes von  der  folgenden  Momentanaxe  geht  und  propor- 
tional dem  Abstände  desSysterapunktesvon  einer  zu  dieser 
Ebene  senkrechten,  durch  den  Fusspunkt  des  kürzesten 
Abstandes  gehenden  Axe,  der  Winkelgeschwindigkeit  und 
der  Rotationscomponente  der  Wechselgeschwindigkeit  der 
Momentanaxe,  3.  der  gemeinsamen  Beschleunigung  SIU  al ler 
Systempunkte,  senkrecht  zur  eben  erwähnten  Ebene  und 
4.  der  Translationsbeschleunigung  u  des  Systems,  welche 
dieser  Ebene  parallel  ist. 

Die  Fläche  (C),  welche  der  Ort  aller  Momentanaxen  im  absoluten 
Räume  ist,  und  die  Fläche  (f),  welche  alle  Axen  des  Systems  begreift, 
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welche  nach  und  nach  zu  Momentanaxen  werden,  berühren  sich  längs 
den  zusammenfallenden  Erzeugungslinien  C,  r  dieser  beiden  im  Allge- 
meinen windschiefen  Flächen  so,  dass  sie  in  allen  Punkten  derselben 
gemeinschaftliche  Tangentenebenen  besitzen.  Denn  durch  die  Elementar- 
schraubenbewegung  um  C  gelangt  die  nächstfolgende  Systemlinio  JT  in 
die  Lage  C .  Während  der  Elementarbewegung  bleibt  aber  T  mit  C 
vereinigt.  Nach  Ausführung  derselben  haben  also  beide  Flächen  zwei 
aufeinander  folgende  Erzeugungslinien  gemein  und  berühren  sich  mithin 
längs  C  in  allen  Punkten  dieser  Geraden.  Die  oben  erwähnte  Ebene, 
welche  den  kürzesten  Abstand  0  0'  und  die  Axe  C  enthält,  ist  die  ge- 
meinschaftliche Tangentenebene  beider  Flächen  im  Fusspunkte  0  des 
kürzesten  Abstandes.  Sie  kam  dadurch  in  die  Untersuchung,  dass  wir 
die  Axe  C  durch  0  legten.  Wir  können  aber  ebenso  gut  jeden  anderen 
Punkt  A  der  Momentanaxe  an  die  Stelle  von  0  treten  lassen,  der  Effect 
davon  ist  der,  dass  die  Axe  von  «  alsdann  durch  A  geht  und  an  die 

de  A~Ä 
Stelle  der  Beschleunigung  St  —  oder  St  U  eine  andere  St  •  —  tritt, 

wenn  Ä  den  Fusspunkt  des  von  A  auf  C  gefällten  Perpendikels  angibt 
und  diese  ist  senkrecht  zur  gemeinschaftlichen  Tangentenebene  beider 
Flächen  (C)  und  (f)  im  Punkte  A.  Auf  die  Grösse  von  ß  und  doren 
Axenrichtung  hat  diese  Aenderung  keinen  Einfluss,  wohl  aber  auf  die 
Länge  p. 

In  dem  obigen  allgemeinen  Satze  sind  die  entsprechenden  Sätze 
der  beiden  vorigen  Capitel  als  Spezialfälle  enthalten;  um  den  Fall  des 
vorigen  Oapitcls  wieder  zu  erhalten,  genügt  es,  V  =  0  zu  setzen;  für 
den  des  zweitvorhergehenden  ist  *F  =  0. 

§.  2.  Wir  wollen  jetzt  die  Componenton  X,  7,  Z  der  Beschleuni- 
gung eines  beliebigen  Systempunktes  (xyz)  parallel  dreien  rechtwink- 
ligen Axen  darstellen.  Zur  a-Axe  wählen  wir  die  Richtung  der  Ortho- 
gonalgeschwindigkeit U,  positiv  im  Sinne  derselben,  zur  y-Axe  die  Rich- 
tung der  Beschleunigung  StU,  positiv  in  dem  Sinne  dieser  und  zur  z-Axe 
die  Momentanaxe  dem  positiven  Sinne  nach  übereinstimmend  mit  dem 
Sinne  von  St.  Es  seien  ay,  crs  die  Componenten  der  Winkel- 
beschleunigung a,  deren  Axe  durch  den  Coordinatenursprung  gehend 
angenommen  werde.    Man  hat  dann 

™,  dSt 
ax  =  0,     t*y  =  StW,    <*:  =  ^ 

urtd  hiermit  erhält  man  für  die  von  der  Winkelbcschlounigung  herrüh- 
renden Bestandtheile  X,  F,  Z,  wie  in  Cap.  VII,  §.  4.: 

dyZ  —  a:y  =  StWz  —  -y 
dSt 

«;X     —     CtXZ    =  -   '  X 

(Ii 

a^y  —  ctyX  =  —  StWx. 
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Die  Componenten  der  centripetalen  Besch  leunigungscomponente  Sl2r  sind 

—  Sl*x,    —  Sl7y,  0; 

dT 

die  von  u  :  0,  TW,  ^  -  und  die  Beschleunigung  SlU  fällt  in  die  y-Axe. 
Demnach  erhalten  wir: 

X  =  —  Sllx  —  d^  y  +  SlWz 

Y  =       d^  x  —  SVy  -f  SlU  +  TW 

dT 

Z  =  —  SlWx  +  ^  • 

Fragen  wir  zunächst  nach  dem  Orte  der  Punkte,  deren  Beschleu- 
nigung zur  Zeit  /  gleich  Null  ist,  so  genügen  die  Coordinaten  a-, ,  y, ,  r, 
eines  solchen  den  Gleichungen 

~~  Ä**'  ~  ^Ty«  +  =  ° 

.r,  —  &2y,   +         +  7V  «  0 


SlWx{  -    .    =  0 


dT 
dt 

zugleich.  Dies  sind  die  Gleichungen  dreier  Ebenen,  deren  Durchschnitt 
den  fraglichen  Ort  darstellt. 

Von  diesen  Ebenen  sind  die  beiden  ersten  zu  einander  senkrecht; 
denn  die  Bedingung  des  Senkrechtstehens  zweier  Ebenen 

Ax  +  By  -f-  Cz  -f  I)  =  0 

°,ul  Äx  +  &y  +  Cz  +  I)'=  0 

aufeinander,  nämlich  AÄ  -\-  B&  -\-  CC  =  0  ist  wegen  A  =  —  Sl'*, 

Ii  =  —  dS,1,  C  =  SIW-,  ^'  =         B'  =  —  Sl\  C=  0  erfüllt.  Die 

erste  der  drei  Ebenen  geht  durch  den  Fusspunkt  0  des  kürzesten  Ab- 
standes  und  ihre  Normale  bildet  mit  den  Richtungen  der  Orthogonal- 
geschwindigkeit I/,  der  Normalen  zur  Fläche  (C)  in  0  und  der  Mo- 

mentanaxe  Winkel,  deren  Cosinusse  den  Grossen        Sl2,  —  SIW 

dt 

proportional  sind.  Die  zweite  Ebene  ist  der  Momentanaxe  parallel, 
besitzt  den  Abstand 

SlU  4-  TW 


von  dieser  und  die  Richtungscosinnsse  ihrer  Normalen  sind  proportional 

den  Grössen  ^  ,  —  Sl2.  0.    Die  dritte  Ebene  ist  senkrecht  zur  Rich- 
dt 

1  dT 

tnng  der  Orthogonalgeschwindigkeit  U  und  hat  von  0  den  Abstand        ^  • 
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Die  drei  Ebenen  liefern  als  Durchschnitt  im  Allgemeinen  einen 
Punkt  ohne  Beschleunigung,  das  B es chleunigungscentr um,  welches 
übrigens  auch  ins  Unendliche  rücken  kann.  In  besonderen  Fällen,  wenn 
nämlich  die  drei  Ebenen  durch  dieselbe  Gerade  hindurchgehen,  existirt 
eine  Beschleunigungsaxe,  d.  h.  eine  geradlinige  continuirliche  Reihe 
von  Systempunkten  ohne  Beschleunigung.  Die  Coordinaten  des  Be- 
8chleunigungscentrnms  sind 

dT  dSl  dT 

dt  dl    dt         V  TV 

Xi  OUT  »        f  1  03  UI        I      Ö     I       o  i  > 


dT  da      /<my  dT 

dl       \~dl)  dl 


dl         (V  TW\ 

:«  ~  v*  +  Vä  +  "äV 


siw1  si* 

Die  Bedingungen,  dass  eine  Beschleunigungsaxe  bestehe,  erhält  man, 
indem  man  ausdrückt,  dass  eine  lineäre  Verbindung  zweier  der  Glei- 
chungen der  drei  Ebenen  identisch  mit  der  dritten  Gleichung  werde, 
d.  h.  dass  sich  Coefficienten  «,  ß  finden  lassen,  welche  bewirken,  dass 

dT 
dt 

dSl 

werde.    Dies  liefert 

a  d^  —  ßSIV  +  9?  =  0,      aSl1  -  ^  =  0,      W  =  0, 

a  (SIU  +  TIF)  +  ß    -  =  0. 

dt 

Eliminirt  man  hieraus  cc  und  ß,  so  bleiben  die  Bedingungen 

von  denen  die  erste  sagt,  dass  entweder  Sl  oder  V  verschwinden  müsse, 
wenn  eine  Beschleunigungsaxe  existiren  soll.  Ist  nun  1.  Sl  =  0,  nber 
dSl  ->  dT 

v  ->  0,  so  muss  ,  =  0  sein,  d.  h.  es  muss  die  Traualationsgeschwin- 
dt  ^  dl 

digkeit  des  Systems  parallel  der  Momentanaxe  zwei  Zeitelementc  hin- 

dSl 

durch   dieselbe  sein.    Ist  -     =0,  so  kann  T  sich  ändern.    2.  Es 

dt 

aei  W  =  0,  d.  h.  es  neige  sich  die  Momentanaxe  nicht,  dann  muss 
dT 

zugleich  —  =  0  sein.    Dies  ist  z.  B.  der  Fall  beim  System,  welches 

einer  Ebene  parallel  bleibt. 

§.  3.  Ziehen  wir  die  Gleichungen  für  a-,,  y,,  zx  von  den  Aus- 
drücken X%  F,  Z  ab,  so  erhalten  wir- 
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X  =  -  Ä»  {*■  -  *,)  -  df{  {y  -  y.)  +  Ä?(:  - 

oder  indem  wir  das  BeschleunignngBcentrum  als  Ursprung  eines  Coor- 
dinatens)  stems  der  £,  ij,  f  wühlen,  dessen  Axen  den  Axen  der  a  y  y,  z 
parallel  laufen,  d.  Ii.  .r  —  .r,  —  i,  y       y{  =  ^,  c  —      =  f  setzen: 

Nun  sind  aber  —  ß2§  =  Sl'p  —  il2t;  =  (—  ^  die 

Componenten  einer  Beschleunigung  welche  senkrecht  nach  einer 

durch  das  Beschleunigungscentruni  zur  Moiuentanaxe  parallel  gezogenen 
Geraden  hin  gerichtet  ist,  wobei  p  den  Abstand  des  Systempunktes  von 
dieser  Geraden  bedeutet;  ebenso  sind 

7,r 1  -  ir »'  Kp) lind  -  <u  "  =  ~ai  p\~  p) 

die  Componenten  einer  Beschleunigung  ^  •  />,  senkrecht  zu  jener  Axe 

und  zu  p.  Beide  Componenten  zusammen  bilden  die  Beschleunigung, 
welche  der  Systempunkt  haben  würde,  wenn  die  Moinentanaxe  durch 
das  Bcschleuuigungscentrum  ginge  und  nicht  wechselte.    Endlich  sind 

=  Ä'i'-r,  (?f)  und  —  SIV$  =  SZW •  r,  (—  *  ) 

die  Componenten   einer  zur  Ebene  der  §£  parallelen  Beschleunigung 

SlWri  =  Sl  ■  -  r,,  welche  nichts  anderes  ist,  als  die  Normalcomponcnte 

der  durch  die  Winkelbeschleunigung  hervorgerufenen  Beschleunigung  des 
Systempunktes,  wobei  r,  den  Abstand  desselben  von  der  y-Axe,  d.  1».  von 
der  Axe  der  Normalwinkelbcschleunigung  bedeutet,  wenn  dieselbe  durch 
das  Beschleunigungscentrum  geführt  gedacht  wird.  Diese  und  die  vorige 
Componente  bilden  die  gesammte,  von  der  Winkelbeschleunigung  her- 
rührende Beschleunigung.    Man  kann  daher  den  Satz  aufstellen : 

Die  Beschleunigung  eines  Punktes  im  unveränderlichen 
System,  welches  die  allgemeinste  Art  der  Bewegung  besitzt, 
ist  dieselbe,  welche  er  besitzen  würde,  wenn  das  System 
um  das  Beschleunigungscentruni  rotirte,  und  zwar  um  eine 
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zur  Momentan aie  parallele  Axe  mit  derselben  Winkelge- 
schwindigkeit Ä  und  derselben  Winkelbeschleunigung  a. 

Die  Punkte  gleicher  Beschleunigung  ordnen  sich  auf  folgende  Weise 
um  das  Beschleunignngscentrum.  Alle  Punkte,  welche  von  der 
durch  dies  Centrum  zur  Momentanaxe  parallel  gelegten  Ge- 
raden denselben  Abstand  p  besitzen,  haben  dieselbe  centri- 
petale  und  tangentiale  Beschleunigungscomponente  Sh2p  und 
dSl 

—  p\  sie  liegen  daher  auf  einem  Cylinder,  welcher  um  diese 

Gerade  als  Axe  in  dem  Abstände  p  beschrieben  werden  kann. 
Alle  Punkte,  welche  von  der  dnrcb  das  Beschleunigungs- 
centrum zur  Axenrichtung  der  Normalwinkelbescbleunigung 
(also  zur  gemeinschaftlichen  Normalen  der  Flächen  (C)  und  (T)  im  Punkte 
0,  dem  Fusspnnkte  kürzesten  Abstand  es  der  Momentanaxe  von  ihrer 
nächsten  Lage)  parallelen  Geraden  denselben  Abstand  r,  be- 
sitzen, haben  gleiche  Beschleunigungscomponente  Sie 
liegen  mithin  auf  einer  mit  dem  Abstände  r,  von  dieser  Axe 
beschriebenen  Cy  lind  erfläche. 

Hieraus  folgt: 

Alle  Systempunkte,  welche  sich  auf  der  Durchschnitts- 
curve  zweier  Cylinder  befinden,  deren  Axen  sich  im  Be- 
schleunignngscentrum rechtwinklig  schneiden  und  von 
denen  die  Axe  des  ersten  der  Momentanaxe,  die  des  andern 
der  Axe  der  Normalwinkelbeschleunigung  parallel  ist,  be- 
sitzen gleiche  Beschleunigung. 

§.  4.  Wir  wollen  jetzt  die  Normal-  und  Tangentialcomponente  der 
Beschleunigung  eines  Systempunktes  M  {xyz)  bilden.  Zu  dem  Ende 
haben  wir  die  Grössen  X,  F,  Z  jede  zu  zerlegen  in  zwei  Componenten, 
von  denen  die  eine  in  der  Richtung  der  Tangente  der  Bahn  des  Punktes 
fällt,  während  die  andere  dazu  senkrecht  ist.  Indem  wir  hierauf  die 
Componenten  der  ersten  Art  summiren,  erhalten  wir  die  gesuchte  Tan- 
gentialbeschleunigung q>t  und  indem  wir  aus  den  Componenten  der  zweiten 
Art  die  Resultante  ziehen,  ergibt  sich  die  Normalbeschleunigung  (pn. 
Die  Richtung  der  Tangente  an  die  Bahn  des  Systempunktes  ist  die 
Tangente  einer  Cylinderschraube  um  die  Momentanaxe,  deren  Bogen- 
element  der  Systempunkt  beschreibt.  Durch  den  Systempunkt  legen 
wir  eine  Ebene  senkrecht  zur  Momentanaxe  und  beschreiben  in  ihr  um 
den  Schnittpunkt  mit  dieser  Axe  einen  Kreis  im  Abstände  r.  Die  Rich- 
tungen J/f,  Äff,,  MX  der  Tangente  an  die  Schraubenlinie,  an  den  Kreis 
und  die  Richtung  parallel  der  a-Axo  bilden  in  HI  eine  dreiflächige  Ecke, 
in  welcher  die  Ebene  tti  senkrecht  auf  ttx  ist.    Daher  erhalten  wir 

cos  (tX)  =  cos  (l  /,)  •  cos  (/,  X). 

27* 
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Ebenso  bildet  die  «/-Richtung  mit  Ml  und  Mty  eine  Ecke,  aus  welcher 
sich  ergibt 

cos  (t  Y)  =  —  cos  (//,)  •  cos  (f,  ]'). 

Nun  ist  aber,  wie  leicht  zu  sehen,  cos  (//.)=-■  ,  cos  (t.  X)  =  '  , 

_|_  fi  r 

<6>s  (/,  }')  —  und  deshalb 

cos  (M')  =         V  .  ,        cos  (*  \  )  =  - 

j  r\Q,i  _|_  Ti  i  r!&  _[_  r- 

und  hierzu  erhält  man  weiter  sofort 

r 

cos  (tZ)  = 


Mit  Hülfe  dieser  Werth e  ergibt  sich  die  Tangentialbeschleunigung  tp, 
des  Systempunktes : 

<p,  =  X  cos  {IX)  -f-  Y  c,,s  (t  Y)  -f  Z  cos  (//), 
oder  indem  man  die  Ausdrücke  für  -V,  F,  Z  aus  §.  2.  einführt: 

•  r2  —  WWyz  —  Ji'tf.r  +  7" 

=  /  r*tt*  +  7* 

Die  Bestandtheile,  welche  die  Normalbeschleunigung  <p„  bilden,  sind  auf 
folgende  Art  leicht  darzustellen.  Die  beiden  Componenten  X  und  Y, 
welche  in  die  Ebene  senkrecht  zur  Momentanaxe  fallen,  zerlegen  wir 
jede  in  zwei  Componenten,  eine  in  der  Richtung  von  r,  die  andere  senk- 
recht dazu ,  letztere  Richtung  übereinstimmend  mit  dem  Sinne  von  Sl 
genommen.  Da  diese  beiden  Richtungen  mit  den  Coordinatenaxen  Winkel 

bilden,   deren   Cosinusso  sind:      ,  '    für  dio  erste,  '   ,  —  —  für  die 

r      r  r  r 

zweite,  so  erhalten  wir  durch  diese  Zerlegung  in  der  Richtung  von  r 

die  Componcnte 

S  =  X  -  +  Yy  =  —  Sl'r      SIV  -  4-  (SllJ  +  TV)  V- 
r  r  r    1  1         '  r 

und  senkrecht  dazu 

r  r        dl  r        K        1  r 

W  aber  spaltet  sich  wieder  in  zwei  Bestandtheile,  einen  von  der  Rich- 
tung der  Tangente  an  die  Bahn  des  Systempunktes,  welcher  bereits 
in  <pt  enthalten  ist,  und  einen  andern,  welcher  normal  dazu  in  die  Tan- 
gentenebene des  Cylinders  um   dio  Mnmentanaxe    fällt.     Letzterer  ist 

Wcos        +//,)  =  -      W  ms  ttx  —  •  W.  Hierzu 

tritt  nun   noch   von  Z  der  normale  Bestandteil  /  ■  in 

}  r-W  -f  7  - 
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derselben  Richtung  wie  —  IV  cos  (*/,),  sodass  beide  zusammengehen  in 

einen,  nämlich  o 

S'  =  (Z  —  W)   

}/r7Sl2  -\-  T*  *-      dt      1  r    1  v        1         yr    1  1  d/J 

Die  beiden  Componenten  5,  fallen  in  die  Normalebene  der  Bahn  und 
sind  zu  einander  rechtwinklig.  Ihre  Resultante  ist  qp„,  hat  die  Richtung 
der  Hauptnormalen,  d.  h.  der  Schnittlinie  der  Normalebene  und  der 
Schmiegungsebene  oder  die  des  Krümmungshalbmessers,  mit  welchem  sie 
auch  dem  Sinne  nach  übereinstimmt.    Man  hat  demnach 

r2<p„2  =  [—  —        xz  -j-  (SIU  -f  TW)y]2 

+  ^0Y2  [~  ^ r2  +       +  &u+™)*  +  ~ 

und  erhält  weiter  für  die  Tangente  der  Neigung  a  der  Hauptnormalen 
gegen  die  Richtung  von  r 

während  die  Neigung  X  der  Normalebene  gegen  Ebenen  senkrecht  zur 
Momentanaxe,  oder  was  dasselbe  ist,  die  Neigung  der  Babn  gegen  die 
Momentanaxe  angegeben  wird  durch 

Die  Richtung  der  Hauptnormalen  oder  des  Krümmungshalbmessers 
der  Bahn  des  Systempunktes  schneidet  die  Momentanaxe  nicht,  sondern 
kreuzt  sie  unter  einem  Winkel  (t,  für  welchen 

T  sin  a 

cos  a  =  —  •  % 

l/r2&  +  r2 

Der  Krümmungshalbmesser  der  Bahn  ergibt  sich  mit  Hülfe  der  Glei- 

v2 

chung  —  =  (pni  nämlich: 

?  r2&2  +  T2 

<Pn 

§.  5.  Die  Systempunkte,  deren  Tangentialbeschleunigung  <p,  Null 
ist,  welche  also  im  Allgemeinen  eben  ein  Maximum  oder  Minimum  der 
Geschwindigkeit  besitzen,  liegen  auf  der  Fläche  zweiten  Grades 

St  ~  (x2  +  y2)  -  Sl2Wyz  —  U2Vx  +  TdJt  =  0. 

Diese  Fläche  besitzt  einen  Mittelpunkt,  dessen  Coordinaten 

dt 
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sind.  Die  x-Axo  ist  eine  Hauptaxe  der  Fläche  und  von  den  beiden 
anderen  Hauptaxen,  welche  parallel  der  yz  -  Ebeno  laufen,  bildet  die 
eine  mit  den  Axcn  der  y  und  i  Winkel,  doren  Cosinusse  den  Grössen 

—  Ä"Pundß  (-^  +j/('l**y+  Winj    proportional   sind.  Wählt 

man  unter  Beibehaltung  der  ar-Axe  diese  letztere  Axe  zur  y-  Axe,  so  ist 
die  Gleichung  der  Fläche  in  Bezug  auf  Mittelpunkt  und  llauptaxcn : 

dt 

Die  Fläche  ist  daher  iin  Allgemeinen  ein  Hyperboloid  und  zwar  ein 

S  i 

einfaches  oder  ein  doppeltes,  je  nachdem  positiv  oder  negativ  ist. 
Für  constantc  J  und  U  —  0  wird  sie  ein  Kegel,  für  J/r  =  0  ein  Cylindev. 
Für     -  =  0  stellt  die  Fläche  ein  hyperbolisches  Paraboloid  dar: 

£*»P  yz  +  &Ux  —  T  dJt  =  0 . 

at 

§.  6.  Die  Punkte,  deren  Normalbeschlounigungscompouente  S  =  0 
ist,  welche  also  blos  senkrecht  zur  Kichtung  von  r  beschleunigt  werden, 
liegen  auf  der  Fläche  zweiter  Ordnung 

&?       _j_  yi)  _|_  siU^xz  —  (SIU  +  TW)  y  =  0, 
welche  die  Momcntanaxe  enthält.     Der  Mittelpunkt  derselben  hat  die 

{11  THF\ 

Coordinaten  x  ^=  z  =  0,  y  =  M  ■   -f  ()2  1 ;  die  y-Axc  ist  die  Kich- 
tung einer  Hauptaxe  und  von  den  beiden  anderen,  welche  in  die 
Ebene  fallen,  bildet  die  eine  mit  den  Axen  der  y  und  z  Winkel,  deren 

Cosinusse  proportional  Sl7IF  und  Sl  -\-  y  &l*  -f-  Sl-V2  sind.  Wählt  man 
diese  Axe  zur  a*-Axe,  so  wird  die  Gleichung  der  Fläche  in  Bezug  auf 
Mittelpunkt  und  Hauptaxen 

4  (ß2  -  /w  +  si^p'2)  x>  +  &v  +  i     +  f/ä'  +  ärv*)  z* 

Die  Fläche  ist  ein  einfaches  Hyperboloid  mit  der  y-  und  z-Axe  als 
reellen  Hauptaxen.  Für  7=0  und  U  =  0,  d.  h.  für  die  Kotation  des 
Systems  um  einen  Punkt  geht  dasselbe  in  einen  Kegel  über,  dessen 
Mittelpunkt  im  liotationscentrnra  liegt.  Für  7=0  und  V  =  0,  d.  h.  für 
das  System,  welches  sich  parallel  einer  Ebene  bewegt,  wird  aus  ihr  ein 
Cylinder;  ebenso  wenn  W  allein  verschwindet. 
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Die  Systempunkte,  für  welche  die  Normalbeschleunigungscomponente 
S'=0  wird,  welche  also  senkrecht  zur  Momentanaxe  beschleunigt  werden 
und  welche  Bahnen  beschreiben,  deren  Krümmungshalbmesser  eben  die 
Momentanaxe  rechtwinklig  schneiden,  liegen  auf  der  Fläche  vierter 
Ordnung: 

(i§(x2  +  tf) -SlWyz  +  (Äff  +  T'P)*+(?Jt-  ÄV«)  j/7+?  =  0, 
dT 

welche  blos  für  -,-  =>  0  und  Sl7le  =  0  sich  auf  eine  Fläche  zweiter 

dt 

Ordnung  reducirt. 

Der  geometrische  Ort  aller  Systempunktc,  deren  totale  Normal- 
beschleunigung Null  ist,  ist  die  Durchschnittscurve  der  beiden  zuletzt 
genannten  Flächen  und  mithin  im  Allgemeinen  eine  Curve  doppelter 

dT 

Krümmung  der  achten  Ordnung.  Nur  in  dem  Falle,  dass  ~{  =  0  und 
Sl*P  =  0,  in  welchem  Falle  beide  Flächen  sich  auf  die  Cylindcr 

*'  +  '*  -  ST**  =  0 

*2  +  ?  +  *  =  0 

reduciren,  besteht  der  Ort  aus  zwei  Oeradon,  nämlich  der  Momentanaxe 
und  der  Beschleunigungsaxe. 

§.  7.  Man  kann  die  bisher  geführten  Untersuchungen  auch  rein 
analytisch  in  grösster  Allgemeinheit  behandeln.  Es  sei  hierfür  ein  festes 
Coordinatensystem  der  x}  y,  z  und  ein  bewegliches  der  x\  y\  z't  welches 
mit  dem  System,  um  dessen  Bewegung  es  sich  handelt,  fest  verbunden  ist. 
Man  hat  dann  wie  früher  die  Transformationsforraeln 

x  =  x0  -f-  ax  +  «V  -f~  a'  z 

y  =  yo  4-     +  b'y  -f-  b"z' 

cx  -f  cy  -f  c  r, 

worin  x0}  y0,  z0  die  Coordinatcn  des  beweglichen  Ursprungs  0,  den  wir 
auf  der  Momentanaxe  im  Fusspunkte  ihres  kürzesten  Abstandes  von  der 
folgenden  Momentanaxe  annehmen  wollen,  «,  ö,  c;  a\  b\  c\  a",  b",  c" 
aber  die  Richtungscosinusse  der  Axen  x\  y\  z'  gegen  die  festen  Axcn 
bedeuten.  Differentiirt  man  diese  Gleichungen  zweimal  und  bedenkt,  dass 
x\  y\  z  von  der  Zeit  nicht  abhängen,  sondern  die  unveränderliche  Lage 
des  Systempunktes  im  System  bestimmen,  so  erhält  man  für  die  Com- 
d^x   d^u  d?z 

ponenten  -^y,  -  -  -^  der  Beschleunigung  (p  des  Systempunktes  parallel 
den  festen  Axen  die  Gleichungen: 
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d"-.r  Vv'o  ,  d-a  .  ,  (Pa  .  ,  (Pa" 
dt1  —  dl'1  +  x  di1  +  y  W  +  2  dt* 


d'y        iPy„  ,  dV>         ,  dV         ,  d"-b" 

dt*   —    dt    ^  *  dP   +  V  dP   +  *  dP 

dT-Z  <Pz0  ;  #C     ,       ,dV  ,dV 

~  d/*  +  *  df-  ^  y  dt*       5  dl»  ' 
Die  Ooordinaten  a*,,  y, ,  z,  des  Beschlcunigungscentrums  genügen  den 
Bedingungen 

dl*        U|        di»        U'        di»  U» 
seine  Lage  im  System  wird  daher  durch  die  Gleichungen 

ttlxt.  ,  d-'rt  ,  (Pa'  ,  (Pa" 


°~  ^  +  +       dl'  +  *»  dl' 

0  =  di'  +  *'  di'  +      di»  +  *'  di» 

°  -  dl»  +  *'  dl»~  +  dl»  +  di2" 
bestimmt.  Subtrahirt  man  diese  Gleichungen  von  den  vorigen,  für  die 
Componcntcn  der  Beschleunigung  aufgestellten ,  so  erhält  man  diese 
Componenten  etwas  einfacher  dargestellt,  falls  man  das  Beschleunigungs- 
centrum  zum  Ursprünge  der  Ooordinaten  |  =  x  —  xx\  t]  =  y  —  y,', 
%  =*  z  —  z{  wählt,  nämlich: 

(Px  (Pa  d-a  (Pa" 

dl*  =  §  dl'  +  V  dP  +  ?  dt1 

d'y  (Pb  (Pb'  (Pb" 

di*  ~  *  di»  +  n  dP  +  ?  dl» 

(Pz        .  d»c  dV  dV' 

di*  =  KiP  +  v  dP  +*-**-' 

Nachdem  man  die  Ooordinaten  x{\  y,',  z{  des  Beschleuuigungsceutrums 
im  System  gefunden,  ergeben  sich  mit  Hülfe  der  zu  Anfang  des  §.  auf- 
gestellten Gleichungen  auch  dessen  Ooordinaten  xlt  y, ,  z,  im  absoluten 
Kaumc. 

Die  Normal-  und  Tangentialbeschleunigung  <pH>  tpt  eines  System- 
punktes ergeben  sich  auf  folgende  Weise.  Nach  S.  Anm.  ist  der 
Oontingenzwinkcl  de  der  Bahn  eines  Punktes  (wenn  wir  die  Differen- 
tiationen alle  auf  die  Zeit  t  als  unabhängige  Variabele  beziehen  und 
dx  ,  dy  ,  dz  ,  ds  ,  ,„  ,  ,  .» 
dl  ^Xy  dt  =  y '  dl  =Zy  dt  =  S  setzcn'  woraus  *   ==      ~f"  !/   "I-  • 

und  wenn  zwei  Accento  eine  zweimalige  Differentiation  nach  I  bedeuten, 
s's"  =  .r'.r"  -f-  y'y"  -j-  z'z"  folgen)  gegeben  durch  die  Gleichung 

**- ("■*')'+ ("•7)'+ ("•;)' 
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und  folglich  nach  Ausführung  der  Differentiationen: 

=  (sx'-u  )*  -f-  {s'y ' —  s  'y')*  -J-  (sV—  s 's*)2 

=  s'*(x"*  4-  rp  +        -j-  5"2(^'2  _|_  y-2  +  .'2)  _  2*7>V'+  y'y"+  z'z") 
=  (*»  +  y'2 -f  zi)  (*"■»  +  y*'2  +  ;"2)  -  (*V+  y'y"+  zY')2 
=  (x'y"~  x"y)*  +  (yV—  y'V)2  -j-  (:'/-  ;rY')2. 
Da  der  Krümmungshalbmesser  q  durch  die  Gleichung 

ds  s 
9  =  de  ~  de 
dt 

bestimmt  wird,  so  hat  man  zufolge  der  vorstehenden  Relationen  und  mit 
Rücksicht  auf  die  Bedeutung  der  zur  Abkürzung  gebrauchten  Schreibweise 
£»      (dx  d*y      dy  d*x\*     /dy  d*z      dz  d*y\*     (dz  d*x      dx  d*z\2 
q*  ~  \dt  ~di*    '  dt  dl*)  +  V//  dl*    "dt  dt'*)  +  \rf/  dt1       dt  dt1)  ' 

Da  aber  ^*  =  r,  so  stellt  dieser  Ausdruck  das  Quadrat  von 

v* 

—  •  V  =  w„  •  V 
Q 

dar,  wodurch  <p„  als  gefunden  zu  betrachten  ist.  Ferner  ergibt  sich 
durch  Differentiation  von 

er-  ■> = (£)+ (»*+ (:;;)' 

die  weitere  Gleichung 

rft>  </.r  </2a.*        rfy  rf2»/       dz  f/2^ 

Iliermit  erhält  man  für  die  geometrischen  Orte  der  Systempunkte  ohne 
Normalbcschleunigung  und  ohne  Tangentialbeschleunigung: 

dfix    dx        d*y    dy        d*z  dz 

dt*  ''  dl  =  dt'1  ''  dt  =  dl'1  ''  dl 

dx   d*x    ,    dy  d*y    .    dz  d*z 

dl    dt1   +  dt    dl*  +  dt    dl*  ~~  ' 
der  erste  Ort  ist  stets  eine  Curve,  der  zweite  eine  Flüche. 

In  den  Ausdrücken  für  die  Componenten  der  Beschleunigung  kom- 
men die  ersten  und  zweiten  Derivirteu  der  Cosinusse  ay  a\  //,  b\  h"\ 
c,  c,  c"  vor.    Um  diesclbon  zu  entwickeln,  bedenken  wir,  dass 

a  =  cos  {XX') ,    a  —  cos  (X  Y') ,    a"  =  cos  (XZ') 
die  Coordinaten  eines  Punktes  /•*  sind  in  der  Einheit  der  Entfernung 
von  dem  beweglichen  Ursprünge  ö,  dessen  Radiusvector  OP  parallel 
der  .c-Axe  ist,  in  Bezug  auf  das  bewegliche  Coordinatcnsystcm  der  .r',  y',  z. 

Daher  sind  ,  ~ ,  dio  Componenten  der  relativen  Geschwindig- 
keit des  Punktes  P  bezüglich  dieser  Axen.   Zcilogt  man  nun  die  Wiukel- 
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geschwindigkeit  Sl  um  die  Momentanaxe  in  ihre  Componenten  SlXi  Sly-,  Slt 
parallel  den  Axen  der  x,  yy  z\  so  sind 

a'Slz-  —  a"Sly  ,     a"Slx  —  aSly>  —  a'Slx- 

die  Componenten  jener  relativen  Geschwindigkeit,  also 

da         .  0 

=  a  Slt'  —  a  Sly- 
dt  y 

d(t  "  r\  /-» 

—  •       (i  Sly  —  aSlt- 
dt 

—  =  aSly   —  aSlx'. 

Hieraus  ergibt  sich 

d*a         ,,dSlx-         dSlt-        _   da        _  da" 

— —  =  a    —  a  - —  -f-  W.'  - — -  —  jl„-  — 

dt'1  dt  dt     ^     "  dt  *  dt 

und  in  ähnlicher  Weise  ™ %■ ,  -.y- 

rf^a:  rf'y  rf2£ 

In  jenen  Ausdrücken  kommen  auch  die  Grössen  -  ,° ,  ,-->° 

J                                                                dr      dt1  dr 

vor,  welche  die  Componenten  der  Beschleunigung  des  beweglichen  Coor- 
dinatenursprungs  darstellen.  Wir  wollen  auch  diese  zweckmässig  um- 
formen. Der  Punkt  x0,  y0,  zQ  besitzt  die  Componenten  der  Geschwin- 
digkeit 

_  rp  dyn  _  T  Äy-  dzQ 

rf/  &   '      dt  Sl  1      dt  Slt 

parallel  der  Momentanaxe  und  erlangt  von  Seiten  der  Translations- 
geschwindigkeit des  Systems  die  Elemcntarbeschleunignngscomponenten 

'(*£)• 

Durch  die  Rotation  um  die  folgende  Momentanaxe,  deren  kürzester  Ab- 
stand von  der  ersteren  de  sei,  erlangt  er  aber  weitere  Elementarbeschleu- 
nigungscomponenten,  nämlich  wenn  A,  /u,  v  die  Cosinusse  der  Richtungs- 
winkel von  de  gegen  die  beweglichen  Axen  sind 

(fi  >  Slt-  —  v  •  £y')  dcy    (v  •        —  A.  •       <fc,    (A  •  Äly  —  ft  •  Slx-)  de . 

Daher  sind  seine  Beschleunigungscomponenten  überhaupt: 


■|(r£)  +  fr.*--iV>£ 


Bisher  Hessen  wir  die  Wahl  der  Coordinatenaxen  ganz  frei;  nehmen 
wir  aber  jetzt  an,  dass  die  Axe  der  z  mit  der  Momentanaxe  und  die 
Axo  der  x  mit  der  Richtung  des  kürzesten  Abstandes  de  zusammen- 
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falle,  sowie  dass  zu  Anfang  des  Zeitelementes  dt  die  Richtungen  der 
beweglichen  Axen  in  den  Richtungen  der  correspondirenden  festen  Axe 
liegen,  durch  die  Bewegung  des  Systems  aber  aus  dieser  Lage  heraus- 
gehoben werden.    Dann  erhält  man  folgendes  System  von  Werthen  für 

*ro  !/o  za  >    ^  P  v  >    a  a  a"\    b  b'b'\    c  cc" 
und  ihre  Derivirteu  der  ersten  und  zweiten  Ordnung: 

at-  =  o,  siv  =  o,  si, ■  =  si,  k  =  i,     =  v  =  o 

rf/    ~  U'     rf/  _  U>     rf/  '» 

«  =  1        a'=  0  a"=  0 

ö  =  ()       b'  =  1  6"=  0 

c  =  0       c'  =  0  c"  =  1 
rf«                 da              _  rfa" 

rf(.  =  o  rfr  =  -  ft  Ä  _  0 
*  _  J»  -  o  =  0 

rf/  rf(  rf/ 

rfc  rfc'  rfc" 

rf/  =  °       dt   =  °  dt   ^  ° 


rf2« 

d¥ 

ß2, 

rf2«' 
rf/2  "~ 

rfß, 

rf/  ' 

d*a" 

dir  = 

dSly 

dt 

d2b 

ß2, 

rf26' 

rf&.r 

d2b" 

dSlt 

rf/2 

rf/2  ~~ 

rf/  » 

rf/2  ~~ 

~dT 

rf2c 
rf/2 

0 

rf2c' 
rf/  2  ~~ 

dSl„ 
dt  ' 

rfV' 
rf/2  ~~ 

rf&r 

dt 

T  rfÄ.r 

rf2^        T  rfilv 

-  Ärf< 
rf/  ' 

d% 

rf/'" 

dt  ' 

'rf/2        Si  dt 

dt* 

dx 

~di 

%\ 

rf/ 

Slx', 

dt'  M 
,    =  T 
dt 

d7x 
dt2 

rf2.r0 
rf/2 

Sl*x '  - 

dSl,  ,  . 

-dT,J  + 

dSly  , 
dt  " 

dhj 
rf/2 

rf/2 

d&x  .  . 
rf/"  2  + 

dSlt  , 

-—  *c 
rf/ 

rfV 

rf2*,, 

+ 

rf/  ' 

rfÄ^  , 

rf/' 

rf/2 

rf/ 

rfr 
rf/ 


welche  Ausdrücke  für  die  weitere  Verfolgung  eines  Problems  in  die 
obigen  Gleichungen  einzuführen  sind. 

§.  8.  Die  oben  §.  1  —  6.  entwickelten  Lehren  verdankt  man  zum 
Theil  Rivals,  zum  Theil  Re*sal  (Memoire  sur  les  proprietis  geomelriqucs 
du  mouvement  le  plus  ge'ne'ral  dun  corps  solide.  Journ.  de  fe'colc  polyt. 
T.  XXI  (37umc  Cah.)  IS5S).  Wir  sind  bei  Darstellung  derselben  vorzugs- 
weise dem  Ideengange  des  Letzteren  gefolgt,  haben  aber  mancherlei 
Ungenauigkeiten  und   Unrichtigkeiten,  welche  sich  in  seine  Betrach- 
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tungen  eingeschlichen  haben,  berichtigt  und  die  Rechnung  nicht  unbe- 
deutend vereinfacht.  Indessen  kann  man  der  ganzen  Untersuchung  über 
die  Beschleunigung  des  »Systems  für  den  Fall  der  allgemeinsten  Be- 
wegung auch  leicht  folgende,  etwas  andere  Grundlage  geben. 

Das  System  besitze  zur  Zeit  t  die  Schraubengeschwindigkeit  (T,  Sl) 
um  die  Momentanaxe  C\  wie  früher,  zur  Zeit  /  -f-  dt  aber  die  Schrauben- 
geschwindigkeit (T\  Sl')  um  die  folgende  Momentanaxo  C,  welche  von 
C  den  kürzesten  Abstand  0  0  =  de  habe  und  mit  ihr  den  unendlich 
kleinen  Winkel  da  bilde.  Wir  fragen  zunächst,  welche  unendlich  kleine 
Schraubengeschwindigkeit  und  was  sonst  noch  rauss  zu  (71,  Sl)  hinzutre- 
ten, um  diese  Grosse  in  (T\  Sl')  überzuführen?  Wahrend  des  ersten  Zeit 
dementes  besitzt  das  System  der  Schraubengeschwindigkeit  (T,  Sl),  wäh- 
rend des  zweiten  (T*,  Sl').  Nun  ist  Sl'  äquivalent  der  Winkelgeschwin- 
digkeit Sl'  um  eine  durch  0  gehende,  zu  C  parallele  Axe  C"  und  der 
unendlich  kleinen  Translationsgeschwindigkeit  Udl  senkrecht  zu  C"  oder 
C\  parallel  der  Ebene  C'C,  also  senkrecht  zu  0  0'.  Die  Winkelgeschwin- 
digkeit Sl'  um  C"  ist  aber  äquivalent  Sl  um  C  und  der  unendlich  kleinen 
Winkelgeschwindigkeit  «(//,  welche  durch  die  Winkelbeschleunigung  ge- 
geben wird  um  die  Axe  er,  welche  in  die  Ebene  C"C  fällt  und  durch  0 
geht.  Die  Translationsgeschwindigkeit  T*  parallel  G'  ist  äquivalent  der 
Translationsgeschwindigkeit  T  parallel  C  und  der  unendlich  kleinen  Trans- 
lationsgeschwindigkeU  udt}  welche  von  der  Translationsbeschleunigung  u 
gegeben  wird  und  gleichfalls  der  Ebene  C  C  parallel  ist.  Die  beiden 
Translationsgeschwindigkeitcn  Udt  und  udt,  welche  beide  der  Ebene  C'C 
parallel  sind,  vereinigen  wir  nun  zu  einer  einzigen,  gleichfalls  dieser  Ebene 
parallelen  und  zerlegen  wir  diese  wieder  parallel  der  Axe  der  Winkel- 
beschleunigung cc  durch  0  und  senkrecht  zu  ihr,  wobei  die  letztere  Com- 
ponente  immerhin  parallel  C  C  wird.  Die  zur  Axe  a  senkrechte  Com- 
ponente  gibt  nun  mit  udl  zusammen  eine  unendlich  kleine  Winkel- 
geschwindigkeit derselben  Grösse  um  eine  zur  Axe  «  parallole  Axe, 
welche  in  einer  durch  diese  Axe  gehenden,  zu  jener  rechtwinkligen 
Componentc  senkrechten  Ebene  in  endlichem  Abstände  von  der  Axe  et 
liegt.  Die  zu  dieser  Axe  parallele  Oomponente  der  Translationen  gibt 
mit  oedt  eine  unendlich  kleine  Schraubengeschwindigkeit,  welche  Udt,  udt 
und  udt  zusammen  äquivalent  ist.  Die  Componentc  Sl  um  C,  welche 
sich  aus  der  Zerlegung  von  Sl'  um  (f  ergab,  findet  nun  während  des 
zweiten  Zeitelemeutes  um  C  statt  und  damit  dies  eintrete,  muss  zu  Sl, 
welches  während  des  ersten  Zeitelementes  um  dieselbe  Axe  C  stattfindet, 
Mos  die  centripetalc  Elementarbeschleunigung  Sl'uit  für  die  Entfernung 
gleich  der  Einheit  hinzutreten,  während  eine  tangentiale  Beschleunigung 
nicht  hinzutritt,  da  die  Grösse  von  Sl  sicli  für  das  folgende  Zeitclcment 
nicht  ändert.  Aus  dein  Entwickelten  geht  hervor,  dass  wenn  die  Schrauben- 
geschwiudigkeit  (T,  Sl)  um  C  in  die  geänderte  Schraubengeschwindigkeit 


Digitized  by  Google 


IX.  Cap.  tteschlcunig-unp:  der  relativen  Bewegung.  429 

(7",  Sl')  um  C  übergeführt  werden  soll,  zu  ihr  hinzutreten  muss:  1.  eine 
unendlich  kleine  Schraubengeschwindigkeit  um  eine  bestimmte  Axe,  welche 
in  endlicher  Entfernung  von  der  Momentanaxc  liegt  und  2.  eine  unend- 
lich kleine  Geschwindigkeit  senkrecht  zu  dieser  Axe  und  nach  ihr  hin 
gerichtet,  deren  Werth  für  die  Einheit  der  Entfernung  Sir  dl  ist.  Die 
Schraubengeschwindigkeit,  mit  dt  dividirt,  d.  h.  auf  die  Zeiteinheit  be- 
zogen, nennen  wir  die  Schraubenbeschlcunigung  und  ihre  Axe  die  Axe 
dor  Schraubeubeschleunigung;  die  nach  der  Momentaxe  hin  gerichtete 
zweite  Componeute,  durch  dt  dividirt,  nämlich  die  Grösse  Sl2}  nennen 
wir  die  Axialbeschleunigung  und  den  Inbegriff  beider,  der  Schrauben- 
und  der  Axialbcschleunigung,  die  Systembeschleunigung.  Aus  ihr  erhal- 
ten wir  leicht  die  Beschleunigung  jedes  Systempunktes,  indem  wir  die 
Kotationscomponente  der  Schraubenbeschlcunigung  und  die  Axialbeschleu- 
nigung mit  den  Abständen  des  Systempunktes  von  den  Axen  dieser 
Grössen  multipliciren  und  mit  der  Translationscomponentc  der  Schrauben- 
beschlcunigung verbinden. 

Aus  dem  Gesagten  ergibt  sich,  dass  es,  damit  die  Bewegung  des 
Systems  zu  Stande  komme,  nicht  genügt,  dass  zu  der  Schraubengeschwin- 
digkeit (7*,  Sl)  eine  Mose  Schraubenbeschlcunigung  hinzutrete,  dass  viel- 
mehr in  dem  Systeme  noch  eine  Beschleunigung  auftreten  muss,  welche 
die  Punkte  desselben  gegen  die  Momentauaxe  hindrängt,  die  Axial- 
beschleunigung. 

An  diese  Betrachtung  kann  man  leicht  die  Auffindung  des  Beschleu- 
nigungscentrums mit  Hülfe  der  Beschleunigung  dreier  Systenipunkte,  der 
oben  entwickelten  geometrischen  Oertcr  ausgezeichneter  Systempunkto 
und  die  Bestimmung  der  Beschleunigung  der  Bewegung  eines  Systems, 
dessen  Bewegung  aus  mehreren  anderen  Bewegungen  zusammengesetzt 
ist,  anschliesson. 


IX.  Capitd. 

Die  Beschleunigung  der  relativen  Bewegung  eines  Punktes  im  unver- 
änderlichen 8$  stem ;  Beschleunigung  der  relativen  Bewegung  eines  unver- 
änderlichen Systems  in  einom  anderen. 

§.  1.  Bereits  im  V.  Cap.,  §.  1.  des  TT.  Theiles  wurde  gezeigt, 
dass  die  absolute  Geschwindigkeit  eines-  Punktes  die  Resultante  seiner 
relativen  Geschwindigkeit  und  der  Geschwindigkeit  des  Systeinpunktcs 
ist,  welcher  eben  mit  ihm  zusammenfällt.  Hier  soll  nun  untersucht 
werden,  in  welcher  Weise  die  Beschleunigung  der  absoluten  Geschwin- 
digkeit von  den  Beschleunigungen  der  relativen  Geschwindigkeit  und 
der  Beschleunigung  der  Geschwindigkeit  des  Systempunktes  abhängt. 
Es  wird  sich  zeigen,  dass  die  ersterc  nicht  blos  aus  den  beiden  letzteren 
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allein  sieb  bildet,  sondern  dass  zu  diesem  noeb  eine  dritte  Componente 
hinzutritt,  die  zusammengesetzte  Centripetalbeschleunigung. 

Es  sei  v  die  absolute  Geschwindigkeit  des  beweglichen  Punktes  M 
zur  Zeit  /;  sie  ist  die  Resultante  seiner  relativen  Geschwindigkeit  vr  im 
System  und  der  Geschwindigkeit  v,  des  Systempunktes  wi,  der  zur  Zeit  / 
mit  ihm  zusammenfällt.  Ebenso  seien  vr\  v,'  die  absolute  und  relative 
Geschwindigkeit  des  beweglichen  Punktes  zur  Zeit  t  -f-  dl,  zu  welcher 
er  die  absolute  Lage  M  hat,  sowie  die  Geschwindigkeit  des  System- 
punktes  tri ,  der  zur  Zeit  /  -|-  dt  mit  ihm  zusammentrifft.  Auch  hier  ist 
v  die  Resultante  von  vr\  v,\  Ziehen  wir  nun  durch  irgend  einen  Punkt  0 
(Fig.  143.)  des  Raumes  zwei  Gerade  0V}  OV  gleich,  parallel  und  von 
demselben  Sinne  mit  den  absoluten  Geschwindigkeiten  v,  v,  so  stellt  VV' 
Fi    143  die  Elementarbeschleunigung  du  der  absoluten 

 vj.     Bewegung  zur  Zeit  t  dar.    Ziehen  wir  ebenso 

l'Kf  \R'  durch  0  zwei  andere  Gerade  0  Vr,  0  V,-'  gleich 

/ff  parallel  und  von  gleichem  Sinne  mit  den  Ge- 
schwindigkeiten vr,  der  relativen  Bewegung, 
so  würde  VrVr '  =  dr\x  die  Elementarbeschleu- 
nigung der  relativen  Bewegung  dur  sein,  wenn 
die  relative  Bahn  ruhte  und  nicht  selbst  in  Folge 
der  Elementarschraubenbewegung  des  Systems 
eine  Lagenänderung  erlitte  und  dadurch  eine 
Richtungsänderung  der  relativen  Geschwindigkeit  herbeigeführt  würde. 
So  aber  zerfällt  <///,  in  zwei  Componenten,  von  denen  nur  eine  die 
relative  Elementarbeschleunigung  ist,  während  die  zweite  eine  ganz 
andere  Bedeutung  hat,  wie  sich  nachher  zeigen  wird.  Zwei  Gerade 
endlich  durch  0,  parallel,  gleich  und  gleichen  Sinnes  mit  den  Geschwin- 
digkeiten vt,  v/  der  Systempunkte  m  und  m  zu  den  Zeiten  /  und  t  +  dt, 
nämlich  0VS,  0VS'  liefern  eine  dritte  unendlich  kleine  Beschleunigung 
V,VS'  =  d'/2»  welche  zwar  nicht  unmittelbar  die  Elementarbeschleunigung 
dus  des  Systeinpunktes  m  zur  Zeit  t  darstellt,  wohl  aber  durch  diese 
und  die  Elemente' der  Bewegung  des  Systems  zu  dieser  Zeit  ausdrückbar 
ist,  wie  sich  sogleich  ergeben  wird.  Durch  parallele  Uebertragung  der 
Linienelemcnte  dr}ly  di]2  an  VV  zeigt  sich,  dass  VV  =  du  die  Resul- 
tante von  VVr"=  di}x  und  Vr" V' =  drfr  ist.  Wir  ziehen  nun  durch  0 
eine  weitere  Gerade  Off,  welche  die  Geschwindigkeit  des  Systempunk- 
tes m  zur  Zeit  l  darstellt;  dann  wird  //F,'die  Elementarbeschleunigung 
du,'  dieses  Punktes  m  zur  Zeit  /,  V,H  aber  eine  unendlich  kleine  Be- 
schleunigungcomponente  eff  darstellen,  welche  zu  der  Geschwindigkeit  vs 
des  Systempunktes  m  hinzutreten  muss,  um  diese  in  die  Geschwindig- 
keit des  Systompunktes  ;«'  zu  derselben  Zeit  /  überzuführen.  Diese 
Componente  tritt  dadurch  in  die  Untersuchung  ein,  dass  der  Punkt  M 
im  System  vom  Punkte  m  zum  Punkte  m  wandert.   Die  unendlich  kleine 
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Beschleunigung  V,V,'=di].1  ist  demnach  die  Resultante  aus  der  Elementar- 
beschleunigung V,H  =  du,  des  Systempunktes  m  und  jener  unendlich 
kleinen  Beschleunigung  tff.  Durch  parallele  Uebertragung  ergibt  sich 
der  Punkt  //',  sodass  Vr"H' =  du,'  und  rf  V'  =  dl  wird  und  erscheint 
demnach  die  absolute  Elementarbeschleunigung  du  als  die  Resultante 
der  drei  Componenten  ety, ,  du,'  und  d$.  Dividirt  man  diese  drei  un- 
endlich kleinen  Grössen  durch  das  Zeitelement,  so  erhält  man  mit  Rück- 

du  '  du 
sieht  darauf,  dass  — -  in  der  <5renze  in  die  Beschleunigung    ,/  des 

dt  dt 

Systempunktes  m  zur  Zeit  t  übergeht,  die  Beschleunigung  g>  =  ^" 

der  absoluten  Bewegung  als  die  Resultante  von       ,   d~  =  g>,  und 

d"" 

einer  weiteren,  noch   naher  zu  ermittelnden  Beschleunigung  ■ -~ ,  mit 

deren  Bedeutung  wir  uns  sofort  beschäftigen  wollen. 

Es  stellt  d£  die  unendlich  kleine  Geschwindigkeitscomponente  dar, 
um  welche  die  Geschwindigkeit  des  Systempunktes  in  von  der  Geschwin- 
digkeit des  Systempunktes  m  zur  Zeit  /  verschieden  ist.  Nun  haben 
beide  Punkte  eine  Geschwindigkeitscomponente  T  parallel  der  Momentan- 
axe  gemein;  in  diese  Richtung  fallt  mithin  kein  Bestandteil  von  d£.  Sie 
haben  aber  beide  auch  Geschwindigkcitscomponenten  rSl,  r'Sl  senkrecht 
zu  den  Ebenen,  welche  man  durch  sie  und  die  Momentanaxe  legen  kann, 
unter  r,  r  ihre  Abstände  von  dieser  Axe  verstanden.  Stellt  daher  die 
Ebene  der  Fig.  144.  die  Projectionen  von  m,  m\  r,  r  auf  eine  zur 
Momentanaxe  senkrechte  Ebene  dar  und  zieht  man  zu  m  V  =  rSl  noch 
die  Linie  mV  gleich,  parallel  und  gleichen  Sinnes  mit 
mV  =  r'Sl,  so  bedeutet  VV'  die  gesuchte  unendlich 
kleine  Grösse  d£.  Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke 
mVV  und  Omm  ergibt  sich  aber  sofort 

VV':  rSl  =  mm:  r,  , 

d.  h.        =  m'H  •  Sl.     Nun  wandert  der  Punkt  M  im  m 
dl  dt 

System  von  m  nach  in  und  ist  mm  die  Projection  sei- 
nes Elementarweges  in  demselben  auf  die  Ebene  senk- 

7 

recht  zur  Momentanaxe.   Daher  stellt         die  Projection 

Ur  seiner  relativen  Geschwindigkeit  auf  dieselbe  Ebene 

dar  und  wird  folglich  -~  =  SlUr.    Diese  Componente  ist  senkrecht  zu 

«im',  also  senkrecht  zu  der  Ebene,  welche  durch  die  relative  Geschwin- 
digkeit parallel  zur  Momentanaxe  gelegt  werden  kann  und  ihr  Sinn 
stimmt  überein  mit  dem  Sinne  von  Sl.   Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke 
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»i  FF' und  Omm ,  von  denen  zwei  Seitenpaarc  zu  einander  rechtwinklig 
sind,  folgt  nämlich,  dass  VV  senkrecht  ist  zu  mm. 

Es  bleibt  uns  nun  noch  übrig,  die  oben  angeführte  Componente 
in  die  Elementarbeschleunigung  dur  der  relativen  Bewegung  und  eine 
weitere  unendlich  kleine  Beschleuniguugscomponente  zu  spalten,  welche 
durch  die  Lagenänderung  der  relativen  Bahn  herbeigeführt  wird.  Durch 
die  Translationsgeschwindigkeit  T  tritt  zur  relativen  Geschwindigkeit 
keine  Elementarbeschleunigung,  da  ihre  Grösse  überhaupt  nicht  durch* 
die  Schraubenbewegung  des  Systems,  ihre  Richtung  aber  blos  durch  die 
Kotationscomponentc  dieser  geändert  wird.  Die  Rotation  um  die  Mo- 
mentanaxe  ist  aber  äquivalent  derselben  Rotation  um  eine  durch  m 
gehende,  ihr  parallele  Axo  und  einer  Translation.  Letztere  übt  auf  die 
relative  Geschwindigkeit  ebenso  wenig,  wie  die  eben  erwähnto  einen 
verändernden  Einfluss.  Die  gesuchte  Beschleunigungscomponente  hängt 
also  blos  von  der  Rotation  um  die  durch  m  gehende  Axe  ab.  Nun  be 
schreibt  aber  der  Endpunkt  von  vr  in  Folge  dieser  einen  unendlich 
kleinen  zur  Ebene,  welche  durch  vr  und  die  Momentanaxe  geführt  werden 
kann,  senkrechten  Kreisbogen  im  Sinne  von  Ä,  dessen  Grösse  gleich 
Sldt  multiplicirt  mit  dem  Abstände  dieses  Endpunktes  von  der  Rotations- 
axe  ist.  Dieser  Abstand  ist  aber  die  Projection  U,  von  vr  auf  die  zur 
Momontanaxe  senkrechten  Ebene  und  daher  wird  SlU,dl  die  gesuchte 
unendlich  kleine  Beschleunigungscomponente,  welche  mit  dur  zusammen 
ety,  äquivalent  ist,  und  SlUr  die  ihr  entsprechende  endliche  Beschleuni- 
gung <p,'. 

dy 

Da  die  beiden  Componentcn  und  <pr'  der  Grösse,  Richtung  und 
dem  Sinne  nach  übereinstimmen,  so  liefern  sie  eine  Resultante  qp^  =  2SIU,  . 

Die  bisherigen  Entwickelungen  liefern  uns  daher  den  folgenden, 
zuerst  von  Coriolis,  wenn  auch  in  etwas  anderer  Form,  auf  analyti- 
schem Wege  gefundenen  Satz: 

Die  Beschleunigung  <p  der  absoluten  Geschwindigkeit 
eines  Punktes  M  hat  drei  Componenten:  1.  die  Beschleuni- 
gung <p,  der  relativen  Geschwindigkeit,  2.  die  Beschleuni- 
gung (ps  des  Systempunktes  »i,  mit  welchem  eben  M  zusammen- 
trifft und  3.  eine  Beschleunigung  (pSi  =  2SlUry  an  Grösse 
gleich  dem  doppelten  Produkte  aus  der  Winkelgeschwindig- 
keit um  die  Momentanaxe  und  der  Projection  der  relativen 
Geschwindigkeit  auf  eine  znr  Momentanaxe  rechtwinklige 
Ebene,  der  Richtung  nach  senkrocht  zu  der  Ebene,  welche 
durch  den  beweglichen  Punkt  zur  Momentanaxe  parallel 
geführt  werden  kann  und  dein  Sinne  nach  mit  £1  überein- 
stimmend. 
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Die  letztere  Componente  heisst,  freilich  wenig  passend,  die  zu- 
sammengesetzte Centripe  talbescbleunigung  des  Punktes  M 
und  wenn  sie  in  umgekehrtem  Sinne  genommen  auftritt,  die  zusammen- 
gesetzte Centrifugalbeschleunigung,  von  der  wir  bald  reden  werden. 
Sie  ist  aus  zwei  gleichen  Bestandteilen  gebildet,  von  denen  der  eine 
aus  dem  Fortschreiten  des  Punktes  im  System,  der  andere  aus  der 
Drehung  der  relativen  Bahn  um  die  Momentanaxe  entspringt. 

§.  2.  Besitzt  das  System  blos  eine  Translationsgeschwindigkeit  T, 
aber  keine  Winkelgeschwindigkeit  &,  so  ist  die  zusammengesetzte  Centri- 
petalbeschleunigung  <pQ  =  0.  Dasselbe  findet  statt,  wenn  der  beweg- 
liche Punkt  sich  in  relativer  Ruhe  befindet,  dann  ibt  ty  ==■  0  und  folg- 
lich auch  seine  Projection  Ur  auf  die  zur  Momentanaxe  senkrechte  Ebene. 
Ebenso  verhält  es  sich,  wenn  ty  der  Momentanaxe  parallel  lauft. 

Ist  die  relative  Bewegung  eines  Punktes  in  einem  un- 
veränderlichen System  aus  zwei  anderen  relativen  Bewe- 
gungen in  demselben  Systeme  zusammengesetzt  oder  wird 
sie  in  zwei  solche  zerlegt,  so  ist  die  zusammengesetzte  Cen- 
tripetalbeschleunigung  derselben  die  Resultante  aus  den 
zusammengesetzten  Centripetalbeschleunigungen  jener  in 
Beziehung  auf  dasselbe  System.  Sind  nämlich  ty',  ty"  die  beiden 
Componentcn  der  relativen  Geschwindigkeit  ty 
des  beweglichen  Punktes  M  (Fig.  145.),  so 
ziehe  man  durch  M  eine  Gerade  parallel  der 
Momentanaxe  des  Systems  und  lege  durch  sie 
und  die  Richtungen  dieser  drei  Geschwindig- 
keiten drei  Ebenen.  Diese  liefern  die  Pro- 
jectionen  Ur\  Ur'\  Ur  derselben  auf  eine  zur 
Momentanaxe  senkrechte  Ebene  und  es  sind 
die  letzteren  drei  Linien  die  Seiten  und  die 
Diagonale  eines  Parallelogramms,  welches  die 

Projection  des  Parallologramms  der  drei  ersteren  auf  dieselbe  Ebene 
darstellt. 

Zu  diesen  drei  Ebenen  senkrecht  sind  die  drei  zusammengesetzten 
Centripetalbeschleunigungen  <pü'=  2  SlUr\  <pü"=  2  £lür  ",  g>Q  —  2  Slür; 
sie  bilden  untereinander  dieselben  Winkel,  wie  die  drei  Ebenen,  auf 
denen  sie  senkrecht  stehen  und  also  auch  dieselben  Winkel,  welche 
Ur\  ty"  Ur  untereinander  bilden.  Da  sie  nun  zugleich  diesen  drei 
Grössen  proportional  sind,  so  ist  <pQ  die  Diagonale  eines  über  <pu'  und 
<pQ"  construirten  Parallelogramms,  mithin  die  Resultante  dieser  beiden. 
Der  Satz  lässt  sich  für  beliebig  viele  Componcnten  erweitern. 

Wird  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  des  Systems  um  die 
Momentanaxe  in  zwei  Componcnten  £1',  Sl"  um  irgend  zwei 
andere  Axen  zerlegt,  so  ist  die  zusammengesetzte  Centri- 

Schcll,  Theorie  d.  Ikw.  u.  .1.  K.ällc.  28 
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Fig.  liG. 


petalbescbleunigung  der  Bewegung  eines  Punktes  M  in  Bezug 
auf  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  des  Systems  die  Resul- 
tante der  beiden  zusammengesetzten  Centrifugalbeschleu- 

nigungen,  entsprechend  den  Winkelge- 
schwindigkeiten Sl',  Sl".  Zerlegt  man  näm- 
lich (Fig.  146.)  die  relative  Geschwindigkeit  vr 
des  Punktes  M  in  zwei  Componenten  ur,  w/,  ron 
denen  die  erstere  senkrecht  zur  Ebene  des  Axen- 
parallelpgramms  der  Sl  ist,  während  die  letztere 
in  diese  Ebene  hineinfällt;  bezeichnet  man  ferner 
q  die  zusammengesetzte  Centripetalbeschleunigung, 
welche  irgend  einer  relativen  Geschwindigkeit  v 
in  Bezug  auf  die  Bewegung  des  Systems  um  eine  Axe  von  der  Winkel- 
geschwindigkeit tö  entspricht,  mit  <pW  und  bedient  sich  des  Zeichens 
um  die  Aequivalenz  der  Beschleunigungen  auszudrücken,  so  hat  man 
dem  vorigen  Satze  zufolge: 


« " 


*ß  ) 


?('<r> 


>) 


Da  nun  ur  auf  der  Ebene  der  drei  Axen  senkrecht  steht,  so  liegt  es 
in  der  Schnittlinie  der  drei  Ebenen,  welche  durch  die  Axen  von  Sl, 
Sl',  Sl"  gehen  und  fallt  mit  seiner  Projection  auf  drei  durch  M  gelegt«», 
zu  den  drei  Axen  senkrechte  Ebenen  zusammen;  daher  fallen  die  drei 
zusammengesetzten  Centripetalbeschleunigungen 


9> 


,(«»•) 


„u  —  2Ä«r,  ^Mr)  =  2ä'«m  9>;;r'=  2äv 

in  die  Ebene  der  Axen,  stehen  senkrecht  suf  diesen  Axen  und  bilden, 
da  sie  Sl,  Sl\  Sl"  proportional  sind,  eine  Parallelogramm,  aus  welchem 

f0l8t:  (  9™   -  ^ 

Da  ferner  ur  in  die  Ebene  der  Axen  Sl,  Sl,  Sl"  fällt,  so  sind  seine 
Projectionen  auf  drei  zu  diesen  Axen  senkrechten  Ebenen  den  drei 
Perpendikeln  p,  p\  p"  gleich,  welche  von  dem  Endpunkte  von  u,'  auf 
diese  Axen  gefällt  werden  können  und  fallen  die  drei  zusammengesetz- 
ten Centripetalbeschleunigungen 


J.Ur) 


2  Slp, 


(O 


=  2  Slp,  w 


IT 


2Sl"p 


sämmtlich  in  die  Richtung  von  u,.  Die  Grössen  Slp,  Sl'p',  Sl"//'  stellen 
aber  die  Momente  der  Seiten  Sl,  Sl',  Sl"  des  Axenparallclogramius  in 
B<v.ug  auf  den  Endpunkt  von  u,'  dar  und  ist  daher,  wie  S.  211. 

Slp  =  Sl'p+  Sl"p'\ 
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t 

D.her  wird     ^      ^  ^f))  _  ^  +  ^ 

Durch  Substitution  der  für  <pgr^  und  <p£r )  gefundenen  äquivalenten 
Grössen  in  die  erste  der  obigen  Aequivalenzen  erhält  man  daher: 

*™;-(9<?\  9<?h  9<T\  9?>)   ~ 9«T\  9<?\ 

^  9^  -  9^). 

§.  3.  Nach  Thl.  I,  Cap.  VI  kann  man  die  relative  Bewegung  eines 
Punktes  M  auf  eine  absolute  reduciren,  indem  man  dem  System  jeden 
Augenblick  die  entgegengesetzte  Elementarbewegung  ertheilt,  die  es 
besitzt  und  den  beweglichen  Punkt  an  dieser  Bewegung  Theil  nehmen 
lässt.  Zu  der  absoluten  Geschwindigkeit  v  tritt  dann  die  entgegen- 
gesetzte Geschwindigkeit  —  v,  des  Systempunktes  hinzu,  welcher  eben 
mit  M  zusammenfallt  und  aus  beiden  geht  die  relative  Geschwindigkeit 
vr  als  Resultante  hervor;  zu  der  absoluten  Beschleunigung  <p  aber  gesellt 
sich  ausser  der  entgegengesetzten  Beschleunigung  g>  des  Systempunktes 
noch  die  der  zusammengesetzten  Centripetalbeschleunigung  qpü  entgegen- 
gesetzte zusammengesetzte  Centrifugalbeschleunigung  «p_Q>  um  mit  jenen 
beiden  zusammen  die  relative  Beschleunigung  tpr  als  ihre  Resultante  zu 
bilden.  Man  erkennt  dies  insbesondere  deutlich,  wenn  man  (Fig.  147.) 
zu  dem  Parallelepipede  aus  gv,  <ps ,  <pa  als  Eckkanten,  dessen  Diagonale 
q>  ist,  dies  Parallelepiped  aus  g>}  ,  <p_  ß  als  Kanten 
construirt,  als  dessen  Diagonale  alsdann  die  relative 
Beschleunigung  <pr  auftritt.  Man  hat  daher  den  wich- 
tigen, von  Coriolis  (Memoire  sur  les  e'quations  du  mou- 
vetneni.  relatif  des  systemes  de  Corps.  Joum.  de  Vecole 
polylechn.  T.XV.  Cah.  XXIV \  p.  142)  aufgestellten  Satz: 

Die  relative  Beschleunigung  eines  Punk- 
tes M  in  Bezug  auf  ein  bewegliches  System  2? 
hat  drei  Componenten:  1.  die  absolute  Beschleunigung  des 
Punktes,  2.  die  entgegengesetzt  genommene  Beschleunigung 
des  mit  ihm  zusammenfallenden  Systempunktes  und  3.  die  zu- 
sammengesetzte Centrifugalbeschleunigung,  welche  letztere 
dem  Werthe  nach  dem  doppelten  Produkte  aus  der  Winkel- 
geschwindigkeit des  Systems  um  die  Momentanaxe  und  der 
Projection  der  relativen  Geschwindigkeit  auf  die  zur  Mo- 
mentanaxe senkrechte  Ebene  gleich,  ihrer  Richtung  nach 
senkrecht  zu  der  durch  die  relative  Geschwindigkeit  zur 
Momentanaxe  parallel  geführten  Ebene  ist,  deren  Sinn  aber 
erhalten  wird,  wenn  man  die  genannte  Projection  der  rela- 
tiven Geschwindigkeit  im  Sinne  der  Winkelgeschwindigkeit 
um  %n  sich  umdrehen  lässt. 

28* 
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Die  Beschleunigung  wird  dabei  den  Principien  der  drei  letzten 
Capitel  gemäss  bestimmt.  Alle  Lehren,  welche  in  den  vorhergehenden  Ca- 
piteln  über  die  absolute  Bewegung  eines  Punktes  aufgestellt  worden  sind, 
gelten  jetzt  unmittelbar  auch  für  die  relative  Bewegung,  sobald  der  Be- 
schleunigung der  absoluten  Bewegung  des  Punktes  die  beiden  Beschleu- 
nigungen <p_t  und  <p_  u  zugefügt  werden. 

Der  bewegliche  Punkt  befindet  sich  in  relativer  Ruhe,  sobald  vr  und 
rpr  gleich  Null  sind;  da  o?_0  in  diesem  Falle  wegen  vr  =  0  verschwin- 
det, so  tritt  dies  ein,  sobald  die  absolute  Beschleunigung  <p  der  Beschleu- 
nigung <ps  des  Systempunktes  entgegengesetzt  gleich  wird.  Die  relative 
Bewegung  ist  gleichförmig,  wenn  <p  die  Resultante  von  <ps  und  qpü  ist. 

Ein  beobachtender  Punkt,  welcher  dem  Systeme  angehört  und  die 
Bewegung  des  Systems  nicht  bemerkt,  sieht  die  relative  Bewegung  als 
absolute  an;  für  ihn  6ind  V—u  Beschleunigungen,  welche  ihm  der 

bewegliche  Punkt  zu  besitzen  scheint.  Sie  heissen  deshalb  vielfach  auch 
die  scheinbaren  Beschleunigungen. 

Die  Elementararbeit  der  relativen  Beschleunigung  längs  des  Elemen- 
tes ds  der  relativen  Bahn  heisst  die  relative  Elementararbeit;  sie  ist 
zufolge  Thl.  III,  Cap.  I,  §.  18.  die  Summo  der  Elementararbeiten  der 
absoluten  Beschleunigung  <p,  der  Beschleunigungen  <p_s  und  <p_ü  längs 
dieses  Elementes.  Da  <p_o  aber  senkrecht  ist  zur  Richtung  der  relati- 
ven Geschwindigkeit,  also  auch  senkrecht  zum  Elemente  der  relativen 
Bahn,  so  ist  die  Elementararbeit  der  zusammengesetzten  Centrifugal- 
beschleunigung  Null.  Bezeichnen  also  et  und  ß  die  Winkel,  welche  die 
absolute  Beschleunigung  <p  und  die  Beschleunigung  q>,  des  Systempunk- 
tes mit  der  Tangente  der  relativen  Bahn  bilden,  sodass  also  insbesondere 
?t  —  §  der  Winkel  ist,  den  <p_,  mit  dieser  Richtung  einschlichst,  so  ist 

(p  cos  a  ds  —  <p_ ,  cos  ß  ds 

die  Elementararbcit  der  relativen  Beschleunigung  <pr  und  folglich  nach 
dem  Principe  der  lebendigen  Kraft,  welches  nach  der  obigen  Bemerkung 
jetzt  auch  für  die  relative  Bewegung  Gültigkeit  hat, 

d  •  \  Vr1  =  <p  cos  et  ds  —  <p-(  cos  ß  ds, 

und  weiter  unter  Anwendung  bokanuter  Bezeichnungen: 

S  -    S  *  —  $ 

S—S0  S  —  s0 

Besitzt  das  System  blos  eine  Rotation  von  constantcr  Winkelgeschwindig- 
keit so  ist  tps  =  urr,  die  zusammengesetzte  Centrifugalbeschlcunigung 
<P-t  reducirt  sich  auf  die  Mose  Centrifugalbeschlcunigung  und  man  hat 

j  q>   s  cos  ßds  =  J—  rfrdr  =  —  £  w2  (r2  —  rj), 
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da  ds  cos  ß  —  dr  wird,  wenu  r  den  Abstand  des  beweglichen  Punktes 
von  der  Momentanaxe  des  Systems  angibt.  Daher  wird  in  diesem  Falle 

J  Vl?  _  J  („r)*  _  /'9  co,  «  rf,  _{_  ^  w*  (r2  _  r()2)  . 
o  J 

Die  Erde  ist  ein  System  der  Art;  für  einen  fallenden  Tunkt  hat  man 
daher,  wegen  der  ausserordentlich  kleinen  Differenz  zwischen  r  und  r0 
und  mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  Beschleunigung  q>  =  G  der  Schwere 
für  die  ruhend  gedachte  Erde  vertikal  und  constant  ist, 

wenn  h  die  Fallhöhe  bezeichnet. 

§.  4.  Wir  wollen  jetzt  die  Componenton  der  relativen  Beschleu- 
nigung parallel  dreien  mit  dem  System  beweglichen  Coordinatcnaxen, 
deren  Ursprung  0'  heissen  mag,  darstellen.  Die  relativen  Coordinaten 
des  Punktes  M  in  Bezug  auf  dieses  Coordinatensystem  seien  x\  y\  z\ 
die  Componenten  der  absoluten  Beschleunigung  von  M  parallel  denselben 
Axen  seien  X 1",  Z',  die  der  Beschleunigung  des  mit  ibm  zur  Zeit  t 
zusammenfallenden  Systempunktes  A'/,  Ys\  Z,'  und  Xq\  Yq',  Zq  die 
der  zusammengesetzten  Ccntripetalbeschleunigung.  Die  Componenten  der 
entgegengesetzten  Beschleunigung  des  Systempunktes  und  der  zusammen- 
gesetzten Centrifugalbeschleunigung  ergeben  sich  aus  diesen  durch  Vor- 
setzung des  Zeichens  {— -)  und  da  die  zweiten  Derivirten  der  relativen 
Coordinaten  x\  y,  z  die  Componenten  der  relativen  Beschleunigung 
gleichfalls  darstellen,  so  erhalten  wir  zunächst  folgende  Gleichungen  für 
die  relative  Bewegung  des  Punktes  My  wenn  auch  noch  in  unentwickel- 
ter Form: 

dlt   =  •»  —        -  Iii 

r:-  iv 

Was  die  Componenten  A",  Y\  Z'  betrifft,  so  erhalt  man  sie  durch 
Projection  der  entsprechenden  Componenten  Xt  lr,  Z  der  absoluten  Be- 
schleunigung parallel  dreien  festen  Axen  auf  die  beweglichen.  Sind 
nämlich  wie  früher  abc,  ab'c\  n"b"c"  die  Richtungscosinusso  der  beweg- 
lichen Axen  gegen  die  festen,  so  ergibt  *ich: 

X  =  a  X  +  b  Y  +  f.  Z 
F'  =  a'X  +  //  Y  +  c'Z 
'/;  =  a"X  +  b"Y  +  c'Z. 

Da  die  absolute  Bewegung  des  Punktes  M  und  die  Bewegung  des 
Systems  bekannt  sind,  so  sind  in  diesen  Formeln  A',  F,  Z,  m,  6,  c; 
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a\  b\  c  ;  a",  b",  c"  gegebene  Functionen  der  Zeit  und  können  insbe- 
sondere die  neun  Cosinusse  durch  die  drei  Euler'schen  Winkel  (s.  S.  153) 
ausgedrückt  werden. 

Die  Beschleunigungscomponenten  des  Systempnnktes  in  Bezug  auf 
die  festen  Axen  seien  .V,,  FM  Zt\  sie  werden  durch  zweimalige  Diffe- 
rentiation der  Transformationsformeln 

ax  -\-  ay  -\-  a  z 
y  —  y,  +  bx  +  b'y  +  b"z 
z  —  Zj  -J-  cx  -f-  cy  -J-  c"z 

erhalten,  wenn  darin  x\  y',  z'  als  nicht  von  der  Zeit  abhängig  ange- 
sehen werden,  unter  welcher  Voraussetzung  sie  und  .r,  y,  z  die  Coor- 
dinaten  des  Systempunktes  für  das  bewegliche  und  für  das  feste  Coor- 
dinatensystem  darstellen,  während  x, ,  y, ,  z,  die  Coordinaten  des  be- 
weglichen Ursprungs  als  gegebene  Functionen  der  Zeit  anzusehen  sind. 
Man  erhält: 

<Px       (fx{  ,(f!a         .dV         ,  dV' 

~  di>  ~~  d/'   +  *  d<*  +  y  dO   +  *  d/* 

<fy      <fy,  ,    ,rf*A       ,d2//  ,W 

"  <ö*  ~  rfi*  +  *  di*      y  dt*  2  d/* 

d*z       rf'z,  rfV        ,  dV  ,  dV' 

z'  ~       —  ~d?~  *  di>  +  y  d<*  +  2  d<* 

und  hiermit  in  Ähnlicher  Weise,  wie  bei  den  Componenten  A",  Y\  Z': 

X/  =  a  Xt  +  b  Y,  +  c  Z, 

y;  =  a'jT,  +  6'  r,  +  c'z, 

Z,  =  rt  'A",  -j-  6"  Ys  -\~  c  Z$. 

Will  man  übrigens  die  als  bekannt  anzusehende  Lage  der  Momentanaxe 
benutzen,  so  kann  man  X,\  Ys\  Zs'  auch  unmittelbar  darstellen.  Man 
löst  dann  die  Bewegung  des  Systems  in  die  Translation  des  Ursprungs 
(f  und  die  Rotation  um  die  zur  Momentanaxe  parallele  durch  0'  geführte 
Axe  auf.  Sind  Slx-,  Sl,  die  Componenten  der  Winkelgeschwindig- 
keit um  die  Axen  dor  x',  y',  z',  so  erhält  man,  wie  Cap.  VII,  §.  4.: 

AY  =  W  +  z  -  y         +  (Slx  x  +  Sl.  y  +  Sltz)  Ä,.  -  Wx 

Y;  =       +  x  ~  z         +  (Ä,.*  +  Äf.y'  +  *V  -  &V 

z/  =  w  +  ~  ar'^  +  +  ä,V  +  ä,-0  Äa.  -  ÄV, 

worin  i/v,  i/y,  i/v  die  Componenten  der  Beschleunigung  des  Punktes  0' 
parallel  den  beweglichen  Axen  bedeuten. 

Um  die  Componenten  der  zusammengesetzten  Ccntripetalbeschleu- 
nigung  tpQ  =  2SIU,  parallel  den  beweglichen  Axen  zu  finden,  zerlegeu 
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wir  vr  in  ihre  drei  Componenten  ^  und  2  Sl  in  die  ihrigen: 

dt     dt     dt  ° 

2  51/,  2Äy-,  2Ä4-  und  bestimmen  die  Beschleunigungsbestandtheile,  welche 

diese  sechs  Componenten  für  den  Punkt  M  veranlassen.    Die  Compo- 

dx'  1 
nente  -  -  liefert  mit  Slx-  keinen  Beschlcunigungsbestandtheil ,  weil  ihre 
dt 

Projection  auf  die  zur  Axe  von  Slx-  senkrechte  y'z-  Ebene  Null  ist,  mit 

dx  dx' 

Sly-  und        aber  liefern  sie  —  2  Sly-  ~  - ,   2       ^  in  den  Richtungen 

der  z-  und  y'-Axe.     Ebenso  liefert  /   mit        und  Slx>  die  Bestand- 

#  '  j  ' 

theile  —  2  Sl,  •  — -,    2^   J    in  den  Richtungen  der  x-  und  r'-Axe. 

dt  dt 

endlich  ~  mit  Slx-  und  Äv  die  Bestandtbeile  —  2  Slx  ^ ,    2Sl¥  ^ 

in  den  Richtungen  der  y'-  und  ar'-Axe.  Sammelt  man  die  denselben 
Axen  entsprechenden  Bestandteile,  so  findet  man: 


Auch  kann  man  diese  Componenten  auf  folgende  Art  finden.  Es 
seien  A,  |tt,  v  die  Richtungscosinusse  von  g>Q  gegen  die  beweglichen  Axen ; 

dann  bestehen  vermöge  des  Senkrechtstehens  von  <pQ  auf  der  Richtung 
der  Moraentanaxe  und  der  relativen  Geschwindigkeit: 

Slx-  •  A  -f  Jiy  •  p  -f       •  v  =  0 

rf.r'    ,  .    dy  dz 

woraus 

A  u  vi 


wo 


-(^+v+^[(tO,+  (iT+(Öl 


ÄVr*    -  &*  rr'  ros'  (Ä,  iv)  =  \Slvr  sin  (Ä,  »r)P  «=  Ä*ffr»  =  ^J» 
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Daher  bat  man: 

=  '«'-*(*<■*'  " 

wie  oben. 

Mit  Hülfe  der  entwickelten  Ausdrücke  für  A\  I",  iT;  A,\  F/,  2/; 
A"ß,  J"o,  2*2  können  die  zu  Anfang  dos  §.  gegebenen  Gleichungen 
der  relativen  Bewegung  ausgeführt  werden.  Ist  der  Punkt  M  nicht  frei, 
sondern  auf  eine  dem  Systeme  angehörige  Fläche  der  Curvo  gezwungen, 
so  treten  auf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  noch  die  Compo- 
nenten  der  Widcrstandsbeschleunigung  dieser  Fläche  oder  Curvo  hinzu. 

Soll  der  bewegliche  Tunkt  sich  in  relativer  Ruhe  befinden,  so  müssen 
die  Bedingungen  erfüllt  sein: 

iv  =  0,  A'—  A7-  Aß'=  0,  1 r/-  }"u'=  0,  ;T  —  Z/—  Zo'=  0, 
oder,  da  tp0  mit  tv  verschwindet, 

tv  =  0,    A"  =  A'/,     F'=  }'/,    Z'  =  Zs'. 

§.  5.  Als  ehi  umfangreiches  Beispiel  zu  den  Lehren  dieses  Capitata  wollen 
wir  die  relative  Bewegung  eines  schweren  Punktes  in  der  Nähe  der 
Erdoberfläche  in  Bezug  auf  das  bewegliche  System  der  Erde  unter- 
suchen. Dies  Problem  zerfällt  in  mehrere  einzelne,  welche  Gegenstand  des  Studiums 
ausgezeichneter  Mathematiker  geworden  sind.  Die  betreffenden  Gleichungen  für 
die  Behandlung  derselben  wurden  zuerst  von  Gauss,  spiiter  von  Poisson  (Me 
moire  sur  Ic  mauvement  des  projeeteJes  dans  l'air.  Journ.  de  Cecole  polylechn.  XV, 
Ca/t.,  p.  21)  gegeben.  Eine  Arbeit  über  das  Pendel  mit  Rücksicht  auf  dio 
Rotation  der  Erde,  wenn  auch  auf  klcino  Schwingungen  beschränkt,  von  Binei, 
findet  sich  in  den  Comptes  rendtts  de  Vacademie  des  sciences  de  Paris,  T.  XXXII, 
lSül,  /,!f  sem. ,  p.  197;  eine  vollständig  durchgeführte  Bearbeitung  dieses  Gegen- 
standes ohne  Beschränkung  auf  kleine  Schwingungen  mit  Hülfe  der  elliptischen 
Functionen  gab  Dumas  (Crclle,  Journ.  Bd.  L,  S.  52).  Neuerdings  lieferte  Page 
in  den  Nouvelles  annalos  de  Gerono  et  Bourgct  eine  Reihe  von«  Abhandlungen : 
Mouvements  relatifs  a  la  surface  de  la  terrc,  2ltmtl  Serie,  T.  VI  (ISGl),  p.  97,  3S7 
u.  4SI;  T.  VII  (1S6S),  p.  337,  welche  sämmtliche  hierher  gehörigo  Einzclproblcme 
behandeln;  sie  reihen  sich  einer  früheren  kleinen  Arbeit  ihres  Verfassers:  Xote 
sur  les  mouvementa  relatifs  (Suhv.  ann.  T.  VI  (1866)  p.  414)  an. 

Die  Erde  ist  ein  System,  dessen  Elementarbewcgung  eine  Schraubenbewegung 
ist  um  eine  Axe,  welche  sich  nahezu  parallel  bleibt  und  unter  einem  Wiukol  von 
66^  Grad  gegen  die  Ebene  der  Bahn  ihres  Mittelpunktes  geneigt  ist.  Die  Winkel- 
geschwindigkeit &  dieser  Bewegung  ist  constant  und  wird  erhalten,  wenn  man 
2  n  durch  die  Länge  des  Sterntages,  in  Secundcn  mittlerer  Zeit  ausgedrückt, 
dividirt.    Letzterer  beträgt  86164,1  Secunden  (23h,  56"\  4»,1),  daher  ist 

Ä  -  Ä  ~  °"00,K)7S' 

eine  sehr  kleine  Grösse.  Die  Translationsgeschwindigkeit  T  parallel  der  Axe 
ist  unveränderlich  und  wird  erhalten,  wenn  man  die  Geschwindigkeit  des  Erd- 
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mittelpunkte8  in  der  elliptischen  Bahn,  auf  die  Axe  projicirt.  Sie  tritt  in  den 
folgenden  Untersuchungen  ebenso  wenig,  als  die  Translntionsbcschleunigung  auf, 
denn  dieselben  Ursachen,  welche  alleu  Punkten  der  Erde  Translationsgoschwindig- 
keit  und  Translationsbeschlcunigungen  ertheilcn,  ortheilcii  sie  auch  in  gleicher 
Grösse  dem  Punkte,  dessen  relative  Bewegung  in  Bezug  auf  das  System  der  Erde 
untersucht  wird  und  da  sio  als  Bewegungselemcnto  des  mit  dem  beweglichen 
Punkte  zusammenfallenden  Systempunktes  jenem  in  umgekehrtem  Sinne  zugefügt 
werden  müssen,  so  tilgen  sie  die  ihm  eigentümlichen,  sodass  die  Erde  für  Unter- 
suchungen der  relativen  Bewegung  als  ein  blos  rotirendes  System  von  constanter 
Winkelgeschwindigkeit  anzusehen  ist. 

Um  die  relative  Bewegung  eines  Punktes  M  als  eine  absolute  behandeln  zu 
können,  müssen  zu  der  absoluten  Beschleunigung  desselben  noch  hinzutreten  die 
entgegengesetzte  Beschleunigung  des  Systempunktes  m,  der  mit  M  zusammenfällt 
und  die  zusammengesetzte  Centrifugalbeschleunigung.  Ausser  der  Trannlations- 
beschleunignng,  welche  wir  bereits  eliminirt  haben,  besitzt  nun  m  noch  die  Centri- 
petalbeschleunigung  ß'r,  wenn  r  seinen  Abstand  von  der  Erdaxe  angibt,  senk- 
recht zu  der  letzteren  und  ihr  zugewandt,  ferner  die  von  der  Winkelbeschleuni- 
gung o  herrührende  Beschleunigung  «p  und  die  Beschleunigung  SIU  senkrecht  zur 
Ebene  durch  die  Momentanaxe  und  ihren  kürzesten  Abstand  von  ihrer  folgenden 
Lage.  Die  entgegengesetzte  Centripetalbcschleunigung  ist  die  Ccntrifngalbeschleu- 
nigung  und  verbindet  sich  mit  der  absoluten  Beschleunigung  des  Punktes  M. 
Die  von  der  Winkelbeschleunigung  a  herrührende  Beschleunigung  ap  des  System- 
punktes zerfällt  in  zwei  Componentcn,  die  Tangentialbeschleunigung  ^  ,  welche 

Null  ist,  weil  &  constant  ist,  und  die  Normalbeschleunigung  StWr ,  welche  aus 
doppeltem  Grunde  ausserordentlich  klein  ist,  erstens  vermöge  der  Kleinheit  von  Sl 
und  zweitens  vermöge  der  Kleinheit  der  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  die 
Erdaxe  neigt.    Diese  Grösse  kann  daher  vernachlässigt  werden. 

Es  bleibt  nun  noch  übrig,  die  zusammengesetzte  Centrifugalbeschleunigung 

V-  q  zu  bestimmen.  Ihr  Werth  ist  das  Doppelte  des  Produktes  aus  der  Projection 
Ur  der  relativen  Geschwindigkeit  vr  des  Punktes  M  auf  die  zur  Erdaxe  senk- 
rechte Ebene  des  Aeqnators  und  dor  Winkelgeschwindigkeit  Sl.  Ihr  Sinn  wird 
leicht  erkannt,  wenn  man  durch  den  Punkt  M  zur  Erdaxe  eine  Parallele  zieht 
und  durch  diese  und  v,-  eine  Ebene  legt;  tp_  Q  ist  nach  derjenigen  Seite  dieser 

Ebene  gewandt,  nach  welcher  die  Rotation  nicht  erfolgt  und  ist  senkrecht  zu 
dieser  Ebene. 

Als  scheinbare  Beschleunigungen  treten  demnach  zu  der  absoluten  Beschleu- 
nigung <p  des  Punktes  31,  um  dessen  relative  Beschleunigung  zu  bilden,  blos  hinzu : 
1.  die  Centrifugalbeschleunigung  ÄV  senkrecht  die  Richtung  der  Erdaxe  schnei- 
dend und  von  dieser  abgewandt  und  2  die  zusammengesetzte  Centrifugulbeschleu- 
nigung  2  SlVr  senkrecht  zu  der  Richtung  der  Ebene,  welche  zugleich  parallel 
läuft  mit  der  Erdaxe  und  der  relativen  Geschwindigkeit  von  M  und  zwar  nach 
der  Seite  hin  gerichtet,  welche  dem  Drehungssinne  von  &  abgewandt  ist.  Für 
die  relative  Ruhe  des  Punktes  M  verschwindet  auch  noch  die  zusammengesetzte 
Centrifugalbeschleunigung  und  ist  die  relative  Beschleunigung  blos  die  Resultante 
aus  der  absoluten  und  der  Centrifugalbeschleunigung. 

Die  Beschleunigung  g  der  Schwere,  wolche  wir  beobachten,  ist  die  Resul- 
tante der  absoluten  Beschleunigung  der  Schwere  G  und  der  Centrifugalbeschleu- 
nigung &*r.  Die  absolute  Beschleunigung  G  ist  die  Resultante,  welche  sich  aus 
den  sUromtlichen  Beschleunigungen  bildet,  welche  ein  beweglicher  Punkt  durch 
die  Einwirkung  der  materiellen  Punkte  der  Erde  erleidet.    Für  die  Erde  als 
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homogene  oder  auch  als  aas  homogenen  Schichten  gebildete  Kugel  ist  G  nach 
dem  Mittelpunkte  gerichtet  und  variirt  mit  dem  reeiproken  Quadrate  des  Abstandes 
des  Punktes  von  diesem  Mittelpunkte.  Da  aber  der  mittlere  Abstand  der  Erd- 
oberfläche vom  Mittelpunkte  859,5  Meilen  oder  6,376,000  Meter  beträgt,  so  ist  für 
geringe  Erhebungen  G  als  constant  anzusehen.  Die  Centrifugalbeschlounigung 
variirt  mit  dem  Abstände  r  des  Punktes  von  der  Erdaxe;  für  mittlere  Breiten  ist 
dieser  gleichfalls  sehr  gross  (gegen  4,780,000  Meter)  und  bringen  goringere  Orts- 
veränderungen daher  in  der  Grösse  der  Centrifugalbcschleunigung  nur  sehr  schwache 
Differenzen  hervor.  Daher  kann  in  den  folgendeu  Untersuchungen,  wenn  für  die- 
selben nur  geringe  Ortsunterschiede  in  Anspruch  genommen  werden,  die  relative 
Beschleunigung  g  der  Schwere  als  constant  nach  Intensität  und  Richtung  ange- 
sehen werden.  Da  aber  in  g  bereit«  die  Centrifugalbcschlcunigung  mit  aufgenom- 
men ist,  so  kommt,  wenn  es  sich  um  die  Bewegung  eines  blos  schweren  Punktes 
handelt,  für  denselben  blos  noch  die  zusammengesetzte  Centrifugalbcschleunigung 
in  Frage,  Indessen  gilt  dies  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass  in  der  Grösse  fl'r 
der  Abstand  r  von  der  Erdaxe  sich  nur  wenig  mit  der  Lagenäudcrung  des  beweg- 
lichen Punktes  ändere.  In  der  Nähe  des  Poles  sind  solche  Aenderungen  aber 
bedeutend,  daher  wird  in  gewissen  Fällen  für  die  Nähe  des  beweglichen  Punktes 
am  Pole  eine  besondere  Untersuchung  geführt  werden  müssen. 

Um  den  Einfluss  der  Ccntrifugalbeschleunigung  deutlich  zu  erkennen,  wollen 
wir  zunächst  annehmen,  der  bewegliche  Punkt  befinde  sich  unter  dem  Aequator. 
Dort  sind  sich  die  absolute  Schwere  und  die  Ceiitrifngalbeschleunigung  direct  ent- 
gegengesetzt; man  hat  also,  wenn  R  den  Radius  des  Aequators  bedeutet, 

g  =  G  -  &ß. 

Mit  Rücksicht  darauf,  daBs  der  Umfang  des  Aequators  2nR  —  40,000,000  Meter 

2  n 

und  wenn  T  =  86164,1  See.  die  Umdrehungszeit  der  Erde,  also  &  =  —  und 

für  g  —  9,808,896  erhält  man  für  das  Verhiiltniss  der  Centrifugalbcschleunigung 
am  Aequator  zur  beobachteten  Beschleunigung  der  Schwere  nahezu 


/4  irVÄ       J_  1 
\  T  )  g  =  289  =  17*  ' 


d.  h.  für  die  Centrifugalbesclileunigung  am  Aequator  — ,  sodass  g  —  G  —  ^  , 
also  g  =  G  (\  -f  j^,)  =  G  —  ^  wird.  Es  tilgt  also  dortselbst  die  Centri- 
fugalbesclileunigung ^  der  absoluten  Schwere.  Würde  also  die  Winkelgeschwin- 
digkeit der  Erde  plötzlich  das  17  fache  werden,  so  würde  die  Centrifugalbcschleuni- 
gung Sl*Ii  auf  das  17*fache  steigen,  also  gleich  G  werden; 
* 1,S'  in  Folge  dessen  verschwände  g  und  würde  am  Aequator  gar 

keine  Beschleunigung  der  Schwere  mehr  beobachtet  werden  ; 
^prdie  Körper  würden  nicht  mehr  zur  Erde  fallen. 

Um  die  Rechnung  für  die  Breite  X  durchzuführen,  hat 
man  unter  Voraussetzung  der  kugelförmigen  Erde  (Fig.  148.) 
gt  =  G%  -f  Ä'r»  —  2G&*r  cos  X,  woraus  mit  Rücksicht 

Q 

auf  r  =  Ii  cos  X  und  darauf,  dass  =  nämlich 

17' 

gleich  der  Centrifugalbcschleunigung  am  Aequator  ist, 
folgt: 

7  -  G  (l    -  ^  cos  X>f       fi  -  £  cos'X  . 
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Es  wird  demnach  die  absolute  Schwere  durch  die  Centrifugalbeschlennigung  um 
ein  Qlicd  vermindert,  welches  dem  Quadrate  des  Cosinus  der  geographischen 
Breite  proportional  ist.  Hierbei  ist  auf  die  Abweichung  der  Erde  von  der  Kugel- 
gestalt keine  Rücksicht  genommen;  würde  auch  diese  in  Rechnung  gezogen,  so 
würde  sich  eine  weitere,  gleichfalls  dem  Quadrate  des 
Cosinus  der  Breite  proportionale  Verminderung  ergeben. 

§.6.  Relative  Bewegung  eines  schweren  Punk- 
tes auf  der  Uorizontalebene  unter  dor  Breite  X. 
Wir  wählen  mit  Tilgung  der  Accente  an  den  Coordinaten 
zur  xy- Ebene  die  Horizontalebene,  auf  welcher  der  be- 
wegliche Punkt  bleiben  soll  und  zwar  zur  Axe  der  x  die 
Tangente  des  Parallelkreises  (Fig.  149.),  positiv  nach 
Osten  gerechnet,  zur  y-Axo  die  Tangente  des  Meridians 
oder  die  Mittagslinie,  positiv  nach  Süden  gerichtet,  und 
zur  z-Axe  die  Vertikale,  positiv  im  Sinne  der  Beschleu- 
nigung g  der  Schwere.  D»  die  Erde  sich  von  Westen 
nach  Osten  dreht,  so  ist  die  Linie,  welche  &  darstellt, 

auf  der  Erdaxe  nach  Süden  gerichtet  aufzutragen  und  bildet  mit  den  positiven 
Axen  der  x,  y,  z  die  Winkel  4»,  X,  —  X;  daher  werden  Slx  =  0,  <ßy  =  Sl  cos  X, 
Sl-  t=  £  sin  X.  Dio  Componrnten  der  zusammengesetzten  Centrifugalbeschleuni- 
gung  sind  daher: 


Q 


2Äco*i^-  —  ZSlsinX*^, 
dt  dl  * 


-ß 


Sl  sin  X  ~  , 


—  2  Ä  cos  X 


da: 
dt 


und  hiermit  werden  die  Gleichungen  der  Bewegung 

H-  2  Sl  cos  X 


dx. 
dt 


d*y 

dt*  = 
d*z 
dl* 


dx 

2  Ä  sin  X  •  *7 
dt 


=  —  2  ß  cos  X 


dx 
dt 


+  9  - 


wo  N  die  Widerstandsbeachleunigung  der  Horizontalebene  bedeutet.   Da  der  Punkt 

auf  dieser  Horizontalebene  bleiben  muss,  so  ist  zu  allen  Zeiten      =0,  ~  —  0; 

dt  dl* 

hiermit  werden  diese  Gleichungen  einfneher: 

d*x 
d~fi 
d*y 

dl*  " 


—  SÄ  sin  X 


2  Sl  sin  X 


—  2  Sl  cos  X 


dt 

da: 
dl 


Bildet  man  mit  ihrer  Hülfe  die  Grösse 


diese  und  erhält  man,  wenn 


( 


^  -TT-  +  *o  verschwindet 

dt  dl*  ^  dt  dt*  ' 

die  relative  Anfangsgeschwindigkeit  bezeichnet, 


27+ 


d.  h.  es  bleibt  die  Geschwindigkeit  der  Grösse  nach  constant.  Dies  ist  auch  von 
vornherein  einleuchtend,  denu  die  relative  Beschleunigung  der  Schwere  ist  al» 
constant  nach  Grösse  und  Richtung  angenommen  und  da  sie  senkrecht  zur  Balm 
des  Punktes  ist,  so  ist  ihre  Elementararbeit  Null;  die  Elementararbeit  der  zu- 
sammengesetzten Centrifugalbeschlennigung  ist  aber  ohnehin  immer  Null;  es  ist 
also  alle  Elcraentararbeit  zu  jeder  Zeit  Null  und  daher  auch  d-  \v*  =  0. 
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Integrirt  man  die  beiden  ersten  Gleicbungen  einzeln,  so  erbält  man,  wenn 
die  Anfangslage  des  Punktes  der  Coordiuatenursprung  und  «  der  Winkel  ist,  den 
v0  mit  der  .r-Axc  bildet,  für  die  Componenten  die  Gescbwindigkeit 

fi.v 

v.r  =        =  v0  cus  a  —  2  Sl  sin  l  ■  y 
al 

du 

v,,  —    J  =  vu  sin  a  -f  2fl  sin  i  •  x 

und  indem  man  diese  Werth e  in  die  Gleichung  (^)  +  (^f)  ~  "u*  einsetzt, 
ergibt  sich  als  relative  Bahn  des  Punktes  der  Kreis 

/       ,„  cof « y    /       Vo  sin « y    /    *,}  y 

vom   Radius    i(  l    und   den   Mittclpunktscoordinaten  j  t  =  —   ZSlsinl  ' 

Vi  =    *°~°S.  U.  •    Dividirt  man  v0  durch  den  Radius  des  Kreises,  so  drückt  der 
2  SZ  sin  l 

Quotient  o>  =  2  Sl  Min  l  die  Winkelgeschwindigkeit  aus ,  mit  welcher  der  Radius 
der  Bewegung  des  Punktes  folgt;  dieselbe  ist  unabhängig  von  v0,  also  für  alle 
Bewegungen   dieselbe.     Für  die   Breite   von   30°  it»t   der   Radius  des  Kreises 

OÖÖOU73  =  13698  ' Zeit  '»  nacn  welcher  der  Punkt  an  seinen  Ausgangs - 

ort  zurückzukehren  strebt,  ist  /.  =  _  * '-- • 

Sl  sin  l 

Nach  der  Zeit  /,  hat  der  bewegliche  Punkt  auf  dem  Kreise  einen  Weg  zurück- 
gelegt,  dessen  Projcetion  auf  die  Richtung  von  v0  den  Werth  e  =  t)  ^  ^  ^  •  «in  mt 

hat  und  seine  Abweichung  von  dieser  Richtung  betrügt  d  =  -  _P" .    ,  (1      cos  ml). 

2  Sl  sm  i 

Entwickelt  man  sin  cot  und  com  tat  in  Reihen  und  nimmt  für  kleine  /  deren  Anfangs - 
glieder,  so  erhält  man  vormöge  der  Bedeutung  von  o»  die  Ausdrücke:  e  =  v„t; 

d  —  v0Sl  stn  l  •  l*  =   •  e*. 

»'ü 

ff  T* 

Die  dritte  der  obigen  Gleichungen:  0  =  —  2  Sl  cos  l  - ~  -f-  g  —  .V  liefert 

die  Widcratandsbeschleunigung,  welche  die  Horizontalcbene  leisten  muss.  Für 
«  =»  |  n  bewegt  sich  der  Punkt  anfangs  in  der  Richtung  des  Meridians  und  ist 

d~  =  0,  also  .V  =  g\  für  a  =  0  geht  er  von  WeStcn  nach  Osten  und  ist 
y  =  0,       —  v0y  also  S  =  g  —  2  Sl  v0  cos  X  •  für  et  —  it  wird  $  =  g  -f  2  Sl  v0  cos  l. 

Unter  dem  Aequator  ist  l  =*  0,  also  der  Radius  der  Bahn  unendlich  gross; 
dort  beschreibt  der  Puukt  eine  Gerade  und  weicht  also  nicht  von  der  Richtung 

von  t>„  ab,  indessen  ist  der  Widerstand  A"  =  g  —  2  Sl  ^  • 

Für  den  Pol  muss  die  ganze  Untersuchung  etwas  anders  geführt  werden,  da 
dort  die  Voraussetzung  nicht  mehr  zulässig  ist,  dass  der  Abstand  des  beweglichen 
Punktes  von  der  Erdaxe  sich  nur  wenig  im  Laufe  der  Bewegung  ändere.  Am 
Pole  ist  die  relative  Geschwindigkeit  senkrecht  zur  Erdaxe;  es  fällt  mithin  dio 
zusammengesetzte  Ccntrifugalbcschleunigung  in  die  Horizontalebenc.  Man  erhält 
dort  die  Bewegungsgleichtingcn 


dt* 
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worin  die  Glieder  &*x,  St*y  von  der  Centrifugalbcschlennigung  ß?r  herrühren. 
Behufs  der  Integration  ist 


d.  h. 


dx  d\r       dy  d*y  /    da:  dy\ 

dt  dt*  ^  dt  dt*  \    dt  ^  V  dt)' 

(£)'+  Ct)' '-*•  +  «■  (•-  +  *•' 


0,,er        »'  =  «„'  +  AM,  sowie  *•  ^  -  y        =  2  U  {.rrf-r  +  j,,« , 

Diese  beiden  Gleichungen  liefern  nach  Elimination  des  Zeitelementes  dt  als  Diffe- 
rentialgleichung der  Bahn: 

U<  +  »<      //«  +  (»)' 

welche  in  Polarcoordinaten  o,  #  heisst:  £ldQ  =  vad&,  und  zeigt,  dass  der  beweg- 
liche Punkt  eine  archimedische  Spirale  q  =   £  &  beschreibt. 

§.7.  Relative  Bewegung  eines  freien  schweren  Punktes.  Zur  Er- 
leichterung der  Rechnung  wühlen  wir  den  Ursprung  des  Coordinatensysfems  in  der 
Anfangslage  des  Punktes,  die  z-Axe  in  der  Meridianebene  parallel  der  Erdaxe  und 
positiv  nach  Norden,  die  y-Axe  in  der  Richtung  des  Radius  des  Parallelkreises, 
positiv  nach  aussen,  zur  x-Axc  die  Tangente  des  Parallelkrcisos,  positiv  nach 
Osten  gerichtet.  Unter  der  Breite  X  sind  dann  die  Componenten  der  Beschleuni- 
gung der  relativen  Schwere:  0,  —  g  cos  X,  —  g  sin  X  und  die  der  zusammen- 

gesetzten  Ccntrifugalbcschleunigung  —  2  &  £  ,  ü  Sl  -~  ,  0.    Hiermit  sind  die 

drei  Bewegungsgleichungen: 

dt*  -  -2ÄÄ»     dt*  =2Sl  dt •  rf<f  =-gs>nX; 

dieselben  gestatten  eine  unmittelbare  Integration  und  liefern,  wenn  a,  b,  c  die 
Componenten  der  Anfangsgeschwindigkeit  v0  bezeichnen  für  die  Componenten  der 
Geschwindigkeit  zur  Zeit  /: 

*r  «»  o  -  2%,     ^  =  i  -f  2  Hx  —  0  cos  X- 1 ,  =  c  —  y  sin  X-  t . 

Dies  Gleichungssystem  ist  linear  und  also  nach  bekannten  Methoden  leicht  integrir- 
bar.  Indessen  da  die  dritte  Gleichung  unmittelbar  z  —  et  —  \gsinXl  liefert 
nnd  also  blos  die  beiden  ersten  übrig  bleiben,  so  kann  man  ohne  Anwendung  der 
allgemeinen  Methode  folgendermassen  zum  Ziele  kommen.  Die  Combination  der 
ursprünglichen  Gleichungen  zweiter  Ordnung,  welche  die  Gleichung  der  leben- 
digen Kraft  gibt,  liefert  hier: 

da-  d*x       du  d*y  ,  dy 

dt  dt*  ^  dt  dl*  J  dl 

und  folglich        r  -, 

i[0  +  C)]-^"*  +  '"'  =  -"-i->- 

fix 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  den  Werth   ^  =  a  —  2  Sly  ein,  so  folgt 

du 

dl  = 


}b*  -f  2  (2  nSl  —  y  cos  X)  y  —  4  Sl*y* 
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Hieraus  ergibt  sich,  indem  man  abkürzend  g^  =  ß,  2         ^  — *  *  ==  «  setzt, 

2Sldt  —  —        dy  —  rfy  - 

Kß*  +  2  «y  - V       K(a«  +  (3«)  -  (y  -  «)»  ' 

also  , «      .    •   y  - «      ,    •     - « 

2  <ß<  =  j*rc  *in  -        -      —  Are  sin  ,  . 

°der  «  y  —  a 

2  ß<  —  ^rc  «n-7-  =  ^rc  *w  _  _ 

K«*  +  0*  }  «l  +  /*« 

und  hieraus,  indem  man  rechts  und  links  Sinusse  nimmt  und  berücksichtigt,  dass 
a  8 

cos  Are  sin  —   ==    ,     p  ist:   ß  sin  2  Sit  —  a  cos  2  Sit  =  y  —  a  und 

Vu*  -f  0«       J  «»  -f  fi» 

also  nach  Wiedereinführung  der  Werthc  für  «  und  0: 

4  fl«y  =(2fla-s  co*  A)  (l  —  co*  2  &f)  -f  2  Ä6  *t«  2  Sil. 

Hierzu  liefert  die  Gleichung  — -  =  a  —  2  -Qy: 

dt 

a.  =  o/  _  (2  Sit  -  sin  2  Sit)  -  b  {1  -  cos  2  Sit) . 

Demnach  ist  die  Lösung  des  Problems  in  folgendem  Gleichungssystem  enthalten: 
x  —  9  ™^-  (2       —  «in  2  fl/)  +  i      *i/i  2  Är  -  \  ha  (1  -  co*  2  Sit) 


4  + 


i  =  c/  —  -J  /7  *in  X  •  t* 
»x  =  o  -  2  fly 
»tf  —  b       2  Slx  —  g  cos  X  •  t 
Vz  =  c  —  g  sin  X-  t. 

Wir  leiten  hieraus  in  den  folgenden  §§.  die  Behandlung  einiger  specieller  Fälle  ab. 

§.8.  Relative  Bewegung  eines  frei  fallenden  schweren  Punktes. 
Für  dieselbe  ist  zu  setzen  a  =  4  =  c  =  =  0,  Hann  sind  die  Gleichungen 
für  die  Lage  und  Geschwindigkeit  des  Punktes 

x==      Yß«2  (2Ä/-«n2Ä/),    vx  =  -2Sly 

v*  =  —  g(y  cos  X  -f-  :  sin  X) 

g  cos  X 

y  ~  —  4  fli  (l  —  cos  2       »     v'j  =      2fl.t-i/co*I  / 
:  =  —  ^  0  «t'n  A  •  t1  vz  =  —  g  sin  X- 1. 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  zeigen,  dass  die  Projection  der  Bahn  des  Punktes 

auf  die  Ebene  des  Parallelkreises  der  Anfangslage  ein  Cycloidenbogen  ist;  die 

Cycloide  hat  die  Linie  von  Osten  nach  Westen  zur  Basis  und  liegt  dem  Mittel- 
er cos  X 

punkte  des  Parallelkreises  zugewandt;  der  Radius  des  Wälzuugskreises  ist  ^ 

und  der  Wälzungswinkel  zur  Zeit  t  gleich  2  Sit.  Der  Wälzungskreis  dreht  sich 
daher  mit  der  doppelten  Winkelgeschwindigkeit  der  Krdc  um  den  Berührungspunkt 
mit  der  Cycloidcnbasis  um.  Die  übrigen  Combinationen  der  drei  ersten  Gleichun- 
gen zu  zweien  geben  die  Projectionen  der  Bahn  auf  den  Meridian  und  die  zur 
Erdaxe  parallele  Ebene  der  a-z.  Da  y  und  z  negativ  sind,  so  folgt,  dass  die  Pro- 
jectionen des  fallenden  Punktes  dem  Mittelpunkte  des  Parallelkreises  und  der 
Ebene  des  Aequators  zufallen. 

Die  vorliegende  Untersuchung  gilt  übrigens  nur  für  mittlere  Breiten.  Um 
die  Grenze  der  Präcision  der  Formeln  zu  bestimmen,  inuss  daran  erinnert  werden, 
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dass  dio  Intensität  g  der  Beschleunigung  der  Schwere  in  der  Höhe  h  über  der 

•  '  1  1 

Erdoberfläche  (s.  S.  228)  durch  die  Formel  -|  =  ^  _|_-^2  :  ^,  gegeben  wird,  aus 

2  qh 

welcher  man  für  die  Differenz  dg'  =  g  —  g'  die  Nähcrungsformel  dg'  =  — ~ 

construirt.  Der  Erdradius  ist  im  Mittel  Ii  =  6  366  000  Meter,  daher  würde 
für  h  =  3000  Meter  g  um  0,001  variiren.    Für  mittlere  Breiten,  wie  z.  B.  für 

o  cos  X 

Paria,  beträgt  der  Radius  des  Wälzungskreiscs  der  Cycloide  ^-ßt  =  303  713  650 

Meter  und  da  derselbe  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  2  Sl  sich  umdreht,  so  würde 
er  zu  einer  vollen  Umdrehung  43  082  Socunden,  zu  {  Grad  also  29,918  Secunden 
gebrauchen.  In  dieser  Zeit  fällt  der  Punkt  aber  von  der  Höhe  von  4  380  Meter, 
einer  Höhe,  für  welche  die  Variation  von  g  bereits  grösser  als  0,001  ist.  Man 
wird  also  die  obigen  Formeln  nicht  über  /  —  29,918  oder  30  Secunden  ausdehnen 
dürfen.  Dafür  bleibt  2  Sit  unter  0,00438  und  wenn  man  x,  y,  z  in  Reihen  nach  * 
entwickelt,  so  wird  4,  (2  Sltf  erst  an  der  21.  Stelle  eine  Ziffer  liefern  und  werden 
für  xy  y,  z  folgende  Formeln  bis  zur  16.  Deciraalo  exaet  sein: 

x  =  \  gSl  cos  Xt\     y  —  —  \  g  cos  X  ■  t*  -j-  J  gSl2  cos  X  ■  t*,     z  —  —  \g  sin  X  ■  t*. 

Transformirt  man  die  Coordinatenaxen  so  (Fig.  150  ),  dass  die  z-Axe  die  Vertikale 
der  Anfangslage  positiv  aufwärts  und  die  y-Axo  die  Tangente  des  Meridians,  positiv 
von  Norden  nach  Süden  gerechnet  wird,  während  die 
x-Axe  bleibt,  so  worden  die  neuen  Coordinaten  x',  y\  z 
sein  x'=  x,  y  =  y  sin  X  —  z  cos  X,  z'=  y  cos  X  -f-  z  sin  X 
und  folglich: 

x  =      %  gSl  cos  X-  /*, 
y  —       \g&i  sin  X  cos  X  •  t*, 

z'=-  Igt*  -f  \g&cos*x>t*. 
Man  sieht  hieraus,  dass  die  Abweichung  des  Punktes 
nach  Osten  vorwiegt,  dass  eine  sehr  kleine  Abweichung 
nach  Süden  stattfindet  und  dass  die  Fallhöhe  um  ein  Unbedeutendes  verringert 
wird  durch  die  Rotation  dor  Erde.  Vernachlässigt  man  die  mit  dem  Quadrate 
von  St  behafteten  Glieder,  so  wird  x'  =  J  gSt  cos  X  •  y  =  0,  z  =  —  \  gl*.  Die 
Bahn  stellt  sich  dann  approximativ  unter  der  Form  der  Neil' sehen  Parabel 
/2  \ 

x  =  J  7/      Sl  cos  X  •      in  der  Vertikalebene  von  Westen  nach  Osten  dar. 
r     0  \ 

§.  9.  Relative  Bewegung  eines  vertikal  in  die  Höhe  geschleu- 
derten Punktes.  Für  denselben  ist  u  =  0,  b  =  v0cosX,  c  =  v^sinX,  mithin 
nach  §.  7.: 

x  =  9^(2Slt^sin2Slt)-lVuC^l(l-coS2Sll)1   v,  =  -~2Sly 

.v0cosX  .  _  ~       qcosX  -  „  . 

y=*{-±^-  stn2Sll  —  ,74ßl  (1—  cos  2  Sit),  vy=    vucosX  +  2Sl.r  —  gcosX-t 

z  =»  r0  sin  X  •  t  —  }  g  sin  X  ■  t*  v:  —     »0  sin  X  —  g  sin  X  t . 

Man  kann  sehr  leicht  die  Bahn  der  Protection  des  Punktes  auf  die  Ebene  des 
Parallelkreises  ermitteln.  Zu  dem  Ende  schreiben  wir  die  beiden  ersten  Glei- 
chungen so: 

x  +  4  *  ™  X  (1  _  ro,  2  Ä/)  _  p  Sit  -  sin  2  Sit) 

»0  cos  X  g  cos  X 

y    -  \      ß     sm  2  Sit  -  —  ^  ßJ  (1  —  cos  2  Sil) 
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und  setzen 

,  t'0  cos  l  ..  _   _  .  .  ,  II.,  COS  X  . 

"  -i      &~  U  -  co»  2  Ä<)  —  «  ,      i  ü  a     *««  2  ß/  =  17 , 
wodurch  wir  erhalten 

X  ~  C  =  Vß^ {2  ß'  ",,"2Ä')«  =  -  Vß^  (1  -  co,  2  ß/)  , 

welches  in  Bezug  auf  ein  in  Translation  begriffenes,  in  der  Ebene  des  Parallel- 
kreises bewegliches  System,  dessen  Punkte  sämmtlich  congruente  Bahnen  mit  dem 
Punkte  £,  jj  beschreiben,  die  Gleichungen  einer  Cycloide  von  derselben  Be- 
schaffenheit, wie  die  des  §.  8.  sind.    Der  Punkt  £,  n  beschreibt  aber  einen  Kreis 

+  j5L^.*)"+  ,»  =  (iP,  a-)2vom  Radius  *  ,  dessen  Mittelpunkt 

die  Coordinaten  4  =  —  i   -  (>     >      =  0  hat.    Der  Radius  dieses  Kreises,  wel- 

eher  nach  dem  Projectionspunkte  >r,  y  führt,  droht  sich  in  der  Ebene  mit  der 
Winkelgeschwindigkeit  2  ß  in  entgegengesetztem  Sinne  wie  die  Erde.  Die  Pro- 
jection  des  beweglichen  Punktes  ist  also  ein  Punkt  auf  dem  Umfange  eines  Kreises 

vom  Radius  - ^p,- »  welcher  auf  einer  zur  Linie  von  Westen  nach  Osten  parallel 

fortrückenden  Geraden,  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  2ß  rollt,  deren  Punkte  . 
sämmtlich  Kreise  beschreiben  parallel  uud  gleich  dem  vom  Punkte  (£,  t])  beschrie- 
benen.   Anfangs  findet  eine  Abweichung  nach  Westen  statt,  später  nach  Osten. 

dx 

Das  Maximum  der  westlichen  Abweichung  wird  zur  Zeit  erreicht,  welche  -~  =  0 

in  Sht         *^  v 

.  macht.   Diese  Bedingung  liefert        -  -  r  =  -  -j  da  Sit  sehr  klein  bleibt,  so  folgt 

llt  g 

•>  ft 

hieraus   approximativ  t  =  — -  ,   also  doppelt  so  gross,  wie  die  Steigzeit  eines 

9 

Punktes  von  der  Geschwindigkeit  r0  bei  ruhender  Erde. 
Entwicket  man  in  Reihen,  so  erhalt  man 

x  =  —  t>0ß  co»  X  •  P  -f  4 gSl*  cos  X  ■  t\ 

y  =       i'u  cos  X  '  t  —  \g  cos  X  .t*  —  }  v0  Sl*  cos  X  •  t3  ~{-  J  g  Sl*  cos  X  • 
z  =       v0  sin  X  ■  t  —  \g  sin  X  •  t*. 

Tranaformirt  man  das  Coordinatcnsystem ,  sodass  dio  y-Axe  horizontal,  dio  2-Axc 
vertikal  wird,  d.  h.  substituirt  man  in  die  Gleichungen  y  =  y  sin  X  —  z  cos  X, 
z  =  y  cos  X  -f-  z  sin  X,  wie  §.  8.,  so  ergibt  sich: 

ff  =  4,  ß*  sin  X  cos  X  (fft*  —  4  v0t»), 

z  =  v0t  —  4  gl*  —  §  v0Sl*g  cos*  X  •  fs  +  J  Slg*  cos*  X  •  t\ 
während  x'  =  x  bleibt.  Weiter: 

d£  =  $  Sl*  sin  X  cos  X  [00  -  3  v0fi) ,     ^  =  v0  -  gl  +  $  ß»  co*»  i        -  3  M») . 

d~' 

Die  Steigzeit  ergibt  sich  aus  der  Bedingung  ^  =  0.  Sie  ist  nur  sehr  wenig 
verschieden  von  der  Steigzeit  bei  ruhender  Erde.  Nimmt  man  für  sie  also 
/  =  y  ,  so  ergibt  sich  hierzu  die  Steighöhe  h  aus  der  Formel  für  z  : 


h  =  i£  (l  -  ß*  cos*X-  -0 
2  o  V  o  / 


2  ^  V  o 
Die  Gleichung  für  y'  zeigt,  dass  im  Meridian  eine  Abweichung  nach  Norden  statt 

h* 

findet;  für  die  höchste  Lage  ist  dieselbe  J  SV  sin  X-      ;  sie  ist  sehr  gering.  Die 

—  0 
Abweichung  nach  Westen,  welche  die  Formel  für  .r  ergibt,  ist  für  die  höchste  Höhe 
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/2h 

—  4  £  cos  X-hy  -jj- .    Diese  Abweichung  ist  doppelt  so  gross,  als  die  östliche 

Abweichung,  welche  der  Punkt  bei  freiem  Falle  von  der  Höhe  h  erleiden  würde. 

§.  10.  Relative  Bewegung  eines  schweren  Punktes  von  beliebig 
gerichteter  Anfangsgeschwindigkeit.  In  diesem  Falle  sind  alle  drei  Com- 
ponenten  a,  0,  c  der  Anfangsgeschwindigkeit  von  Null  Verschieden;  daher  hat  man 
die  allgemeinen  Gleichungen  des  §.  7.  zu  discutiren.  Wir  schreiben  dieselben  be- 
hufs ihrer  Interpretation  so: 

*  ~  [*  ß  *in  8  Ä/  -  *      (1  -  co«  2  -  (2  Sit  -  sin  2  Sit) 

y  -  \^±sin2Slt  +  -  rot  SÄ*)]  =  -  ^^(1  -  co*2Ä0 

z  =  et  —  \tj  sin  X  •  t1. 
Setzt  man  wieder 

£  ■=  *  £  *,„  2  Sit  -  4  A  (1  -  cos  2Ä0,    i]  =  4  ^  «w  2      -f  4^(1  —  co*2  Ar). 

so  erkennt  man,  dass  die  Gleichungen 

«  -  *  -  (2       -  *««  2  Äi),     y  -  n  -  -  «^-i  (1  -  cos  2  AI) 

auf  einer  im  Parallelkreis  in  Translation  begriffenen  Ebene  eino  Cyclo'ide  bestim- 
men. Die  Basis  derselben  bleibt  der  Tangente  des  Parallelkreises  parallel;  der 
Wälzungskreis  hat  wie  früher  die  Winkelgeschwindigkeit  2  Ä,  die  Translations- 
bahn ist  auch  hier  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  aber  nicht  mehr  in  der  Tangente 
des  Parallelkreises  liegt.   Die  Gleichung  dieses  Kreises  ist 

der  Mittelpunkt  hat  die  Coordinaten  £  =  —  ^  ,  17  =»  und  der  Radius  be- 
tragt  \  • 

Um  alle  übrigen  Umstände  der  Bewegung  mit  genügender  Genauigkeit  zn 
erörtern,  wollen  wir  x,  y,  z  in  Reihen  entwickeln,  aber  die  Glieder,  welche  A* 
enthalten,  unterdrücken.   Wir  erhalten  dadurch 

x  =  at  —  h  Sit*  -J-  $  Slg  cos  X  •  I5 
y  =  6/  -f-  (aSl    —  }y  ro«  *)  /* 
z  =  et  —  4  y  «in  X  •  t\ 

Grösserer  Bequemlichkeit  wegen  wollen  wir  aber  als  x'y- Ebene  den  Horizont,  als 
z'-Axe  die  Vertikale,  positiv  nach  oben  gerechnet,  annehmen  und  dabei  die  y'-Axe 
in  die  Richtung  der  Projection  der  Anfangsgeschwindigkeit  »„  auf  den  Horizont 
legen,  positiv  im  Sinne  dieser  Projection  gerechnet,  während  die  a;'-Axe  senkrecht 
anf  der  durch  v0  gehenden  Vertikalebene  stehen  soll,  positiv  nach  links  genommen 
für  einen  im  Sinne  der  Projection  von  »„  sehenden  Punkt.  Die  Richtung  der 
Anfangsgeschwindigkeit  sei  bestimmt  durch  den  Winkel  o  ihrer  Vertikal  ebene 
mit  dem  Meridian  (positiv  nach  links)  und  den  Winkel  qp,  den  sie  mit  dem  Hori- 
zonte bildet.  Aus  den  sphärischen  Dreiecken,  welche  auf  einer  um  den  Ursprung 
besehrieben  Kugel  die  Richtungen  von  x,  ?/,  z;  x,  y\  z';  v0  und  seine  Projection 
auf  den  Horizont  bestimmen,  ergeben  sich  dann 

a  =  v„  cos  tp  sin  a,     b  —  v0  (sin  tp  cos  X  -f  cos  9  cos  a  sin  X) 
c  =  rw  (sin  q>  sin  X  —  cos  cp  cos  a  cos  X) 

Sch.  ll,  Tl»...ri.-  ,1.  How.  u.  <l.  Kriill.-.  29 
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x  =  x  cos  et  —  y  sin  et  sin  X  ~\-  z  sin  et  cos  X  ". 
y  =  x  sin  a  -\-  y  cos  a  sin  X  —  z  cos  «  cos  X 
z  —  ycos  X  +  z  sin  X 

und  hiermit  also 

x'  =  —  ß  »0  (cos  tp  sin  X  -\-  cos  et  sin  tp  cos  X)  /*  -f-  4,  Slg  cos  et  cos  X  •  t3 
y  =  »0  cos  tp  •  t  —  p0  Sl  sin  et  sin  tp  cos  X  •  f 2  -J-  ^  Slg  sin  a  cos  X  ■  ts 
z'  =       v0  sin  <p  ■  t  -f-  (v0Sl  sin  et  cos  tp  cos  X  —  J  g)  t*. 

Aua  diesen  Formeln  zieht  man  nachstehende  Folgerungen: 

1.  Für  z  =  0  erhalt  man  als  Flugzeit  r, : 

t  2  v0  sin  tp 

1      g  —  2  Sl  i»g  sin  et  cos  tp  cos  X 

Fällt  w0  in  den  Meridian,  so  ist  et  —  0,  also  <,  =  -t?,,^n  ^  dieselbe  Dauer,  wie 

nach  S.  249  hei  stillstehender  Erde.  Ist  et  positiv,  liegt  also  t>„  auf  der  Ostseite 
des  Meridians,  so  ist  tt  etwas  grösser,  für  die  Westseite  des  Meridians  ist  tx  etwas 
kleiner  als  dieser  Werth,  doch  sind  die  Unterschiede  sehr  gering,  sodass  man 

t  _       sin  V  ai8  Mittelwerth  annehmen  kann. 
9 

2.  Die  Formel  für  y  liefert  dio  Wurfweite  tr,  wenn  man  den  Werth  für  (t 
in  sie  einführt.  Mit  Hülfe  des  eben  gegebenen  Näherungswertes  für  /,  erhält 
man  w  etwas  grösser  oder  kleiner,  als  für  die  ruhende  Erde,  je  nachdem  »0  östlich 
oder  westlich  gegen  den  Meridian  geneigt  ist;  für  den  Meridian  selbst  ist  er  genau 
ebenso  gross,  wie  bei  ruhender  Erde. 

3.  Die  Formel  für  x'  liefert,  indem  man  /|  in  sie  einsetzt,  die  Abweichung  A 
nach  rechts  oder  links  von  der  vertikalen  Zielebenc.    Man  findet 

8  _  -  i  A  cos  l.^3  *  Los  «  +  3 

Die  Abweichung  ist  nach  rechts  gerichtet,  so  lange  die  Parenthese  positiv,  welches 
immer  stattfindet,  so  lange  Ig  tp  <C  3  ig  X  ist;  sie  ist  in  diesem  Sinne  bei  gleichen 
Werthen  9  ein  Maximum  für  et  =»  0,  d.  h.  für  das  Zielen  im  Meridian  von  Norden 
nach  Süden,  sie  wird  ein  Minimum  für  das  Zielen  von  Süden  nach  Norden.  Wird 
ig  tp  StgX,  so  wird  bei  einem  gewissen  Werthe  von  a  die  Parenthese  negativ; 
dann  fällt  dio  Abweichung  nach  links  von  der  Zielebcne.    Für  den  Aequator  ist 

S  =  —  $  fl  — — ~-  cos  ct.    Die  Abweichung  zeigt  nach  rechts  beim  Schuss  von 
9 

Süden  nach  Norden,  links  im  umgekehrten  Falle;  sie  ist  Null  für  den  Schuss  von 
Westen  nach  Osten  oder  von  Osten  nach  Westen. 

Für  die  Breite  X  =  {n  wird  bei  9  —  {n  die  Abweichung  S  —  —  |  —     (ros«-f  3). 

Bei  w0  =  500  Meter,  wofür  w  =  26,484  sein  würde,  erhält  man  für  den  Schuss 
von  Süden  nach  Norden  d  —  —  25,2  Meter,  für  den  Schuss  von  Norden  nach 
Süden  aber  S  *=  412,6  Meter. 

§.  11.  Relative  Bewegung  des  sphärischen  Pendels.  Die  a-y-Ebene 
sei  der  Horizont,  der  Ursprung  der  Mittelpunkt  der  Kugel,  die  x  Axe  die  Tan- 
gente des  Parallelkreises,  positiv  nach  Osten  gerechnet,  die  y-Axe  die  Tangente 
des  Meridians,  positiv  nach  Norden,  die  z-Axe  aber  die  Vertikale,  positiv  uach 
oben  gerichtet.  Dann  sind  die  Gleichungen  der  Bewegung  unter  der  Breite  X 
für  das  Pendel  von  der  Länge  r,  wenn  A'  den  Widerstand  des  Fadens  be- 
zeichnet: 
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dt*  dt  dt  r 

dt*  dt  r 

d*z  _  _       .    dx  z 

dt*  "  2Äc0si-~-tf-rr) 

wozu  noch  ar*  +  y*  -\-  z*  =  r»,  #       -f-  w  ^  4-  2  ~  =  0  kommen.  Das  Princip 

dt  dl  dl 

der  lebendigen  Kraft  liefert  ^  v*  —  \  va*  =  g  (z0  —  :),  wenn  z  =  s0  für  f  =»  0. 
Die  Combination,  welche  dem  Principe  der  Flächen  für  die  xy-Ebene  entspricht, 

gibt  mit  Rücksicht  auf  x  -f  -f  y      =  —  z  ***  : 

dt  dt  dt 

x dt*  ~  !/dF  ö  2Sl(yco*i  +  *«»  *)^- 

Die  Projection  q  von  r  nnf  die  xy-  Ebene  durchstreicht  demnach  einen  Sector  S, 
für  welchen 

d(,  =  ä  (y  <?  o*  A  -f  zsxnl)  dt- 

Es  sei  nun  9  der  Winkel,  den  0  mit  der  x-Axe  bildet,  positiv  gerechnet,  von  recht» 
nach  links  drehend;  ferner  sei  if>  der  Winkel,  den  r  mit  der  Richtung  der  Schwere 

bildet,  und  seien  —        =  ß,  d<f  =  y  die  beiden  Winkelgeschwindigkeiten  von  r 

dt  dt 

in  der  vertikalen  Schwingungsebone  und  von  0  in  der  Horizontalebene.  Man 
hat  dann 

0  —  r  sin  ty,     z  =  —  r  cos         :„  =  —  r  cos  ip0y  wenn  ^  =  ^0  für  /  »  0; 

x  =  r  sin  rp  cos  <p ,     y  =  r  sin     sin  <p 

dz  •    ^  o      dy  .  .  a  .  .  , 

^  =  —  r»mi(i-p,     —  s=  —  r  *m  q>  cos  ip  •  p  -f-  r  «w  <p  *w     •  y , 

—  =~  —  r  cos  q>  cos  if>  •  ß  —  r  sin  <p  sin  ij>  •  y 

»*  -  (£)'  +  C*)'  +  (IT  -  ^  +  -  ♦  •  * 

Mit  Hülfe  dieser  Werthc  gehen  die  Gleichungen  der  lebendigen  Kraft  und  des 
Princips  der  Flächen  über  in 

ß*  +  sin*  q  ■  y*  =-    u  (cos  ip  —  cos  tf>0)  -f  ßu*  +  sin*  ipn  •  Yo* 

r 

d  (sm*J,  •  y)  ^  ^  x        y  _  cosl  sin  y  sin  <p)  .  2  Ä       ^  .  fi, 

auf  welchen  Gleichungen  die  weitere  Behandlung  des  Problems  beruht. 

Setzen  wir  zunächst  £  =■  0,  d.  h,  nehmen  wir  die  Erde  als  ruhend  an,  so 
haben  wir  die  beiden  Integrale  wie  Cap.  V,  §.  8.,  S.  354  und  355.  Das  durch  das 
Princip  der  lebendigen  Kraft  gegebene  ist  von  fl  unabhängig,  wie  sich  von  selbst 
versteht,  da  die  zusammengesetzte  Centrifugalbeschleunigung  keine  Arbeit  leistet. 
Sie  sind 

2  p 

ß«  +  sin*  ip  y*  =  ~Jl  (cos  y  —  cos  tf>0)  -f  ß0*  +  *****  tfo  *  7o* 
sin*ip-y  =  sin  if>0-y0, 
wo  die  Grössen  ß0  und  y0  die  dortigen  —  if>0\  <pQ';  —  ~  cos  ijr0  -f  sin*  ip0  •  y09  -f  pY 

und  sin*  if>0  •  y0  aber  A  und  C  bedeuten.    Das  zweite  Integral  liefert  sofort  auch 

29* 


Digitized  by  Google 


4T)2  Relative  Bewegung  des  sphärischen  Pendels.  IX.  Cap. 

noch  S  =>  \r*sin*  tpo'Yo1-  Eliminirt  man  y  aus  dem  ersten  der  beiden  Integrale, 
so  kommt,  wenn  ß0  =  0  angenommen  wird, 

ß*  =  lf.  (cos  rp  -  cos  rp«)  +  *^ü^  (*«V  *  -  «V  *,). 

Für  den  Fall  kleiner  Werthe  von  if>  kann  man  cosif}=Vl  —  slti*if>,  cosip^VT—  sin*ty0 
in  Reihen  entwickeln  und  davon  nur  die  ersten  Glieder  beibehalten,  wodurch  man 

erhält:  1/  .  .  —  /  

dip  Vsin*  ifj  —  sin*  tt>  -./  g  , 

ß  =  —  j;  —  —       .    ,    V  —  *tn*y  —  sin*      •  Yo*> 

r            dt  sin  iff  Fr         T  ' 

welche  Gleichung  in  Verbindung  mit 

^  d<p       «in*  ipjrYo 
liefert  "  dt  sin*  ip 

—  sin«  rf>0  '  Yo  '  dV> 

dtp  - 


sin  ip  fsin*  ip„  —  sin*  ip  j/ sin1  ip  —  sin*  ip^  •  y0» 

Dies  ist  die  Differentialgleichung  der  sphärischen  Hahn  des  Pendelpunktes  für 
kleine  Excursionen.  Um  ihre  Projection  auf  die  Horizontalebene  mit  grösserer 
Genauigkeit  zu  finden,  als  die  8.  362  angewandte  Methode  sie  gibt,  nehmen  wir 
ein  bewegliches  System  zu  Hülfe,  welches  sich  um  die  vertikale  z-Axe  mit  einer 
noch  näher  zu  bestimmenden  Winkelgeschwindigkeit  y,  umdreht.  Ist  dann  y,  die 
relative  Winkelgeschwindigkeit  der  Schwingungsebene  des  Pendels  gegen  dies 
System,  so  wird  y,  =  y  —  yf.  Wählen  wir  die  Bewegung  unseres  Hülfssystems 
nun  so,  dass  y,  =  y  cos  ip  wird  und  bezeichnen  mit  qp,  den  y,  entsprechenden 
Drehungswinkel  des  Systems,  sodass 

dt  sin*  ip  dt 

wird ,  so  tritt  in  den  obigen  Ausdruck  für  dq>  noch  im  Zähler  der  Factor  cos  ip 
ein  und  wird 

—  sin*  ip0  •  y„  cos  rpdrp 
dtpt  =   ,  ■  — ■  • 

sin  y  \rsin*  ipa  —  sin*  ip  j/      sin*  ip  —  sin*  ip0  •  y* 
Dieser  Ausdruck  ist  integrabel,  weil  man  ihn  auch  schreiben  kann: 

\vm  ip  / 


d<pt  =  y0 


*!»Y  _  jl  [1  _  r±i  (*in  *«Y"| 

*in  ~ip  /  j   [  #    V*in  1/.  /  J 

Man  erhält,  wenn  man  9,  so  bestimmt,  dass  ip,  =  0  wird  für  1p  =  0: 

(m*  g>,  +  9>.)  «»•  ^  =  —  sin*  ip0 

v  g         '  9 

und  wenn  man  mit  ar,,  y,  die  Coordinaten  der  Projection  des  Pendelpunktes  auf 
die  Horizontalebene  bezeichnet,  welche  die  Winkelgeschwindigkeit  y,  besitzt  und 
für  welche 

xx  =  r  sin  ip  cos  tpt ,       y,  =»  r  n«  t/>       qp, , 
so  ergibt  sich  als  Gleichung  der  Projectionscurve : 


\}'o  y  —  rstnip0J 


Die  Horizontalprojection  beschreibt  demnach  eino  Ellipse  von  den  nalbaxen 
r  sin  ip,,  und  y„j/—  ■  r  sin  ip0,  welche  in  ihrer  Ebene  um  ihren  Mittelpunkt  sich 
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mit  der  Winkelgeschwindigkeit  y2  =  y  (1  —  cos  tp)  umdreht.  Für  kleine  tpt  wie 
sie  vorausgesetzt  sind,  ist  1  —  cos  tp  sehr  klein  und  daher  kann  die  Drehung  der 
Ellipse  vernachlässigt  werden,  wie  in  der  Behandlung  S.  362  geschah.*) 

Wir  wollen  jetzt  unser  Prohlem  für  den  Fall  der  beweglichen  Erde  und 
kleine  Winkel  tp  behandeln,  jedoch  ß0  =•  0  annehmen.  Indem  wir  aus  der  Glei- 
chung, welche  die  Combination  des  Flüchcnprincips  lieferte,  ß  mit  Hülfe  von 

-y '  =  —  ß  oliminiren,  erhalten  wir: 
tlt 

d  [sin*  tp  •  y)  —  —  (sin  X  cos  tp  —  cos  X  sin  tp  sin  <p)  •  2  42  «in  tp  dtp . 

In  dieser  Gleichung  ist  sin  tp  eine  noch  unbekannte  Function  von  tp  und  daher 
eine  unmittelbare  Integration  nur  möglich,  wenn  (Ins  Glied,  welches  diese  Grösse 
enthält,  wegfällt.  Nehmen  wir  nun  an,  dass  die  Schwingungsebene  des  Pendels 
zur  Zeit  t  =  0,  welcher  tp0  entspricht,  senkrecht  auf  dem  Meridian  stehe,  d.  h. 
dass  (p  =  0  sei  für  t  =  0,  so  schwankt  zwar  sin  tp  zwischen  -f"  1  uud  —  1»  aber 
sin  tp  nimmt  mit  wachsendem  sin  tp  ab  und  sin  tp  sin  tp  bleibt  gegen  cos  tp  sehr 
klein;  ferner  haben  sin  tp  und  dtp  bald  gleiche,  bald  entgegengesetzte  Zeichen, 
es  tilgen  sich  also  in  dem  Integrale  des  fraglichen  Gliedes  viele  Klemeutarbcstand- 
theile  gegenseitig,  endlich  wenn  wir  dazu  noch  cos  X  <C  sin  X,  d.  h.  X  >  }  n 
annehmen,  so  wird  jenes  Glied  einen  sehr  kleinen  Beitrag  im  Integrale  der  rech- 
ten Seite  unserer  Gleichung  geben  und  wir  werden  approximativ  setzen  dürfen: 

d  (sin2  tp  •  y)  =»  —  2  42  «in  X  sin  tp  cos  ipdxp. 
Nehmen  wir  an,  dass  y0  =  0,  d.  lt.  dass  das  Pendel  keinen  anfänglichen  Impuls 
erleide,  .sondern  hlos  der  Schwere  uud  dem  Einflüsse  der  Erdrotation  folge,  so  gibt 
uns  die  Integration  dieser  Gleichung: 

■/  =  Sl  sin  X  C-i"]^  -  l). 

Diesen  Ausdruck  haben  wir  nun  in  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  einzufüh- 
ren, wodurch  wir  mit  Rücksicht  auf  ß0  =  0  und  y0      0  zu  der  Formel  für  ß 

?  -  u  (,».  *  -  «.    +  *  **■* 1 

v        r  v  ™'   '  «in«  tp 

In  Bezug  auf  ein  um  die  Vertikale  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  y,  =  —  42  «in  X 
rotirendea  System  besitzt  die  Schwingungsebene  des  Pendels  eine  relative  Winkel- 
geschwindigkeit y,,  sodass 

y,  =  y  —  yt  =  y-|-   ß  sin  X 

ist.    Mit  Hülfe  des  eben  gefundenen  Werthes  für  y  erhalten  wir  daher: 


und  da  tp0  nicht  sehr  von  tp  verschieden  ist,  so  ist  y,  dem  Sinus  der  geographi- 
schen Breite  nahezu  proportional. 

Für  den  Pol  muss  aus  dem  bereits  früher  erwähnten  Grunde  die  Unter- 
suchung appart  geführt  werden,  weil  nämlich  die  Centrifugalbeschleunigung  stark 
variirt.   Für  denselben  gelten,  da  X  =  \n  ist,  die  Gleichungen: 

dt*  "  r 


*)  Iii  einer  der  Pariser  Academie  vorgelegten  Noto  (s.  Oompte»  rendtu  de  V  Academie  de» 
T.  LX  VIII,  Ii.  Start  1809)  Hat  iicnerding«  Rcsal  fUr  dieeo  Winkelgeschwindigkeit  die  Formel  »  ./•„•/', 
gegeben,  worin  y0,  Vi  das  Minimum  und  Maximum  des  Elougatiouswiukels  y  bedeuten. 
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Sind  xVl  y„,  :0  die  Coordinatcn  des  Pendelpunktes  für  t  —  0t  so  gibt  das  Princip 
der  lebendigen  Kraft,  wenn  die  Anfangsgeschwindigkeit  Null  ist, 

o*  =  2  g  -f       (**  4-  y*  —  a,1  —  y,«). 

Die  Gleichungen  für  ß  und  y  werden: 

2  o 

oder  nach  der  Substitution  von  y  in  die  Gleichung  für  ß: 

ßt  =  2J>  {coa  +  -  coS  ^  _  Ät       .£«  („v  *0  -  «V  *)  • 

§.  12.  Relative  Bewegung  zweier  Punkte,  welche  sich  gegen- 
seitig beschleunigen.  Die  beiden  Punkte  seiend  und  B\  der  Punkt  B  wird 
von  einer  Beschleunigung  afficirt,  welche  nach  A  gerichtet  ist  und  eine  Function 
der  Entfernung  r  beider  Punkte  sei;  sie  heisse  qp.  Der  Punkt  A  wird  von  einer 
anderen  Beschleunigung  qp'  ergriffen,  welche  nach  B  gerichtet  ist.  Um  nun  die 
relative  Bewegung  des  Punktes  B  gegen  A  zu  untersuchen,  betrachten  wir  A  als 
Ursprnng  eines  mit  A  in  Translation  begriffenen  Coordinatensystems  der  g,  n,  £, 
sodass  §,  rj,  £  die  relativen  Coordinaten  von  B  bodouten.  Da  das  System  Mos 
eine  Translation  besitzt,  so  ist  die  zusammengesetzte  Centrifugalbcschlcunigung 
des  mit  B  zusammenfallenden  Systempunktes  Null,  es  ist  mithin  der  absoluten 
Beschleunigung  qp  des  Punktes  B  blos  die  Translationsbeschleunigung  des  System- 
pnnktes,  d.  h.  die  Translationsbeschleunigung  von  A  in  entgegengesetztem  Sinne 
zuzufügen.    Diese  ist  die  entgegengesetzt  genommene  Beschleunigung  qp'.  Nun 

sind  die  Componenten  von  qp,  weil  sie  nach  A  hin  gerichtet  ist:  —  tp     ,  —  qp  -  , 

r  r 

y 

—  tp       und  die  Componenten  der  Beschleunigung  von  qp',  weil  sie  nach  B  ge- 

v 

t  *  y 

richtet  ist:  tp'  ,  qp'  y  ,  qp'  y  und  folglich  die  Componenten  der  ihr  entgegen- 
gesetzten Beschleunigung:  —  tp'  ~  ,  —  tp'  ,  —  qp'  ^  .  Daher  erhält  man  für 
die  Gesammtcomponenten  der  relativen  Beschleunigung  des  Punktes  B:  —  (qp-j-qp')  ~ , 

-  -f  9')  -  ,    —  (qp  4"  9  )  ^  ""d  folglich  sind  die  Gleichungen  der  relativen 

r  i' 

Bewegung : 

-       (»4-  ort  £ 

 (v  4-  * )  -r 

w  --(»  +  »)  7- 

Die  Gleichungen  der  absoluten  Bewegung  des  Punktes  /f,  wenn  der  Punkt  A  fest 
wäre,  hätten  die  Form: 

d*x  x 
dt*  =~  V  r 

  .  ■>/ 

dl*  -       *  r 

d*z  z 

dt*   =  ~  *    r  ' 
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Daher  haben  auch  die  Integrale  jener  dieselbe  Form,  wie  die  Integrale  dieser 
und  beruht  der  ganzo  Unterschied  darin,  dasB  <p  -f-  <p'  an  die  Stelle  von  q>  tritt. 

Es  wurde  am  Schlüsse  von  Cap.  III.  bemerkt,  dass  die  Kepler'schen  Gesetze 
Gesetze  der  relativen  Bewegung  seien.  Newton  hat  von  ihnen  ausgehend  die 
Theorie  der  allgemeinen  Gravitation  aufgestellt.  Hiernach  beschleunigt  die  Sonne 
den  Planeten,  aber  dieser  auch  die  Sonne,  nur  ist  die  letztere  Beschleunigung 
ausserordentlich  gering  im  Vergleich  zu  der  ersteren,  aber  beide  befolgen  das- 

selbe  Gesetz,  wonach  tp  =         <p' =  Daher  ist  in  den  obigen  Gleichungen 

9  +  9'=  -*t  (u  +  /*').    Die  Coefficienten  j*,  p'  hängen  von  der  Menge  der 

Sonnen-  und  Planetenmaterie  ab  und  ist  p  weit  grösser  als  j»'.  Ein  Planet  erleidet 
nicht  blos  von  der  Sonne,  sondern  auch  von  den  übrigen  Planeten  eine  Beschleu- 
nigung; die  Beschleunigungen,  welche  ihm  diese  ertheilen,  sind  aber  im  Vergleich 
zu  der  von  der  Sonne  herrührenden  sehr  klein  (insbesondere  noch  wegen  der 
grösseren  Entfernung)  und  ist  es  nur  eine  geringe  Aenderung,  welche  durch  sie 
hervorgebracht  wird.  Wenn  aber  ein  Planet  oinen  Trabanten  besitzt,  wie  z.  B. 
die  Erde  den  Mond,  so  bewirkt  die  grössere  Nähe  des  Trabanten  Störungen, 
welche  nicht  zu  vernachlässigen  sind.  Um  die  Bewegung  des  Mondes  relativ 
gegen  die  Erde  zu  untersuchen,  hat  man  den  Beschleunigungen,  welche  er  von 
Seiten  der  Erde  und  Sonne  erleidet,  die  entgegengesetzten  Beschleunigungen  zu- 
zufügen, denen  die  Erde  unterworfen  ist. 

Sind  daher  p,  (i\  p"  die  drei  Coefficienten  Rgr- 15L 

der  Beschleunigung,  welche  der  Sonne,  der  — -"T  

Erde  und  dem  Monde  zukommen,  Bind  fer- 
ner rf,  rf*  die  Entfernungen  des  Sonnen-  S" 
mittelpunktes  von  den  Mittelpunkten  der 

Erde  und  des  Mondes,  r  die  des  Mondes  von  der  Erde,  so  ist  der  Mond  L  (Fig.  161.) 
unterworfen : 

1.  der  Beschleunigung  von  Seiten  der  Erde  Tin  der  Richtung  LT  gleich  ~x  , 


2.  der  Beschleunigung  durch  die  Sonne  S  in  der  Richtung  LS  gleich  yt 


Nun  wird  aber  die  Erde  afficirt  von  zwei  Beschleunigungen  ^  ,  ~ ,  her- 
rührend von  Sonne  und  Mond  und  gerichtet  nach  TS  und  TL.  Daher  treten  zu 
den  vorigen  Beschleunigungen  des  Mondes  noch  hinzu: 

1.  eine  Beschleunigung  ^ ,  gerichtet  nach  LS\  parallel  ST,  2.  eine  Be- 

schleunigung  ^,  gerichtet  nach  LT. 

Die  Resultante  dieser  genannten  vier  Beschleunigungen  ist  die  relative  Be- 
schleunigung des  Mondes  in  Bezug  auf  die  Erde.  Da  die  Entfernung  r  des  Mondes 
von  der  Erde  gegenüber  seiner  und  der  Erde  Entfernung  von  der  Sonne  sehr  klein 

ist  (r  =  4((q)'  80  werden  die  beiden  Beschleunigungen  £t  und  ^  einen  sehr 

stumpfen  Winkel  bilden  und  da  sie  nahezu  gleich  gross  sind,  so  wird  ihre  Resultante 
sehr  klein  sein,  so  dass  die  Bewegung  des  Mondes  der  Hauptsache  nach  so  erfol- 

gen  wird,  als  ob  er  nach  der  Erde  zu  die  Beschleunigung         —  besässe.  Diese 

Bewegung  wird  also  den  beiden  ersten  Kepler'schen  Gesetzen  folgen.  Jene  Resul- 
tante der  beiden  anderen  Beschleunigungen  wird  daher  nur  als  „Störungsbeschleu* 


Digitized  by  Google 


456  Uobungsbcispiele  zur  relativon  Bewegung  eines  Puuktes.       IX.  Cap. 


nigung"  auftreten,  welche  die  elliptische  Bewegung  des  Mondes  etwas  modificirt. 
Aehnliche  Störungsbeschleunigungen  treten  von  Seiten  der  übrigen  Planeten  hinzu. 

Da  die  Hauptbeschleunigung  des  Mondes  - — und  der  Coefficient  jtt  des 

Mondes  ungefähr  g-  p/  ist,  so  kann  man  approximativ  —  als  Beschleunigung  des 

Mondes  annehmen.  Diese  Beschleunigung  ist  aber  nichts  anderes,  als  die  Be- 
schleunigung, welche  die  irdische  Schwere  einem  Punkte  in  der  Entfernung  r 
ertheilen  würde.  Ist  also  die  Newton'scbe  Theorie  richtig,  so  muss  man  aus  der 
Bewegung  des  Mondes  die  Beschleunigung  y  der  Schwere  an  der  Oberfläche  der 
Erde  näherungsweise  bestimmen  können.  Diese  Prüfung  seiner  Theorie  hat  Newton 
selbst  durchgeführt;  anfangs  gelangte  er  zu  sehr  abweichenden  Resultaten,  bis  er 
seinen  Rechnungen  bessere  Maasse  zu  Grunde  legte,  als  die  alten  Picart'schen 
wareu,  worauf  er  sodann  seine  Theorie  sehr  wohl  bestätigt  fand.  Der  Mond  voll- 
endet seinen  Umlauf  um  die  Erde  in  27,32166t  Tagen  oder  2  360  592  Secunden. 
Nimmt  man  seine  Bahn  als  nahezu  kreisförmig  und  ihreu  Radius  als  das 
60 fache  des  Erdradius  an,  so  folgt,  dass  diu  Geschwindigkeit  des  Mondes  1016,7 
Meter  in  der  Sccunde  beträgt.  Das  Quadrat  dieser  Geschwindigkeit,  dividirt  durch 
den  Radius  der  Bahn,  gibt  die  Beschleunigung  des  Mondes  nach  dem  Mittelpunkt 
der  Erde  zu  im  Werthe  von  0,0027061  Meter.  Um  hieraus  die  Beschleunigung 
an  der  Oberfläche  der  Erde  abzuleiten,  deren  Entfernung  vom  Mittelpunkt  der- 
selben den  60.  Theil  der  Mondsentferuung  von  demselben  beträgt,  hat  man  diese 
Zahl  mit  60*  zu  multiplicireu.  Dies  liefert  9,7421  Meter,  welches  in  der  That 
ein  sehr  annähernder  Werth  für  g  —  9,8088  ist,  um  so  mehr,  wenn  man  bedenkt, 
dass  man  die  störenden  Einflüsse  und  die  Ellipticität  der  Mondsbahu  ausser  Acht 
gelassen  hat.  —  Die  irdische  Schwere  ist  ein  specieller  Fall  der  allgcmeiuan 
Gravitation,  nach  welcher  alle  materiellen  Punkte  einander  dem  Newton'schen 
Gesetze  entsprechend  sich  gegenseitig  beschleunigen. 

In  den  vorstehenden  Betrachtungen  sind  die  Himmelskörper  wie  Punkte  be- 
bandelt worden.  Die  Berechtigung  liegt  hierzu  zum  Theil  in  ihrer  gegenseitigen 
grossen  Eutfernung,  zum  Theil  in  ihrer  kngclähnlichen  Gestalt.  In  der  Theorie 
der  Attntetionskrüfto  der  Massen,  welche  die  Ursachen  der  hier  auftretenden  Be- 
schleunigungen sind,  wird  gezeigt  werden,  dass  solche  kugelähnliche  Massen  auf 
einander  einwirken,  als  ob  sie  im  Punkte  concentrirt  wären. 

§.  13.    Einige  Uebungsbcispiele. 

Nr.  1.  Ein  Punkt  wird  nach  einem  bewegliehen  Ccntnim  hin  proportional 
seiner  Entfernung  von  ihm  beschleunigt;  das  Centrum  beschreibt  eine  Gerade  mit 
constanter  Geschwindigkeit;  die  Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit  des  Punktes 
fällt  mit  der  Geraden,  welche  das  Centrum  beschreibt,  in  eine  Ebene.  Man  soll 
die  relative  und  die  absolute  Bewegung  des  Punktes  bestimmen. 

Die  Gerade,  wolchc  das  Centrum  durchläuft,  sei  die  .t-Axo  eines  rechtwink- 
ligen Systems  der  xy;  a,  ß  die  Componeatcu  der  Anfangsgeschwindigkeit  des 
Centrums,  «,  b  die  der  Anfangsgeschwindigkeit  des  Punktes,  m,  n  die  Coordinaten 
seiner  Anfangslage,  p  die  Stärke  der  Beschleunigung  in  der  Einheit  der  Entfer- 
nung vom  Centrum. 

Nr.  2.  Ein  schwerer  Punkt  fällt  auf  einer  schiefen  Ebene.  Diese  Ebeno 
besitzt  eine  gleichförmige  Translationsbewegung  von  geradliniger  Beschaffenheit, 
so  zwar,  dass  dio  Linie  des  steilsten  Abfalles  immer  iu  derselben  Vertikalebeno 
bleibt.  Man  soll  die  absolute  Bewegung  des  Punktes  bestimmen.  —  Dieselbe  Auf- 
gabe für  den  Fall,  dass  die  Translation  der  Ebene  gloichförmig  beschleunigt  ist. 
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Nr.  3.  Ein  Tunkt,  der  Schwere  unterworfen,  bewegt  sich  auf  einer  geneigten 
Geraden  (befindet  sich  z.  B.  in  einer  engen  Röhre);  die  Gerade  boschreibt  um 
die  Vertikale  eino  Kegeldäche  mit  kreisförmigem  Schnitt  senkrecht  zur  Vertikalen 
mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit,  welches  ist  die  Projection  der  absoluten 
Bewegung  des  Punktes  auf  die  Horizontalcbene? 

Nr.  4.  Ein  schwerer  Punkt  wird  längs  einer  Ebene  geworfen,  welche  sich 
um  eino  horizontalo  Axe  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  umdreht.  Welches 
ist  die  Bewegung  des  Punktes,  wo  und  wann  verlässt  er  die  Ebene? 

Nr.  5.  Ein  schwerer  Punkt  bewegt  sich  in  einer  Vertikalebene,  welche  sich 
um  eine  vertikale  Axo  gleichförmig  umdreht.  Welches  ist  die  Bewegung  des 
Punktes? 

Nr.  6.  Eine  horizontale  Platte  sinkt  mit  der  Beschleunigung  «  vertikal  ab- 
wärts, ein  schwerer  Punkt  liegt  auf  ihr;  welche«  ist  die  relative  Druckbeschleu- 
nigung des  Punktes  gegen  die  Platte? 

Nr.  7.  Eine  Hohlschaale  (Rotationsfläche)  dreht  sich  mit  coustantcr  Winkel- 
geschwindigkeit um  ihre  vertikal  stehende  Rotationsaxe ;  in  ihr  liegt  ein  schwerer 
Punkt;  iu  welchen  Lagen  kann  der  Punkt  sich  in  relativer  Ruhe  gegen  die  Sehaale 
befinden? 

Nr.  8,  Ein  sphärisches  Pendel  beschreibt  einen  Kreis;  man  soll  seine  Be- 
wegung bestimmen,  indem  man  dasselbe  als  in  relativer  Ruhe  befindlich  ansieht 
iu  Bezug  auf  ein  gleichförmig  um  die  Vertikale  rotirendes  System. 

§.  14.  Wir  wollen  in  diesem  Capitel  in  Kürze  noch  die  Haupt- 
betrachtuugen  über  die  relative  Beschleunigung  eines  unveränderlichen 
Systems  in  einem  anderen  durchführen. 

Es  seien  j£\  £  zwei  unveränderliche  Systeme,  welche  sich  inein- 
ander bewegen.  Die  Elementarbewegung  eines  jeden  ist  eine  Schrauben- 
bewegung von  bestimmter  Translation  und  Rotation  um  eiue  bestimmte 
Axo.  Die  Elemontarbewegung  von  2'  zur  Zeit  /  lässt  sich  nun  in  zwei 
Componcnten  auflösen,  nämlich  in  die  relative  Elementarbewegung  von 
2"  im  System  £  und  die  Elctncntarbcwegung  des  mit  £"  zusammen- 
fallenden, dem  System  £  an  gehörigen  Systems  ö",  welche  letztere  Be- 
wegung unmittelbar  durch  die  Bewegung  von  £  gegeben  ist.  Jede  dieser 
Bewegungen  zerfallt  in  eine  Rotation  und  Translation.  Nun  seien  Sl\  1*\ 
Sl",  T'  die  Winkelgeschwindigkeiten  und  Translationsgeschwindigkeiten 
der  absoluten  Bewegungen  von  2"  zur  Zeit  /,  ebenso  Slr'\  Tr"  die 
entsprechenden  Grössen  der  relativen  Bewegung  von  2"  in  £  zu  der- 
selben Zeit  und  mögen  dieselben  auf  den  betreffenden  Schraubenaxen 
als  Längen  aufgetragen  werdon.  Die  analoge  Bedeutung  für  die  Zeit 
/  -f-  dl  mögen  Ä,',  7*,';  T,"j  Sllr\  Tlr"  haben.    Dann  wird  jede 

dieser  drei  Bewegungen  zur  Zeit  t  eine  bestimmte  Beschleunigung  be- 
sitzen, welche  ihrerseits  durch  Translations  -  und  Wiukelbeschleunigung 
dargestellt  werden  kann  und  es  fragt  sich,  in  welchem  Zusammenhange 
diese  verschiedenen  Beschleunigungen  untereinander  stehen.  Dabei  kön- 
nen wir  die  Translationsbeschleunigungscomponenten  hier  übergehen, 
denn  die  Translationsbeschleunigung  wird  als  die  Beschleunigung  irgend 
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eines  Punktes  nach  den  Capp.  VI,  VII,  VIII  zu  bestimmen  sein  und 
brauchen  wir  blos  von  der  Abhängigkeit  der  Winkelbeschleunigungen  zu 
reden.  Nun  sei  0  (Fig.  152.)  irgend  ein  Punkt  der  absoluten  Momentan- 
axe von  2?  und  auf  ihr  OSl'  —  Sl'  nach  Grösse  und  Sinn  aufgetragen. 
Durch  0  legen  wir  OSlr"  =  Slr"  parallel  der  relativen  Momentanaxe 
von  2",  dann  liefert  das  Parallelogramm  beider  Linien   durch  seine 

Diagonale  OSl'  die  Grösse,  Axenrichtung  und  den 
Sinn  der  absoluten  Winkelgeschwindigkeit  Sl" 
von  2".  Ziehen  wir  ferner  durch  0  eine  Linie 
OSll '=  Sl{  und  eine  andere  OSlxr"  —  Slir'\  so 
liefert  ein  weiteres  Parallelogramm  durch  die  Dia- 
gonale OSl^"  die  absolute  Winkelgeschwindigkeit 
von  2"  zur  Zeit  /  -j-  dt.  Die  unendlich  kleine 
Linie  SH'Sl^'  ist  die  Elementarwinkelbeschleunigung 


Hjr.  152. 


der  absoluten  Bewegung  von  2T',  also 


si"si; 

dt 


dessen 


Winkelbeschlennigung  selbst.  Eine  parallele  Ueber- 
tragung  genügt,  um  zu  zeigen,  dass  Sl"Sl{'  die  Resultante  von  den 
beiden  Elementarbeschleunigungen  Slr  Slxr''  und  Sl'Sl,  ist.  Von  diesen 
beiden  ist  die  letztere,  die  Elementarwinkelbeschleunigung  von  21  oder 
also  auch  von  a",  die  erstere  aber  hängt  mit  der  relativen  Elementar- 
wiukelbeschlennigung  von  2"  in  2'  folgendermassen  zusammen.  Sie 
würde  die  relative  Elementarbeschleunigung  selbst  sein,  wenn  die  relative 
Momentanaxe  nicht  durch  die  Rotation  um  die  absolute  Momentanaxe 
OSl'  von  2'  eine  unendlich  kleine  Drehung  erlitte,  in  Folge  deren  Slr"Slt  r" 
die  Resultante  der  relativen  Elementarbeschleunigung  von  2"  im  System 
2'  und  einer  weiteren  unendlich  kleinen  Elementarbeschleunigung  d£ 
wird,  welche  durch  die  Rotation  um  OSl'  hervorgerufen  wird.  Vermöge 
dieser  beschreibt  nämlich  der  Endpunkt  der  relativen  Winkelbeschleuni- 
gung um  die  Momentanaxe  OSl'  einen  kleinen  Kreisbogen,  dessen  Radius 
die  Projection  Ur"  von  Slr"  auf  eine  zu  dieser  Momentanaxe  senkrechte 
Ebene  ist.  Seine  Länge  ist  daher  ür"Slrdt  und  tritt  als  Componente 
der  Elementarbeschleunigung  Är"Ä,r"auf.  Dividirt  man  die  erhaltenen 
unendlich  kleinen  Componenten  mit  dem  Zeitelemente,  wodurch  man  die 
entsprechenden  endlichen  Beschlcunigungscomponenten  erhält,  so  ergibt 
sich  der  Satz: 

Die  Winkelbeschleunigung  Sl"  der  absoluten  Bewegung 
eines  Systems  2"  ist  die  Resultante  aus  drei  Winkelbe- 
schleunigungen: 1.  der  relativen  Winkelbeschleunigung  Slr" 
des  Systems  £'  in  einem  anderen  System  2\  2.  der  absolu- 
ten Winkclbeschleunigung  Sl'  dieses  Systems  2  oder,  was 
dasselbe  ist,  der  Winkelbeschleunigung  dcB  mit  2"  zusam- 
menfallenden Bestand theils  a"  derselben  und  3.  einer  Winke  1- 
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beschleunigung,  welche  erhalten  wird,  indem  man  die  Pro- 
jection  Ur"  der  relativeu  Winkelgeschwindigkeit  des  Systems 
2"  auf  eine  zur  Moment  an  axe  von  2'  senkrechten  Ebene  mit 
der  Winkelgeschwindigkeit  Sl'  dieses  Systems  multiplicirt. 
Die  Axe  dieser  Winkelbeschleunigung  ist  senkrecht  zur 
Ebene,  welche  durch  die  Momentanaxe  und  die  Axe  der  rela- 
tiven Winkelbeschleunigung  gelegt  werden  kann  und  ihr 
Sinn  harmonirt  mit  dem  Drehungssinne  der  letzteren. 

Aus  der  Natur  des  Parallelogramms  OSlr"Sl"Sl'  erkennt  man,  dass 
der  Endpunkt  £l"  der  absoluten  Winkelbescbleunignng  Sl"  einen  Kreis- 
bogen von  derselben  Grösse  wie  Slr''  beschreibt,  sodass  die  Projectionen 
U"  von  Sl"  und  Ur"  von  Slr"  gleich  sind  und  im  Ausdruck  des  Satzes 
also  auch  für  einander  gebraucht  werden  können. 

Die  dritte  Componente  entspricht  der  zusammengesetzten  Centri- 
petalbescbleunigung  eines  Punktes;  nur  hat  jene  den  Factor  2,  weil  sie 
aus  einer  doppelten  Quelle  entsprang,  der  Rotation  um  die  Momentan- 
axe und  dem  Fortschreiten  des  Punktes  im  System,  von  welchem  die 
letztere  hier  nicht  mitwirkt,  weil  für  die  Winkelgeschwindigkeiten  nur 
Rotationen  von  Einfiuss  sind.  Die  dritte  Componente  verschwindet,  so- 
bald 2  blos  Translationsgeschwindigkeit  besitzt  oder  Slr"  der  Momentan- 
axe OSl'  parallel  ist,  oder  2"  sich  blos  in  relativer  Translation  oder  in 
relativer  Ruhe  befindet. 

Fügt  man  2"  die  entgegengesetzte  Bewegung  von  2'  noch  zu  seiner 
absoluten  Bewegung  hinzu,  so  erhalt  man  aus  vorstehendem  Satze  sofort 
einen  entsprechenden  für  die  relative  Bewegung  von  2"  in  2\  nämlich: 

DieWinkelbeschleunigung  der  relativen  Bewegung  eines 
Systems  2"  in  einem  anderen  Systeme  2'  besteht  1.  aus  der 
absoluten  Winkelbeschleunigung  von  2'\  2.  aus  der  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  genommenen  Winkelbeschleunigung 
des  Systems  2"  und  3.  aus  einer  Winkelbeschleunigung  gleich 
dem  Produkte  aus  derProjection  der  relativen  oder  absolu- 
ten Winkelgeschwindigkeit  von  2  auf  eine  zur  Momentan- 
axe von  2'  senkrechte  Ebene  in  die  Winkelgeschwindigkeit 
um  diese  Momentanaxe;  die  Axe  derselben  ist  senkrecht  zur 
Ebene  der  Momentanaxe  und  der  Axe  der  relativen  Winkel- 
beschleunigung und  nach  derjenigen  Seite  dieser  Ebene 
gerichtet,  nach  welcher  die  Rotation  um  die  Momentanaxe 
nicht  hinzeigt. 

Wird  die  relative  Winkelgeschwindigkeit  Qr"  in  mehrere  Compo- 
nenten  zerlegt,  oder  geschieht  dies  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  des 
Systems  2\  oder  auch  mit  beiden  Grössen  zugleich,  so  ist  die  dritte 
Componente  der  Winkelbeschleunigung  stets  äquivalent  den  dritten  Com- 
ponenten,  welche  aus  den  einzelnen  Winkelbeschleunigungen  und  Winkel- 
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geschwindigkeiten  entspringon,  zusammengenommen.  Denn  wird  zunächst 
Slr"  in  zwei  Componenten  <or(2)  vermöge  des  Parallelogramms  der 

Winkelgeschwindigkeiten  zerlegt  und  projicirt  man  dies  Parallelogramm 
auf  eine  zur  Motnentanaxc  von  E'  senkrechte  Ebene,  so  bilden  die  Pro- 
jectioneu  i/r(1),  ur<2)  von  <orM,  "r<2)  wieder  ein  Parallelogramm,  dessen 
Diagonale  Ur"  die  Projection  von  Slr"  ist.  Errichtet  man  in  dieser  Ebene 
auf  die  Seiten  und  Diagonalen  dieses  Parallelogramms  Perpendikel,  so 
geben  sie  die  Richtungen  der  drei  fraglichen  dritten  Componenten  der 
relativen  Winkelbcsckleuuigung  an  uud  da  diese  ur^'Sl\  urW.Sl\  Ur'Sl\ 
also  u,n)y  u,[->,  Ur"  proportional  sind,  so  bilden  sie  wieder  ein  Paralle- 
logramm, dessen  Diagonale  Ur"Sl'  ist.  Daher  ist  Ur"Sl'  die  Resultante 
von  u,WSl'  und  u^Sl.  In  bekannter  Weise  dehnt  man  diese  Betrach- 
tung auf  mehr  als  zwei  Componenten  aus. 

Wird  ferner  Sl'  in   zwei  Componenten  mit  Hülfe  eines 

Parallelogramms  aufgelöst,  so  lege  man  durch  Sl\  co(,),  to(i)  und  Slr"  drei 
Ebenen.  Dieselben  projiciren  jenes  Parallelogramm  auf  die  zu  Sl,"  senk- 
reclite  Ebene  wiederum  als  ein  Parallelogramm,  dessen  Diagonale  und 
Seiten  U  ,  m(,),  u'^  resp.  die  Projectionen  von  Sl',  toiU,  sind.  Fallen 
wir  nun  vom  Endpunkte  von  Sl"  die  Perpendikel  Ur",  U(\  U2"  auf 
Sl',  &)''>,  toV\  so  sind  Ur"Sl',  Ul "w(,),  U./'u{2>  die  drei  dritten  Beschleu- 
nigungscomponenten,  welche  Sl ,  <a(I>,  w,ii'  entsprechen.  Denkt  man  sich 
nun  in  jenen  drei  projicirenden  Ebenen  über  Slr"  und  Sl',  Slr"  und  ail), 
Slr"  und  w(5f)  Parallelogramme,  so  werden  deren  Inhalte  sowohl  durch 
Ur"Sl\  £/,"«<'>,  6V'«(2)  als  auch  durch  Sl' ü',  Sl'u">,  Sl'u™  ausgedrückt. 
Letztere  drei  Grössen  sind  daher  gleich  jenen  drei  dritten  Beschlcuni- 
gungscompononten.  Sie  sind  aber  senkrecht  zu  den  Ebenen  der  drei 
Parallelogramme  an  0  anzutragen  und  da  diese  drei  Ebenen  sich  in  Slr" 
schneiden,  so  fallen  sie  alle  in  die  zu  Sl"  senkrechte  Ebene  und  sind 
also  senkrecht  zu  U ,  u^2K     Da  sie  nun  untereinander  dieselben 

Winkel  bilden,  wie  diese  Linien,  und  ihnen  proportional  sind,  so  bilden 
sie  ein  Parallelogramm,  in  welchem 

Sl'U'=  Res.  (Sl'u<l\  Sl'uW),  d.  h.  Res.  ( tf,"o)«>,  tf,"w<2>). 

Die  beiden  vorgetragenen  Fälle  unseres  Satzes  gestatten  offeubar 
eine  unmittelbare  Combination  zu  dem  allgemeinen  Falle,  dass  sowohl 
Sl'  als  Slr"  zerlegt  werde. 

§.  15.  Wir  wollen  jetzt  den  analytischen  Ausdruck  für  die  Pro- 
jectionen der  absoluten  Winkelbeschleuuigung  von  2"  auf  drei  recht- 
winklige, mit  dem  System  £'  verbundene  Coordinatcnaxe  der  .r',  y\  z 
suchen  und  projiciren  zu  dem  Ende  den  Linienzug  der  Winkelbeschleu- 
uigung des  Systems  «£',  der  relativen  Winkolbeschlcunigung  und  den 
der  dritten  Beschleuniguugscomponento  auf  diese  Axen,  wodurch  wir 
die  gesuchten  Projectionen  erhalten.    Nun  sind 
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dSlx"    dSl/'  dSlz" 
dt   '     di'y  dt 
die  Projectionen  der  absoluten  Winkelbeschleunigung  von  2*", 

dSlrx<"  dSlr/  dSlr/' 
dt  '  '  dt  '  "  dt 
die  der  relativen  Winkelbeschleunigung  von  2!'  in  Z\  es  seien  ferner 
cty,  cy,  u£-  die  Projectionen  der  Winkelbeschleunigung  von  £'  parallel 
den  Coordinatenaxen ;  endlich  ergeben  sich  die  Projectionen  der  dritten 
Bescbleunigungscomponcnte  Ur"Sl'  leicht  mit  Hülfe  des  vorigen  Satzes, 
indem  man  sowohl  Sl'  in  Sly,  Äy-,  als  auch  U"  in  drei  Coroponen- 
ten  auflöst.    Indem  man  die  jeder  Axe  entsprechenden  Bestandteile 

sammelt,  erhält  man  für  letztere  Projectionen  bezüglich  der  Axen  der 

tri 

* ,  y ,  z  - 

Aus  allen  einzelnen  Bestandteilen  erhält  man  demnach  jetzt: 

=  +  tt*    +   (Ärj/'&t''  —  &„•"&/) 

_  <ißr/'   +  k^  +    (Är/.Äjr/  __  Är^Äx0 


Sind  Ä/,         ay-,  cu-  nicht  unmittelbar  bekannt,  dagegen 

,  Äy ,   &* ,  ,  «,  =         ,   tty  =         ,   «t  =  in   Bezug  auf 

ein  festes  Coordinatensystem,  so  erhält  man  erstere  Grössen  aus  letz- 
teren durch  Projection  und  zwar  am  einfachsten  mit  Hülfe  der  drei 
Euler'schen  Winkel,  welche  die  Lage  des  Coordinatensystems  der  x\  y\  z 
gegen  das  feste  System  der  .r,  y,  z  bestimmen. 


X.  Capitel. 

Beschleunigung  8 weiter  und  höherer  Ordnung. 

§.  1.  Die  Elementarbeschleunigung  eines  Punktes  ist  das  geome- 
trische Differential  und  die  Beschleunigung  selbst  die  geometrische  Deri- 
virte  der  Geschwindigkeit  (S.  184).  In  derselben  Weise  heisst  die 
geometrische  Derivirte  der  Beschleunigung  die  Beschleunigung  zweiter 
Ordnung,  die  geometrische  Derivirte  dieser  die  Beschleunigung  dritter 
Ordnung  u.  s.  f.,  das  geometrische  Differential  der  Beschleunigung 
die  Elemcntarbcschleunignng  zweiter  Ordnung,  das  geometrische  Diffe- 
rential der  Beschleunigung  zweiter  Ordnung  die  Elementarbeschleuni- 
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gung  dritter  Ordnung  u.  8.  f.  Trägt  man  die  Geschwindigkeit  als  Länge 
auf  der  Tangente  auf,  so  erscheint  die  Beschleunigung  als  die  Geschwin- 
digkeit des  Endpunktes  derselben  und  wird  diese  selbst  an  jenem  End- 
punkte nach  Grösse,  llichtung  und  Sinn  angetragen,  so  ist  die  Beschleu- 
nigung zweiter  Ordnung  die  Geschwindigkeit  ihres  Endpunktes  u.  s.  f. 
Zieht  man  von  irgend  einem  Punkte  des  Raumes  nach  dem  beweglichen 
Punkte  den  Radiusvector,  so  erscheint  die  Geschwindigkeit  als  die  geo- 
metrische Derivirte  dieses.  Fängt  man  mit  diesem  an  und  constrnirt 
die  Geschwindigkeit  und  die  Beschleunigungen  aller  Ordnungen,  so 
erhält  man  ein  Polygon,  dessen  Natur  die  Bewegung  des  Punktes  voll- 
kommen charakterisirt.  Dasselbe  ist  mit  der  Bewegung  des  Punktes 
veränderlich.  Der  Ausdruck  „Geschwindigkeit  erster,  zweiter,  dritter 
Ordnung"  u.  s.  w.  oder  selbst  der  Ausdruck  „ Radiusvector  erster,  zwei- 
ter, dritter  Ordnung"  u.  s.  w.  würde  ausreichen  und  das  Wort  „Be- 
schleunigung" könnte  entbehrt  werden.  Der  Grund  seiner  Existenz  ist, 
dass  man  die  Bedeutung  der  ganzen  Kette  von  Beschleunigungen  und 
insbesondere  den  Umstand,  dass  jedes  folgende  Glied  derselben  für  das 
vorhergehende  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  dieses  für  das  zweitvorher- 
gehende, erst  in  neuerer  Zeit  erkannt  hat.  Indem  man  von  irgend  einem 
Punkte  mit  den  Beschleunigungen  niCT  Ordnung,  welche  den  verschie- 
denen Zeiten  entspricht,  Strecken  parallel,  von  gleicher  Länge  und 
gleichem  Sinne  zieht,  erhält  man  durch  deren  Endpunkte  eine  Curve, 
den  Hodographen  (n  -f-  1)  ster  Ordnung,  ähnlich  wie  wir  S.  180  den 
Hodographen  erster  Ordnung  erhielten. 

Die  Kette  der  Beschleunigungen  steht  in  innigem  Zusammenhange 
mit  der  Evolutenkette  der  Bahn  des  beweglichen  Punktes  und  lassen 
sich  eigenthümliche  Eigenschaften  der  Periodieität,  des  Abbrechens  etc. 
von  der  einen  auf  die  andere  überführen.  Andererseits  hängen  beide  mit 
der  Theorie  der  Berührung  höherer  Ordnung  der  Curven  zusammen. 
Es  ist  daher  die  Theorie  der  Beschleunigungen  höherer  Ordnung  ein 
Gebiet,  auf  welchem  Geometrie  und  Mechanik  aufs  Innigste  verschmelzen. 
Es  kann  natürlich  nicht  im  Plane  dieses  Buches  liegen,  diesen  für  den 
Fortschritt  beider  Disciplinen  gewiss  sehr  fruchtbaren  Speculationen  hier 
weiteren  Raum  zu  geben. 

Aus  dem  Inhalte  der  SS.  298—304  ist  ersichtlich,  dass  die  Methode 
des  Imaginären  sich  auf  dem  hier  zu  besprechenden  Gebiete  als  äusserst 
fruchtbar  erweisen  muss.  Da  eine  Strecke  in  der  Ebene  durch  die  Form 
x  -f-  yi  dargestellt  wird,  so  folgt,  dass  wenn  der  reelle  Bestandteil  und 
der  Coefficient  des  imaginären  Bestandteils  der  Beschleunigung  irgend 
einer  Ordnung  für  jeden  Werth  von  /  Null  sind,  also  die  Beschleunigung 
dieser  Ordnung  selbst  verschwindet,  die  Ooordinatcn  des  beweglichen  Punk- 
tes algebraische  Functionen  der  Zeit  sein  müssen  und  umgekehrt,  wenn 
dies  der  Fall  ist,  so  muss  die  Kette  der  Beschleunigungen  abbrechen. 
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§.  2.  Wir  wenden  uns  jetzt  zunächst  zur  Bestimmung  der  Beschleu- 
nigung zweiter  Ordnnng  eines  Punktes.  Es  seien  (Fig.  153.)  M,  M\ 
M'\  M'"  aufeinanderfolgende  Punkte  der  Bahn  des  beweglichen  Punktes, 
entsprechend  den  Zeiten  /,  /  -f-  dt,  etc.,  MT,  MT\  MT"  die  Tangenten 
in  M,  3f,  M\  also  MM  M'\  MM"M"'  die  Schmiegungsebcnen  in  M  und  M'. 
Die  Beschleunigung  erster  Ordnung  ^  1M 

(p  =  M0  zur  Zeit  l  fällt  in  die  er-  T     r/  'r" 

stere  dieser  Schmiegungsebenen ,  die  /  ■/^*^^'^ 

Beschleunigung  <p  -j-  dtp  —  M'0'  zur  f     /      '  «^*« 

Zeit  t  -\-  dt  m  die  letztere;  jene  bil-  _  //^^fy  o  .  *S  \^ 

det  mit  der  Tangente  MT  des  Punk-  il'''"'p^km  *'^JX«'--f ' 

tes  M  einen  Winkel  er,  diese  mit  der      jv/— ^Jl  j 

Tangente  des  Punktes  M*  den  Win-    —   ,   

kel  «  -|~  da.    Ziehen  wir  nun  durch 

M  eine  Linie  M'0  parallel,  gleich  und  gleichen  Sinnes  mit  <jp,  so  stellt 
die  unendlich  kleine  Strecke  00'  die  Elementarbeschleunignng  zweiter 
Ordnung  nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn  dar  und  ist  der  Quotient 
00' 

-■-      die  Beschleunigung  q>(i)  zweiter  Ordnung  selbst,  die  wir  in  der 

Richtung  00'  an  0  oder  auch  an  M  antragen  können.  Wir  zerlegen 
nun  zunächst  9<2)  in  zwei  Componenten,  eine  längs  <jp,  die  andere  senk- 
recht zu        dieselben  sind,   wenn  dl  den  unendlich  kleinen  Winkel 

dw  dl  00  00' 

0M0  bezeichnet,    -    und  <p  -  ,  nämlich         und  -3—.    Die  erstere 

dt  dt  dt  dt 

dieser  Componenten  zerlegen  wir  weiter  in  zwei  andere,  parallel  der 

(Ifp 

Tangente  und  der  Hauptnormalen  des  Punktes  M,  nämlich  in  -,-  cos  a 

d  dl 
und  -  -  sin  er.    Die  zweite  Componente  q>       aber  spalten  wir  in  zwei 

andere,  von  denen  die  eine  in  die  Scbmiegungsebene  des  Punktes  M 
fällt,  während  die  andere  zu  dieser  Ebene  senkrecht  ist.  Beschreiben 
wir  nämlich  um  M'  mit  M  0  =  <p  als  Radius  eine  Kugel,  so  bestimmen 
die  Ebene  0Ml0,  in  welcher  <p  und  <p  -f-  dq>  liegen,  dre  Scbmiegungs- 
ebene TM'0  des  Punktes  M  und  die  Schmiegungsebene  TM'0'  von  M' 
ein  sphärisches  Dreieck  0Q'T\  dessen  Seiten  0Q'=  <pdl,  0T'—(p(a —  dt), 
wo  de  den  Contingenzwinkel  TMT'  bedeutet  und  Q'T'=  q>  (a  -{-  da)  sind. 
Fällen  wir  in  demselben  die  Höhe  Q'H,  so  zerfällt  q>dl  in  die  beiden 

Componenten  0H  und  Q'H  uud  also  q>  ^  in  ^  und  ^ ,  oder  weil 

HT'  =  Q'T\  also  0H  =  <p  •  («  —  dt  —  c  —  da)  =  —  q>  (da  -f  de) 
und  Q'H  =  <p  sin  a  •  da  ist,  wenn  da  den  unendlich  kleinen  Winkel  der 
beiden  Schmiegungsebenen  in  M  und  M*  bedeutet,  in  die  Componenten 

/  da    ,    de\       ,  d<$  ,      _  ,    .  . 

—  ^  \dt        Tt)  Un     ^  Sm  U  '  dt  1   er8tere  in  ^er  Schmiegungsebene 
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von  M,  letztere  senkrecht  zu  ihr.  Die  erstere  dieser  beiden  Compo- 
nenten  ist  senkrecht  zu  q>  und  bildet,  da  q>  gegen  MT  unter  dem  Win- 
kel a  geneigt  ist,  mit  der  Tangente  und  der  Hauptnormalen  in  M  die 
Winkel  ^ n  —  tt  una<  »  —  «  und  zerfällt  daher  in  die  tangcntielle 

Componente  —  tp  y~  -f-         si,i  «  und  die  Componente  längs  der 

Hauptnormalen  <p  (~  -f-  j  cos  a.  Demnach  hätten  wir  nach  passen- 
der Keduction  an  Componenten  der  Beschleunigung  zweiter  Ordnung 
längs  der  Tangente 

dep  du  .  de  .         d(cpcosa)         de  .  d<pt  de 

-y-  cos  et  —  qp  --  -  stn  et  —  (p      sm  et  =  -      -        —  <P  J4  *'«  «  =  -  .  <Pn  -r 

dt  *  dt  *  dt  dt  dt  dt      *  dt 

und  längs  der  Hauptnormalen 

dq>  .  da  .  de      d(cpsina)  ,  de      d<p„  ,  de 

-dt        +  s  +  9  cosa  rf/  =  -  ■-   -  +  <P  cosa  ^  _  _  +  *  , 

sowie  endlich  zur  Schmicgungsebene  senkrecht,  also  parallel  der  Binor- 
malen oder  der  Krümraungsaxe*)  <psina^  =  V-^j-  wollen  die 

drei  Componenten  von  <p{i)  parallel  der  Tangente,  Hauptnormalen  und 
Binormalen  mit  yp\  <pn(i),  W*'  bezeichnen,  sodass  wir  also  setzen: 

m       d<Pt  de  rgi       dcPn    ,        de  da 

worin  <p„  (p„  die  Bedeutung  der  Tangential-  und  Normalbeschleunigung 
erster  Ordnung  haben,  wie  früher.   Nun  sind  der  Krümmungshalbmesser  p 

und  der  Schmiegungshalbmesser  r  einer  Curve  p  =      ,  r  =  daher 

erhält  man  mit  Rücksicht  auf  —  =  v: 

dt 

de        v  da 
Hi  ~  7'    ~dt  ~  7 
und  kann  die  vorstehenden  Formeln  auch  folgendermassen  schreiben: 


dcpt  v  tflv 


dt        q    '  dt*  <> 


Vw  (//    ^  v'  p  rf/     ~  p  <//        v      dt  g  dt       p2  ds 

v 

r  pr 

Der  Inhalt  dieser  Formeln,  welche  zuerst  von  Re'sal  (Tratte  de 
cinemalique  pure,  Chap.  VI,  p.  77/)  in  etwas  anderer  Weise  als  hier  ab- 
geleitet wurden,  kann  in  folgenden  Satz  gefasst  werden: 

*)  Vgl.  meine  „Allgemeine  Theorie  der  Curven  doppelter  Krümmung",  S.  6  u.  8. 
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Die  Beschleunigung  zweiter  Ordnung  ein  es  Punktes  zer- 
fallt in  drei  Compon«enten,  parallel  der  Tangente,  der  Haupt- 
n  ormalen  und  der  Bi normalen  der  Bahn  desselben.  Die  Tan  - 
gentialcomponcnte  ist  der  Ueberschuss  der  zweiten  Deri- 
virten  der  Geschwindigkeit  über  dem  Quotienten  des  Cubus 
der  Geschwindigkeit  durch  das  Quadrat  des  Krümmungs- 
halbmessers; die  Normalcomponente  in  der  Schmiegungs- 
ebene  ist  der  Ueberschuss  des  dreifachen  Produktes  aus 
dem  Quotienten  der  Geschwindigkeit  durch  den  Krümmungs- 
halbmesser in  die  Tangentialbeschleunigung  erster  Ordnung 
über  das  Produkt  aus  dem  Quotienten  vom  Cubus  der  Ge- 
schwindigkeit durch  das  Quadrat  des  Krümmungshalbmes- 
sers in  das  Verhältniss  des  Differentials  des  Krümmungs- 
halbmessers zum  Bogenelemente  der  Bahn;  die  Binormal- 
componente  endlich  ist  gleich  dem  Cubus  d  er  Gesch  win  dig- 
keit,  dividirt  durch  das  Produkt  aus  dem  Krümmungshalb- 
messer und  dem  Schmiegungshalbmess  er. 

Die  Formel  für  <p/*>  ist  bei  Kesal  unrichtig;  er  findet  eine  Summe 
statt  der  Differenz,  worauf  bereits  So m off  (Memoire  sur  les  accelera- 
tions  de  divers  ordres.  Sl.  Pe'tersbqurg ,  J864,  in  den  Mim.  de  Yacad.  des 
scienses  de  Sl.  Pitersbourg,  VJle  Serie,  T.  Vlll,  No.  5)  aufmerksam  gemacht 
hat.  Die  beiden  ersten  Componenten  enthalten  den  Krümmungshalb- 
messer der  Bahn,  die  dritte  ausser  diesem  auch  den  Schmiegungshalb- 
raesser.  Für  ebene  Bahnen  ist  <p^  =  0;  für  die  gleichförmige  Kreis* 
bewegung  ist  <p„(2)  =  0.  Damit  ein  Punkt  eine  Curve  doppelter  Krüm- 
mung beschreibe,  muss  die  Schmiegungsebene  sich  continuirlich  ändern 
und  da  die  Beschleunigung  in  sie  hineinfällt,  auch  diese.  Damit  dies 
eintrete,  muss  zu  der  Beschleunigung  jeden  Augenblick  die  binormale, 
unendlich  kleine  Beschleunigungscomponente  <p^2)dl  hinzutreten. 

§.  2.    Einige  Beispiele  sollen  das  Vorstehende  erläutern. 

1.  Ein  Punkt  besitzt  eine  nach  Grösse  und  Richtung  constante 
Beschleunigung.    In  diesem  Falle  ist  tpW  =  0,  <p/*)  —  <p„(2)  =  g^W  0. 

ff         dv  ^ 

Die  Bedingung  =  0  liefert  die  Gleichung  £  ^  —  —  :  —  oder,  da  do  das 

Bogenelement  der  Evolute  ist  und  diese  Curve  mit  der  Bahn  gleichen  Contingenz- 

winkel  dt  besitzt,  also  ■£  —  J£T^  "™  ^  i8t'  wenn  9i  de»  Krümmungshalbmesser 
der  Evolute  bezeichnet: 

7  e       dt  '  p 

Der  bewegliche  Punkt  beschreibt  in  Folge  der  Constanten  Beschleunigung  eine 
Parabel,  deren  Diameter  die  Richtung  der  Beschleunigung  besitzen.   Bildet  nun 

diese  mit  der  Normalen  der  Parabel  den  Winkel  o\  so  ist  —  —  tp  sin  ö*,  —  —  tp  cot  9 
und  erhält  man  mithin  _  Q 

Schell,  Theorie  d.  Bew.  u.  d.  Krkfle.  30 
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d.  h.  bei  jeder  Parabel  schneidet  der  durch  den  Curvenpunkt  laufende 
Durchmesser  auf  einem  im  Krümm ungsinittelpunkte  auf  der  Norma- 
len errichteten  Perpendikel  von  dessem  Fusspunkte  aus  ein  Drittel 
des  Krümmungshalbmessers  der  Evolute  der  Parabel  ab. 

2.  Ein  Punkt  besitzt  eine  Beschleunigung,  welche  fortwährend 
nach  einem  festen  Centram  C  gerichtet  und  seinem  Abstände  von 
diesem  proportional  ist,  welches  ist  seine  Beschleunigung  o>(2)  der 
zweiten  Ordnung? 

Es  sei  (Fig.  154.)  C  das  feste  Centrum,  MC  =  r,  M'C  —  r  -f-  dr,  M$  =  <p  =  fr, 
M'Q>  =  <p  -f-  dtp  —  e  (r  -f-  dr).  Zieht  man  durch  M'  die  Linie 
M'<&  parallel  und  gleich  q>,  so  stellt  0<P'  die  Elementarbeschleu- 

**' 

nigung  zweiter  Ordnung  <pWdt  dar  und  ist  folglich  qpl*)  =  . 

Das  Dreieck  ist  aber  ähnlich  C MM',  weil  zwei  Seiten- 

paare einander  proportional  sind  und  der  von  ihnen  einge- 
schlossene Winkel  in  beiden  derselbe  ist.  Daher  ist  $$'  pa- 
rallel der  Tangente  in  M.  Der  bewegliche  Punkt  besitzt  daher 
nur  tangentiale  Beschleunigung  zweiter  Ordnung  und  zwar 
liefern  dieselben  Dreiecke  tpWdt :  er  =  ds  :  r,  d.  h.  q>W  =  f». 
Man  hat  also,  da  qp^(-)  für  alle  ebenen  Bewegungen  Null  ist: 

dt        q  ds 

Der  Punkt  beschreibt  eine  Ellipse  um  C  als  Mittelpunkt;  wenn  p,  den  Krüm- 

do        Oi  du 
mungshalbmesser  der  Evolute  bedeutet,  so  wird  ^  =  — .    Ferner  ist  <pt  =  ^  , 

a>„  s  — und  wenn  man  wieder  mit  8  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  Normale 

ttv  v 

mit  dorn  Diametcr  des  Punktes  M  bildet,  so  hat  man  igS  =     :  —  und  mit  Hülfe 

dt  o 

dieser  Relation  ergibt  die  letzte  Gleichung 

welche  den  Krümmungshalbmesser  der  Evolute  der  Ellipse  liefert,  ähnlich  wie 
bei  Nr.  1. 

Man  kann  von  der  vorliegenden  Aufgabe  zur  vorhergehenden  zurückgehen, 
wenn  man  r  ins  Unendliche  wachsen  und  £  Null  werden  lässt,  nber  so,  dass  fr 
constant  bleibt.  Der  Mittelpunkt  der  Ellipse  rückt  ins  Unendliche,  es  wird 
tp(i)  =  0  u.  s.  f. 

Kennt  man  Uberhaupt  für  irgend  eine  Bewegung  <p„W,  so  kann  man  das 
Verhältnis»  der  Krümmungshalbmesser  ot  und  q  für  die  Evolute  der  Bahn  und  die 
Bahn  selbst  finden.  Es  ist  nämlich,  wenn  ä  wie  oben  den  Winkel  bedeutet,  den 
die  Beschleunigung  qp  mit  der  Normalen  der  Bahn  bildet, 


mithin 


3.  Ein  Punkt  besitzt  eine  nach  einem  festen  Centrum  F  (s.  Fig.  71.) 
gerichtete,  dem  Quadrate  des  Abstände»  von  demselben  umgekehrt 
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proportionale  Beschleunigung  erster  Ordnung,  welches  ist  seine  He- 
schleunigung  zweiter  Ordnung? 

Nach  Cap.  I,  §.  3.,  8.  188  ist  die  Beschleunigung  q>  —  ^-2ato  und  also 

der  Geschwindigkeit  2  am  des  Punktes  H  proportional  und  der  Richtung  nach  um 
\it  von  dieser  verschieden.  Daher  ist  die  gesuchte  Beschleunigung  tpW  der  zwei- 
ten Ordnung  des  Punktes  AI  proportional  der  Beschleunigung  des  Punktes  //, 
gleichfalls  um  |  n  umgedreht.  Der  Punkt 'H  ist  ein  Punkt  eines  Systems ,  welches 
um  F  rotirt  und  in  welchem  M  eine  relative  Bewegung  längs  des  Radiusvectors 
FM  hesitzt.  Der  Punkt  //  besitzt  daher  eine  Tangentialbeschleunigung  senkrecht 
zu  MF  und  eine  Normalbeschleunigung  längs  MF.  Um  die  erstere  zu  bestim- 
men, müssen  wir  die  Winkelbeschleunigung  des  Systems  mit  2  a  multipliciren ;  die 
Normalbeschleunigung  ist  2  a>*«.  Um  aber  die  Winkelbeschleunigung  des  Systems 
zu  tindon,  dividiren  wir  die  Componento  des  mit  M  zusammenfallenden  System- 
punktes, welche  senkrecht  zu  MF  ist,  durch  r.  Nun  besteht  die  gesararate  Be- 
schleunigung dieses  Systempunktes  aus  der  absoluten  Beschleunigung  von  M  und 
dessen  relativer  Beschleunigung  im  entgegengesetzten  Sinne  genommen  nebst  der 
zusammengesetzten  Centrifugalbeschleunigung.  Die  beiden  ersteren  sind  längs  MF 
gerichtet  und  liefern  also  keinen  Beitrag  zu  der  hier  gesuchten  Grösse,  die  letztere 
aber  ist  2  cd  •  vr,  senkrecht  zu  MF  und  entgegengesetzt  gerichtet  mit  der  Geschwin- 
digkeit cur.    Die  relative  Geschwindigkeit  vr  von  M  ergibt  sich  mit  Hülfe  des 

Dreiecks  MM'Q,  nämlich  vr  =         =  MJjf  •  tg  (M'MQ)  =         tgß,  wenn  ß  den 

Winkel  bedeutet,  den  die  Normale  in  M  mit  dem  Radiusvector  MF  bildet.  Da 
nun  MQ  —  rcadt  ist,  so  wird  vr  —  cor  tg  ß  und  folglich  die  zusammengesetzte 
Centrifugalbeschleunigung  2  <o'r  lg  ß.  Sie  liefert  daher  für  die  Winkelbeschleuni- 
gung des  Systems  2  a>*  tg  ß  und  hiermit  die  Tangentialbeschleunigung  von  H  gleich 
4(0*0  lg  ß.   Die  Beschleunigung  tpW  zweiter  Ordnung  des  Punktes  M  hat  demnach 

HC 

die  Componenten:  längs  des  Radiusvectors  FM  gleich  A-^tgß  •  a>,  und  senkrecht 

2  ac 

dazu  im  entgegengesetzten  Sinne  von  cor,  gleich    ^-  a>*.    Indem  wir  die  Projec- 

tionssumme  dieser  Componenten  für  die  Tangente  und  Normale  von  M  bilden, 
erhalten  wir 

«p^)  =  4  |*  sin  ß  ■  oi»  —  2  -*~  cos  ß  •  a>«,     <pn&  6  Jt  «'«  ß  '         <Ptw  —  0  . 

4.  Ein  Punkt  beschreibt  mit  constanter  Geschwindigkeit  »„  eine 
Schraubenlinie  auf  einer  beliebigen  Cylinderfläche,  welches  sind 
die  Componenten  seiner  Beschleunigung  zweiter  Ordnung? 

Da.  v  constant  ist,  so  erhält  man 

*<■>--$.  ».«--^-J. 

Ist  nun  ds0  das  Bogenelement  und  oa  der  Krümmungshalbmesser  des  zu  den  Er- 
zeugnngslinien  senkrechten  ebenen  Cylinderschnittes  und  ß  der  Neigungswinkel 
der  Schraubenlinie  gegen  die  Erzeugungslinie,  so  wird 

9  ~  sin*  ß'     r  ~~  sin  ßcos  ß  h      aQ  ~~  sin*  ß  '     ™       sin  ß 

dQ         1      rfpo  ^  1 

ds       sin  ß    ds0       sin  ß    Q0  ' 


*)  Vgl.  meiue  „Allgemeine  Theorie  der  Curven  doppelter  Krümmung"  S.  SO. 
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wenn  o,  den  Krümmungshalbmesser  der  Evolute  jenes  Cylinderschnitts  bedeutet. 
Hierdurch  gelangt  man  zu  den  Formeln 

9tW  -  -  ^  •  „V  p%      <p„W  -  -  £  •  *  «V  p\      9*  -  ~t  •  ««3  P  <™  f. 
Po  Po  Po 

Die  Grösse  i»0  *fn  ß  ist  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  die  Projection  des 

beweglichen  Punktes  auf  den  Cylinderschnitt  bewegt.   Bezeichnen  wir  sie  mit  to0, 

so  gehen  die  Formeln  über  in 

=  ~  p?  SWß'      9m  Po»  91 '      9*  =  Po1  ^ 

und  sind  —  ^  und  —  ^  die  Werthe  von  qp/*),  <p„(2>,  welche  der  Projections 

Po  Po 
bewegung  in  dem  Cylinderschnitt  entsprechen. 

Ist  der  Cy  linder  ein  Kreiscylinder,  so  ist  p,  =  0,  also  <pnW  =  0. 

§.  3.  Für  ebene  Curven  besteht  zwischen  der  Normalcomponen- 
ten  9„(2)  der  Beschleunigung  zweiter  Ordnung  und  der  Schmiegungs- 
parabel, d.  h.  der  Parabel,  welche  die  Curve  vierpunktig  berührt,  ein 
inniger  Zusammenhang.  Wie  sich  §.  2.,  No.  1.  ergab,  bildet  bei  jeder 
Parabel  der  Diameter  mit  der  Normalen  seines  Endpunktes  einen  Win- 
kel dessen  Tangente  gleich  dem  dritten  Theile  des  Verhältnisses  vom 
Krümmungshalbmesser  der  Parabelevoluto  zum  Krümmungshalbmesser  der 
Parabel  ist.  Die  Schmiegungsparabel  hat  nun  mit  der  Curve  zwei  auf- 
einanderfolgende Krümraungskreise,  mithin  auch  zwei  aufeinanderfolgende 
Krümmungsmittelpunkte  und  hat  also  ihre  Evolute  zwei  Punkte  oder 
ein  Bogenelement  mit  der  Evolute  jener  gemein.  Da  eine  Curve  und 
ihre  Evolute  gleichen  Contiugenzwinkel  besitzen,  so  haben  die  Evolute 
der  Schmiegungsparabel  und  der  Curve  auch  gleichen  Krümmungshalb- 
messer o,.  Daher  bildet  der  Diameter  der  Schmiegungsparabel  mit  der 
Normalen  der  Curve,  welcher  sie  sich  anschmiegt,  einen  Winkel  <J,  für 

welchen  ig  d  =  ^  ^-  ist.   Es  gibt,  nebenbei  bemerkt,  eine  ganze  Schaar 

Kegelschnitte,  welche  von  derselben  Parabel  in  demselben  Punkte  vier- 
punktig berührt  werden,  weil  ein  Kegelschnitt  erst  durch  fünf  Punkte 
bestimmt  ist.  Nach  §.  2.,  No.  2.  besteht  die  Gleichung  für  6  auch  für 
Ellipsen  und  Hyperbeln ,  wenn  d  von  dem  Durchmesser  mit  der  Nor- 
malen gebildet  wird.  Daher  ist  für  alle  Kegelschnitte  der  Schaar,-  welche 
von  einer  Parabel  vierpunktig  berührt  werden,  der  Diameter  des  Be- 
rührungspunkte8  gemeinschaftlich  und  liegen  also  die  Mittelpunkte  aller 
dieser  Kegelschnitte  in  gerader  Linie,  nämlich  auf  ihm.  Nun  haben 
wir,  wenn  ß  den  Winkel  bedeutet,  den  die  Beschleunigung  der  ebenen 
Bewegung  irgend  eines  Punktes  mit  der  Normalen  seiner  Bahn  bildet, 

v2  dv  ,        .  p, 

<Pn   =  J  ,        <ft  =  =  <Pntgß,        ^J  =  |^-, 

und  wenn  man  diese  Werthe  in  die  Formel  ip„^  =  3  —  —  ^-  — 

einführt,  ergibt  sich  g   dt        9  9 
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FigT.  155. 


Die  Richtung  der  Beschleunigung  9  bestimmt  nun  in  dem  Krümmungs- 
kreise und  in  der  Schmiegungsparabel  zwei  Sehnen,  c,  c  (Fig.  155.), 
durch  welche  sich  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  umgestalten  lässt. 
Für  c  fanden  wir  bereits  Cap.  I,  §.  11.  die  Gleichung  v2  =  ^ccp\  für  c" 
wollen  wir  jetzt  die  betreffende  Relation 
suchen.  Denkt  man  sich  die  Schmiegungs- 
parabel von  einem  Punkte  beschrieben,  der 
von  dem  Berührungspunkte  ausgehend  in 
der  Richtung  der  Tangente  die  Geschwin- 
digkeit a  hat  und  in  der  Richtung  des 
Diameters  von  der  constanten  Beschleuni- 
gung a  affieirt  wird,  so  hätte  man  für  den 
Diameter  und  die  Tangente  als  x-  und 

2  a2 

y-Axen :  y  =  «f,  x  =  £a/3,  also  y2  =  — -  a*; 

es  ist  aber  nach  Cap.  I,  §.  11.  a2  =  £ca,  mithin  wird  y2  =  cx,  oder 
da  c  =  2  q  cos  6*  ist:  tf  =  2  p  cos  d  •  x  die  Gleichung  der  Parabel.  Nun 
seien  a*,  y  die  Coordinaten  des  Endpunktes  der  Sehne  c\  welche  die 
Beschleunigung  <p  in  der  Schmiegungsparabel  bestimmt;  dann  ist 
c  cos  ö  x  cos  ß 

y  ~~  itojß'^rjy     y  ~  sin  {ß  —  6)  ' 
also,  wenn  man  hieraus  x  entnimmt  und  in  die  Parabelgleichung  einfahrt 

cos  «5  cos  ß 


wodurch 


2p 
2p 


sin  {ß  —  <J)  ' 
cos2  ö  cos  ß 


sin2  {ß  —  d) 
wird.    Hiermit  ergibt  sich  nun  für  <p„{i): 


(2) 


cos  ß  '     i c 


y\c  cos  ß 

oder  mit  Hülfe  von  v2  =  ^cq>,  p<p„  —  v2: 

6  p3 
p  j/  cc'  ' 

d.  h.  die  Normalcomponente  der  Beschleunigung  zweiter 
Ordnung  der  ebenen  Bewegung  einesPunktes  ist  der  sechs- 
fache Cubus  der  Geschwindigkeit,  dividirt  durch  den  Krüm- 
mungshalbmesser und  das  geometrische  Mittel  aus  den  Seh- 
nen, welche  die  Richtung  der  Beschleunigung  im  Krüm- 
mungskreise und  der  Schmiegungsparabel  bestimmt. 
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Den  in  der  vorstehenden  Untersuchung  vorkommenden  Diameter  der 
Schmiegungsparabel  nennt  Abel  Transon  (Li ou  vi  11c,  Journal  de  mathem. 
T.  VI.)  die  Deviationsaxe.  Da  nämlich  die  ♦formale  die  der  Tangente 
parallelen  Sehnen  des  Krümmungskreises,  jener  Diameter  aber  die  der 
Tangente  parallelen  Sehnen  der  Schmiegungsparabel  halbirt,  so  gibt  die 
Tangente  des  Winkels  d  ein  Mass  für  die  Abweichung  des  Curveupuuk- 
tes  von  der  Schmiegungsparabel  an,  wenn  diese  Abweichung  auf  einer 
der  Tangeute  parallelen  und  ihr  unendlich  nahen  Geraden  geschätzt  wird. 

§.  4.  Für  eine  geradlinige  Bewegung  reducirt  sich  qp<*>  auf  <ptm  =  ^  . 

Projicirt  mau  daher  eine  Bewegung  auf  eine  Axe,  etwa  die  a:-Axe  eines 

Coordinatensystems,  so  wird  die  Beschleunigung  zweiter  Ordnung 

qp,W  der  Projectionsbewegung  darstellen.  Zugleich  ersieht  man,  dass  sie 
die  Projection  der  Beschleunigung  <p(->  der  Hauptbewegung  auf  diese 
Axe  ist.  Denn  da«  Dreieck  0/V'0'  (Fig.  \b',\.)  liefert  in  der  Projection 
für  00'  das  Differential  d<p.r.  Bildet  also  00'  mit  der  Projectionsaxe 
den  Winkel  <*,  so  hat  man 

d(Pr  0  0' 

dcp.r  =  00  •  cos  «,       —  =  q>J->  =  — —  •  cos  a  —  qp'*»  •  cos  a, 

dt  dt 

Projicirt  man  daher  die  Bewegung  auf  drei  rechtwinklige  oder  schiefe 
Coordinatenaxen,  so  erhält  man 

d*x  d*y  ,„  d3z 

als  Gleichungen  der  Bewegung,  wenn  <pj*>,  <jpyw,  <pt{i)  als  Functionen 
von  /,  xy  y,  zy  t\r,  ry,  t.,  <p.r,  <py,  q>z  gegeben  Rind.  Ihre  Integration 
führt  neue  willkürliche  Constanten  ein,  welche  durch  die  Anfangslage, 
die  Anfangsgeschwindigkeit  und  die  Anfangsbeschleunigung  bestimmt 
werden. 

§.  5.  Wir  wollen  jetzt  die  Beschleunigung  zweiter  Ordnung  qpf*> 
der  Punkte  eines  ebenen  Systems  bestimmen,   welches  sich  in  seiner 

Fig.  15*. 


Ebene  bewegt.  Nach  Oap.  VI,  §.  4.  hat  die  Beschleunigung  <p  erster 
Ordnung  eines  solchen  Punktes  M  zur  Zeit  /  zwei  Componenten,  eine 
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centripetale,  nach  dem  Beschleunigungscentrum  G  (Fig.  156.)  gerichtete 
Sl2p  und  eine  zu  dieser  senkrechte  ^  p,  dem  Sinne  von  Sl  folgende, 

wobei  p  den  Abstand  MG  des  Punktes  vom  Beschleunigungscentrum 
bedeutet.  Zur  Zeit  t  -\-  dt  sei  G'  das  Beschleunigungscentram  des 
Systems  und  M  die  Lage  des  Systempunktes,  dann  sind  seine  Be- 
schleunigungscomponenten  ebenso  (Sl2  -f-  d  •  Sl2)  (p  -f-  dp)  in  der  Rich- 
tung MG'  und  +  (p  -|-  dp)  senkrecht  dazu.  Betrachten 

wir  zunächst  die  Oomponenten  von  «p1*1,  welche  aus  der  centripetalen  Be- 
schleunigung entspringen. 

Die  centripetale  Beschleunigung  (Sl2  -f-  d  •  Sl'*)  (p  -\-  dp)  ist  propor- 
tional der  Linie  MG  =  p  -\-  dp  und  längs  dieser  gerichtet;  wir  zerlegen 
sie  nun  in  drei  Componenten  parallel  den  drei  übrigen  Seiten  des  Vier- 
ecks MGG'M'.  Die  Zerlegung  erfolgt  durch  ein  diesem  ähnliches  Viereck, 
dessen  Seiten  durch  Multiplication  mit  Sl2  -\-  d  •  Sl2  aus  den  Seiten  des- 
selben gefunden  werden.  Mit  Rücksicht  auf  den  Sinn  der  Linien,  wie 
er  in  einem  geschlossenen  Polygon  auftritt,  hat  man  daher 

(Sl2  -f  d  •  Sl2)  (p  +  dp) 
=  Res.  {(Sl2  -f-  d-Sl2)  p,    (Sl2  +  d-Sl2)  •  Gl7y     (Sl2  -f  d>Sl2)  WM}  , 

resp.  im  Sinne  MG,  GG'  und  MM  zu  nehmen.  Die  Beschleunigung 
(Sl2  -J-  d  •  Sl2)  p  zerfällt  aber  in  Sl2py  welches  die  Centripetalbeschleu- 
nigung  zur  Zeit  /  ist,  und  p  •  d-Sl2.    Daher  sind 

p   d-Sl2,    (Sl2  +  //  ♦  Sl2)  GG\    (Sl2  +  d-  Sl2)  ÄtM 

die  Componenten  der  Elementarbeschlcunigung  zweiter  Ordnung,  welche 
aus  Sl2p  entspringt  und  liefern  als  Componenten  von  <p®\  wenn  wir  die 

G~G' 

Wechselgeschwindigkeit  des  Beschleunigungscentrums,  nämlich        =  U. 

dt 

setzen  und  bedenken,  dass  MM'  =  CM'  Sl  =  rSl  ist,  indem  wir  alle 

drei  mit  dt  dividiren  und  für  die  Grenze  redneiren,  2  pSl  ~  im  Sinne  MG, 

Sl2  t/,  parallel  der  Tangente  der  Curve  (G)  der  Beschleunigungscentra, 
Sl*r  parallel  der  Tangente  der  Bahn  und  der  Geschwindigkeit  rSl  ent- 
gegengesetzt. 

In  ähnlicher  Weise  behandeln  wir  nun  auch  die  aus  der  zu  MG 
senkrechten  Componenten  von  tp  entspringenden  Componenten  von  qp(*>. 
Es  ist  nämlich  aus  denselben  Gründen 


( 


«3 +       (p  + 

dt  ^       dt  )  yp  T 


{(«+'■  *)        \dl  +  "«)  GG<  (d,  +  "  di)  MM) 


«gle 


472  Beschl.  <p(*)  im  ebenen  Syßtem,  welches  aich  in  seiner  Ebene  bewegt.  X.  Cap. 
und  sind  daher 

dt    "     \dt    r      dt/       '     \dt  ' 

die  betreffenden  Elemeutarcomponenten  dieser  Bestandteile  von  tp^K 

Dividiren  wir  mit  dt  und  verfahren  wie  vorher,  so  erhalten  wir  noch 

folgende  drei  weitere  Componenten  von  <p(2),  deren  Richtung  und  Sinn 

dü 

leicht  aus  der  Richtung  und  dem  Sinne  von  -—  p  beurtheilt  werden 

cßSl  dSl 
kann,  nämlich:   —-x-  •  p,  senkrecht  zu  MG}    U,  —  normal  zur  Curve 

dt  dt 

ritt 

der  Centra  G,   rSl  —  längs  MC. 

Beziehen  wir  den  Systempunkt  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinaten- 

system  der  xt  y,  dessen  x-Axe  die  Richtung  von  tf, ,  dessen  y-Axe  senk- 

dSl 

recht  dazu  ist,  beide  positiv  genommen  im  Sinne  von  ü{  und  ü,  — 

und  bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Momentancentrums  C  in  Bezug 
auf  dieses  System  mit  x. ,  yt ,  so  sind  die  Richtungscosinusse  der  sechs 
vorstehenden  Componenten  von  <p(2)  gegen  die  Axen  der  Reihe  nach: 

p  '         p  '        U'  r      '         r      '    p  '        p  '  U>  lf 

*  —  *i       y  —  yi 


r      '  r 

und  daher  die  Componenten  X,  Y  von  p(2)  parallel  diesen  Axen: 

X  3ß  ^  -  x  +  ^  •  y  -  Ä»  (y  -  yt)  +  Ä  ^  *,  +  ^Ä» 

r  —  saf  .y_^.,  +  Ä» —  a:,)  +  ä ^ ar.  +  • 

Die  Systempunkte,  deren  Beschleunigungscomponenten  zweiter  Ordnung 
parallel  der  Tangente  und  Normale  der  Curve  (G)  der  Beschleunigungs 
centra  respective  verschwinden,  liegen  auf  den  beiden  Geraden 

(flP_«).-,Ä*f  +  (-^  +  ft*ft+,1f)-0. 

welche  aufeinander  senkrecht  stehen.  Es  ergibt  sich  hieraus  die  Existenz 
eines  Beschleunigungscentrums  G2  der  zweiten  Ordnung,  dessen  Coor- 
dinaten a2,  y2  diesen  Gleichungen  zugleich  genügen.  Setzt  man  die- 
selben in  diese  Gleichungen  ein  und  addirt  letztere  zu  den  obigen  für 
X,  y,  so  ergeben  sich  diese  Grössen  unter  der  etwas  einfacheren  Form: 

*  -  -  3a  **  +  (-sr  -  Ä7< 
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wo  |  =  x  —  x2J  v\  =  y  —  y2  die  Coordinaten  von  M  in  Bezug  auf 
ein  dem  System  (xy)  paralleles  Coordinatensystem  in  G  sind  und 
wenn  man  die  Entfernung  des  Systempunktes  M  von  G2  mit  p2  bezeich- 
net, so  werden  die  Neigungscosinusse  der  Linie  MG2  und  der  auf  ihr 
senkrechten  Geraden,  letztere  dem  Sinne  nach  mit  Sl  harmonirend  ge- 

nommen :  —  —  ,  ;   — ,  —       und  sind  daher  —  3  Sl      •  £  und 

p2         p2     p2         p2  dt 

dSl 

—  3  Sl  —  y  die  Componenten  einer  von  M  nach  G2  gerichteten  Be- 

dSl  rf.iÄ2 
schleunigungscomponente  zweiter  Ordnung  3  Sl  -  -  •  p2  =  3  p2  — J —  , 

sowie  —  Sl^j  rj  und  —  —         §  die  einer  anderen  zu 

(d2Sl  \ 
—  Sl*J.   Man  kann  daher  den 

Satz  aufstellen: 

Die  Beschleunigung  zweiter  Ordnung  eines  System- 
punktes im  unveränderlichen,  in  seiner  Ebene  sich  bewe- 
genden ebenen  System  zerfällt  in  jedem  Momente  in  zwei 
Componenten,  von  denen  die  eine  nach  dem  Beschleuni- 
gungscentrum der  zweiten  Ordnung  hin  gerichtet,  die  andere 
aber  zu  ihr  senkrecht  ist  und  dem  Sinne  nach  mit  der  Winkel- 
gesch windigkeit  des  Systems  harmonirt.  Beide  sind  dem  Ab- 
stände des  Punktes  vom  Beschleunigungscentrum  propor- 
tional und  werden  erhalten,  die  eine,  indem  man  diesen  mit 
der  dreifachen  Derivirten  des  halben  Quadrates  der  Winkel- 
geschwindigkeit, die  andere,  indem  man  ihn  mit  dem  Ue ber- 
schusse  der  zweiten  Derivirten  der  Winkelgeschwindigkeit 
über  den  Cubus  de-rselben  multiplicirt.  Die  Beschleunigung 
der  zweiten  Ordnung  selbst  ist  jenem  Abstände  gleichfalls 
proportional,  also  auf  concentrischen  Kreisen  um  das  Be- 
schleunigungscentrum der  zweiten  Ordnung  constant  und 
unter  constantem  Winkel  gegen  die  Radien  dieser  Kreise 
geneigt. 

Ist  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systems  constant,  so  reducirt 
sich  die  Gesammtbeschleunigung  zweiter  Ordnung  auf  —  p2^y  senkrecht 
zum  Abstände  MG2  und  dem  Sinne  von  Sl  entgegengesetzt. 

§.  6.  Wir  wollen  jetzt  die  Normal-  und  Tangentialcomponente 
qp/.(,\  W*]  de*  Beschleunigung  zweiter  Ordnung  bilden.  Um  dies  be- 
quemer auszuführen,  bilden  wir  zunächst  die  Componenten  derselben 
parallel  zur  Tangente  und  Normalen  der  Curve  der  Momentancentra. 
Betrachten  wir  diese  Geraden  als  Axen  der  x  und  y,  nennen  x, ,  yx  die 
Coordinaten  des  Beschleunigungscentrums  G  erster  Ordnung  und  A  den 
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Winkel,  welchen  die  Taugente  des  Ortes  (G)  mit  der  Taugente  der 

Ourve  (C)  bildet,  so  sind  die  Richtungscosinusse  für  die  früheren  sechs 

x  —  Xi        y  —  y, 

Componenten  der  Reihe  nach  jetzt :   i  —  j  cos  *  >  sin  A ; 

P  P 

,      :   ,  —  :  —  sin  A,  cos  A :  —  -    ,  —      .  Wir 

r      r         p  p  r  r 

erhalteu  daher  für  jene  Componenten,  die  wir  wieder  A*,  K  uennen : 

A  "    ,l   dt   x  +  v  dt*     *  )*+  dt  ^     dti  y. 

dSl 

-f  co.vA  -  tf,  ^  5i«  A 


<r„(2> 

r 

¥  »■  = 
r 

-X»  + 
r 

r  *-  - 

r 

wo 

rfß' 
=     dt  *' 

rf2& 
dt2 

=     *  * 

d*Sl 

-f-  t'i  &3  ««  A  -f-  Ux       cos  A . 
Nun  hat  die  Normale  CM  der  Bahn  deh  Systempunktes  gegen  die  Axen 

X         1/  U  X 

die  Richtungscosinusse       ,       ,  die  Tangente  aber  —      ,     -  ;  wir 

r       r  r  r 

erhalten  daher: 

y,  +  tf,&2  co*  A  ~  0,        nn  A 

x,  +  t/,Ä2  s/w  A  +  «7,  ^  cos  A. 

Die  Systempunkte,  deren  Normalbeschleunigung  zweiter  Ordnung  ver- 
schwindet, liegen  auf  dem  Kreise 

3  .  rf  -  fc?2  (.r*  +  y2)  +  ^  -f  #y  =  0, 

welcher  durch  das  Momentancentrum  geht,  dessen  Mittelpunkt  die 
Coordinaten 

1        ±-  i 

a  _        Iii?2  '    *  ~~  IlI*?* 

besitzt  und  dessen  Radius 

d '  i  ^ 
dt 

ist. 
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Die  Systeinpunkte,  deren  Tangentialbeschleunigung  zweiter  Ordnung 
zur  Zeit  /  Null  ist,  liegen  auf  einem  zweiten  Kreise 

('tf,f  ~  (**  +  >Jl)  +  Bx  -  Ay  =  0 

von  den  Mittelpunktscoordinaten 

.  B  A 


.r 


und  dem  Radius 


dl*  dt* 
y  ji  _j_ 


d*Sl 
dt1 


Auch  dieser  Kreis  geht  durch  das  Momentancentrum.  Ausser  dem  Mo- 
mentancentrum schneiden  sich  beide  Kreise  noch  in  dem  Boschleuni- 
gungscentrura  (a'2y2)  der  zweiten  Ordnung,  da  für  dioses  sowohl  tp^ 
als  (pfW  verschwindet. 

§.  7.     Man  kann  ganz  in  derselben  Weise,  wie  Cap.  VI,  §.  6. 
die  vorstehenden  Untersuchungen  vollständig  analytisch  einkleiden  und 
die  Existenz  des  Beschleunigungscentrums  so  darthun,   dass  mau  die 
d^x     d^y  rf'c 

Ausdrücke  für  ,  ■ -a-  ,  -  3  gleich  Null  setzt,  wodurch  man  zur  Be- 
stimmung dieses  Punktes  drei  lineare  Gleichungen  erhält.  Zugleich 
ersieht  man  hieraus,  dass  für  alle  Ordnungen  der  Beschleunigung  ein 
solches  Centrum  existirt. 

Die  vorstehenden  Lehren  können  in  ähnlicher  Weise  zur  Bestim- 
mung des  Krümmungshalbmessers  der  Evoluten  ebener  Curven  dienen, 
wie  die  Lehren  des  Cap.  VI  zur  Bestimmung  des  Krümmungshalb- 
messers der  Bahnen  der  Systempunktc  führten. 

§.  8.  Wir  bestimmen  jetzt  die  Beschleunigung  <p<2>  der  zweiten 
Ordnung  eines  Punktes  in  einem  unver-  r  |S7< 

änderlichen  System,  welches  um  einen 
Punkt  rotirt.  Die  Beschleunigung  q>  der 
ersten  Ordnung  dieses  Systempunktes  M 
(Fig.  157.)  zur  Zeit  /  hat  zwei  Compo- 
nenten,  eine  centripetale  Sl*r  in  der  Rich- 
tung von  MP  =  r  senkrecht  zur  Momen- 
tanaxe  C  und  eine  andere  ctpy  von  derWin- 
kelbeschleunigung  a  herrührende,  senk- 
recht zur  Ebene,  welche  durch  M  und 
die  Axe  A  der  Winkelbeschleunigung  ge- 
legt werden  kann.  Ebenso  hat  der  be- 
wegliche Punkt  zur  Zeit  t  -j-  dt,  wo  er  in  M'  sich  befindet,  diecentripetale 
Beschleunigung  (Sl*  -}-  d  •  ß2)  (r  -{-  dr)  in  der  Richtung  MP'  senkrecht 
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zur  Moraentanaxe  C  und  die  Componente  (a  +  da)  (p  -f-  dp),  welche 
er  der  Winkelbcschleuniguni;  a  da  verdankt  und  welche  senkrecht 
zur  Ebene  ist,  die  durch  die  Axe  A'  und  den  Punkt  M'  hindurchgeht. 
Von  jeder  der  beiden  Beschleunigungscomponenten  rühren  nun  Bestand- 
theile  der  Beschleunigung  zweiter  Ordnung  her;  wir  bestimmen  sie  ein- 
zeln und  beginnen  mit  denjenigen,  welche  die  centripetale  Componente 
veranlasst. 

Wir  zerlegen  hierzu  die  Beschleunigung  (Sl2  -f-  ä  •  Sl2)  M'P'  in  drei 
Componenten,  welche  die  Richtungen  MP,  PP",  M'M  dreier  Seiten  des 
Vierecks  MPP'M'  besitzen,  längs  dessen  vierter  Seite  jene  Beschleuni- 
gung selbst  gerichtet  ist.  Diese  Oomponenten  sind,  da  diese  Beschleu- 
nigung der  Seite  M'P*  proportional  ist,  zufolge  des  Satzes  vom  Polygon 
der  Beschleunigungen  den  drei  anderen  Seiten  proportional  und  sind 

(Sl2  -f-  d  ■  Sl2)  MP,  (Sl2-\-d-  Sl2)  •  PP',  —(Sl2  +  d-  Sl2)  ■  ÄM1',  wobei 
das  Zeichen  ( — )  vor  der  letzten  andeuten  soll,  dass  diese  Componente 
mit  dem  Sinne  der  Geschwindigkeit  Sl  •  r  entgegengesetzten  Sinn  hat. 

Nun  ist  (Sl2  -\-  d  •  Sl2)  ■  WP  =  Sl2  •  M P  -f  2  SldSl  •  JHP  und  da  Sl2  .  MP 
die  centripetale  Beschleunigung  zur  Zeit  t  ist,  so  folgt,  dass 

2SldSlMP,    (Sl2  +  d-  Sl2)  PP',    —  (Sl2  -f  d-  Sl2)  mW 

die  Componenten  der  Elementarbeschleunigung  zweiter  Ordnung  des 
Punktes  M  sind,  welche  von  der  centripetalen  Beschleunigungscompo- 
nente  Sl2  •  r  herrühren.  Dividirt  man  sie  mit  dl,  reducirt  und  berück- 
sichtigt MM"  =  rSldt,  so  ■  liefern  sie  als  Beschleunigungscomponenten 

dSl  PP' 
zweiter  Ordnung  2ä-t  längs  r,   Sl2  •  —  parallel  PP'  und  Ä'r 

längs  der  Tangente  der  Bahn  und  entgegengesetzt  der  Geschwindigkeit. 
Die  zweite  dieser  Componenten  zerlegen  wir  weiter  parallel  zur  Mo- 
mentanaxe  und  senkrecht  zu  ihr.    Ist  nämlich  do  der  Winkel  der  Mo- 


mentanaxen  C,  C,  so  zerfällt  PP'  in  GP-da  und  d-GP  und  mithin 

wird,  wenn  OP  =  h  gesetzt  wird,  Sl2  —  äquivalent  Sl2h  —  senkrecht 

zur  Momentanaxe  und  parallel  der  Ebene  CC,  nämlich  der  Tangentenebene 

,  dh 

des  Kegels  aller  Momentanaxen  und  Sl2  —  parallel  der  Momentanaxe.  Es 

ist  aber  h  die  Projection  von  GM  auf  C,  h  -{-  dh  die  von  GM'  auf  C 
und  wenn  also  der  Winkel  ist,  den  GM  —  R  mit  C  bildet,  so  wird 
dh  =  d  (R  •  cos  y)  =  R  •  d  cos  ty.  Dies  Differential  erhalten  wir  aber 
folgendermassen.  Die  beiden  Momentanaxen  und  der  Stral  GM'  be- 
stimmen auf  einer  um  G  in  der  Einheit  der  Entfernung  beschriebenen 
Kugel  ein  sphärisches  Dreieck  pp'm,  in  welchem  pp'=  da,  pm'=  pm  =  ty, 
p'm  =  y  _}-  dty,  während  der  Winkel,  welcher  p'm  gegenüberliegt,  gleich 
dem  Neigungswinkel  #  der  durch  M  und  die  Momentanaxe  gehenden 
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Ebene  gegen  die  Ebene  von  d<s  geneigt  ist,  weniger  dem  Winkel  Sldl. 
Daher  hat  man 

cos      -f-  er»  =  cos  tyda  -f-  *»«  Vda  •  cos  (#  —  Sldl), 
also,  indem  man  reducirt, 

d  cos      =  sin      cos  &  •  d<s. 
Hiermit  wird  dh  =  R  sin      cos  &d6  =  r  cos  &da  und  hiermit  die  ge- 
suchte Componente  Si2^  —  Sl2r  cos  &  ~  und  hat  man  also  schliesslich 

dt  dt 

folgende  von  der  Centripetalbeschleunigung  herrührende  Oomponenten  von 

<p(*\  nämlich:  2  Sl      r  längs  r,  Sl*R  cos    ^  senkrecht  zur  Momentanaxe 

dl  dt 

da 

und  parallel  der  Tangentenebene  des  Kegels  (C),  Sl2rcos&—  parallel 

zur  Momentanaxe  und  Sl3r  der  Geschwindigkeit  entgegengesetzt  gerichtet. 

Die  von  der  Winkelheschlcunigung  veranlassten  Bestandtheile  von 
<p{2)  ergeben  sich  folgendermassen.  Der  Winkelbeschleunigung  «  zur 
Zeit  t  verdankt  der  Systempunkt  M  eine  Beschleunigung  aMQ  =  ap 
in  der  Richtung  der  Tangente  an  einen  mit  MQ  um  die  Axe  A  der 
Winkelbeschleunigung  beschriebenen  Kreis  Übereinstimmenden  Sinnes 
mit  er.  Der  Winkelheschlcunigung  a  -f-  day  welche  der  Zeit  t  -f-  dt  ent- 
spricht, verdankt  er  ebenso  die  Beschleunigung  (er  da)  3fQ\  tangent 
an  einen  Kreis  um  Ä.  Nun  ist  aber  a  -\-  da  die  Resultante  von  er 
und  der  Elementarwinkelbeschleunigung  zweiter  Ordnung  a^dt  —  AÄ-  dt 
und  folglich  ist  auch  die  Beschleunigung  (er  -f-  da)  M'Q'  die  Resul- 
tante der  Beschleunigungen  a  •  Mq  und  der  Elementarbeschlennigung 
a^M'RM  =  aMqdt,  welche  von  Seiten  der  Grösse  a.W  ihm  erwächst, 
wo  MR  =  q  das  Perpendikel  von  M  oder  M  auf  die  Axe  A2  der  Be- 
schleunigung zweiter  Ordnung  bedeutet,  d.  h.  es  besteht  für  die  Zeit 
t  -f-  dt  die  Gleichung 

(«  -f  da)  WQ'  =  Res.  {a  -  Wq,  «W  ■  qdt}  . 
Die  Beschleunigung  o  •  M'q,  welche  der  Punkt  in  der  Lage  M'  zur  Zeit 
t  -f-  dl  um  die  Axe  A'  erhält,  hat  die  Richtung  der  Tangente  eines  um 
A  mit  dem  Abstände  M'q  beschriebenen  Kreises  und  es  ist  M'q  von  MQ 
verschieden,  weil  der  Systempunkt  sich  während  des  Zeitelementes  nicht 
um  die  Beschleunigungsaxe  A,  sondern  um  die  Momentanaxe  C  dreht. 
Errichten  wir  nun  auf  der  Axe  Ä  eine  Ebene  senkrecht  in  einem  be- 
liebigen Punkte,  etwa  in  Q,  und  projiciren  M'q  auf  sie  als  m'Q}  so  er- 
halten wir  aus  dem  geschlossenen  Folygon  QMm'M'qQ,  in  welchem  die 
Seiten  m'M',  qQ  parallel,  gleich  und  von  entgegengesetztem  Sinne  sind, 
indem  wir  a-M'q  nach  seinen  Seiten  zerlegen: 

a-~M'q  =  Res.  {a   MQ,    a  •  Mm} 
und  es  ist  Mm  die  Projection  von  rSldt  auf  eine  zur  Axe  der  Winkel- 
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beschleunigung  senkrechte  Ebene.  Bezeichnen  wir  sie  mit  UAdt,  so  folgt 
jetzt,  indem  wir  die  so  gewonnene  Gleichung  mit  der  obigen  verbinden, 

(«  -f  da)  ■  M  Q'  =  Res.  {«  •  p,    uU^dt,    a^qdt)  . 

Demnach  sind  all 4dly  ct^qdt  die  Componenten  der  Elementarbeschlcu- 
nigung,  welche  der  Punkt  M  der  Winkelbeschleunigung  verdankt  und 

die  entsprechenden  endlichen  Beschleunigungscomponenten.  Von  diesen 
ist  aUA  senkrecht  zu  V 4  in  einem  Sinne,  den  man  findet,  wenn  UA  um 
\  rc  im  Sinne  von  u  sich  in  der  zu  A  senkrechten  Ebene  umdreht. 
Den  Inhalt  vorstehender  Untersuchung  können  wir  in  folgenden  Satz 
zusammenfassen : 

Während  der  Rotatiori  eines  unveränderlichen  Systems 
um  einen  Punkt  besitzt  jeder  Systempunkt  eine  Beschleu- 
nigung zweiter  Ordnung,  welche  in  folgende  sechs  Compo- 

nenten  zerfällt:    1.   eine  Oomponente  2  Sl  ^  r  centripetal 

gerichtet  gegen  die  Momentanaxe  und  gleich  dem  doppel- 
ten Produkte  aus  der  Geschwindigkeit  Sir  d  es  Punktes  und 

dSl 

der  Tangential winkelbeschlennigung  — -  des  Systems;  2.  eine 

weitere  Sl2R  cos  y  ^  —  Sl  -  R  cos  y  •  Sl     ,  parallel  zur  A  xc  der 

dl  dt  r 

Normalwinkelbeschleunigung  und  im  Sinne  dieser  gerich- 
tet, gleich  dem  Produkte  aus  der  Winkelgeschwindigkeit, 
dem  Abstände  des  Radius  r  vom  Rotationscentrum  des  Sy- 

diS 

Sterns   und   der  Normalwinkelbeschleunigung   Sl  ^  =  SlU-y 

dß  da 
3.  eine  fernere  Sl2r  cos  #       =  Sir  •  cos  #  •  &      ,  parallel  der 

dt  dt 

Momentanaxe  im  Sinne  der  Linie,  welche  auf  ihr  Sl  dar- 
stellt, gleich  der  Geschwindigkeit  multiplicirt  mit  der  Nor 
inalwiukelbeschleunigung  und  dem  Cosinus  der  Neigung  der 
durch  die  Momentanaxe  und  den  Systempunkt  gehenden 
Ebene  gegen  die  Tangentenebene  des  Kegels  der  Momentan- 
axen;  4.  eine  Componente  &3r,  der  Geschwindigkeit  des 
Systempunktes  entgegengesetzt;  5.  die  Componente  aUA 
gleich  dem  Produkte  aus  der  Winkolbeschleunigung  und 
der  Projection  V A  der  Geschwindigkeit  flr  auf  eine  zurAxe 
A  der  Winkelbeschleunigung  senkrechte  Ebene,  deren  Rich- 
tung jund  Sinn  erhalten  wird,  wenn  man  die  genannte  Pro- 
jection in  dieser  Ebene  um  \  it  im  Sinne  von  a  umdreht,  sowie 
endlich  G.  die   Componente  a(-h/  gleich   dem  Produkte  der 
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Winkelbeschleunigung  zweiter  Ordnung  und  dem  Abstände 
des  Systempunktes  von  deren  Axe,  senkrecht  gerichtet 
gegen  die  Ebene,  welche  durch  den  Systempunkt  und  diese 
Axe  geht. 

Die  letztere  Componente  kann  man  wieder  in  zwei  andere  zerfallen, 

dcc 

indem  man  a(2)  in  zwei  Coraponenten  auflöst,  eine  tangentiale  —  um 

die  Axe  A  und  eine  normale  a  •       ,  wenn  du,  den  Winkel  der  Axen 

dl 

A.  X  bedeutet.   Man  erhält  p  ^*  und  p.  et  ^ ,  unter  ;>,  den  Abstand  des 

dt  1    dt  1 

Punktes  von  der  Axe  jener  Normalcomponente  der  Winkelbeschleuni- 
gung zweiter  Ordnung  verstanden. 

§.  9.  Wir  suchen  jetzt  die  Componenten  von  qp(s)  parallel  dreien 
rechtwinkligen  Coordinatenaxen.  Die  z -Axe  sei  die  Momentanaxe,  die 
a*-Axe  die  Axe  der  Normalwinkelueschleunigung  und  die  y-Axe  folglich 
die  Normale  der  Kegeliiäche  der  Jlomentanaxen.   Die  Richtungscosinusse 

für  die  centripetale  Componente  2  Ä  ^-  r  =  ^       '  r  s'nt*  dann  —  ^  > 

—  ~  ,  0  und  daher  ihre  Componenten  parallel  den  Coordinatenaxen 

d-Sl2  d  &2         _  ,  .  ,  . 

—  — — -  •  a:,   —  — ——  •  y,  0;  die  Kichtungscosmusse  der  zweiten  der 

da 

obigen  sechs  Componenten  Sl* R  cos     —  =  S&URcosy  sind  1,  0,  0; 

die  der  dritten:  0,  0,  1:  für  die  vierte  sind  sie  4-  —  ,  --,  0.  Um 

r  r 

die  Bestandtheile  zu  finden,  welche  die  fünfte  Componente  parallel  den 
Axen  liefert,  zerlegen  wir  die  Geschwindigkeit  und  die  Winkelbeschleu- 
nigung parallel  den  Axen  und  bestimmen,  ähnlich  wie  Cap.  IX,  §.  2. 
das,  was  die  einzelnen  Partialcomponenten  zur  Bildung  jener  Grössen 
beitragen.  Denn  es  lassen  sich  die  dort  durchgeführten  Betrachtungen 
auf  den  vorliegenden  ganz  analogen  Fall  unmittelbar  übertragen.  Die 
Componenten  von  Sir  sind  tty,  —  Slx,  0,  die  von  cc  aber  ax  =  RU, 
dSl 

ay  =  0,  as=  —  (S.  407).  Für  ux  hat  Slx  die  Projection  Null,  Siy  ist 

seine  eigene  Projection  auf  die  zu  ux  senkrechte  Ebene,  es  liefert  also  ttx 
in  der  Richtung  der  z- Axe  den  Bestandtheil  Slxctx  =  &*  Vx\  ebenso  liefert 

dSl 

ut  in  den  Richtungen  der  x  und  y  die  Glieder  —  Slxaz  =  —  £1   -  x 

dSt 

und  —  Slyaz  =  —  &  —  y.    Die  sechste  Componente  endlich  liefert, 

wenn  axW>  ay<2>,  atW  die  Componenten  von  o'2'  in,  Bezug  auf  die  Axen 
bedeuten,  wie  Cap.  VII,  §.  4.,  die  Bestandtheile 

ay(2>  •  :  —  uJ*>  •  y ,     cr.W  •  x  —  ctx{i)  •  z ,    •  ttj^  •  y  —  a y<*>  •  x . 


Digitized  by  Google 


480       Beschleunigung  <p0*)  im  System  von  der  allgemeinsten  Bewegung.     X.  Cap. 

Die  Grössen  axW,  ay(2),  ß2(2>  ergeben  sich  durch  Projection  des  aus  a, 
a  -f-  da  und  a<2'rf/  gebildeten  Dreiecks.  Man  erhält  nämlich  zunächst 
uj2*dt  ==  d-ax,  ctyWdt  =  d-ety,  a^dl  =  d  •  ct.  und  weiter  mit  Hülfe 

von  ax  =  QU,  ay  =  0,  as  =  ~  zunächst  unmittelbar  ctxW  =  dS^fL l? 

atW  =  -~-    ;  aJ*>  aber  muss  direct  bestimmt  werden.  Nun  ersieht  man 
dr 

aus  Fig.  157,  dass,  weil  a  in  äVr  a:z-Ebene  liegt,  die  Projection  von 
a^dt  auf  die  y-Axe  gleich  der  Projection  von  a  -\-  da  auf  diese  Axe  ist. 
Es  ist  diese  Grösse  daher  mit  dem  Sinus  des  Winkels  zu  multipliciren, 
den  ihre  Richtung  mit  der  xz- Ebene  bildet.  Ist  nun  di  der  Winkel 
zwischen  den  Richtungen  von  a  und  a  -j-  da,  x  aber  der  Winkel,  den 
die  Ebene  dieser  beiden  Linien  mit  der  xz- Ebene  bildet,  so  wird 
di  '  sin  x  der  gesuchte  Sinus,  also  ay^dt  =  (er  -|-  da)  di  •  sin  x,  mithin 

19)  •  di 

aJ*>  =  a  sin  x  •  —-  sein. 
y  dt 

Man  erhält  daher  nach  einer  kleinen  Reduction  für  die  Coraponen- 

ten  von  g><2>: 

-  2^r  •*  +  (Ä3  ~  *^)y  +      +  a8in*^r)z 

Y  "  "  2  -ST  '  y  "  VÄ  ~  W )  x  ~  "  dT  z 

Z=      ^2      t7  —  a  stnx  — )  x  -\  -rfy-^  y  . 

Aus  diesen  Ausdrücken  ergibt  sich,  dass  ein  Beschleunignngscentrum 
zweiter  Ordnung  existirt,  dass  dasselbe  aber  mit  dem  Rotationscentruin 
des  Systems  zusammenfällt. 

Mit  Hülfe  derselben  Ausdrücke  bildet  man  auch  mit  Leichtigkeit 
die  Tangential-,  Normal-  und  Binormalcomponente  <p,{%\  qpbW,  <P*(2)  von 
9>W  für  den  Systempunkt  M.  Man  hat  X,  Y,  Z  nur  auf  den  Richtungen 
der  Tangente,  Hanptnormale  und  Binormale  zu  projiciren,  deren  Rich- 
tungen durch  die  Betrachtungen  Cap.  VII,  §.  6.  u.  7.  bereits  bestimmt  sind. 

§.  10.  In  gleicher  Weise  kann  man  auch  die  Beschleunigung  zwei- 
ter Ordnung  im  System  behandeln,  welches  die  allgemeinste  Art  der 
Bewegung  besitzt.  Die  Beschleunigung  zur  Zeit  t  hat  die  beiden  Com- 
ponenten  &2r,  ap  (s.  S.  418),  wie  das  System,  welches  um  einen  Punkt 
rotirt;  aus  ihnen  entspringen  daher  dieselben  Beschleunigungscomponen- 
ten  zweiter  Ordnung,  wie  bei  jenem  System.  Ausserdem  hat  es  aber 
noch  die  beiden  Translationsbeschleunigungen  SIU  und  u.  Man  hat  daher 
blos  noch  die  aus  diesen  entspringenden  Componenten  vou  <pW  hinzu- 

zufügen.   Dabei  kann  man  u  durch  seine  beiden  Partialcomponenten  — 

parallel  der  Momentanaxe  und  TW  senkrecht  zu  ihr  und  parallel  der 
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Schicht  der  beiden  aufeinanderfolgenden  Momentanaxen  vertreten  lassen. 
Die  erstere  liefert  eine  Beschleunigung  zweiter  Ordnung,  parallel  zur 
Schicht,  die  zweite  eine  zur  Schicht  geneigte.  Denkt  man  sich  die 
Translationsbahn,  welche  der  Geschwindigkeit  parallel  der  Momentanaxe 
entspricht,  so  ist  die  aus  u  entspringende  Beschleunigung  der  zweiten 
Ordnung  in  drei  Componenten  zerfällbar,  längs  der  Tangente,  Haupt- 
normalen und  Binormalen  dieser  Curve.  Die  Tangenten  derselben  lau- 
fen den  Momentanaxen  parallel,  die  Schmiegungsebcncn  sind  parallel 
den  Tangentcnebeneu  eines  Kegels,  dessen  Erzeuguugslinien  den  Mo- 
mentanaxen parallel  laufen  und  auf  ihnen  stehen  mithin  die  Binormalen 
senkrecht,  während  die  Hauptnormalcn  ihnen  parallel  gerichtet  sind. 
Aehnliches  gilt  von  der  Beschleunigung  zweiter  Ordnung,  welche  aus  SIU 
entspringt.  Diese  Beschleunigung  hat  die  Richtung  der  Normalen  an 
die  Fläche  der  Momentanaxen  im  Punkte,  in  welchem  die  Momentanaxe 
die  Strictionslinien  der  Fläche  schneidet. 

Das  System  besitzt  ein  Beschleunigungscentrum  zweiter  Ordnung, 
welches  sehr  leicht  auch  analytisch  nachgewiesen  werden  kann,  indem 

d?x   dh/  d*z 

man  die  drei  Gleichungen  aufstellt,  welche  ausdrücken,  dass  — 3  ,  ^  s- 
verschwinden  sollen. 

§.  11.  Die  Theorie  der  Beschleunigungen  höherer  Ordnung  ist  bis 
jetzt  weder  im  Allgemeinen,  noch  für  irgend  eine  specielle  Ordnung 
hinreichend  ausgebildet.  Die  beiden  Quellen  für  das  Studium  derselben 
sind  die  in  §.  1.  erwähnte  Abhandlung  von  Somoff  und  das  6.  Capitel 
der  Cinematique  von  Re*sal.  Indessen  lässt  sich  wenigstens  für  die  Be- 
wegung eines  ebenen  Systems  in  seiner  Ebene  der  Hauptsatz  über  die 
Existenz  des  Beschleunigungscentrums  und  seine  Haupteigenschaft  für 
alle  Beschleunigungsordnungen  entwickeln.  Dieser  Satz  kann  so  aus- 
gesprochen werden: 

Wenn  für  irgend  eine  Ordnung  n  der  Beschleunigung 
eines  in  seiner  Ebene  sich  bewegenden  ebenen  Systems  in 
jedem  Zeitmomente  ein  Punkt  Gn  existirt  von  der  Eigen- 
schaft, dass  die  Beschleunigung  g>M  aller  Systempunkte  M 
den  Abständen  MG„  von  jenem  Punkte  proportional  ist  und 
mit  MGn  einen  constanten  Winkel  a  bildet,  so  gibt  es  im 
System  einen  weiteren  Punkt  aber  auch  nur  einen 

einzigen,  dessen  Beschleunigung  <p<"+1)  nächst  höherer  Ord- 
nung verschwindet,  während  die  Beschleunigung  der  Ord- 
nung (n  -j-  1)  für  alle  Systempunkte  dem  Abstände  derselben 
von  Gn  +  i  proportional  ist  und  mit  diesem  Abstände  constan- 
ten Winkel  bildet. 

Schell,  Theorie  d.  Bcw.  u.  d.  Kr&fte.  31 
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Ist  nämlich  C  das  Momentancentrum  für  die  Zeit  /  (Fig.  158.)  und 
sind  M,  M'  zwei  aufeinanderfolgende  Lagen  des  Systempunktes  M,  ent- 
sprechend den  Zeiten  /  und  t  -\-  dt*  sowie  Gm,  Gn'  die  beiden  Lagen 
von  G„  für  dieselben  Zeiten,  so  kann  zunächst  q>(M)  des  Punktes  M  in 
zwei  Componenten  zerlegt  werden,  die  eine  längs  MG„,  die  andere  längs 

der  zu  dieser  Linie  senkrechten  Gera- 
den MT.  Diese  beiden  Componenten 
sind  <p(">  cos  a  und  q>W  sin  et  und  gleich- 
falls proportional  MG„'y  wir  bezeichnen  ' 

sie  mit  &N^-MG„  und  MG~,  wo 

also  ÖV.W  und  &^n)  die  betreffenden 
Componenten  für  einen  in  der  Einheit 
der  Entfernung  von  G„  befindlichen 
Systempunkt  bedeuten. 

Für  fit,  also  entsprechend  der  Zeit 
/  -|-  dt,  sind  diese  Componenten 
-f  dS  v(»>)  •  M'Gn\ 

(0y<">  +  dB/*)  •  M'G„' 

resp.  längs  M'GH'  und  M'T .    Wir  wollen  beiderlei  Componenten  einzeln 
behandeln. 

Mit  Hülfe  einer  Zerlegung  von  (6  v<">  -f-  d  ■  ö^)  jVGh'  nach  den 
Seiten  des  Vierecks  M'G„  G„M  ergibt  sich 

=  Ä^.{(ev«">4-r/e Aw) ;)/<;„,  dö^jÄnf,  (0/"+  rf0/->)  <;,/;;} 

und  hieraus  folgt  mit  Rücksicht  darauf,  dass  M  M'  —  Sl-CMdt,  wenn 

(in^n  =  Undl  gesetzt  wird,  wo  {/„  die  Wechsclgeschwindigkeit  des  Punk- 
tes Gn  bedeutet,  dass 

•  0  >>  . 

die  von  ©^herrührenden  Componenten  der  Beschleunigung  (p^n  +  i)  der 

(«  -{-  l),tn  Ordnung  des  Systempunktes  M  sind,  welche  resp.  längs  MG„, 
MM  und  parallel  der  Tangente  an  die  Curve  (GH)  im  Sinne  von  U„ 
gerichtet  sind.  Für  die  Punkte  M  des  Perpendikels,  welches  man  durch 
C  auf  die  Tangente  von  (G„)  fällen  kann,  können  die  beiden  letzteren 
Componenten  von  entgegengesetztem  Sinne  werden,  es  gibt  mithin  auf 
diesem  Perpendikel  einen  Punkt  M,  den  wir  G„  +  i  nennen  wollen,  für 

welchen  •  CG„+l  =  0/')  •  UH  wird.    Seine  Lage  bestimmt  sich 

leicht,  denn  aus  dieser  Gleichung  folgt  CGn  +  l  =    "  und  da  der  Punkt 
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C  die  Punktreihe  des  Perpendikels  in  zwei  solche  Theilo  theilt,  deren 

Geschwindigkeiten  Sl  •  CM  entgegengesetzten  Sinn  haben,  so  ist  die  Lago 
von  G„±  i  eindeutig  bestimmt. 

Mit  Hülfe  einer  Zerlegung  von  -f-  ^'  ®7<"))  ^Cn'  nach  den 

Seiten  eines  Vierecks,  congruent  mit  M'G„'G„M ,  dessen  Seiten  auf 
denen  des  eben  benutzten  senkrecht  stehen,  ergibt  sich  ebenso: 

= nes.{  (öy <"» + f/.ö7<"))  mHt  (€>/•» -f </-e7.<">) ,v  m,  (e/*» + f/  ey.*">)  <;„<;„' } 

und  weiter  folgt  hieraus,  dass 

die  von  ©^herrührenden  Componenten  der  Beschleunigung  qD<"  +  l>  des 
Systempunktes  sind,  welche  aber  resp.  längs  M'l\  MC  und  parallel  der 
Normalen  an  (G„)  übereinstimmend  mit  dem  Sinne  von  £1  gerichtet  sind. 
Für  die  Punkte  M  des  Perpendikels,  welches  von  C  auf  die  Tangente 
von  (G„)  gefallt  werden  kann,  können  auch  hier  die  beiden  letzteren 
Componenten  entgegengesetzt  gleich  werden.    Man  sieht  leicht,  dass  der 

Punkt  G„  +  i,  für  welchen,  wenn  er  an  die  Stelle  von  M  tritt,  GH-\-iC  =  ~ 
ist,  dies  herbeiführt.    Wenn  daher  &^h)  und  &r{n)  constant  sind,  in 

welchem  Falle  die  beiden  noch  übrigen  Componenten      ,     •  Gn  +  VGH 

und  — •  Gn  +  lG„  von  <p("  +  l>  beide  verschwinden,  so  ist  Glt  +  i  das 

Centrum  des  Systems  und  auch  der  einzige  Punkt,  dessen  Beschleuni- 
gung der  (n  -{-  l)Un  Ordnung  verschwindet,  und  da  aus  den  Dreiecken 
CGH  +  lM,  Cr„GH  +  lM  folgt: 

Öv(")ß  •  CM  =  Res.  {S^Sl  •  CGT^i  ,  .  G',l+  t/V} 

8yWfl  •  MC  =  Res.  {&/')Sl  •  Gn  +  lM,  Ö  ,.<">£  •  MGH  +  1)  , 
so  ergibt  sich,  dass  die  Beschleunigung  9t" +  1)  blos  die  beiden  Compo- 
nenten &yW&  -  G„  +  lM  und  8fWÄ'J/CN  +  1  besitzt,  beide  dem  Abstände 
MG„  +  i  proportional  und  die  erstcre  senkrecht  zu  demselbeu  Abstände, 
die  zweite  längs  desselben  gerichtet  sind,  in  Folge  dessen  q>("  +  1)  für 
alle  Systempunkte  M  mit  G„  +  lM  constanten  Winkel  bildet. 

Eh  kann  indessen  auch  für  den  allgemeinsten  Fall,  dass  öA(w)  und 
&J")  nicht  constant  sind,  der  Beweis  des  Satzes  leicht  geführt  werden. 
Zu  dem  Ende  bilden  wir  die  Componenten  _(_  1 ,  Y„  +  \  von  <p("  +  x)  in 
Bezug  auf  die  Tangente  und  Normale  der  Curve  {G„)  als  x-  und  y-Axe. 
Wir  erhalten  hierfür,  wenn  .r,  y  die  Coordinaten  von  M  und  a*„,  y()  die 
des  Momentancentrums  C  sind : 

31* 
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*.  +  »  '  /"  *  +  -  ,7-  •  y  -  V»Ä  (y  -  y0) 

•      —  0rWÄ  (x  —  x0)  -f-  Ö/0^ 

FB  +  1  y  -  x  +  e„MÄ  (*  -  *0) 

-  e^)Ä(y-y0)  +  e/)^. 
Es  gibt  nun  immer  ein  System  von  Werthen  &H  +  li  +  n  welches 
für  x,  y  eingesetzt,  Xn  +  l  nnd  VH  +  l  auf  Null  bringt.  Hiermit  ist  die 
Existenz  des  Beschleunigungscentrums  Gn  + 1  hypothetisch  dargethan,  näm- 
lich, dass  es  für  die  Ordnung  n  1  existirt,  sobald  es  für  die  Ordnung  n 
besteht.    Zieht  man  aber  die  so  zu  bildenden  Gleichungen 

o  /-  • ».+,  -  —jf-'.+i  +  Vfl  (*.+,  -  *.) 

-  er<»ß(y„  +  1-y0)+  er<-)ü„ 

von  den  vorigen  ab  und  setzt  die.  Coordinaten  a:  —  x„  +  l  =  I» 
y  —  yn+l  =  »/,  so  erhält  man  in  Bezug  auf      +  l  als  Ursprung: 

<f  •  6„W  dSJ") 
X«  +  i  df-  *  1  +  -dJ-      -  V^fl  -  «rwÄ* 

-  -  U-  +  eH 1  +  ("sr  ~  * 


^1.4.1 


d  •  GJ*  dSJ") 

 jf-  •  n  ~-  - 1  +  <V>ä£  -  eT"siv 


welche  ausdrücken,  dass  g>("  +  i)  in  zwei  Componenteu  zerfällt  werden 
kann,  von  denen  die  eine  die  Richtung  von  MGn>l  hat,  die  andere 
senkrecht  dazu  ist,  während  beide  MGn,l  proportional  sind  uud  folglich 
<pl»  +  l)  constanten  Winkel  mit  MGn  +  l  bildet. 

Zugleich  folgt  noch  nebenbei:  dass  die  Beschleunigung  q>(*  +  U 

in  allen  Punkten  auf  concentrischon  Kreisen  um  G.  ,  con- 

»4-1 

staut  ist. 

Nun  ist  die  Existenz  des  Beschleunigungscentrums  G  der  ersten 
Ordnung  früher  erwiesen  worden,  mithin  gibt  es  nach  dem  ebeu  bewie- 
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senen  Satze  ein  Centrum  für  die  zweite  Ordnung  und  da  dieses  besteht, 
ein  solches  für  die  dritte  u.  s.  w. 

Zugleich  können  die  hier  gewählten  Betrachtungen  zur  successiven 
Bildung  der  Componenten  der  Beschleunigung  aller  Ordnungen  dienen. 

Auch  kann  man  leicht  die  Bedingungen  aufstellen,  unter  welchen 
zwei  Beschleunigungscentra  irgend  welcher  Ordnung  zusammenfallen. 
Nicht  minder  einfach  ist  es,  für  eine  beliebige  Ordnung  die  Tangential- 
und  Normalcomponente  der  Beschleunigung  zu  bestimmen  und  die  geo- 
metrischen Orte  zu  finden,  für  welche  die  eine  oder  die  andere  derselben 
verschwindet. 

Wir  führen  diese  Betrachtungen  nicht  weiter  aus,  ebenso  wenig,  als 
wir  auf  die  Theorie  der  relativen  Beschleunigungen  höherer  Ordnung 
eingehen,  um  die  dem  Buche  gesteckten  Grenzen  nicht  zu  überschreiten. 
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I.  Capitel. 

Allgemeine  Erörterungen  über  die  Kräfte  und  das  Maass  derselben. 

§.  1.  Die  Punkte  eines  in  Bewegung  begriffenen  Systems  wurden 
bisher  von  gleicher  Beschaffenheit  angenommen,  sie  waren  in  Folge 
dessen  von  rein  geometrischen  Punkten  nicht  verschieden.  Wir  werden 
jetzt  Mittel  suchen ,  um  sie  quantitativ  oder  intensiv  und  in  gewisser 
Hinsicht  auch  qualitativ  von  einander  zu  unterscheiden  und  den  Ein- 
fluss  dieser  Unterschiede  auf  die  Bewegung  auszudrücken. 

Ein  System  gleichartiger  Punkte  sei  in  irgend  einer  Bewegung 
begriffen;  dieselbe  sei  vollständig  bekannt,  insbesondere  seien  zur  beliebig 
annehmbaren  Zeit  t  die  Beschleunigungen  aller  Ordnungen,  die  Geschwin- 
digkeit mit  inbegriffen,  gegeben.  Ein  zweites,  diesem  congrueutes  System 
besitze  dieselbe  Bewegung  und  sei  so  über  jenes  hingelagert,  dass  je 
zwei  homologe  Punkte.  Ay  A"  zusammenfallen.  Dieselben  werden  dann 
während  der  Bewegung  fortwährend  voreinigt  bleiben  und  beide  Systeme 
werden  ein  System  bilden,  dessen  Punkte  A  die  Punkte  A ,  A"  enthalten. 
Die  Geschwindigkeiten  uud  die  Beschleunigungen  aller  Ordnungen  der 
Punkte  A\  A'  sind  nach  Richtung,  Sinn  und  Grösse  dieselben  und 
summiren,  sich  daher  an  dem  Gesammtpunkte  A,  ohne  dass  die  Bewe- 
gung dieses  eine  andere  wird,  als  die  der  Punkte  A\  A".  Dagegen 
wird  der  Punkt  selbst  ein  doppclwcrthiger.  In  gleicher  Weise  können 
wir  2,  3,  t,....w  congruente  Systeme  übcrcinaudcrlagcm ,  welche  ein 
Gesammlsystem  von  derselben  Bewegung  bilden,  die  sie  selbst  besitzen, 
in  welchem  aber  jeder  Punkt  als  ein  2,  3,  1,  ....  m  werthiger  Puukt 
aufzufassen  ist.  Umgekehrt  können  wir  ein  System  in  2,  3,  l,....w 
andere  spalten,  welche  dieselbe  Bewegung  wie  das  ursprüngliche  be- 
sitzen; die  Punkte  dieser  besitzen  dann  gegenüber  den  Punkten  jenes 

\,  \j  ••••    1    der  Wertigkeit  jener.     Auch  können  hierauf  Systeme 


Digitized  by  Google 


I.  Cap.  Beschleunigungscoefticient,  Mdasse.  487 

der  eben  erhaltenen  Art  mit  Systemen  der  vorigen  Art  zu  Systemen 
derselben  Bewegung  verbunden  werden,  deren  Punkte  im  Vergleich  mit 
den  Punkten  des  ursprünglichen  Systems  m- werthig  sind,  wo  m  eine 
ganze  oder  gebrochene  oder  auch  eine  Irrationalzahl  sein  kann. 

Lagern  wir  jetzt  über  ein  System  ein  anderes,  ihm  nicht  congruen- 
tes,  dessen  Punkte  untereinander  gleichwerthig,  aber  mit  den  Punkten 
jenes  gleichwerthig  oder  ungleichwerthig  sein  mögen.  Beide  sollen  die- 
selbe Bewegung  besitzen.  Dann  bildet  sich  aus  ihnen  ein  neues  System, 
welches  nicht  gleichartige  Punkte  enthalt.  Es  wird  Punkte  von  der  Art 
der  Punkte  des  ersten  Systems,  solche  von  der  Art  des  zweiten  und 
endlich  solche  enthalten,  in  welchen  ein  Puukt  des  ersten  mit  einem 
Punkte  des  zweiten  verbunden  ist.  In  derselben  Weise  werden  die 
Beschleunigungen  der  verschiedenen  Ordnungen  zusammentreten,  aber 
dennoch  wird  das  Gcsammtsystem  dieselbe  Bewegung  haben,  wie  die 
beiden,  aus  wolcheu  es  gebildet  ist.  Lagern  wir  drei  oder  mehrere 
Systeme  auf  diese  Weise  übereinander,  so  gelangen  wir,  wie  man  leicht 
sieht,  zu  Systemen  der  allerheterogensten  Beschaffenheit,  welche  alle  die- 
selbe Bewegung  haben,  deren  Punkte  die  mannigfaltigste  Werthigkeit 
und  eine  dieser  entsprechende  Gesammtbeschleunigung  besitzen,  welche 
aber  die  Energie  der  Bewegung  des  einzelnen  Punktes  nicht  äudert,  weil 
sie  sich  auf  die  einzelnen  Bestandteile  vertheilt,  welche  in  dem  Punkte, 
zusammengetreten  sind.  Fügen  wir  hinzu,  dass  wir  Systeme  auch  trennen 
können,  so  übersieht  man  leicht,  wie  durch  diese  Ucbereinanderlagerung 
Aggregate  von  Systemen  entstehen,  deren  Punkte  selbst  eine  Null- 
werthigkeit  oder  auch  eine  negative  Werthigkeit  besitzen. 

Der  Coefficicnt,  welcher  die  Werthigkeit  eines  Punktes  und  dem 
entsprechend  die  Werthigkeit  der  Beschleunigungen  aller  Ordnungen 
ausdrückt,  kann  nach  dem  Vorstehenden  jede  reelle  positive  oder  nega- 
tive, ganze  oder  gebrochene,  rationale  oder  irrationale  Zahl  sein,  die 
Null  mit  inbegriffen.  Erlangt  ein  Punkt  des  Gesamnitsystems  den  Coefti- 
cienten  Null,  so  verschwinden  seine  Beschleunigungen  aller  Ordnungen, 
er  nimmt  nicht  mehr  an  der  Bewegung  des  Systems  Theil  und  wird  aus 
demselben  ausgeschieden.  Trifft  dies  bei  allen  Punkten  einer  ganzen 
Parthie  des  Systems  ein,  so  scheidet  auch  sie  aus.  Durch  das  Ver- 
winden jenes  Coefficienten  ist  also  das  Mittel  gegeben,  eiu  System  auf 
einen  bestimmten  Raum  zu  beschränken  oder  in  bestimmter  Weise  ab- 
zugrenzen. Jener  Ooofficient  spielt  hier  vollständig  die  Rolle  des  Dis- 
continuitätsfactors  der  bestimmten  Integrale.  Ein  negativer  Coofficient 
eines  Punktes  deutet  auf  einen  Mangel  der  Werthigkeit  desselben  und 
einen  Wechsel  des  Sinnes  in  der  Beschleunigung.  Er  kann  auf  zwei 
Arten  entstehen:  entweder  durch  Abtrennen  einer  vorgeschriebenen  Punkt- 
parthie  oder  durch  Combination  von  Systemen  mit  vollkommen  entgegen- 
gesetzten Beschleunigungen  aller  Ordnungen. 
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Man  kann  diesen  Coefficienten,  welcher  die  qualitative  Verschieden- 
heit der  Systempunkte  charakterisirt  und  ihre  Beschlcunignngscapacität 
misst,  den  Bcschleunigungscoefficienten  derselben  nennen.  In 
den  Anwendungen  der  Mechanik  auf  Physik  stellt  er  in  vielen  Untersuchun- 
gen die  Menge  der  Materie  dar,  welche  in  den  Systempunkten  concen- 
trirt  gedacht  wird,  in  anderen  Gebieten  dieser  Wissenschaft  drückt  er 
das  Quantum  Agens  der  Punkte  aus  und  die  positive  oder  negative 
Beschaffenheit  stellt  den  Gegensatz  der  Agentien  (z.  B.  bei  Electricität 
und  Magnetismus)  dar,  das  Verschwinden  derselben  die  Neutralität.  Die 
Lehrbücher  der  Mechanik  nennen  diesen  Coefficienten  durchweg  die 
Masse.  Allein  wenn  wir  auch  weit  entfernt  sind,  irgend  einen  allge- 
meinen Namen  einführen  zu  wollen,  so  dient  das  Gesagte  doch  wohl 
hinreichend  dazu,  auf  das  Bedürfniss  eines  solchen  hinzudeuten.  Andere 
möchten  vielleicht 'lieber  „  Actionscoeflicient"  oder  „Beschleunigungs- 
gewicht" sagen. 

Man  erkennt  aus  der  Entstehungsweise  des  Besehleunigungscoeffi- 
cienten,  dass  seine  Beschaffenheit  sich  auf  alle  Ordnungen  der  Beschleu- 
nigungen fortpflanzt,  sodass,  wenn  er  an  irgend  einer  Stelle  des  Systems 
für  die  Beschleunigung  erster  Ordnung  verschwindet,  an  dieser  Stelle 
die  Beschleunigungen  aller  Ordnungen  Null  sind,  die  Geschwindigkeit 
mit  inbegriffen.  Bei  gewissen  Vorgängen,  bei  welchen  er  die  Materialität 
ausdrückt,  bleibt  er  constant,  bei  anderen,  wo  eine  Veränderung  im 
Agens  auftritt,  wie  z.  B.  bei  der  Vortheilung  der  Electricität ,  ist  er 
mit  der  Zeit  oder  mit  dem  Orte  veränderlich.  Für  die  in  diesem  Buche 
durchzuführenden  Betrachtungen  wird  er  als  constant  angenommen  und 
steht  nichts  im  Wege,-  ihn  die  Masse  zu  nennen,  obgleich  dieser  Name 
nicht  die  Allgemeinheit  seines  Wesens  ausdrückt. 

Um  die  Werthigkeit  der  Punkto  eines  Systems  zu  bestimmen,  ist 
erforderlich,  dass  man  eine  bestimmte  Werthigkeit  annimmt,  welche  durch 
den  Coefficienten  1  ausgedrückt  werden  soll.  Die  Beschleunigung  irgend 
einer  Ordnung  eines  solchen  Punktes  sei  <p.  Ist  alsdann  m  der  Beschleu- 
nigungscoefficient  des  Punktos,  wenn  seine  Werthigkeit  m  wird,  so  treten 
in  ihm  Beschleunigungsbestandtheile  zusammen,  welche  m<p  zur  Kesul- 
taute  haben,  in  Folge  deren  er  aber  dennoch  dieselbe  Beschleunigung  <p 
behält,  weil  die  Resultante  sich  auf  die  Bestandteile  des  Gesammt- 
punktes  vertheilt. 

§.  2.  Zu  jeder  Veränderung  kann  eine  Ursache  godacht  werden, 
welche  die  Veränderung  hervorbringt.  Die  Bewegung  ist  continuirliche 
Ortsänderung,  ihre  Ursache  ist  demnach  im  strengsten  Sinne  der  Inbe- 
griff alles  dessen,  was  den  Punkt  oder  das  System  fortführt  und  ihm 
die  Geschwindigkeit  und  die  Beschleunigungen  aller  Ordnungen  ertheilt. 
Indessen  pflegt  man  den  Begriff  der  Ursache  etwas  beschränkter  zu 
fassen  und  sich  vorzugsweise  für  die  Beschleunigung  erster  Ordnung  eine 
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Ursache  zu  denken.  Die  Ursache  der  Beschleunigung  erster 
Ordnung  heisst  Kraft  und  ihre  Wirkung  besteht  darin,  dass  sie 
die  Beschleunigung  erster  Ordnung  hervorbringt,  d.  h.  die  Geschwindig- 
keit nach  Richtung  und  Grösse  ändert,  indem  sie  in  jedem  Momente 
die  Elementarbeschleunigung  zur  Geschwindigkeit  hinzutreten  lässt.  Diese 
Wirkung  ist  eine  continuirliche,  so  lange  die  Geschwindigkeit  sich  con- 
tinuirlich  ändert.  Wo  keine  Beschleunigung  erster  Ordnung  ist,  wirkt 
keine  Kraft;  mit  dorn  Aufhören  der  einen  verschwindet  die  andere. 
Die  Kraft  ist  nicht  dio  unmittelbare  Ursache  der  Geschwindigkeit,  son- 
dern nur  der  Beschleunigung,  d.  h.  der  Aenderung  der  Geschwindigkeit. 
Sie  kann  niemals  augenblicklich  eine  Geschwindigkeit  hervorbringen  oder 
tilgen,  sondern  nur  allmählig  sie  wachsen  oder  abnehmen  lassen. 

Der  Leichtigkeit  der  Behandlung  gewisser  Parthiccn  der  Mechanik 
wegen  denkt  man  sich  übrigens  die  Geschwindigkeit  oft  durch  das  mo- 
mentane Wirken  einer  anderen  Ursache  erzeugt  und  nennt  eine  solche, 
weil  sie  nur  einen  Moment  wirkt,  eine  Momentan  kraft  und  im  Gegen- 
sätze zu  ihr  die  vorhin  betrachteten  Kräfte  continuirliche  oder  con- 
tinuirlich  wirkende  Kräfte.  Wir  werden  bald  die  Abhängigkeit 
erläutern,  in  welcher  diese  Momentankräfte  zu  den  continuirlichen  Kräf- 
ten stehen. 

Ist  die  Beschleunigung  erster  Ordnung  nach  Grösse  und  Richtung 
unveränderlich,  so  reicht  die  Kraft  aus,  um  alle  Veränderung  der  Be- 
wegung hervorzubringen.  Ist  sie  aber  veränderlich,  sei  es  nach  Grösse 
oder  nach  Richtung  allein  oder  in  beiderlei  Hinsicht  zugleich,  so  setzt 
die  Beschleunigung  zweiter  Ordnung,  welche  diese  Aenderung  veranlasst, 
eine  Ursache  oder  Kraft  der  zweiten  Ordnung  voraus,  welche  selbst  als 
die  Ursache  der  Veränderung  der  Kraft  erster  Ordnung  angesehen 
werden  kann.  In  gleicher  Weise  gibt  es  Kräfte  aller  Ordnungen,  wo 
es  Beschleunigungen  aller  Ordnungen  gibt  und  fallen  die  Kräfte  von 
einer  gewissen  Ordnung  an  hinweg,  sobald  die  Beschleunigung  der  nächst- 
vorhergehenden Ordnung  nach  Grösse  und  Richtung  constant  wird. 

§.  3.  Die  Kräfte  in  der  engeren  Bedeutung  des  Wortes,  nämlich 
die  Ursachen  der  Beschleunigungen  erster  Ordnung,  können  auf  ver- 
schiedene Weise  gedacht  werden,  je  nachdem  man  die  Bewegungs- 
änderungen eines  Systems  im  Ganzen  oder  im  Einzelnen  ins  Auge  fasst. 
Bleiben  wir  einen  Augenblick  beim  unveränderlichen  System  stehen. 
Die  Beschleunigungen  sämmtlicher  Punkte  desselben  sind  bestimmt,  so- 
bald die  Schraubenbeschleunigung  (Thl.  III,  Cap.  VIII,  §.  8.)  nach 
Lage,  Richtung  und  Sinn  der  Axe  und  ihren  beiden  Componenten  nach, 
der  Rotations  -  und  Translationsbeschlcunigung,  sowie  die  Axialbcschlcu- 
nigung  bestimmt  ist.  Es  genügt  also  auch  als  Ursache  eine  Kraft,  welche 
die  Scbraubenbeschleunigung  und  Axialbeschleunigung  zu  geben  im 
Stande  ist  und  ihre  Wirkung  besteht  darin,  dass  sie  jeden  Augenblick 
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eine  unendlich  kleine  Schraubengeschwindigkeit  um  eine  bestimmte  Axe 
zu  der  bereits  vorliandcuen  Schraubeugeschwindigkeit  hinzutreten  lässt 
und  zugleich  das  System  nach  der  Axe  der  Schraubengeschwindigkeit 
hindrängt.  Diese  Kraft  ist  äquivalent  zweien  anderen  Kräften,  welche 
einzeln  die  beiden  Beschleunigungscomponenten,  nämlich  die  Trans-  '  . 
lationsbeschleunigung  parallel  der  Axe  der  Schraubenbcschleunigung  und 
die  Kotationsbeschleunigung  um  dieselbe  zu  geben  vermag  in  Verbindung 
mit  einer  dritten,  wesentlich  anderer  Art,  welche  die  Axialbeschleuni- 
gung hervorruft. 

Die  Beschleunigungen  im  unveränderlichen  System  sind  aber  auch 
sämmtlich  bestimmt,  sobald  es  die  Beschleunigungen  dreier  Systempunkte 
sind.  Daher  sind  auch  nur  drei  Kräfte  erforderlich,  welche  diesen  Punk- 
ten die  Beschleunigungen  ertheilen,  um  die  Bewegung  des  ganzen  Systems 
zu  dirigiren.  Diese  drei  Kräfte  sind  der  vorhin  genannten  Schraubenkraft 
und  Axialkraft  äquivalent  und  diese  können  aus  ihnen  entwickelt  werden. 

Endlich  kann  mau  auch  für  die  Beschleunigung  jedes  einzelnen 
Systempunktes  eine  Kraft  annehmen,  welche  diese  gibt  und  alle  diese 
Kräfte  zusammen  müssen  gleichfalls  den  vorgenannten  äquivalent  sein. 
Thut  man  dies,  so  fallt  aber  die  Nothwendigkeit  hinweg,  dass  das  System 
als  ein  unveränderliches  vorausgesetzt  werde,  vielmehr  da  die  Kräfte  den 
Punkton  sämmtlich  die  Beschleunigungen  geben,  welche  ihnen  als  Punk- 
ten des  Systems  zukommen,  so  erfolgt  durch  sie  die  Bowegung  des 
Systems  von  selbst,  ohne  dass  durch  den  Zusammenhang  des  Systems 
ein  Zwang  ausgeübt  zu  werden  braucht.  Manche  Schriftsteller  nennen 
die  Kräfte,  welche  den  Systempunkten  ihre  Beschleunigungen  geben, 
wie  sie  durch  den  Zusammenhang  des  Systems  aus  den  Beschleunigungen 
der  bestimmenden  Punkte  folgen,  Effectivkräfte.  Unterwirft  man  um- 
gekehrt ein  unveränderliches  System  gegebenen  Kräften,  welche  mehr 
als  drei  Puukte  beschleunigen,  so  folgt,  dass  noch  ein  Zwang  hinzutreten 
muss,  damit  das  System  unveränderlich  bleibe;  denn  die  Beschleunigun- 
gen von  drei  Punkten  reichen  aus,  um  die  aller  anderen  zu  bestimmen. 
Dieser  Zwang  kann  auf  verschiedene  Art  ausgeübt,  unter  allen  Umständen 
aber  durch  Kräfte  ausgedrückt  werden,  welche  die  Punkte  so  gegeneinander 
beschleunigen,  dass  der  Zusammenhang  des  Systems  erhalten  wird. 

Wio  sich  das  hier  Gesagte  auf  veränderliche  Systeme  übertragen 
lässt  und  inwieweit  Modifikationen  hierbei  eintreten,  wird  später  erörtert 
werden. 

§.  4.  Die  Kraft  ist  als  die  Ursache  der  Beschleunigung  vollkommen 
deliuirt,  sobald  es  die  Beschleunigung  ist.  Daher  dürfen  weiter  keine 
Voraussetzungen  über  ihre  Wirkungsweise  in  die  theoretische  Mechanik 
eingeführt  werden.  Was  man  als  Axiome  der  Mechanik  zu  bezeichnen 
pflegt,  sind  Sätze,  welche  hier  vollständig  überflüssig  werden.  In  der 
That  sind  sie  auch  nur  für  einen  Lehrgang  erforderlich,  welcher  un- 
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mittelbar  mit  den  Kräften  und  nicht  mit  dein  beginnt,  dessen  Ursachen 
die  Kräfte  sein  sollen.  Sie  enthalten  implicite  Erklärungen  der  Natur 
der  Beschleunigung,  ohne  den  Namen  für  diesen  Begriff  zu  brauchen. 

Es  gibt  aber  noch  eine  andere  Art  von  Hypothesen  über  die  Wir- 
kungsweise der  Kräfte,  welche  Newton  an  die  Spitze  seiner  Principia 
philosophiac  naturalis  stellt  und  welche  von  da  in  alle  Lehrbücher  der 
Mechanik  gewandert  sind.  Diese  Grundsätze  sind  aber  gleichfalls  nicht 
Grundsätze  der  theoretischen  Mechanik,  sondern  der  Physik.  Sie  be- 
treffen Vorgänge  der  physischen  Welt  und  vermitteln  die  Anwendung 
der  Mechanik  auf  die  Erklärung  der  Naturphänomene,  indem  sie  aus- 
sagen, unter  welchen  Voraussetzungen  die  Lohren  dieser  Wissenschaft 
dort  zur  Geltung  kommen.  Der  ersto  dieser  Grundsätze  Ist  das  Princip 
der  Trägheit  der  Materie,  nämlich: 

Jeder  materielle  Punkt  verharrt  in  dem  Zustande  der 
Ruhe  oder  der  geradlinig  gleichförmigen  Bewegung,  so  lange 
er  nicht  durch  äussere  Kräfte  zu  einer  Aonderuug  dieses 
Zustaudes  gezwungen  wird. 

Der  zweite  lautet: 

Die  Aenderung  der  Bewegung  ist  proportional  der  wir- 
kenden Kraft  und  erfolgt  in  der  Richtung  dieser. 

Der  dritte  ist  das  Princip  der  Action  und  der  Reactiou, 
nämlich: 

Die  Kraftwirkungen  zwischen  zwei  materiellen  Punkten 
sind  stets  gleich  und  einander  entgegengesetzt. 

Die  Beschleunigung  ist  definirt  worden  als  das,  was  die  Aenderung 
der  Geschwindigkeit  eines  Punktes  nach  Grosse  und  Richtung  bewirkt 
und  die  Kraft  ist  die  Ursache  der  Beschleunigung.  Ohne  Kraft  ist 
daher  eine  Aenderung  in  der  gleichförmig  geradlinigen  Bewegung  nicht 
möglich.  Für  die  theoretische  Mechanik  ist  daher  das  Princip  der  Träg- 
heit nicht  erforderlich,  es  sagt  nichts  Neues.  Für  dio  Physik  sagt  es 
aber  aus,  dass  die  abstracten  Vorstellungen  von  Beschleunigung  und 
Kraft  auf  die  Materie  angewandt  werden  dürfen.  Das  zweite  Princip 
drückt  nichts  weiter  aus,  als  dass  die  Kraft  die  Beschleunigung  hervor- 
bringt und  wie  jede  Ursache  ihrer  Wirkung  proportional  ist.  Das  Princip 
der  Action  und  Reaction  spricht  im  Grunde  die  Behauptung  aus,  dass 
in  der  Natur  alle  Ursachen  der  Beschleunigung  paarweise  vorhanden 
und  entgegengesetzt  gleich  sind.  Ueber  dio  Existenz  der  Kräfte  in  der 
Natur  lehrt  nur  die  Physik,  nicht  die  abstracto  Mechanik ;  daher  gehört 
dies  Princip  streng  genommen  jener  Wissenschaft  alloin  an.  In  der 
That  kommt  es  auch  nur  in  den  Anwendungen  der  Mechanik  vor,  welche 
noch  zum  Thcil  experimentelle  Resultate  zu  Grunde  legen  müssen. 

Man  hat  die  Newton'schen  Sätze  vielfach  commentirt  und  erweitert, 
ihre  Stellung  zur  Mechanik  aber  vielfach  missverstanden,  weil  man  eine 
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Forderung  theoretischer  Auffassung  von  dem  durch  die  Sinne  Wahr- 
nehmbaren nicht  trennte.  Dass  Kraft  nur  etwas  Gedachtes  ist  und  nicht 
etwas  Handgreifliches,  in  der  Natur  Beobachtbares,  hat  Newton  bereits 
auszusprechen  für  nöthig  gefunden,  und  wenn  eine  gewisse  Naturbetrach- 
tung die  Kräfte  beobachten  zu  können  glaubt,  sogar  von  ihrem  Sitz 
spricht  und  sozusagen  eine  Dogmatik  über  die  reale  Existenz  von  Kräf- 
ten in  der  Natur  aufstellt,  so  genügt  es  wohl,  sie  auf  folgende  Stelle 
in  den  Principiis  philosophiac  naturalis  zn  verweisen :  „  Voces  attraetwnis, 
impulsus  vel  propenshnis  cuiuscunque  in  centrum  indifferenter  et  pro  sc  mutuo 
promiscue  usurpo,  has  vires  non  physice  sed  mathematicc  tan  tum 
considerando.  Vnde  caveat  leelor,  ne  per  huiusmodi  voces  cogitet ,  me 
speciem  vel  modum  actionis  causamvc  aut  rationem  physicam 
alieubi  definire,  vel  centris  (quae  sunt  puncto  mathematica)  vires  vere  et 
physice  tribuere,  si  forte  aut  centra  trahere  aut  vires  centrorum  esse  dixero." 
(Newton,  princ.  phil.  natur.  Lib.  I.  ad  definitionem  VIII.) 

§.  5.  Bei  jeder  Kraft  (im  gewöhnlichen  Sinne  genommen)  hat  man 
zu  unterscheiden:  1.  die  Richtung,  d.  i.  die  Gerade,  längs  welcher  sie 
beschleunigt,  2.  den  Sinn,  übereinstimmend  mit  dem  Sinne  der  Beschleu- 
nigung, 3.  die  Intensität  oder  Stärke,  mit  welcher  sie  beschleunigt  und 
4.  den  Angriffspunkt  Der  Angriffspunkt  ist  in  vielen  Fällen  nichts 
Wesentliches ;  sie  vermag  allen  Punkten  ihrer  Richtung  dieselbe  Beschleu- 
nigung zu  ertheilcn,  wenn  diese  in  einer  solchen  Weise  durch  diese 

-  - 

Gerado  verbunden  sind,  dass  ihre  gegenseitigen  Abstände  von  einander 
unveränderlich  bleiben.  Man  drückt  dies  gewöhnlich  so  aus,  dass  man 
sagt:  Jede  Kraft  kann  an  jeden  Punkt  ihrer  Richtung  ver- 
legt werden,  wenn  derselbe  mit  dem  ursprünglichen  An- 
griffspunkte unveränderlich  verbunden  wird.  Die  Richtung 
der  Kraft  ist  constant  oder  veränderlich.  Zur  Erklärung  der  Phänomene 
des  freien  Falles  z.  B.  nimmt  man  die  Schwerkraft  an.  Ihre  Richtung 
geht  nach  dem  Mittelpunkte  der  Erde,  da  dieser  aber  sehr  weit  entfernt 
ist,  so  ist  dieselbe  über  kleinere  Theile  der  Erdoberfläche  hin  von  con- 
stanter  Richtung.  Die  Beschleunigung  der  Schwerpunkte  der  Planeten 
ist  nach  dem  Mittelpunkte  der  Sonne  gerichtet;  sie  setzt  eine  Kraft 
voraus  von  veränderlicher  Richtung,  welche  der  Bewegung  des  Plane- 
ten folgt. 

Hinsichtlich  der  Intensität  unterscheidet  man  gleichfalls  constante 
und  veränderliche  Kräfte.  Ist  die  Beschleunigung  eines  Punktes  von 
constantcr  Grösse,  so  setzt  sie  auch  eine  constant  wirkende  Ursache 
voraus.  Eine  Kraft  von  constanter  Intensität  ist  daher  eine  solche, 
welche  constante  Beschleunigung  gibt,  welche  also  die  Geschwindigkeit 
in  jeder  Zeiteinheit  um  dieselbe  Grösse  ändert.  Fällt  daher  die  Rich- 
tung der  Kraft  mit  der  Richtung  der  Geschwindigkeit  zusammen,  so 
ertheilt  die. Kraft  dem  beweglichen  Punkte  eine  geradlinig  gleichförmig 
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▼erfinderliche  Bewegung  nnd  zwar  gleichförmig  beschleunigt  oder  ver- 
zögert, je  nachdem  ihr  8inn  mit  dem  Sinne  der  Geschwindigkeit  über- 
einstimmt oder  nicht.  Fallen  die  Richtungen  beider  nicht  zusammen, 
so  entsteht  eine  parabolische  Bewegung,  wenn  zugleich  die  Richtung 
der  Kraft  constant  bleibt. 

Ist  die  Intensität  einer  Kraft  veränderlich,  so  kann  man  jeden 
Augenblick  eine  constante  Kraft  angeben,  in  welche  jene  tibergehen  würde, 
wenn  plötzlich  alle  Ursachen  der  Veränderlichkeit  hinwegfielen.  Unter 
der  Intensität  der  veränderlichen  Kraft  versteht  man  die  Intensität  die- 
ser constanten  Kraft. 

Ist  eine  Kraft  nach  Richtung  oder  Intensität  oder  nach  beiden  ver- 
änderlich, so  ist  die  Ursache  dieser  Veränderlichkeit  die  Kraft  nächst- 
höherer Ordnung  und  wenn  diese  gleichfalls  veränderlich  ist,  so  ist  die 
Ursache  ihrer  Veränderlichkeit  die  Kraft  der  folgenden  Ordnung  u.  s.  f. 

Jede  Ursache  ist  -  ihrer  Wirkung  proportional  und  die  doppelte, 
dreifache  u.  s.  w.  Ursache  hat  auch  die  doppelte,  dreifache  u.  s.  w.  Wir- 
kung. Die  Wirkung  der  Kraft  ist  die  Beschleunigung;  die  Kraftinten- 
sität muss  daher  der  Beschleunigung  proportional  sein.  Ist  nun  der 
Beschleun igungscoefncient  m,  die  Beschleunigung  der  Bewegung  <py  so 
muss  die  Kraft  $  dem  m  werthigen  Punkte  die  Beschleunigung  <p  auch 
mmal  ertheilen;  ihr  Ausdruck  ist  daher  $  =  mtp  *  Ky  wo  K  zunächst  ein 
Proportionalitätsfactor  ist. 

Für  eine  zweite  Kraft  £\  welche  einem  Punkte  von  der  Wertig- 
keit m  die  Beschleunigung  <p  ertheilt,  hat  man  ebenso 

Daher  wird  das  Verhältniss  beider 

/    _  m  !L 

r  ~  vi '  * » 

d.  h.  die  Intensitäten  zweier  Kräfte  stehen  im  zusammen- 
gesetzten Verhältnisse  der  Werthigkeitscoeff icienten  (Mas- 
sen) der  Punkte  und  der  Beschleunigungen,  die  sie  ihnen 
ertheilen. 

Um  Kräfte  zu  messen,  kann  man  eine  Krafteinheit  willkürlich  an- 
nehmen. In  vielen  Fällen  wählt  man  ein  bestimmtes  Gewicht.  Die  Ur- 
sache des  Fallens  der  Körper  oder  die  Schwere  ertheilt  nämlich  allen 
ihr  unterworfenen  Punkten  die  constante  Beschleunigung  g  =  9,81  Meter. 
Die  Schwerkraft,  welche  eine  gegebene  Masse  fallen  macht,  heisst  das 
Gewicht  dieser  Masse.  Das  Gewicht  eines  Cubikdecimeters  chemisch- 
reinen Wassers  im  Zustande  der  grössten  Dichtigkeit  (bei  4°,1  0.)  heisst 
das  Kilogramm  und  wird  als  Krafteinheit  benutzt.  Für  kleine  Kräfte 
wählt  man  als  Maasseinheit  das  Gramm,  welches  der  tausendste  Theil 
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des  Kilogramms,  nämlich  das  Gewicht  eines  Cubikcentimeters  Wasser 
derselben  Beschaffenheit  ist. 

Auch  die  Einheit  für  die  Beschhmnigungscocfficienten  oder  die  Masse 
ist  beliebig  wählbar.  Wir  wollen  sie  so  bestimmen,  dass  wir  unter  ihr 
diejenige  Masse  verstehen,  welcher  die  Krafteinheit  (das  Kilogramm) 
die  Beschleunigung  gleich  der  Längeneinheit  (1  Meter)  ertheilt.  Mit 
Zugrundelegung  dieser  Einheiten  liefert  jetzt  die  obige  Gleichung,  wenn 
nämlich  <f"  die  Krafteinheit  und  in  die  Masseneiuheit  bedeutet,  wofür 

/ 

tp  —  1  wird,  für  die  Maasszahl  F  =  ^,  der  Kraft  ß: 

F  =  mtpt 

d.  h.  die  Maasszahl  der  Intensität  der  Kraft,  welche  der 
Masse  m  die  Beschleunigung  tp  zu  ertheilen  vermag,  ist 
gleich  dem  Produkte  aus  den  Maasszahlen  der  Masse  und 
der  Beschleunigung. 

Hierbei  wird  aber  vorausgesetzt,  dass  m  und  vi  sich  auf  Werthig- 
keitsverhältnisse  derselben  Art  beziehen,  dass  also  z.  B.  beide  Zahlen 
sich  auf  die  Mengen  ponderabeler  Materie  oder  beide  elektrische  Mas- 
sen etc.,  nicht  aber  die  eiue  sich  auf  ponderabelc  Materio,  die  andere 
sich  auf  Electricität  beziehe.  Im  letzteren  Falle  würde  noch  ein  weiterer 
Coefficient  erforderlich  sein. 

Aus  F  =  mtp  folgt,  dass  die  Beschleunigung  erhalten  wird,  wenn 

man  die  Intensität  der  Kraft  durch  die  Masse  und  die  Masse,  wenn 

man  die  Intensität  der  Kraft  durch  die  Beschleunigung  dividirt,  d.  h.  es 

F       ,  F 
ist  m  =       und  m  —  -  . 
m  tp 

Wenden  wir  die  Gleichung  F  —  mtp  auf  das  Gewicht  P  der  Masse 
m  an,  so  wird  g  für  (p  zu  setzen  sein;  wir  erhalten  dadurch 

P  =  mg. 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  können  wir  aus  der  vorigen  Gleichung  die 
Masse  m  climiuiren;  sie  nimmt  dadurch  die  Form  an 

P 

F  =  —  •  tp. 
9 

Die  Kraft  F  ==  mq>,  welche  der  Masse  m  die  Beschleunigung  tp  er- 
theilt, wird  oft  auch  die  bewegende  Kraft  genannt.  Die  Kraft,  welche 
der  Masseneinheit  dieselbe  Beschleunigung  9?  ertheilt,  wäre  1  •  tp  —  93; 
sie  heisst  im  Gegensatze  hierzu  die  beschleunigende  Kraft. 

Die  Gleichung  P  =  mg  gibt  für  m  =  1  den  Werth  P  =  g,  d.  h.  die 
Masseneinheit  hat  ein  Gewicht  gleich  g  =  9,81  Kilogramm. 

§.  G.  So  wie  man  die  Beschleunigung  eines  Punktes  durch  ihre 
Coraponcntcn  ersetzen  kann,  so  kann  man  die  Kraft,  welche  die  Be- 
schleunigung erzeugt,  durch  eine  Verbindung  von  Kräften  ersetzen,  welche 
einzeln  die  Ursachen  der  Beschleunigungscompononten  sind.    Man  pflegt 
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die  Kraft  durch  eine  Strecke  mit  einer  Pfeilspitze  zu  bezeichnen;  die 
Länge  der  Strecke  gibt  die  Intensität,  die  Richtung  derselben  die  Rich- 
tung der  Kraft  und  die  Spitze  den  Sinn  derselben  an;  der  Anfangs- 
punkt der  Strecke  bezeichnet  den  Angriffspunkt.  Da  nun  die  Kraft  der 
Beschleunigung,  welche  sie  dem  beweglichen  Punkte  ertheilt,  proportio- 
nal ist,  so  werden  die  Figuren,  welche  aus  den  die  Kräfte  darstellenden 
Strecken  gebildet  werden  können,  den  aus  den  entsprechenden  Beschleu- 
nigungen gebildeten  ähnlich  und  können  alle  Sätze  über  die  Zusammen- 
setzung und  Zerlegung  der  Beschleunigungen  sofort  auf  die  Zusammen- 
setzung und  Zerlegung  der  Kräfte  übertragen  werden. 

Es  sei  <pM  die  Beschleunigung  irgend  einer  Ordnung  n  zur  Zeit  /; 
damit  sie  in  die  Beschleunigung  zur  Zeit  /  -j-  dt  übergehe,  tritt  zu  ihr 
die  Elementarbeschleunigung  <pin  +  ^dt  der  nächst  höheren  Ordnung. 
Ebenso  tritt  zur  Kraft  m(p{n)  der  Ordnung  die  unendlich  kleine 
Kraftcomponente  m(p{n  +  i)dl  hinzu,  um  dieselbe  nach  Grösse  und  Rich- 
tung in  die  Kraft  überzuführen,  welche  dem  folgenden  Zeitmomente 
entspricht. 

Es  folgt  hieraus,  dass  die  Elementarkraft  my^  +  ^dt  das  geometrische 
Differential  und  «np<"  +  1>  die  geometrische  Dorivirte  von  m<pW  ist,  d.  h.: 

Jede  Kraft  irgend  einer  Ordnung  ist  die  geometrische 
Derivirte  der  Kraft  nächst  höherer  Ordnung.  Kräfte  verschie- 
dener Ordnungen  können  daher  nicht  miteinander  verglichen  werden, 
sondern  sind  Grössen  verschiedener  Dimension,  verhalten  sich  wie  Flächen 
zu  Linien  oder  Körperräume  zu  Flächen. 

Die  Kraft  nullter  Ordnung  ist  £M  =  mvK  und  wird  die  Momentan- 
kraft genannt.  Sie  ist  die  Ursache  der  Geschwindigkeit  und  ertheilt 
diese  dem  Punkte  plötzlich.  Für  m  =  1  und  v  =  1  wird  $W  =  hi 
und  wenn  man  also  den  Proportionalitätsfactor  A',  d.  h.  die  Momentan - 
kraft,  welche  der  Masseneinheit  die  Geschwindigkeit  v  plötzlich  zu  er- 
theilen  vermag,  ala  Einheit  der  Momentankräfte  wählt  und  die  Maass- 

zahl    --  der  Momentankraft        mit  /W  bezeichnet,  so  wird 
Ä 

=  mv, 

d. h.  die  Maasszahl  der  Momentankraft  ist  das  Produkt  aus  den 
Maasszahlen  der  Masse  und  der  Geschwindigkeit.  Das  Pro- 
dukt mv  heisst  die  Bewegungsgrösse  des  Punktes.  Wir  werden  später 
von  Kräften  erster  Ordnung  reden,  welche  eine  sehr  kurze  Zeit  hindurch 
wirken  und  sehr  grosse  Intensitäten  besitzen;  sie  heissen  Stosskräfte. 
Dieselben  sind  von  den  Momentankräften  sehr  wohl  zu  trennen;  in  dem 
Momente  jedoch,  in  welchem  eine  Stosskraft  zu  wirken  aufhört,  hat  der 
bewegliche  Punkt  eine  gewisse  Bewegungsgrösse  und  da  diese  eine  Mo- 
mentankraft repräsentirt,  welche  dem  Punkte  die  Geschwindigkeit  zu 
ertheilen  vermag,  die  er  durch  die  Einwirkung  der  Stosskraft  erlangt 
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hat,  wenn  er  vorher  eine  solche  nicht  besass,  so  sieht  man  ein,  wie  der 
Effect  einer  Stosskraft  oft  sich  durch  eine  Momentankraft  ausspricht. 

§.  7.  Wir  wollen  jetzt  noch  einige  Grundbegriffe  erläutern,  die 
mit  den  Kräften  erster  Ordnung  in  Verbindung  stehen.  Unter  allen 
/  Zerlegungen  der  Beschleunigung  <p  war  die  Zerlegung  in  Tangential-  und 
Normalbeschleunigung  die  wichtigste  (Tbl.  II,  Cap.  ,  §.  .).  Die 
Ursachen  dieser  beiden  Componenten  heissen  die  Tangentialkraft  und  Nor- 
mal- oder  Centripctalkraft.  Die  Maasse  für  dieselben  sind  Ft  =  m<p,  =  m  ~ 

dt 

und  F„  =  m  <pn  =  in  -        Die  erstere  Kraft  wirkt  in  der  Richtung  der 

Tangente,  die  zweite  normal  zur  Bahn,  nach  dem  Krümmungsmittelpunkte 
hingewandt.  Die  totale  Kraft  F  setzt  sich  aus  ihnen  zusammen  nach 
der  Formel   

/(:)+;:  • 

Mit  der  Componenten  F,  der  Kraft  F  stehen  in  innigem  Zusammen- 
hang die  Begriffe  von  Kraftantrieb,  Bewegungsgrösse,  Arbeit 
und  lebendiger  Kraft. 

Multiplicirt  man  nämlich  die  Gleichung  F,  =  m  ^  mit  dt  und  in- 

tegrirt  sie,  indem  man  Ft  als  Function  der  Zeit  dargestellt  denkt  nach  / 
zwischen  den  Grenzen  f0  und  f,  welchen  die  Werthe  vQ  und  v  der  Ge- 
schwindigkeit entsprechen,  so  erhält  man: 

e 

j  Ff  dt  —  mv  —  mv0. 

Das  Element  des  Integrales  zur  Linken,  gebildet  aus  der  Intensität  der 
Tangentialkraft  und  dem  Zeitelemente,  heisst  der  Elementarantrieb 
der  Kraft  F  und  das  Integral  selbst  der  Antrieb  der  Kraft  F 
während  der  Zeit  t  —  /0.  Nun  ist  mv  die  Bewegungsgrösse  oder  die 
Momentankraft  des  Punktes  und  da  mv  —  mv0  die  Aenderung  derselben 
während  des  Zeitintervalles  /  —  /0  darstellt,  so  kann  der  Inhalt  der  vor- 
stehenden Gleichung  in  dem  Satze  ausgesprochen  werden:  Bei  jeder 
Bewegung  eines  Punktes  ist  der  Antrieb  der  Kraft  während 
irgend  eines  Zeitintervalles  gleich  der  Aenderung,  welche 
die  Be wegungsgrösse  während  dieser  Zeit  erleidet. 

Ist  die  Bewegung  geradlinig,  so  ist  Ft  =  F-,  ist  sie  gleichförmig, 
so  ist  der  Antrieb  Null.  Die  vorstehende  Gleichung  für  den  Antrieb 
geht  aus  Tbl.  III,  Cap.  I,  §.  13.  unmittelbar  hervor,  wenn  man  die 

dortige  Gleichung  v  —  vti  =  f<pfdt  mit  der  Masse  m  des  beweglichen 
Punktes  multiplicirt. 
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Drückt  man  in  der  Gleichung  Ft  =  m  ™  die  Tangentialbeschleu- 

nigung         durch  — £  -  aus,  multiplicirt  mit  ds  und  integrirt,  indem 

man  F(  als  Function  dea  Ourvenbogens  s  dargestellt  denkt,  zwischen 
zwei  Grenzen  s0  und  s,  welche  den  Geschwindigkeiten  r0  und  v  ent- 
sprechen, so  erhält  man: 


F,ds  =  ^mv2  —  \  m  vtl 

Das  Element  des  Integrales  zur  Linken ,  nämlich  das  Produkt  aus  der 
Tangentialkraft  und  dem  Wegelemente  tfs,  durch  welches  der  bewegliche 
Punkt  fortgeführt  wird,  heisst  die  Klein entararbeit  der  Kraft  F 
und  das  Iutegral  selbst  die  Arbeit  der  Kraft  F  längs  des  Weges 
s  —  s0 .  Die  Grösse  m  tr,  das  Produkt  aus  der  Masse  des  beweglichen 
Punktes  und  dem  Quadrate  seiner  Geschwindigkeit  heisst  die  leben- 
dige Kraft  des  Punktes.  Mit  Ilülfe  dieser  Begriffsbestimmungen 
lautet  der  Inhalt  der  vorigen  Gleichung:  Bei  jeder  Bewegung  eines 
Punktes  ist  die  Arbeit  der  denselben  treibenden  Kraft  längs 
irgend  eines  Weges  gleich  der  Aenderung,  welche  die  halbe 
lebendige  Kraft  des  Punktes  längs  dieses  Weges  erleidet. 
Diese  Gleichung  geht  auch  aus  der  Gleichung  in  Tbl.  III,  Cap.  I,  §.  14. 
hervor,  indem  man  dieselbe  mit  der  Masse  m  multiplicirt  und  bedenkt, 
dass  <p  cos  a  =  tpl%  also  m  <p  cos  a  =  m  <pt  =  Ff  ibt.  Alles ,  was  dort 
selbst  über  die  Arbeit  der  Beschleunigung  und  in  den  folgenden  §§. 
über  Momente  der  Beschleunigung  gesagt  ist,  gilt  auch  unmittelbar  von 
der  Kraft.  Die  Elementararbeit  einer  Kraft  kann  hiernach  sowohl  als 
das  Produkt  der  Projection  der  Kraft  auf  die  Kicbtung  des  Wegeleinen- 
tes  ds  und  dieses  Wegelementes  selbst,  als  auch  als  das  Produkt  der 
Kraft  F  und  der  Projection  des  Wegelementes  auf  ihre  Richtung  auf- 
gefasst  werden.  Die  Elementararbeit  der  Kraft  ist  positiv,  Null  oder 
negativ,  je  nachdem  die  Richtung  von  ds  mit  der  Richtung  von  F  einen 
spitzen,  rechten  oder  stumpfen  Winkel  bildet. 

Die  eigenthümlicbe  Benennung  ,, lebendige  Kraft'1  rührt  von  Leibnitz 
her;  sie  hat  mit  der  Vorstellung  des  Belebten  nichts  gemein,  auch  ist 
es  rathsam,  den  Gedanken  fern  zu  halten,  als  sei  der  bewegliche  Punkt 
der  Sitz  einer  Kraft,  die  ihn  treibt.  Leibnitz  unterschied  zwischen  todten 
und  lebendigen  Kräften ;  erstere  waren  für  ihn  diejenigen,  welche  keine 
Bewegung  hervorbringen,  sondern  nur  Druck  oder  Spannung  ausüben; 
letztere  waren  die  Kräfte,  welche  Bewegung  hervorrufen.  Die  ersteren 
maa88  er  durch  die  Intensität,  die  zweiten  durch  die  Arbeit  oder  durch 
die  Aenderung  von  also  wenn  ursprünglich  keine  Geschwindig- 

keit vorhanden  war,  durch  |wp5.    Die  Geschichte  der  Mechanik  kennt 
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einen  heftigen  Streit  über  das  richtige  Maass  der  Kräfte,  geführt  zwischen 
Verfechtern  der  Leibnitz 'sehen  und  d  'Ale  mb  er  t'  sehen  Ansicht  über 
diesen  Punkt;  derselbe  endete  von  selbst,  als  man  die  Benennungen 
sorgfältiger  wählte  und  nicht  mehr  Intensität  und  Arbeit  verwechselte. 
Bezeichnet  man  die  Arbeit  einer  Kraft/1  mit  T,  nämlich  setzt  man: 

f  Ftd$  =  r, 


SO  folgt 


d.  h.  die  Tangentialkraft  ist  die  Derivirte  der  Arbeit  nach 
dein  Wege. 

Setzt  man  den  Antrieb  der  Kraft  F  gleich  J,  nämlich 

I  Fttll  =  ./, 
so  folgt  dJ 

Ff  = ,//  ■ 

d.  d.  die  Tangentialkraft  ist  die  Derivirte  des  Antriebes 
nach  der  Zeit. 

Die  Arbeit  einer  Kraft  kann  immer  als  das  Produkt  einer  Inten- 
sität und  einer  Länge  dargestellt  werden.  Die  Einheit  der  Arbeit 
ist  die  Arbeit,  welche  die  Krafteinheit  leistet,  wenn  sie 
eine  Masse  in  ihrer  Richtung  um  die  Längeneinheit  fort- 
bewegt. Da  die  Krafteinheit  das  Kilogramm  und  die  Längeneinheit 
das  Meter  ist,  so  heisst  die  Arbeitseinheit  das  Kilogrammeter. 

Die  hier  erläuterten  Begriffe  lassen  sich  auf  Kräfte  aller  Ordnungen 
ausdehnen.  Construirt  man  nämlich  die  Hodographen  aller  Ordnungen, 
indem  man  von  einem  beliebig  annehmbaren  Pole  aus  mit  den  Geschwin- 
digkeiten und  Beschleunigungen  der  1.,  2.,  .3.,  ...  Ordnung  Radien- 
vectoren  parallel  zieht  und  die  Endpunkte  zu  continuirlicheu  Curven 
verbindet,  so  ist  das  Bogenclement  des  Hodographen  If„  der  nWn  Ord- 
nung die  Elemcntarbeschleunigung  ntPr  Ordnung  g>^dl  und  wenn  gleich- 
zeitig mit  dem  Hauptpunkte  ein  beweglicher  Punkt  den  Hodographen 
beschreiht,  <jd'"'  dessen  Geschwindigkeit  und  parallel  der  Tangente  des 
Hodographen  gerichtet.    Die  Beschleunigung  der  (w  -|-  l)8,in  Ordnung 

+  >>  zerfällt  dann  in  eine  Componente  <jpr(" + 1}  =  -  u    längs  der  Tan- 

gente  des  Hodographen  und  eine  andere  q>,l"  +  in  der  Richtung  der 
Hauptnormalen  nach  dem  Krilmmungsmittclpunkte  des  Hodographen  7/„~i 
hin  gerichtet.    Letztere  ist,  wenn  ds„  den  Oontingenzwinkel  von  1I„  bc- 

de„ 

deutet,  (py^"  +  ^  =  pH  •         oder  wenn  dsH  «  <pu><//  das  Bogenelemont 
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und  QM  =  der  Krümmungshalbmesser  von  //„  ist,  9,'"+ •)  =  L..  -J  • 
Man  kann  datier  auch  die  Kraft  F("  +  1)  der  (w  -f-  1)  Ordnung  zer- 
legen in  die  Tangentialkraft  JV  +  I)  =  w  ^  '  und  die  Nonnalkraft 

/M»+n  __  m  ^  welche  die  Richtungen  der  Tangente  und  Haupt- 

normalen  der  Curve  HH  besitzen.    Man  erhält  daher,  wie  früher 


t 

=  f  +'><// 

f., 


da>iu)  d  •  a><") 

und  da  ds„  —  <pu*dl,  also  =  <jp<w|     ,  ist, 

«/  ds„ 

X 

*« 

§.  6.  Wenn  man  die  Kraft  der  «Un  Ordnung  nach  drei  Coor- 
dinatenaxen  der  x,  y,  z  zerlegt,  so  ergibt  sich,  da  /V"1  =  m        -  =  , 

dPy  d"z 

ist,  dass  die  Componenten  sind :  Fj")=  m      ,  Fy(n)=m  — -,  F>>=  m  -  ~  . 

dl"  dt"  dt" 

Die  Inteusität  und  die  Richtungscosinusse  cos  a„,  cos  ß„,  cos  y„  ergeben 

sich  hieraus  als 

~  -  -  '  +  Cr) '+  (?)  • 

<*o.v  cr„       cos  |3„       cos  y„  1 
f/".r    =  =  =  FW  ' 

t/>  dt"  dl» 

Denkt  man  sich  eine  Curve,  welche  die  Bahn  des  Punktes  an  der  Stelle, 
wo  er  zur  Zeit  t  sich  befindet,  «-punktig  berührt,  so  stimmen  die  n  —  1  er 
sten  Differentialquotienten  der  Coordinaten  beider  Uberein  und  beginnen 
die  Coordinatendifferenzen  in  der  Entwickelung  der  Coordinaten  des  Haupt- 
punktes und  eines  Punktes,  welcher  auf  der  berührenden  Curve  mit  jenem 
zugleich  vom  Berührungspunkte  ausgeht  und  eine  Bewegung  besitzt,  für 
welche  die  Beschleunigungen  bis  zur  «  —  lsk"  Ordnung  den  Beschleu- 
nigungen jenes  gleich  sind  mit 

n\      Ldl*  ^        J'    nl      ldl"  ^        J'    n\      Lür  ^  J 
Hieraus  schliesst  man,  wie  S.  201,   dass  die  Verbindungslinie  beider 
Punkte  in  der  Grenze  die  Richtung  der  Kraft  F(N)  angibt  und  dass, 
wenn  man  die  verschwindend  klein  werdende  Entfernung  beider  mit  öH 
(Deviation  n[er  Ordnung)  bezeichnet, 

32* 
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<p^dt . 


1 


dt" 


Bevor  wir  die  Theorie  der  Aequivalenz  der  Kräfte  beginnen,  welche 
den  hauptsächlichsten  Gegenstand  dieses  ganzen  vierton  Theiles  bildet, 
wollen  wir  zunächst  eine  Frage  aus  der  Geometrie  der  Massen  erledigen, 
welche  von  grosser  Bedeutung  ist.  Dadurch  dass  man  nämlich  den  Punk- 
ten eines  Systems  eine  gewisse  Werthigkeit  oder  Masse  beilegt,  entstehen 
eigentümliche  geometrische  Probleme,  welche  von  den  Verhältnissen 
der  Massenvertheilung  abhängen.  Man  kann  alle  diese  zu  einer  eigen* 
thümlichen  Theorie  zusammenfassen,  welche  den  eben  gebrauchten  Namen 
verdient.  Das  nächste  Capitel  enthält  die  Lehre  vom  Mittelpunkte  der 
Massen,  ein  späteres,  welches  zwar  hier  gleichfalls  Platz  linden  könnte, 
welches  wir  aber  verschieben,  bis  es  von  dem  Bedürfniss  herangezogen 
wird,  wird  die  Theorie  des  Trägheitsmomentes  enthalten. 


§.  1.  Die  Punkte  M,  M\  M\  .  .  .  eines  Systems  sollen  die  Wertbig- 
keitscoefficienten  (Massen)  w,  »/,  m'\  .  .  .  besitzen.  Wir  ziehen  durch 
sie  Parallelstralen  von  derselben,  übrigens  beliebigen  Richtung,  schneiden 
diese  mit  einer  Ebene  E  senkrecht  in  den  Punkten  fi,  (t,  ft",  ...  und 
bezeichnen  die  Abstände  Mp,  M'fi',  M' . . .  der  Punkte  von  dieser 
Ebene  mit  p,  //,  p'\  .  .  .  Das  Produkt  mp  aus  der  Masse  und  dem  Ab- 
stände eines  Punktes  M  von  der  Ebene  E  heisst  dessen  Moment  in 
Bezug  auf  diese  Ebene.  Bilden  wir  die  Summe  £mp  aller  dieser  Mo- 
mente. Wenn  nun  unter  Festhaltung  der  Stralenrichtung  die  Ebene  E 
parallel  mit  sich  fortrückt,  so  ändert  sich  £mp  continuirlich  und  kann 
jeden  positiven  und  negativen  Werth  zwischen  —  oo  und  -j-  oo  errei- 
chen, falls  auf  den  Stralen  ein  Unterschied  des  positiven  und  negativen 
Sinnes  zugelassen  wird.  Beim  Uebergange  von  einer  Lage  der  Ebene 
zu  einer  anderen,  welche  von  ihr  um  die  Strecke  £  absteht,  ändert  sich 
diese  Summe  um  oder  da  £  ein  gemeinschaftlicher  Factor  aller 

Glieder  der  Summe  ist,  um  =  wenn  wir  die  Summe  aller 

Massen  mit  M  bezeichnen.  Es  ist  demnach  die  Summe  der  Momente 
für  die  zweite  Lage  der  Ebene  2m p  —  Mi  und  gibt  es  ofTenbar  einen 
Werth  £,  aber  auch  nur  einen  einzigen,  für  welchen  diese  Summe  ver- 
schwindet, nämlich 


II.  Capitel. 


Mittelpunkt  der  Massen. 


£hi  p 
M 


Digitized  by  Google 


II.  Cup. 


Mittelpunkt  der  MaBsen. 


501 


Für  jeden  Punkt  der  Ebene  in  dieser  Lage  ist  M$  =  21m p,  d.  h.  wenn 
man  ihm  die  Gcsammtmasso  des  Systems  zuerthcilt,  so  ist  sein  Moment 
in  Bezug  auf  irgend  eine  zu  der  Richtung  der  Straten  senkrechte  Ebene 
gleich  der  Summe  fler  Momente  des  Systems.  Ziehen  wir  nach  zwei 
anderen  Richtungen  Parallclstralen,  so  gibt  es  für  sie  gleichfalls  zwei 
Ebenen,  für  deren  Punkte  die  Summo  der  Momente  verschwindet  und 
für  deren  Parallelebenen  die  Summe  der  Momente  gleich  dem  Momente 
der  ganzen  Masse  wird,  sodass  noch  zwei  weitere  Gleichungen  der- 
selben Art 

Zmp{  £mp.: 
n==     M    '       ?=  M 

bestehen,  worin  ?/  und  £  Abstände  parallel  mit  den  beiden  anderen 
Stralenrichtungcn  von  zwei  beliebigen  zu  diesen  Richtungen  senkrechten 
Ebenen  bedeuten. 

Die  drei  Ebenen,  für  welche  die  Summe  der  Momente  des  Systems 
verschwindet,  schneiden  sich  in  einem  Punkte,  welcher  die  Eigenschaft 
besitzt,  dass  für  jede  beliebige  andere,  durch  ihn  hindurchgelegte  Ebene 
die  Summo  der  Momente  gleichfalls  Null  wird.  Nehmen  wir  nämlich  die 
droi  Schnittlinien  der  drei  Ebenen,  welche  im  Allgemeinen  schief  gegen- 
einander geneigt  sein  werden,  als  Axen  der  xt  y,  z  an  und  legen  durch 
ihren  Schnittpunkt  eine  beliebige  Ebene,  deren  Normale  mit  den  Axen 
die  Winkel  A,  v  bilden  mag,  so  ist  der  Abstand  n  eines  Systempunk- 
tes M  (x,  y,  z)  von  dieser  Ebene  die  Summe  der  Projectionen  des  Linien- 
ziigcs  der  xy  y,  z  auf  deren  Normale,  nämlich: 

%  =  x  cos  X  -j-  y  cos  (i  -\-  z  cos  v . 

Sind  nun  aber  f,  c',  t'  die  Winkel,  welche  die  Richtungen  der  x,  y,  z 
mit  den  Normalen  der  Ebenen  der  (yz),  (z#),  (xy)  bilden,  so  wird 
x  cos  e  =  />,  y  cos  t  =  />,,  z  cos  s"=  p.2  und  mithin 

cos  X  ^        .    cos  u  _    '         cos  v 

Zmn  =  ....     Zmp  4   >  -27m/?.  -f         .,  Zmp» 

cos  £  cos  s  cos  e 

und  da  nach  der  Voraussetzung  Zmp  —  Zmpt  =  £mp2  =  0  sind,  so 
wird  auch  Zinn  =  0. 

Wenn  aber  die  Summe  der  Momente  des  Systems  für  die  Ebene 
{X(iv),  welche  durch  den  fraglichen  Punkt  geht,  verschwindet,  so  ist 
dem  Vorigen  zufolge  dieso  Summe  für  jede  Parallelebenc  zu  ihr  gleich 
dem  Momente  dieses  Punktes,  wenn  ihm  die  Gesammtmasse  des  Systems 
zuertheilt  wird.    Wir  erhalten  daher  den  Satz: 

In  jedem  Systeme  von  Massenpunkten  gibt  es  einen  ein- 
zigen bestimmten  Punkt,  für  welchen  die  Summe  der  Mo- 
mente des  Systems  in  Bezug  auf  jede  durch  ihn  hindurch- 
gehende Ebene  verschwindet  und  für  jede  andere  nicht 
durch  ihn  hindurchgehende  Ebene  gleich  dorn  Momente  des- 
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selben  ist,  wenn  ihm  die  Gesammtmasse  des  Systems  zuer- 
theilt  wird.  Dieser  Punkt  heisst  der  Mittelpunkt  der  Massen 
des  Systems. 

Dieser  Punkt  ist  bestimmt,  sobald  seine  Abstände  von  drei  belie- 
bigen Ebenen  bekannt  sind;  wühlen  wir  diese  zueinander  rechtwinklig, 
so  sind  seine  Coordinaten  a,,  y,,  r,  diese  Abstände  selbst  und  genügen 
den  Gleichungen 

M  •  xt  =  £m  x 
M  •  y,  =  £my 
M  •  zl  =  £mz. 

Sind  insbesondere  die  Massen  aller  Punkte  einander  gleich,  so  wird 
£mx  =  m£xi  ...  und  M  =  nn,  wo  n  die  Anzahl  der  Punkte  be- 
deutet, mithin 

xl  =  —  £x,     y,  =  1  £y,     z,  =   1  £z, 
1        n  1        n  1  n 

d.  h.  die  Coordinaten  des  Massenmittelpunktes  sind  die  arithmetischen 
Mittel  aus  den  Coordinaten  der  Systerapunkte. 

Um  den  Mittelpunkt  der  Massen  zu  bestimmen,  dienen  neben  vor- 
stehenden Gleichungen  in  vielen  Fällen  die  in  ihnen  ausgesprochenen 
Sätze : 

Ist  die  Summe  der  Momente  fUr  eine  Ebene  Null,  so  enthält  die 
Ebene  den  Massenmittelpunkt.  Ist  die  Summe  der  Momente  für  zwei 
Ebenen  zugleich  Null,  so  liegt  der  Massenmittelpunkt  in  der  Schnitt- 
linie beider  Ebenen. 

Ist  diese  Summe  für  irgend  drei  Ebenen  Null,  so  ist  ihr  Schnitt- 
punkt der  Massenmittelpunkt. 

Der  Mittelpunkt  der  Masse  eines  ebenen  Systems  liegt  in  seiner 
Ebene;  der  Mittelpunkt  der  Masse  einer  Geraden  in  ihr. 

Zerlegt  man  das  System  in  mehrere  Partialsysteme,  für  welche  die 
Summe  der  Momente  £xmxt  £2mx,  £dmx>        <£,  wiy,  -£2wy,  2Ämy, 
£lmz,  £2mz,  2smz}        sowie  deren  Massen  mit  ^aw'i  ••• 

bezeichnet  werden  mögen,  so  kann  man,  wenn  £, ,  i;,,  ^;  £j2,  t/.2;  f.,; 
|3,        f3,  ...  die  Coordinaten  ihrer  Massenmittelpunkte  sind,  schreiben: 

£mx  =  £{  mx  -f-  £2  mx  +  £:i  mx  -\  =  |,  £{m  -f-  I.»  22m  +  £3  £3m  H  

£my  =  <F,  my  -j-  £,my  +  ^my  -j  =  ih  £{m      ih  £2m  -f  i?3-2>  -j  

£mz  =  £lmz  -j-  £2inz  -}-  £zmz  -(-••.  =  f,  £{m  -f-     £,,m  -f-  -{-•■• 

und  werden  mithin  die  Coordinaten  .rJt  y, ,  c,  des  Gesammtmassenmittel- 
punktes  aus  den  Gleichungen  gefunden : 

M  •  x{  =  5|2|f«  -j-  $.,£.,  m  -\-  ^:i2J.xm  -f-  •  •  •, 

M  •  y,  =  »/,  2",  m  -f-  q.,£2m  -f-  ^^V"  +  '  *  •» 

M  •  zx  =  S|  «£\  w  -f-  ^2^->m  ~f~  f:i"^3;"  ~h  *  '  '» 

d.  h.  der  Gcsammtmassonmittclpunkt   ist  der  Mittelpunkt 
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der  Massen  der  Partialsysteme,  wenn  dieselben  in  den  Par- 
tialmasscnmittelpuukten  vereinigt  werden. 

§.  2.  Es  sei  S  der  Massenmittelpunkt  eines  Punktsystems,  dessen 
Punkte  Al}  A2,  A$,  . .  .  die  Massen  m1}  mv  m,^  .. .  besitzen  und  qv  p2,  qv  ... 
die  Entfernungen  SAlt  SA2,  SA3,  ...  desselben  von  den  Systempunkten. 
Es  sei  ferner  0  ein  beliebiger  Punkt  des  Raumes,  OS  =  R  sein  Ab- 
stand vom  Massenmittelpunkte  und  0Al  =  r,,  6 AQ  =  r.Jy  0A3  =  r3,  ... 
seine  Abstände  von  den  Systempunkten.   Aus  dem  Dreiecke  OSAv  folgt 

dann:  r,2  =  Ri  +  ^  -  cos  foÄ); 

stellt  man  die  diesen  Gleichungen  analogen  Gleichungen  für  r22,  r32,  ... 
auf,  multiplicirt  sie  respective  mit  m,,  w2,  ro3,  ...  und  summirt  sie, 
so  kommt 

2m,  r,2  =  iJ/Ä2  -f-  2m  p,2  —  2  ü  £m  q{  cos  (qi R) . 

Es  ist  aber  o,  cos  (p,Ä)  die  Projcction  von  SA{  =  Qi  auf  50,  d.  h.  der 
Abstand  der  Masse  wi,  von  einer  durch  S  gehenden,  zu  SO  senkrechten 
Ebene  und  daher  ZniQiCos  (^ü)  als  die  Summe  der  Momente  in  Bezug 
auf  diese  Ebene  Null.    Daher  bleibt 

Zmir?  =  MB?  -f  2roo,-2, 

d.  h.  die  Summe  der  Produkte  der  Massen  aller  Punkte  und 
dor  Quadrate  ihrer  Abstände  von  irgend  einem  Punkte  0 
des  Raumes  ist  gleich  dem  Produkte  der  Gesammtmasse  des 
Systems  and  des  Abstandes  des  Massenmittelpunktes  von  0> 
vermehrt  um  dio  Summe  der  Produkte  der  Massen  und  der 
Quadrate  ihrer  Abstände  vom  Massenmittelpunkte. 

Das  zweite  Glied  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  ist  unab- 
hängig von  der  Lage  des  Punktes  0;  es  variirt  also  2m,  r,2  blos  mit  R 
und  da  rechts  die  Summe  zweier  positiver  Grössen  steht,  so  folgt,  dass 
2m,  r,2  ein  Minimum  wird,  wenn  0  mit  S  zusammenfallt.  Ferner  ist 
Emir?  constant,  wenn  R  constant  ist.  Es  kommen  daher  dem  Massen- 
mittelpunkte folgende  beiden  Eigenschaften  zu: 

Die  Summe  der  Produkte  der  Massen  und  der  Quadrate 
ihrer  Abstände  vom  Massenmittelpunkte  ist  kleiner  als  die- 
selbe Summe  für  jeden  anderen  Punkt  des  Raumes. 

Dioselbe  Summe  ist  constant  auf  Kugelflächen,  welche 
um  den  Massenmittelpunkt  concentrisch  liegen. 

Man  kann  der  obigen  Gleichung  eine  etwas  andere  Form  geben. 
Aus  dem  Dreieck  SAiAfi,  welches  S  mit  irgend  zwei  Systempunkten  Ait 
Ak  bildet,  folgt: 

Qi2  +   Qk2  —  2  QiQk  COS  (QiQu)  =  Cju\ 

wenn  Ca-  —  AtAk  ist.  MultipMciren  wir  diese  Gleichung  mit  /n,-m*  und 
summiren  sie,  so  kommt 

SSnumu  {q?  +  qu')  —  2  ZZmimuQ,qk  cos  (q,  Qu)  =  ZZmimuCiü1. 
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Fuhren  wir  die  Summation  nach  i  zuerst  aus,  so  wird  erhalten: 

mkEtniQ?  -f-  "UP/.2  •  M  —  2      p*  2?m,  p,  cos  (p,p*)  =  mk2cik2 
und  hierin  ist  ZnuQi  cos  (p.p*)  =  0,  weil  diese  Grösse  die  Summe  der 
Momente  aller  Massen  in  Bezug  auf  eine  durch  S  gehende,  zu  p*  senk- 
rechte Ebene  darstellt. 

Es  bleibt  also  noch  zu  summiren  die  Gleichung 

mkZmiQ?  +  mkQir-M  =  mkZm,c,kl 

uud  zwar  nach  k.    Dies  liefert: 

M  (£miQi2  +  Zm*?*7)  =  2Zmimkcik\ 

und  wenn  wir  beiderseits  mit  2  dividiren, 

MZmiQ?  =  ZniimkCif?, 

wo  auf  der  rechten  Seite  aber  die  Summe  so  zu  verstehen  ist,  dass  nur 
zwei  verschiedene  w4  und  mk  mit  c,k7  zusammentreten  und  auch  jede 
solche  Verbindung  nur  einmal  genommen  werden  darf.  Deshalb  wurde 
nur  ein  Summenzeichen  geschrieben.  Entnimmt  man  aus  dieser  Glei- 
chung ZniiQr  und  setzt  es  in  die  oben  erhaltene  Gleichung  ein,  so  wird 
diese  sich  so  gestalten : 

2mir?  =  MH2  +    *-  Zmimkcik\ 

§.  3.  Die  Systeme  bestehen  aus  getrennten  Massenpunkten  oder 
ihre  Punkte  hängen  continuirlich  zusammen.  Ein  System  heisst  homogen, 
wenn  allo  Beine  Punkte  gleiche  Masse  besitzen,  heterogen  im  anderen 
Falle.  Bei  homogenen  continuirlichen  Systemen  versteht  man  unter  der 
speeifischen  Masse  die  Masse,  welche  jeder  Volumeneinheit  des  Systems 
zukommt.  Das  Wort  „speeifisch"  wird  durchgängig  so  gebraucht,  dass 
es  das  bezeichnet,  was  der  Volumeneinheit  je  nach  der  Species  des 
Systems  zukommt.  Man  findet  die  speeifische  Masse  p  ans  der  Masse  M 
des  Volumens  F,  indem  man  setzt 


M 


sodass  also  auch  M  =  qV  und  V  ==  wird. 

9 

Besteht  das  System  oder  ein  Theil  desselben  aus  einem  Aggregate 
homogener  Massen  M\  M",  M"'y  welche  die  Volumnia  V,  V\  Y"\  ... 
einnehmen  und  die  speeifischen  Massen  p',  p",  p",  .  . .  besitzen,  so  ver- 
steht man  unter  der  mittleren  speeifischen  Masse  die  speeifische  Masse, 
welche  die  Gcsammtmassc  nach  Ausgleichung  der  Massenvertheilung  er- 
hält, ohne  dass  eine  Acnderung  des  Gesammtvolumens  eintritt.  Ist  p 
die  mittlere  speeifische  Masse,  so  muss  demzufolge 

qU"+  v"+  •••)  =      +  M"+  M"'  +  ••• 

sein,  woraus  folgt: 
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M'  -f  M"  -f  M"'-\   .  .  q  V'-\-  q"  f+  Q"  V"'-\  

*  —  r  +  v"+  r'-f  .'. : 1  oder  anch  q  =    r  +  r'+  r'+  •  •  •  ' 

Bei  einem  heterogenen  continuirlichen  System  kann  nicht  von  speci- 
fischcr  Masse  im  Allgemeinen,  wohl  aber  von  specischer  Masse  in  einem 
bestimmten  Punkte  die  Rede  sein.  Man  versteht  darunter  die  Masse, 
welcher  die  Volumeneinheit  zukommen  würde,  wenn  sie  Masse  von  der 
Beschaffenheit  des  fraglichen  Punktes  continuirlich  hätte.  Um  dieselbe 
analytisch  zu  bestimmen,  sei  Jv  ein  kleines  Volumen  des  Systems,  wel- 
ches an  jenen  Punkt  angrenzt  und  in  ihm  nachher  verschwindend  ge- 
dacht werden  soll,  und  seine  Masse  sei  dm\  nach  Ansgleichung  der 

Massen  würde  die  mittlere  speeifische  Masse  ^m  sein  und  die  Masse 

angeben,  welche  die  Volumenoinheit  besässe,  wenn  sie  Masse  von  der 
ausgeglichenen  Beschaffenheit  enthielte.  Lässt  man  nun  Av  ohne  Ende 
abnehmen,  wodurch  sich  Jm  immer  mehr  der  Masse  des  Punktes  nähert, 
so  nähert  sich  der  Quotient  immer  mehr  der  Masse  der  Volumeneinheit 
von  der  Beschaffenheit  der  Masse  dieses  oder  seiner  speeifischen  Masse. 
Ist  diese  also  p,  so  erhält  man  durch  Vollziehung  des  Grenzenüberganges 

q  =         d.  h.  die  speeifische  Masse  eines  Systempunktes  ist  darstellbar 

durch  den  Quotienten  dos  Massenelemontes  durch  das  Volumen  dement. 
Diese  erweiterte  Definition  der  speeifischen  Masse  enthält  die  oben  für 
das  homogene  System  gegebene  in  sich.   Aehnlich  dem  Obigen  hat  man 

dm 

auch:  dm  =  qdv^   dv  =   -  .    Die  Vergleichung  der  hier  aufgestellten 

Formeln  mit  den  obigen  zeigt,  dass  man  berechtigt  ist,  jedes  hetcrogonc 
System  in  seinen  Elementen  als  homogen  anzusehen. 

Das  Verhältniss  der  speeifischen  Masse  q  zur  speeifischen  Masse  qü 
irgend  eines  beliebig  wählbaren  homogenen  Systems  nennt  man  die  Dich- 
tigkeit <J,  sodass 

d  =  q  =  dp0. 

Po 

In  den  Anwendungen  betrachtet  man  Wasser  als  ein  homogenes  con- 
tinuirltches  System  und  nimmt  für  p0  die  speeifische  Masse  des  Wassers. 
Leider  ist  der  Sprachgebrauch  nicht  durchweg  bei  allen  Schriftstellern 
derselbe  und  brauchen  manche  das  Wort  Dichtigkeit  im  Sinne  von  speci- 
fischcr  Masse. 

Diese  Betrachtungen  sind  nicht  auf  räumliche  Systeme  dreier  Dimen- 
sionen beschränkt,  sondern  gelton  auch  noch,  wenn  das  System  nur  eine 
Flächen-  oder  Linienausdehnung  besitzt.  Es  genügt,  statt  „Volumen- 
cinheit"  hier  „Flächeneinheit"  und  „Linicncinheit"  zu  sagen,  um  alle 
Resultate  auf  dieso  Fälle  zu  übertragen. 
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Für  homogene  Systeme  erlangt  der  Mittelpunkt  der  Massen  eine 
rein  geometrische  Bedeutung;  in  diesem  Falle  werden  die  Massen  den 
Volumina,  resp.  Flächeninhalten  und  Linienläqgen  proportional  und  ver- 
schwinden die  Massen  als  solche  aus  der  Untersuchung.  Für  homogene 
Systeme  hat  bereits  Archimedes  den  Massenmittelpunkt  bestimmt  (Archi- 
inedes  de  aequiponderantibus)\  er  bediente  sich  dabei  des  an  sich  klaren 
Satzes,  dass  ähnliche  homogene  Figuren  auch  ähnlich  liegende  Massen- 
mittelpunkte besitzen.  Wird  nämlich  für  irgend  eine  homogene  Figur 
der  Mittelpunkt  der  Masse  durch  eine  Linienconstruktion  gefunden,  so 
orfordert  die  Auffindung  desselben  für  eine  ähnliche  Figur  blos  eine 
Vergrösserung  oder  Verkleinerung  nach  dem  Acbnlichkeitsverhältnisse 
beider  und  führt  offenbar  zu  derselben  relativen  Lage  in  der  zweiten 
Figur  wie  in  der  ersten.  Liegen  daher  die  beiden  ähnlichen  Figuren 
parallel  und  sind  AB}  AB'  zwei  homologe  Strecken  derselben,  sowie 
a,  b\  a\  b'  die  Abstände  ihrer  Endpunkte  von  irgend  einer  beliebigen 
Ebene,  so  liefert  die  Achnlichkeit  der  Figuren 

a  —  b  AB 

a  ^b'  =  AB'' 

§.  4.    Mittelpunkt  der  Masse  von  Linien. 

1.   Die  homogene  Strecke  AB  (Fig.  159.).    Man  verlängere  AB  um 
BC  =  Aß.     Sind  dann  P,  Q,  II  die  Massenmittelpunkte 
Fip.  ir>!>.  von  AB,  BC,  AC  und  p,  q,  r  ihre  Abstünde  von  irgend 

einer  Ebene,  so  erhält  man  2  r  =  p  +  q  für  die  Summe 
der  Momente,  da  die  Massen  der  drei  Strecken  sich  wie 
1:1:2  verhalten.  Ferner  weil  P,  Q,  11  ähnliche  Lagen 
haben  p  —  a  =  q  —  o  =  (r  —  «),  wenn  a,  b  die  Ab- 
stände von  A  und  B  von  der  Ebene  sind.  Die  Elimination 
von  q  und  r  gibt  p  =  \  (a  -\-  b).  Der  Massenmittelpunkt 
liegt  also  in  der  Mitte  und  ist  derselbe,  wie  wenn  blos  diu 
Punkte  A,  B  und  nicht  die  ganze  Linie  gleiche  Massen, 
besässen. 

2.  Der  homogene  Dreiecksumf ang  (Fig.  160.).    Mau  zorlege  denselben 
in  drei  Partialsystemc,  nämlich  die  drei  Seiten.   Die  Massenmittelpunkte  derselben 

sind  ihre  Mitten,  «,  p\  y,  und  wenn  man  in  ihnen  dio 
den  Seiten  AB,  BC,  CA  proportionalen  Massen  der- 
selben vereinigt,  so  ist  der  Massenmittelpunkt  dos 
Dreiocksumfanges  zugleich  der  Massenmittelpunkt  für 
diese  drei  Punkte.  Der  Massenmittelpunkt  D  für  a  und  y 
"       \.     liegt  aber  auf  ay  so,  dass  Da  :  Dy  =  AB  :  BC  =  ttß  :  ßy. 

Daher  halbirt  die  Gerade  ßD  den  Winkel  ß  dos  Dreiecks 
aßy.  Auf  ihr  liegt  aber  der  Massenmittelpunkt  für  ß 
mit  der  Masse  proportional  AC  und  D  mit  der  Masse  proportional  AH  -f~  BC, 
also  der  Massenmittelpunkt  des  Ganzen.  Der  Massenmittelpunkt  des  homo- 
genen D  roieck  s  um  fange  s  ist  daher  der  Mittelpunkt  des  Kreises,  wel- 
cher dem  Dreieck  der  drei  Seitenmitten  eingeschrieben  werden  kanu. 

3.  Der  homogone  Kreisbogen  (Fig.  161).  In  Bezug  auf  den  Kadius, 
welcher  nach  der  Mitte  des  Dogens  geht,  ist  die  Momentensummc  Null,  daher  liegt 
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Fig.  161. 


der  Massenmittelpunkt  auf  ihm;  es  genügt  daher,  die  Momentensumme  in  Bezug 
auf  eine  der  Sehne  des  Bogens  parallele,  zur  Ebene  der  Figur  senkrechte  Ebene 
zu  finden.  Suchen  wir  zunächst  diese  Momentansumme  für  ein  dem  Bogen  ein- 
geschriebenes Vieleck  gleicher  Seiten.  Wird  die  Masse  einer 
Seite  MM'  in  deren  Mitte  p  vereinigt  gedacht,  so  ist  die  frag- 
liche Summe  2{MM''pq).  Die  Aehnlichkeit  der  Dreiccko 
MM'N  und  y.Cp  liefert  aber  MM':  MN  =  C(i:  Cp  =  C> :  (iq 
und  daher  ist  Z{MM'-  pq)  =  T(MN-Cp)  =  CpZMN,  d.h. 
gleich  Cp,  multiplicirt  mit  der  Sehne  des  Bogens.  Geht  da« 
Vieleck  in  den  Kreisbogen  über,  so  wird  Cp  zum  Radius  und 
daher,  wenn  x,  die  Abscisse  dos  Massenmittelpunktes,  s  die 
Bogenlänge,  c  die  Sehne,  r  den  Radius  bedoutet: 


3  •  Xk  =  C  T. 

Für  den  Halbkreis  ist  c  =  2  r ,  s  = 


i  2  r 

jrr,  also  xx  =  r, 

n 


Fig.  lG5f. 


nahezu  gleich  -~  r. 

4.  Massenmittelpunkt  einer  beliebigen  Curve  (Fig.  162.).  Es  seien 
Hu  ~i  dio  Coordinaten  des  Massenmittelpunktes  S  für  den  Bogen  AM;  nimmt 
derselbe  um  MM'=  ds  zu,  so  werden  ar,  -j-  dxn  ,y,  -f-  <4y,,  +  dz,  die  Coor- 
dinaten des  Massenmittelpunktes  S'  für 
sein.  Sind  m  und  m  dm  die  Massen  von 
und  A  M\  so  werden  die  Momente  der- 
selben: 

mxi  und  (m  -4-  z/m)  (a-,  +  dxx)\ 

roy,  und  (m  -f  dm)  (yi  + 

mr,  und  (m  -j-  z/m)  (r,  -4-  z/x,). 
Der  Bogen  v4  M'  zerfällt  aber  in  die  beiden 
Partialbogen  AM  und  MM'  und  wenn  die 
Coordinaten  des  Massenmittelpunktes  S"  für 
MM ,  welche  von  den  Coordinaten  x,  y,  z  des 
Punktes  M  um  so  weniger  verschieden  sind,  je 
kleiner  MM'  ist,  mit  x  -f-  edx,  y  -f-  sdy, 
z  -f-  e"dz  bezeichnet  werden,  so  besteht  die 

Gleichung  (m  -4-  dm)  (x,  +  dxt)  =  mx\  +  ^  •  Ui  +  e  Jxt)  nebst  zwei  analog 
gebildeten  in  y, ,  zr    Aus  ihr  folgt  aber  d  •  mx{  =  z/m  •  (.rt  -f  «^x,)  und  bei 
dem  Uebergang  zur  Grenze,  wenn  t  dio  Variabele  ist,  von  welcher  die  Coor- 
dinaten der  Curve  und  die  Masse  von  AM  Functionen  sind 
.  d  •  mxt  dm 

dl  ~**<u' 

Hieraus  erhält  man  durch  Integration  zwischen  den  Grenzen  /„,  /,  welche  den 
Endpunkten  A,  Ii  des  Bogens  AB  entsprechen  und  mit  Rücksicht  darauf,  dass 
die  Masse  des  Bogens  an  der  unteren  Grenze  mit  dem  Bogen  verschwindet,  wenn 
man  zugleich  für  die  Coordinaten  yt,  r,  dieselbe  Betrachtung  durchgeführt  denkt: 


mxt 


'i  ti  U 

r  dm  s   r  dm  /*  dm 

=J  x  dt  dt,  my,  =J  y  J(  dt,  mzt  =J  z  --f  dt. 

f<t  fn  ta 


Die  Formel  rf(mx()  =;  xdm  sagt  aus,  dass  der  Elementarzuwachs  des  Momentes 
vom  Bogen  das  Moment  des  Bogcnolementes  sei,  wenn  dessen  Masse  im  Punkte 
A'»  y>  :  vereinigt  gedacht  wird  und  begründet  dio  Berechtigung,  die  Methode  des 
Unendlichkleineu  im  vorliegenden  Falle  anzuwenden. 
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Ist  p  die  spccifischc  Masse  im  Punkte  M,  d.  h.  die  Masse,  welche  die  Längen- 
einheit enthalten  würde,  wenn  sie  in  allen  Punkten  die  Beschaffenheit  der  Punk- 
tes M  besässe,  so  wird  dm  =  qds;  mithin 

m  =  I  q  -*-  dt,      tn.Vf  =j  »x  *  dl,     myx  =  j  qy  *  dl,      ,nzt  =  ^gz  dl, 


-Ist  die  Curve  homogen,  so  hat  man 


Q j        dt  =  qS,      x,  =j  X  ~  dt,      ifi  =j  y        ^,      i,  -  I 

f„  f«  in  f., 


da  , 


Für  ebene  Curven  fällt  die  letzte  Gleichung  hinweg,  wenn  man  ihre  Ebcno  als 
Ebene  der  xy  wählt. 

5.  Der  homogene  Cyclo'ide  nas  t.  Die  Gleichungen  der  Curve  für  die 
Spitze  als  Ursprung  und  die  Cycloidenbasis  als  Axo  der  x  siud  x  =  a  (o  —  sin  co), 
y  =  «(l  —  cos  ca).  Die  Grundvariabele  t  ist  hier  der  Wälzungswinkcl  to.  Es  ist 
1/5  =  2«  sin  \  10  da,  also 

S  =  2a Jsin  {mda>  =  Sa;     xt  =  na;     %,  =  in*  j sin*  \ad(o  =  3~  «*, 

0  0 
4 

mithin  yx  =  ■  -  «. 

6.  Der  Bogen  Alt  einer  ebenen  Curve  erzeugt  durch  Rotation  um  eine  Axe 
eine  Rotationsfläche,  deren  Inhalt  ß  =  2  n  J yds  ist,  wenn  y  die  Ordinate  der 
Curve  für  dio  Rotationsaxe  als  Abscissenaxo  und  ds  das  Bogeuelement  ist,  das 
Integral  aber  über  die  ganze  Bogenlänge  erstreckt  wird.  Nun  ist  aber  für  die 
Ordinate  yx  des  Massenmittelpunktes:  S  •  yl  =  J yds  und  folglich,  wenn  man  aus 
beiden  Gleichungen  das  Integral  climinirt:  ß  —  2  7ry,s,  d.  h.  da  2  »y,  der  Um- 
fang des  Kreises  ist,  welchen  der  Massenmittelpunkt  des  Curvenbogcns  bei  der 
Erzeugung  der  Fläche  beschreibt: 

Dio  Oberflächo  eines  Rotationskörpers  wird  erhalten,  wenn  man 
die  Länge  des  Meridianbogens  mit  dem  Wege  multiplicirt,  welchen 
der  Massenmittelpunkt  desselben  bei  Erzeugung  des  Körpers  be- 
schreibt. 

Für  einen  Ausschnitt  ß'  der  Fläche  ß,  entsprechend  dem  von  den  beiden 

ß'  & 

Grenzmeridianebenen  gebildeten  Winkel  9  besteht  die  Proportion:   0   =  t  und 

folglich,  wenn  man  ß  =  2ny,s  substituirt,  ß'=  Es  ist  aber  auch  hier 

9yt  der  Weg  des  Mittelpunktes  der  Masse  bei  Erzeugung  des  Ausschnitts  und 
besteht  also  der  ausgesprochene  Satz  auch  in  dieser  etwas  allgemeineren  Fassung. 

Dieser  Satz,  sowie  ein  analoger,  den  wir  bei  der  Bestimmung  des  Massen 
nüttelpunktcs  ebener  Flächenräume  kennen  lernen  werden,  rührt  von  Guldiu 
(geb.  1577,  f  1663)  her  und  wurde  in  seinem  Werke  Ccnlroharyea  1G43  publicirt. 

7.    Einige  Aufgaben  über  die  Bestimmung  des  Massenmittelpunktes  von 
Curvenbogen. 

a)  Den  Massenmittelpunkt  des   homogen    gedachten  Bogens  der  Sinuso'ide 
x 

y  =  a  sin  —  von  x  —  0  bis  x  =  na  zu  linden. 
a 
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b)  Den  Massenmittelpunkt  des  vierten  Theiles  vom  Umfange  der  Lemniscate 
r*  —  atcos  2&,  vom  Doppelpunkt  bis  zum  Scheitel  gerechnet,  zu  finden. 

c)  Den  Massenmittelpunkt  der  Hälfte  vom  Umfange  des  Ovales  r  =  2acos3fr 
zu  finden. 

§.  5.    Massenmittelpunkt  von  Flächenräumen. 
1.   Das  homogene   Parallelogramm  (Fig.  H53A     Man  ergänze  das 
Parallelogramm  ABCD  durch  Verlängerung  der  Seiten  zu  einem  Parallelogramm 
AG  des  vierfachen  Inhalts,  bestehend  aus  vier  gleichen 
und  ähnlichen  Parallelogrammen.  Es  seien  P,  Q,  fi,  S,  T  die 
Massenmittelpunkte  der  Parallelogramme  AC,  BF,  CG,  DU 
und  AG.   Sind  p,  q,  r,  s,  t  ihre  Abstände  von  irgend  einer 
Kbene  oder  auch  einer  Axe  in  der  Ebene  der  Figur,  so  hat  man 
vermöge  des  Satzes  von  den  Momenten  p-\-q-\-r-\-s  =  At 
und  vermöge  der  Aehnlichkeit  aller  5  Figuren,  wenn  a,  b,  c,  d 
die  Abstände  der  Ecken  A,  B,  C,  D  von  jener  Ebene  sind: 

p  —  a  —  q  —  i>a=r  —  e  =  s  —  d  =  \  (t  —  a), 
und  folglich,  wenn  man  hiermit  aus  der  Gleichung  der  Momente  q,  r,  sf  t  elimi- 
nirt:  p  =  J- (a  -\-  b  -\-  c.  -(-  d).  Legt  man  die  Axe  durch  die  Diagonale  AC, 
so  sind  «  =  c  —  0,  b  =  —  rf,  also  p  =  0;  geht  sie  durch  D  und  B,  so  findet 
dasselbe  statt.  Der  Massenmittelpunkt  ist  daher  der  Diagonaldurchschnitt.  Es  ist 
derselbe,  wie  für  vier  gleiche  in  den  Ecken  befindliche  Massen. 

2.  Das  homogene  Dreieck  (Fig.  IGt.).  Halbtrt  man  die  Seite  AC  von 
JABC  und  zieht  ED,  EF  parallel  den  beiden  anderen,  so  erhält  man  zwei 
gleiche  und  dem  Ganzen  ähnliche  Dreiecke  AFE, 
EDC,  welche  mit  dem  Ganzen  ähnlich  liegen  und 
von  denen  jedes  ein  Viertel  von  diesem  beträgt. 
Sind  daher  Q,  Jt,  S,  P  die  Massenmittelpunkte  der 
Dreiecke  AFE,  EDC,  ABC  und  des  Parallelo- 
gramms EB  und  sind  ferner  q,  r,  «,  p  ihre  Abstände 
von  irgend  einer  Axe  in  der  Ebene  der  Figur,  sowie  *^ 

a,  b,  c,  e  die  von  A,  B,  C,  E,  so  hat  man,  weil  das  Moment  des  Dreiecks  ABC 
die  Summe  der  Momente  der  Figuren  ist,  welche  dasselbe  bilden,  2p  -f-  q  -(-  r  =  4*. 
Ferner  liefert,  die  Aehnlichkeit  der  Figuren:  q  —  a  =  r  —  e  —  \{s  —  a),  zu- 
gleich ist  nach  1.  p  =>  \  (b  -j-  e)-  Eliminirt  man  zwischon  diesen  Gleichungen  p,  q,  r, 
so  ergibt  sich  s  =  $  (a  -\-  b  -j-  c).  Lägst  mau  die  Axe  mit  ausgezeichneten  Linien 
des  Dreiecks  zusammenfallen,  so  gelangt  man  zu  Spccialsälzen  über  die  Lage  des 
Massenmittelpunktes.  Fällt  sie  mit  AB  zusammen,  so  wird  *  =  $  c.  Es  steht 
der  Massenmittelpunkt  daher  an  jeder  Seite  um  ^  der  zugehörigen  Höhe  ab.  Fällt 
die  Axe  mit  der  durch  C  gehenden  Mediane  (Ualbirungslinie  von  AB)  zusammen, 
so  wird  b  =  —  a,  c  —  0  also  *  =  0.  Der  Massenmittelpunkt  ist  also  der  Schnitt- 
punkt der  drei  Medianen  und  theilt  jede  von  ihnen  im  Verhältnisse  1:2.  Es  ist 
daher  zugleich  der  Punkt,  von  welchem  aus  das  Dreieck  durch  Linien,  welche 
nach  den  Ecken  gehen,  in  drei  fiächengleiche  Dreiecke  zerfällt  werden  kann. 

Drei  gleiche  Massen  in  den  Ecken  des  Dreiecks  haben  denselben  Massen- 
mittelpunkt, wie  die  Fläche  des  homogenen  Dreiecks. 

3.  Da 8  homogene  Trapez  (Fig.  165.).  Man  zerlege  dasselbe  durch  eine 
der  Diagonalen,  z.  B.  AD  in  zwei  Dreiecke  ABD  und  ACD  und  bestimme  ihre 
Massenmittelpunkte  S,  und  S9;  theilt  man  SrSt  in  S  so,  dass  SSj :  SSt=  JA  CD :  d  A BD, 
so  ist  S  der  Massenmittelpunkt  des  Trapezes.  Durch  .V  geht  auch  die  Verbindungs- 
linie FE  der  Mitten  von  AB  und  CD.  Das  Verhältnis-*  der  Abstände  x,  x  des 
Massenmittelpunktes  von  den  Seiten  AB,  CD  findet  man,  indem  man  die  Momente 
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«1er  drei  Massenmittelpunkte  V,,  .S't,  .S'  für  diese  Seiten  nimmt;  für  h  als  Höhe  des 
Trapezes  ist  nämlich: 

■J  {AB  +  CO)  h  ■  v  «  J  AB  ■  h  ■  {  h  -f  \  CD  ■  h  •  \  h 
\  {AB  +  CO)  h  ■  x  =  {AB  .  h  ■  \  h  +  \  CD  h\h 

und  hieraus 


Kiir.  ifi5. 


///<; 


\  ah  +  cn 

x'       Äß  +  \  CO  '     FJ  ' 

welche  Gleichung  leicht  construir- 
bar  ist. 

Ueber    den  Massenmittelpunkt 
des  allgemeinen  nicht  übcrschlagenen 
Vierecks  s.  Möbius,  Lehrbuch  der  Statik,  S.  211. 

4.  Kreissector  und  Kreissegment.  Zerlegt  man  den  Sector  durch  un- 
endlich nahe  Radien  in  Elementarsectoren  und  wendet  auf  sie  die  Massenmittel- 
punktsbestimmuug  des  Dreiecks  an,  so  bilden  die  Massenmittelpunkte  aller  dieser 
einen  Kreisbogen  vom  Radius  $r,  der  Sehne  <fc,  der  Länge  $  St  wenn  r,  c ,  S  der 
Radius,  die  Sehne  und  die  Bogenlängo  am  Sector  sind.  Denkt  man  sich  in  diesen 
Punkten  die  Massen  der  Elementarsectoren  vereinigt  und  sucht  den  Massenmittel- 
punkt des  homogenen  Kreisbogens,  den  sie  bilden,  so  ist  dieser  zugleich  der  Massen- 
mittelpunkt des  Sectors.    Sein  Abstand  vom  Mittelpunkt  folgt  daher  gemäss  §.  4., 

Nr.  3  aus  %Sxt  —  $  c  •  $r,  nämlich  xt  =  $         Für  den  Halbkreis  wird      =  $  '  . 

Für  das  Segment  setze  man  sein  Moment  und  das  des  Dreiecks  zusammen 
gleich  dem  Momente  des  Sectors,  in  Bezug  auf  den  zur  Mittellinie  der  Figur 
senkrechten  Radius.  Ist  a  die  Höhe  des  Dreiecks,  so  sind  die  Flächen  der  drei 
Figuren  \  rS,  ^«c,  ±  {rS  —  ac)  und  die  Abstände  ihrer  Massenmittelpunkte  vom 

Mittelpunkte  der  Figur  $  °^ ,  $a,  x,  und  folglich  ist  die  Gleichung  der  Momente: 
j  r*c  _  J  ö*c       J  (rS  —  ac)  xu  woraus  .r,  =  $  c       _       =  |      _  _  • 


5.   Massenmittelpunkt  eines  beliebig  begrenzten  ebenen  oder 

krummen  Flächenstücks 
(Fig.  166.).  Für  rechtwinklige 
Coordinaten  x,  y,  s  ist  das  Flächen- 
element da,  wdches  dem  Punkte 
x,  y,  z  anliegt,  ein  krummes  Vier- 
eck, welches  aus  der  Fläche  von 
zweien  durch  den  Punkt  x,  y,  z 
gehenden,  der  yz-  und  zx~ Ebene 
parallelen  Ebenen,  sowie  zweien 
^  durch  den  Punkt  x  -f  dx,  y  +  <///. 
z  +  dz  gehenden  Ebenen  dersel- 
ben Beschaffenheit  ausgeschnitten 
wird.  Ist  o  die  speeifische  Masse 
der  Fläche  im  Punkte  x,  y,  so 
ist  prfto  die  Masse  des  Flächen 
Clements  und  sind  folglich  Qxdco, 
py/Zü),  Qzdia  seine  Momente  bezüglich  der  Coordinatenebenen.  Diese  unendlich 
kleinen  Grössen  sind  die  Elemente  der  Masse  und  der  Momente  einer  unendlich 
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schmalen  Flüchenzone,  in  der  Projection  von  der  Breite  dx  und  liefern,  wenn  sie 
(bei  constantem  x)  nach  y  integrirt  werden,  die  Masse  und  die  Momente  dieser 
Zone.  Die  Grenzen  der  Integration  nach  y  ergeben  sich  aus  der  Gleichung  der 
Projection  der  Grenzcurve  des  Plächenstücks  auf  die  ary-Ebene  und  sind  bekannte 
Functionen  y,  y"  von  x.    Wir  erhalten  daher 

*  yt-'/'        y=y"  yt—y"  y=y'' 

J  </datt      J  Qxdto,      Jgyda»,      J  Qzdoa 

y—y'        y-y'          y—y  y=y' 

als  die  Masse  und  die  Momente  jener  Zone,  welche  zwischen  zwei  Ebenen  ent- 
halten ist,  welche  im  Abstände  x  nnd  x  -f-  dx  mit  der  yi-Ebene  parallel  laufen. 
Diese  Zone  und  ihre  Momente  selbst  sind  aber  als  das  Element  des  Flächenstücks 
und  die  Elemente  der  Momente  desselben  in  Bezug  auf  die  Coordinatenebenen 
anzusehen  und  wenn  man  diese  Grössen  nach  x  zwischen  den  Grenzen  x\  x" 
integrirt,  welche  durch  die  Uussersten  Tangenten  an  die  Projection  der  Grenzcurve 
des  Flachenstücks  auf  die  xy- Ebene,  senkrecht  zur  x-Axe  bestimmt  werden,  so 
liefern  sio  die  Mnssc  M  und  die  Momente  -Vx,,  Myx ,  Mzx  des  Flächenstücks,  so- 
dass man  hat 

x=x"  y—y"  .r"  y=y"  x=x'    V=y"  V,—  1/' 

M  =  I    iodm,    J/.r,  =  I    I  Qxdco,    Myx  =  j    f  Qydm,    Mzx  =»  j    I  Qzda>. 
x  —  x^   y=y  x—x'     y—y'  x—x     y  —  y  x=x'  y—y' 

Das  Flächenelement  da  hat  zur  Projection  auf  die  xy-Ebcne  das  unendlich  kleine 
Rechteck  dxdy  und  wird  folglich  erhalten,  wenn  man  dieses  durch  den  Cosinus 
der  Neigung  der  Ebene  von  rfta,  welche  die  Tangentenebene  der  Fläche  der  Punkte 
x,  y,  z  ist,  gegen  die  .ry-Ebeno  dividirt.  Da  die  Normale  der  Fläche  auf  der 
Tangentenebene  und  die  r-Axc  auf  der  xy- Ebene  senkrecht  steht,  so  ist  jene 
Neigung  gleich  der  Neigung  y  der  Normalen  gegen  die  z-Axe,  sodass  man  hat; 

cos  y 

Je  nachdem  die  Gleichung  der  Fläche  unter  der  einen  oder  anderen  Form 
gegeben  ist,  stellt  sich  cos  y  unter  verschiedenen  Formen  dar.  Ist  V  =  0  diese 
Gleichung,  so  wird 


du 

rz 

cos  y  — 


woraus  noch  :  mit  Hülfe  von  U  —  0  zu  elitniniren  ist.  Stellt  man  die  Gleichung 
der  Fläche  so  dar,  dass  man  =  von  x  und  y  trennt,  nämlich:  z  =*  f(x,  y)7  so  ist 
diese  Form  in  der  vorigen  einbegriffen,  wenn  man  achreibt  z  —  f{xy  y)  =  U  =  0 
und  folglich  wird 

du  =  _  dr  =  _  <z     vu       dz     iu  _ 

tx  (x  ix  '     dy  -  ~        cy  '  cz 

d'  (• 
und  also,  wenn  man    —  =  «,  .  ~  =  q  setzt: 

cx  cy  1 

1 

cos  y  = 

/  l  -f-  p*  -f-  y* 

Unter  dieser  Voraussetzung  nehmen  die  obigen  Gleichungen  die  Form  an: 
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M  =j  Jffdxdy  Vi  +^«4-  y»,     M  ■  r,  =  j  J  oxdxdy  J  1  +  p*  +  </\ 


M 


•  ift  =  /    y  *  »  +  />*  +  V?,    -V.     -  ^     /  <>:</.r</y  Vi  +  p*  +  </', 

Ist  das  Flächenstiick  eben,  so  nehme  man  seine  Ebene  zur  a-y-Ebene,  dann 
sind  alle  :  und  t,  Null  und  da  die  Normale  fortwährend  mit  der  ;-Axe  parallel 
lauft,  so  wird  cos  y  =  1 ,  da>  =  dx  dy  und  reduciren  sich  die  Formeln  auf  folgendes 


x     ift  *     y  J  y 

=  ^  ^  qdxdy,      M  xt  =  j  J  Qxdxdy,      M  •  yl  =  j  J  oydxdy 


x     y  x  y 

/  = 

x      y  if'  x'  y' 

Ist  die  speeifische  Masse  q,  welche  im  Allgemeinen  mit  x  und  y  variiren 
wird,  constant,  d.  h.  das  Flächenstück  homogen,  so  wird  M  =  qSI,  wo  ß  die 
Grösse  des  Fläclienstücks  darstellt,  und  fällt  folglich  q  aus  den  Formeln  heraus. 
Dieselben  sind  dann  also 

'»"  K  *"  K  K  K  x*  K 

Sl  =  /    jdxdy,   Ä-x,  —  I    jxdxdy,   &  yt  —  j    jydxdy,  =  1    I  zdxdy, 

x'    y'  y"  j:- 

wobei  man  im  ersten,  zweiten  und  dritten  Integrale  die  Integration  nach  y  un- 
mittelbar ausführen  kann.    Insbesondere  für  ebene  homogene  Fläcbeuräunie  ist: 

*"  f" 

(>,"-  >J)  dx,      Sl  xt=jx  (y"-  y)  dx,      Sl  -y,  =  { j\y"*  -  y*)  dx . 

Unter  Zugrundelegung  anderer  Coordinatensysteme  hat  man  für  x,  y,  do»  die 
betreffenden  Ausdrücke  einzuführen  und  die  Grenzen  der  Wahl  des  Coordinateu- 
Systems  gemäss  zu  bestimmen. 

6.  Für  die  Fläche  der  Parabel  y*  =  2  px  zwischen  Axc,  Bogen  vom  Scheitel 
an  gerechnet,  und  irgend  einer  Ordinate  wird 

x  y  x 

Sl  =  Ixy,       äj-,  =J  xydx  =  s  f  iJ  y*dy  =  l  .r'y,      Sly,  =  \J  y*dx  —  {  xy , 

O  O  0 

nlso  xt  =  %x,  y,  =  }}  y. 

7.  Zu  fiudeu  a)  den  Massenmittelpunkt  eines  elliptischen  Segmentes  (mit 
Hülfe  des  zur  Sehne  conjugiiten  Diamctcrs;  b)  den  Massenmittelpunkt  der  halben 
Cycloide;  c)  den  Massenmittelpunkt  der  ganzen  und  halben  Fläche  des  Ovals 
r  =  2«  r os3  &. 

8.  Der  Massenmittelpunkt  der  Kugclzone  liegt  in  der  Mitte  ihrer  Hohe. 

9.  Kotirt  eine  ebene  Fläche  Sl  um  eine  in  ibrer  Kbcne  liegende  Axe,  die  wir 
als  x  Axe  ansehen  wollen,  so  erzeugt  sie  ein  Volumen,  dessen  Element  « (y"*  — y'*)dx 

ist  uud  welches  also  selbst  den  Werth  hat:   7 '  =  it  f  (y"8  —  y'*)  dx,  wobei  die 

•t' 

vorige  Bezeichnungsweise  beibehalten  ist.     Nun  ist  aber  für  die  Ordinate  des 

x" 

Massenmittelpunktes  der  Fläche  Sl-y{  =  \  j (y"s  —  y'*)  dx;  climinirt  man  daher 
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aus  beiden  Gleichungen  das  Integral,  so  kommt  r=  2«y,  Ä,  d.  h.  das  Volumen 
eines  Rotationskörpers  wird  erhalten,  wenn  man  die  rotirende  Fläche 
mit  dem  Wege  des  Schwerpunktes  derselben  multipl icirt.  Der  Satz  gilt 
auch  noch  für  den  Fall,  dass  die  rotirende  Fläche  keine  volle  Umdrehung  macht, 
dass  V  also  nur  einen  Keil  einer  Rotationsfläche  darstellt.  Im  Falle,  dass  die  Rota- 
tionsaxe  die  Fläche  schneidet,  ist  eine  kleine  Vorsicht  nöthig,  um  das  gewünschte 
Volumen  zu  erhalten.  Der  Satz  ist  das  zweite  Guldin'sche  Theorem.  Da  in 
der  Gleichung,  welche  dasselbe  ausspricht,  drei  Grössen  V,  &,  y,  vorkommen,  so 
kann  jede  von  ihnen  gefunden  werden,  wenn  die  beiden  anderen  bekannt  sind. 

§.  6.  Massenmittelpunkt  der  Körperräume. 

1.  Das  homogene  Parallelepiped.  Indem  man  drei  Eckkanten  um  sich 
selbst  verlängert,  erhält  man  ein  Parallelepiped  von  der  8fachen  Masse,  welches 
dem  ursprünglichen  im  Verhältniss  1 :  2  ähnlich  ist.  Dieselben  Betrachtungen  wie 
§.  5.,  Nr.  1  führen  zu  dem  Satz,  dass  der  Massenmittelpunkt  mit  dem  geometrischen 
Mittelpunkt  zusammenfällt  und  zugleich  der  Massenmittelpunkt  der  8  Ecken  ist, 
wenn  diese  von  gleicher  Masse  angenommen  werden. 

2.  Das  homogene  dreiseitige  Prisma  (Fig.  167.).  Man  führe  den  Mittel- 
querschnitt A'B'C  und  durch  die  Mitten  der  Seiten  der 

beiden  parallelen  Grundflächen  die  Schnitte  EFF"E",  n*  l67- 

EDD"E".  Das  Prisma  zerfällt  dann  in  vier  ihm  ähn- 
liche, untereinander  congruente  dreiseitige  Prismen  und 
ein  Parallelepiped;  letzteres  ist  gleich  4,  das  Gesammt- 
prisma  gleich  8  der  kleineren  Prismen.  Bezeichnen  nun 
P*  9>  r»  l\  r\  s  die  Abstände  der  Massenmittelpunkte 
des  Parallelepipedes ,  der  4  kleineren  Prismen  und  des 
Gesammtprisma's,  a,  6,  c,  a\  b\  c,  a",  b",  c",  ...  die 
Abstände  der  übrigen  Punkte  der  Figur  von  einer  be- 
liebigen Ebene,  so  hat  man 

*P  +  9  +  ?'+  r  +  r'-  8*, 
q  —  a  =  r  —  e  =  q  —  flr  =  r—     =        —  a), 

P  -  *(*'+  e). 
Eliminirt  man  a,b%c%e,p%q,q'fr\  so  bleibt »—\{(i-\-b'-\-c')y 
d.  h.  der  Massenmittelpunkt  des  Prisma's  ist  der  Massenmittelpunkt 
seines  Mittelq nerschni ttes. 

Auch  ist  *  =  i(a  +  b  +  c  +  a+  b"+  e"). 
S.   Das  homogene  Tetraeder  (Fig.  168.).     Drei  durch  die  Mitten  der 
sechs  Kanten  geführte  Ebenen  EFG,  EGHK,  EKJ  Zerfällen  dasselbe  in  zwei  • 
ihm  ähnliche  Tetraeder  und  zwei  gleiche  dreiseitige 
Prismen.   Jedes  der  letzteren  ist  dreimal  so  gross  als  Pig-,  ißs. 

eines  jener  Tetraeder  und  jedes  von  diesen  ist  £  des  B 
Ganzen.  Sind  P,  Q,  Ä,  S,  T  die  Massenmittelpunkte 
der  beiden  kleineren  Tetraeder,  der  beiden  Prismen 
und  des  Gesammttetraeders ,  so  hat  man,  wenn  die 
kleinen  Buchstaben  wieder  die  Abstände  der  gleich- 
namigen Punkte  von  irgend  einer  Ebene  bedeuten: 

p  -f  q  +  3r  -f  3«  =  8  /, 

p  —  a*=q  —  e=~  \{t  —  «) , 

*  ™  £  (c  -t-  «  ~f*  o  ~h  A  -f-  i  H-  *)• 
Hieraus  erhält  man  *  =  \  (a  -f-  b  -f-  c  -+-  d).    Lässt  man  die  Ebene  mit  einer 
Seitenfläche  des  Tetraeders  zusammenfallen,  so  folgt,  dass  der  Massenmittelpunkt 
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in  ^  der  zugehörigen  Höhe  von  dioser  Seitenfläche  abstellt.  Legt  man  sie  durch 
eine  Kante  und  die  Mitte  der  Gegenkante,  so  wird  *  =  0,  also  der  Massenmittel- 
punkt der  Schnittpunkt  aller  solcher  Ebenen.  Hieraus  folgt,  dass  er  in  der  Ver- 
bindungslinie der  Mitten  je  zweier  Gegenkanten  liegt.  Daher  ist  er  der  Mittel- 
punkt des  Parallelogramms  EGHK.  Die  drei  Ebenen,  welche  durch  die  drei  in 
einer  Ecke  zusammenstossenden  Kanten  und  die  Mitten  ihrer  Gegenkanten  gehen, 
schneiden  sich  in  einer  Geraden,  welche  jene  Ecke  mit  dem  Massenmittelpunkte 
der  ihr  gegenüberliegenden  Fläche  verbindet.  In  dieser  Geraden  liegt  der  Massen- 
mittelpunkt des  Tetraeders  und  da  er  um  \  der  Höhe  von  der  Fläche  absteht,  so 
theilt  er  jene  Verbindungslinie  im  Verbältniss  1 :  3  und  ist  mithin  der  Punkt,  von 
welchem  aus  das  Tetraeder  in  vier  gleich  grosse  Tetraeder  durch  Ebenen  zerlegt 
werden  kann,  welche  durch  die  Kanten  gehen. 

Die  hier  erläuterte  Methode  der  Massenmittelpunktsbestimmung  des  Prisma's 
und  des  Tetraeders,  sowie  früher  des  Parallelogramms  und  Dreiecks  ist  von 
Poinsot  in  seinen  Element  de  slatique,  sowie  von  Möbius  in  seinem  Lehrbuch 
der  Statik  gelehrt  worden.  Sie  hat  den  Vorzug  grosser  Allgemeinheit  und  führt 
zu  einer  Menge  von  Specialsätzen,  sobald  man  die  Ebene,  in  Bezug  auf  welche 
die  Momente  genommen  werden,  mit  dieser  oder  jener  ausgezeichneten  Ebene  der 
Figur  zusammenfallen  lässt.  Für  die  hier  behandelten  Formen  war  der  Abstand 
des  Mittelpunktes  des  mit  homogener  Masse  erfüllt  gedachten  Körpers  das  arith- 
metische Mittel  aus  den  Abständen  der  Ecken,  d.  h.  der  Massenmittelpunkt  des 
Körpers  war  zugleich  der  Massenmittelpunkt  seiner  schwerer  gedachten  Ecken. 
Diese  Eigenschaft  besitzen  verhältnissmässig  wenige  ebeuÖächig  begrenzte  Formen. 

Der  Satz  vom  Massenmittelpunkte  des  dreiseitigen  Prisma's,  dass  er  der 
Massenmittelpunkt  des  Mittelquerschnittes  ist,  gilt  offenbar  auch  für  jedes  viel- 
seitige Prisraa  und  für  jeden  Cylinder  als  die  Grenze  eines  solchen.  Ebenso  gilt 
der  Satz  über  den  Massenmittelpunkt  des  Tetraeders,  dass  er  die  Verbindungslinie 
des  Massenmittelpunktes  der  Grundfläche  mit  der  Spitze  im  Verhältniss  1  :  3  theile, 
für  jede  vielseitige  Pyramide  und  den  Kegel. 

10.  Die  Auffindung  des  Massenmittelpunktes  homogener  Figuren  wird  oft 
sehr  erleichtert  durch  die  Anwendung  folgender  Sätze: 

a)  Besitzt  die  Oberfläche  eines  homogenen  Körpers  eine  Sym- 
metrieebene, so  liegt  der  Massenmittelpunkt  in  ihr.  Eino  solche  Ebene 
besitzt  nämlich  die  Eigenschaft,  dass  eine  Senkrechte  in  irgend  einem  Punkte  auf 
ihr  errichtet,  diesseits  und  jenseits  vom  Fusspunkte  bis  zum  Schnittpunkte  mit 
der  Fläche  gleiche  Länge  hat.   Legt  man  daher  ein  System  von  Parallelebenen, 

,  welche  in  unendlich  kleinen  Abständen  aufeinanderfolgen,  senkrecht  zur  Symmetrie- 
ebene und  schneidet  dies  System  durch  ein  anderes  von  derselben  Beschaffenheit, 
so  zerfällt  der  ganze  Raum  und  folglich  auch  die  Parthie  desselben,  welche  den 
fraglichen  Körper  bildet,  in  unendlich  schmale  prismatische  Säulchen,  senkrecht 
zur  Symmetrieebene  und  diesseits  und  jenseits  derselben  gleich  lang.  Zerschneidet 
man  dieselben  durch  ein  drittes  System  Ebenen  parallel  der  Symmetrieebene,  ge- 
führt in  unendlich  kleine  rechtwinklige  Parallelepipede,  so  haben  diese  paarweise 
gleiche  und  entgegengesetzte  Abstände  von  der  Symmetrieebene  und  da  sie  von 
gleicher  Masse  sind,  auch  gleiche  und  entgegengesetzte  Momente  in  Bezug  auf  sie. 
Daher  ist  die  Summe  der  Momente  der  Massen  des  ganzen  Körpers  bezüglich  der 
Symmetrieebenen  gleich  Null  und  geht  sie  folglich  durch  den  Massenmittelpunkt. 

b)  Besitzt  die  Oberfläche  eines  homogenen  Körpers  eine  Dia- 
metralebene, so  enthält  diese  den  Massenmittelpunkt  desselben. 
Eine  Diametralebene  halbirt  ein  Sehnensystem  von  bestimmter  Richtung  (die 
syminetrieebene  ist  eine  Diametralebene,  welche  das  ihr  zugeordnete  Sehnen- 
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System  rechtwinklig  kalbirt).  Der  Beweis  des  Satzes  wird  wie  der  des  vorigen 
geführt,  die  beiden  ersten  Ebenensysteme  laufen  der  Sehnenrichtung  parallel  und 
besteht  der  ganze  Unterschied  vom  vorigen  Falle  daxin,  das«  sie  schräg  auf  der 
Diametralebene  stehen. 

c)  Besitzt  die  Oberfläche  des  Körpers  eine  Symmetrieaxe,  so  ent- 
hält diese  den  Massenmittelpunkt.  Eine  Symmetrieaxe  ist  eine  Gerade 
von  der  Eigenschaft,  dass  jode  zu  ihr  senkrechte  Gerade  die  Fläche  in  zwei  Punk- 
ten trifft,  welche  diesseits  und  jenseits  vom  Fusspunkte  gleichweit  abstehen.  Legt 
man  durch  eine  solche  Axe  eine  Schaar  Ebenen,  welche  unendlich  kleine  Winkel 
aufeinanderfolgend  miteinander  bilden  und  schneidet  dieselbe  mit  einer  zweiten 
Schaar  Ebenen,  welche  zur  Axe  senkrecht  sind,  so  zerfällt  der  Körper  in  unendlich 
schmale,  paarweise  gleiche  keilförmige  Scheitelräume.  Ein  System  von  Kreis 
cylindern,  deren  gemeinsame  Axe  mit  der  Symmetrieaxe  zusammenfällt,  zerlegt 
diese  Keile  in  unendlich  kleine,  paarweise  von  der  Axe  gleichentfcrnte  Elemente. 
Die  Massenmittelpunkte  aller  Paare  solcher  Elemente  liegen  in  der  Axe,  mithin 
auch  der  Massenmittelpunkt  des  Ganzen. 

d)  Besitzt  die  Oberfläche  des  Körpers  einen  Mittelpunkt,  so  ist 
er  zugleich  der  Massenmittelpunkt.  Ein  Mittelpunkt  halbirt  alle  durch 
ihn  hindurchgehende  Sehnen  der  Fläche.  Zieht  man  durch  denselben  eine  belie- 
bige Gerade  und  legt  um  sie  eine  Schaar  gerader  Kegelflächen  concentrisch  mit 
der  Fläche,  so  zerlegen  sie  den  Körper  in  unendlich  dünne  gleiche  conische  Scheitel  - 
räume;  ein  durch  die  Gerade  geführtes  Ebenonsystem  spaltet  diese  in  gleiche 
pyramidale  Scheitelräume  und  ein  System  Kugelflächen,  concentrisch  mit  der  Ober- 
fläche des  Körpers,  zerlegt  wiederum  diese  in  paarweise  gleiche  und  vom  Mittel- 
punkte gleich  weit  abstehende  Volumenelemente.  Da  dieselben  gleiche  paarweise 
Masse  besitzen,  so  fallen  die  Massenmittelpunkte  aller  Paare  in  den  Mittelpunkt 
und  dieser  ist  mithin  auch  Massenmittelpunkt  des  Ganzeu. 

11.  Für  den  Kugelsector  ist  die  Linie  vom  Kugelmittelpunkte  nach  dem 
Mittelpunkte  der  Kugelmütze  Symmetrieaxe  und  enthält  folglich  den  Massenmittel- 
punkt. Zerlegt  man  den  Sector  in  Elementarpyramiden  mit  gemeinschaftlicher 
Spitze  im  Mittelpunkte,  so  liegen  die  Massenmittelpunkte  aller  dieser  auf  einer 
Kugelmütze  vom  Radius  £r,  wenn  r  den  Radius  der  Kugel  bedeutet  und  ist  der 
Massenmittelpunkt  dieser  Kugelmütze  zugleich  der  des  Kugelsectors.  Daher  ist 
=  f  r  —  §  A,  wenn  A  die  Höhe  der  Kugelmütze  ist,  oder  auch  xt  =>  §  (2  r  —  A) 
und  da  2r  —  A  =  r-f-reo*a  =  2r  co**  \ce  ist,  wenn  tt  die  halbe  Oeffnung 
des  Sectors  bedeutet,  so  wird  schliesslich  x,  =  lrcos*\a.  Für  die  Halbkugel  ist 
a  =*  mithin  der  Abstand  ihres  Massenmittelpunktes  vom  Kugelmittelpunkte 
xt  =»  fr. 

Für  das  Kugelsegment  nehme  man  die  Momente  des  Sectors,  des  Kegels 
und  des  Segmentes  in  Bezug  auf  die  zur  Symmetrieaxe  senkrechte,  durch  den 
Mittelpunkt  gehende  Ebene  und  setze  die  Summen  der  beiden  letzten  Momente 
gleich  den  ersten.  Nun  sind  die  Volumina  des  Sectors,  Kegels  und  Segmentes 
fwr'A  (Produkt  aus  dem  Inhalte  der  Kugelmütze:  2wrA  und  $r),  \ith  (r  —  A)  (2 r  —  A), 
(die  Grundfläche  ist  z(2r  —  A)  A),  | «A» (3  r  —  A)  (Differenz  zwischen  Sector  und 
Kegel)  und  die  Abstünde  ihrer  Massenmittelpunkte  vom  Kugelmittelpunkte  sind 
$r  —  JA,  f  (r  —  A),  x{  und  hiermit  wird  die  Gleichung  der  Momente: 

}*r»A.$(2r  —  A)  =  $*A(r  —  A)  (2r  —  A).J(r  —  A)  -f  \nh*(2r  —  A)*,, 
woraus  folgt: 

33* 
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12.  Um  die  Coordinaten  x,  y,  z  des  Schwerpunktes  eines  beliebigen  Körpers 
zu  finden,  sei  dxdydz  das  am  Punkte  xyz  im  Innern  des  Körpers  liegende  Vo- 
lumenelement, mithin  $  dxdydz  seine  Masse  und  qx  dxdydz,  Qy  dxdydz,  qz  dxdydz 
seine  Momente  in  Bezug  auf  die  Coordinatenebenen.  Integrirt  man  diese  vier 
Differentialien  dritter  Ordnung  nach  z  zwischen  zwei  Grenzen  z't  z",  welche  sich 
ans  der  Gleichung  der  Oberfläche  des  Körpers  ergeben,  so  erhält  man  die  Masse 
und  die  Momente  einer  unendlich  schmalen  Säule  des  Körpers  vom  Querschnitte 
dxdy  und  der  Höhe  z" —  z .  Integrirt  man  hierauf  die  so  gewonnenen  Resultate, 
welche  Differentialien  zweiter  Ordnung  sind,  nach  y  zwischen  den  Grenzen  y ,  y", 
welche  die  Gleichung  der  Projection  dor  Oberfläche  des  Körpers  auf  die  xy-Ebene 
gibt,  so  findet  man  die  Masse  und  die  Momente  einer  dünnen  Lamelle  von  der 
Dicke  dx,  parallel  der  yz-Ebene.  Durch  eine  abermalige  Integration  nach  x  zwi- 
schen den  Grenzen  x\  x",  welche  durch  die  äussersten  Berührungsebenen  der  Ober- 
fläche auf  der  ar-Axo  bestimmt  werden,  welche  man  parallel  zur  yz- Ebene  legen 
kann,  erhält  man  endlich  die  Masse  M  des  ganzen  Körpers  und  die  Momente 
Mxt,  A/yj,  Mzt  bezuglich  der  drei  Coordinatenebenen.  Daher  bestehen  für  die 
Coordinaten  des  Massenmittelpunktes  die  Gleichungen: 

x"  y"  z"  x"  y"  z" 

M  =■  C J  j^Q  dxdydz,     M  ■  xt  f  Cqx  dx  dy  dz , 

x'  y'   z'  x'   y  £ 

x"  y"  z"  x"  y"  z" 

M-yt  "»^j^Qy  dxdydz,     M  •  z,  =»  CC^qz  dxdydz. 

x'   y'    z'  xyz 

Ist  der  Körper  homogen,  also  q  constant,  so  wird  M  =*  $V,  wenn  V  das 
Volumen  desselben  bedeutet  und  mithin  sind  die  Formeln: 

x"  y' 


v  =J j  ^dxdydz,     V-xx  = J j J xdxdydz, 

x"  y"  s"  x'  y' 

V>yx  =• J* J  J*y  dxdydz,     V-zx  = ^ J  Jzdxdydz, 

wobei  man  die  Integration  nach  z  sofort  ausführen  kann. 

Ist  der  homogene  Körper  ein  Rotationskörper  und  die  Rotationsaxe  z.  B.  dio 
a-Axe,  so  vereinfachen  sich  diese  Gleichungen  sehr  bedeutend.    In  diesem  Falle 

z"  z" 

ist  nämlich  z  «=  —  z"  und  folglich  f  dz  =»  2  z",  fzdz*=\  (z"*  —  (—  z")«)  —  0, 

{■  l 

y"z"  y 

]  I  ydydz  «=  I  y-2z"dy  =»  0,  da  jedem  Produkte  2z"y  mit  positivem  y  ein  ent- 
gegengesetzt  gleiches  mit  negativem  y  zugehört  und  sich  folglich  die  Elemente 

/  dydz  =*  2  /  z"rfy  der  Inhalt  eines 
y  *'  y' 

Kreisringes  von  den  Radien  y',  y"  und  daher  gleich  w(y"f  —  y'*).  Durch  diese 
speciellen  Werthe  ergibt  sich  aber  jetzt: 

*" 

V  =  nj (y"*  —  y'*)  dx ,      V  •  xt  =  itjx  (y"«  —  y'*)  dx ,      y,  —  0,      z,  =  0 . 
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Der  Inhalt  dieser  Formeln  leuchtet  auch  unmittelbar  ein;  y,  und  t,  sind  Null, 
weil  die  a;-Axe  die  Symmetrieaxe  der  Figur  ist.  Für  y  =>  0  wird  der  Rotations- 
körper ein  Vollkörper. 

Von  den  obigen  allgemeinen  Formeln  für  homogene  Körper  lässt  sich  die 
erste  und  zweite  für  manche  Zwecke  bequemer  schreiben.  Da  nämlich  der  Quer- 

.'/"  *" 

Schnitt  Q  des  Körpers  senkrecht  zur  x-Axe  den  Inhalt  hat:  Q  =  f  C dydz,  so 
wird  hiermit  V  * 


-  j Qdx,     V-Xy  «=» J*Qxdx. 


13.  Wir  wollen  diese  letzte  Bemerkung  benutzen  für  die  Bestimmung  des 
Massenmittelpunktes  eines  parallel  abgeschnittenen  Kreiskegels.  Da  jede 
durch  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  der  Grundflächen  gelegte  Ebene  eine 
Diametralebene  ist,  so  liogt  der  Massenmittelpunkt  auf  dieser  Verbindungslinie. 
Nehmen  wir  also  die  Kegelspitze  als  Coordinatenursprung  und  das  Porpendikel 
auf  die  Grundflächen  zur  Richtung  der  x-Axe,  so  hat  man,  wenn  A,  h'  die  Abstände 
der  Grundflächen  von  der  Spitze,  B  der  Querschnitt  für  //,  Q  der  Querschnitt,  ent- 

Q  x* 

sprechend  einer  beliebigen  Abscisse  a?,  sind:  —  —  (wegen  der  Aehnlichkeit 
der  Kreisschnitte),  mithin  Q  =  ^  x*  und  daher: 

V=jQdx  =  i^(h>-  P),     Vxx  = j Qxdx  -  i  £  (/,'  -  A'«), 

folglich  fyi  _  h'* 

Hieraus  ist  leicht  der  Abstand  des  Massenmittelpunktes  von  den  Grundflächen  und 
das  Verhältniss  zu  entwickeln,  nach  welchem  er  die  Höhe  theilt. 

14.  Massenmittelpunkt  einer  homogenen,  von  zwei  parallelen 
Ebenen  begrenzten  elliptischen  Platte.  Wir  beziehen  das  Ellipsoid,  aus 
welchem  die  Platte  geschnitten  ist,  auf  die  den  Grenzebcnon  parallelo  Diamctral- 
ebeno  als  yz-Ebene,  indem  wir  zu  Axen  der  y  und  z  die  Richtungen  irgend  zweier 
conjugirter  Semidiameter  a,  b,  welche  den  Winkel  m  bilden,  zur  x-Axq  aber  die 
Richtung  des  dritten,  zu  a,  b  conjugirten  Semidiameters  c  nehmen,  dessen  Neigung 
gegen  die  ys-Ebene  X  sei.  Der  Massenmittelpunkt  der  Platte  liegt  auf  der  x-Axe, 
da  jede  durch  sie  hindurchgehende  Ebene  eine  Diametralebene  ist;  demnach  bleibt 
blo»  xx  zu  suchen.  Nun  ist  die  Gleichung  des  Ellipsoids  in  Bezug  auf  unser  Coor- 
x*        i/9  z* 

dinatensystem  -f  ^  +  5=5  1  1X11,1  die  Gleichung  des  elliptischen  Quer- 
Schnittes  Q  im  Abstände  x  wird    "  -\   —  l.  Der  In- 

halt  dieses  Querschnittes  wird  erhalten,  wenn  man  das  Rechteck  der  Halbaxen  dessel- 
ben mit  it  multiplicirt;  dies  Rechteck  wird  aber  durch  bc  (l  —  ^)  sin  m  aus- 
gedrückt, da  das  Parallelogramm  über  conjugirten  Scmidiametern  constant  "ist. 
Demnach  ist  Q  «=»  nbc  (i  —  ^)  sin  od.  Die  Höhe  der  an  Q  anstossenden  unend- 
lich dünnen  Lamelle  ist  dx  sin  X  und  folglich  ihr  Inhalt  nbc  sin  <o  sin  x(l  —  dx 
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und  da  .r  sin  X  ihr  Abstand  von  der  yr -Ebene  ist,  so  wird  ihr  Moment  in  Bezug 
auf  diese  Ebene  nbc  sin  <o  sin7  X  (t  —  xtb-.  Daher  hat  man  mit  Rücksicht 
darauf,  dass  V  •  xx  sin  &  das  Moment  der  ganzen  Platte  wird: 

P  ? 

V  =  nbc  sin  co  sin  xj(l  —        dx,      V-  x,  -=  nbc  sin  m  sin  xj(l  —  xrfx, 

a  a 

unter  k  und  ß  die  Stücke  verstanden,  welche  die  Greuzebenen  der  Platte  von  der 
.r-Axe  abschneiden.    Hiermit  erhält  man: 

V  =  nbc  sin  co  sin  X  «  ^M3^-^_-«ß  -  p-)  ^ 

V  •  x,  =  nbc  sin  co  sin  l  —  j-^j  - 

und  folglich 

(«  +  ß)  (2««  -  ««  -  (P) 
**  ~  *  ~3  a«  -  a*  --^ß--rp- ' 

Diese  Formel  ist  unabhängig  von  l  und  bleibt  für  dieselben  et.  ß  für  alle  Rich- 
tungen gültig,  nach  welchen  der  Semidiameter  a  denselben  Werth  hat,  d.  h.  für 
die  Erzeugungslinien  eines  Kegels,  der  mit  dem  Ellipsoid  concentrisch  ist  und 
durch  die  Schnittcurve  der  Fläche  des  Ellipsoids  mit  einer  Kugel  vom  Radius  a 
hindurchgeht. 

Für  x  =  a  und  ß  =  0  wird  die  Platte  zum  halben  Ellipsoid,  denn  es  wird 

V  =  $  nahe  sin  to  sin  l  und  ist  abc  sin  co  sin  l  der  constante  Inhalt  des  über  den 
drei  conjugirten  Semidiametem  «,  6,  c  beschriebenen  Parallelepipeds  und  folglich 
gleich  dem  Produkte  der  drei  halben  Hauptaxen  A,  B,  C;  \  nABC  stellt  aber  das 
Volumen  des  halben  Ellipsoids  dar.  Für  x(  hat  man  in  diesem  Falle  xx  =  \  a. 
Lässt  man  also  eine  Diametralebene  des  Ellipsoids  sich  um  den  Mittelpunkt  des- 
selben drehen,  so  schneidet  sie  vom  Ellipsoid  in  allen  Lagen  die  Hälfte  ab  und 
die  Massenmittelpunkte  aller  dieser  Hälften  liegen  auf  den  zur  Schnittebene  con- 
jugirten Semidiametem  um  jj  ihrer  Länge  vom  Mittelpunkte  ab.  Sie  bilden  daher 
ein  dem  gegebenen  Ellipsoide  im  Verhältniss  §  ähnliches  Ellipsoid.  Bei  einem 
schwimmenden  Ellipsoid  sind  sie  die  Schwerpunkte  der  verdrängten  Flüssigkeit. 

15.  Bei  Anwendung  von  Polarcoordinaten,  nämlich  des  Radiusvectors  r,  des 
Winkels  fr  zwischen  ihm  und  der  Polaraxe  und  des  Winkels  q>  zwischen  der  Ebene 
von  fr  und  der  Fundamentalebene  erhält  man  für  das  Volumenelement 

dV  =  r*  sin  fr  dr  dfr  d<p 

und  da  x  =  r  cos  4r,  y  =  r  sin  fr  cos  cp,  z  =»  r  sin  fr  sin  tp,  so  gehen  die  Formeln 
für  die  Bestimmung  des  Massenmittelpunktes  über  in: 

M  =J  j  J^W*  sin  *  drd®  dtp,     M- x,  == J*J  J^qt3  sin  fr  cos  fr  dr  dfr  dtp, 

.)/  •  y,  —J ^y^*fJ        9  cos  9*  rfr  d9      '     V '  :l         ^y^/^3  ****  *  St"  ^  rfr  d^  d<f> 

und  bei  constanter  speeifischer  Masse,  welche  im  Allgemeinen  eine  Function  von 
r,  fr,  tp  sein  wird,  in: 

V  = Jj  j  r»  nn  fr  dr  dfr  dtp,     V  •  x,  « jj  J J1*  *in  9  co*  9  dr  d9 
v  •  Vi  — fj  j**  8in*  9  co$  9^  dfr  dtp,     V  •  z,  — JJ*J*ri  *int  9  *in  *  dr  d9  d<f  • 
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In  Bezug  auf  die  Grenzen  dieser  Integrale  sind  aber  zwei  Fälle  zu  sondern: 
1.  die  Masse  des  Körpers  umgibt  den  Pol,  dann  ist  nach  <f>  von  0  bis  n  und  nach 
tp  von  0  bis  2  n  oder  umgekehrt  nach  %  von  0  bis  2  n  und  nach  tp  von  0  bis  n 
zu  integriren  und  2.  die  Masse  umgibt  den  Pol  nicht;  in  diesem  Falle  sind  die 
Grenzen  für  %  und  tp  nicht  constant,  sondern  hängen  von  der  Beschaffenheit  des 
Tangentenkegels  ab,  den  man  vom  Pole  an  die  Oberfläche  des  Körpers  legen 
kann.  Die  Grenzen  für  r  ergeben  sich  aus  der  Polargleichung  der  Fläche.  Hat 
die  Masso  leere  Hohlräume,  so  ist  eine  besondere  Untersuchung  hinsichtlich  der 
Grenzen  für  r  nöthig. 

16.  Conischer  Ausschnitt  einer  Kugelschicht  (Durchdringungsraum 
eines  Kreiskegels  von  der  halben  Oeffnung  a  und  der  zwischen  zwei  mit  ihm  con- 
centrischen  Kugeln  von  den  Radien  Aq,  R  enthaltenen  Schicht). 
Man  bat  hierfür,  wenn  die  Symmetrieaxe  Polaraxe  ist: 
tu        a  R 


o 

2«         a  R 


und  mithin 


xt  = J  dtp sin  &  cos 

0         0  K 


*dr  =  }n  ((V  —  R0*)  «m*  « 


*.-*Äi^-7rirM,i«- 


17.    Einige  Aufgaben  über  die  Bestimmung  des  Schwerpunktes  körper- 
licher Räume. 

a)  Ein  Bogen  der  Parabel  y*  =  2  px  vom  Scheitel  an  gerechnet  bis  zur 
Abscisse  a  rotirt  um  die  Tangente  des  Scheitels;  das  Volumen  und  die  Lage  des 
Massenmittelpunktes  des  Rotationskörpers  zu  finden. 

b)  Den  Massenmittelpunkt  einer  parabolischen  Platte  zu  finden,  welche  aus 
einem  Rotationsparaboloid  senkrecht  zur  Rotationsaxo  geschnitten  ist  und  Basis- 
kreise von  den  Radien  a  und  b  besitzt. 

c)  Den  Massenmittelpunkt  des  hyperbolischen  Rotationskörpers  zu  bestimmen, 

b* 

welche  durch  einen  Bogen  der  Hyperbel  y*  =  — j  (x*  -f  2ax),  vom  Scheitel  bis 

zur  Abscisse  c  gerechnet,  um  die  reelle  Axe  erzeugt  wird. 

d)  Den  Massenmittelpunkt  des  Körpers  zu  finden,  welcher  durch  Rotation 
der  von  den  beiden  Parabeln  y*  =  2 px  und  y1  =  2p'(n  —  x)  eingeschlossenen 
Fläche  um  die  gemeinschaftliche  Hauptaxe  entsteht. 

e)  Den  Massenmittelpunkt  des  Octanten  einer  Kugel  vom  Radius  a  zu  finden. 

f)  Von  den  Axen  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  ,r,  y,  z  sind 
die  Stücke  a,  bt  c,  vom  Ursprung  0  an  gerechnet,  abgeschnitten  und  ihre  End- 
punkte seien  resp.  A>  B,  C.  In  der  yz-  Ebene  zieht  man  die  Gerade  BC,  in  der 
xz-  Ebene  die  Gerade  AC  und  in  der  xy-  Ebene  durch  B  die  Gerade  BD  parallel 
der  ap-Axe.  Eine  weitere  Gerade  QR  bewegt  sich  nun  so,  dass  sie  stets  der 
ys-Ebene  parallel  bleibt  und  die  Geraden  ACt  BD  schneidet;  man  soll  den  Massen- 
mittelpunkt des  Körpers  bestimmen,  welchen  die  erzeugte  Fläche  mit  dem  Octan- 
ten der  Halbaxen  bestimmt,  auf  welchen  a,  b,  c  abgeschnitten  wurden. 
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HI.  Capitel. 

Aequivalenz  der  Kräfte  im  Allgemeinen.   Aequivalenz  der  Kräfte  au 
einem  unveränderlichen  System,  deren  Richtungen  sich  in  einem 
Funkte  schneiden.    Aequivalenz  der  Kräftepaare. 

§.  1.  Der  Verein  aller  Kräfte,  welche  zugleich  an  einem  Punkt- 
system angreifen,  lieisst  ein  Kräftesystem.  Die  Wirkung  desselben 
zur  Zeit  /  besteht  darin,  dass  es  die  Elementarbeschleunigungen  gibt, 
welche  den  Geschwindigkeitszustand  des  Punktsystems  zu  dieser  Zeit 
in  den  der  Zeit  t  -f-  dt  entsprechenden  Geschwindigkeitszustand  über- 
führen. Diese  Wirkung  ist  verschieden  nach  der  Beschaffenheit  des 
Punktsystems;  sie  ist  eine  andere,  wenn  dasselbe  unveränderlich  und 
anders,  wenn  es  veränderlich  ist.  Ist  der  Geschwindigkeitszustand  zur 
Zeit  t  -\-  dl  derselbe,  wie  zur  Zeit  /,  so  ist  die  Wirkung  des  Kräfte- 
systems zur  Zeit  t  Null,  d.  h.  es  tilgen  sich  die  Wirkungen  der  ein- 
zelnen Kräfte  gegenseitig  so,  dass  sie  auf  diesen  Zustand  keinen  Ein- 
fluss  üben.  Man  nennt  diesen  Zustand  des  Kräftesystems  und  auch, 
wenngleich  weniger  passend,  den  gleichzeitigen  Zustand  des  Punkt- 
systems, das  Gleichgewicht  des  Kräfte-  oder  Punktsystems.  Zum 
Gleichgewicht  ist  der  Zustand  der  Ruhe  des  Punktsystems  nicht  erforder- 
lich, wenngleich  er  damit  verbunden  sein  kann.  Das  Gleichgewicht  der 
Kräfte  kann  momentan  oder  dauernd  sein. 

§.  2.  Zwei  Kräftesysteinc  heissen  in  Bezug  auf  ein  Punktsystem 
äquivalent,  wenn  sie  auf  dasselbe  die  nämliche  Wirkung  auszuüben 
im  Stande  sind,  d.  h.  den  Geschwindigkeitszustand  desselben  auf  gleiche 
Weise  abzuändern  vermögen.  Kehrt  man  von  zwei  äquivalenten  Kräftc- 
systeraen  das  eine  so  um,  dass  alle  Kräfte  unter  Beibehaltung  ihrer 
Intensitäten  in  entgegengesetztem  Sinne  an  denselben  Punkten  angreifen, 
wie  vorher,  und  lässt  dies  umgekehrte  System  mit  dem  anderen  zugleich 
wirken,  so  bilden  beide  ein  im  Zustande  des  Gleichgewichtes  befindliches 
Gesammtsystcm.  Denn  alle  Elementarbeschleunigungeu,  welche  die  Kräfte 
des  einen  veranlassen,  werden  durch  die  entgegengesetzten  Elementar- 
beschleunigungen des  anderen  getilgt,  so  dass  der  Geschwindigkeits- 
zustand des  Punktsystems  durch  das  Gesammtsystem  nicht  alterirt  wird. 
Umgekehrt  sind  zwei  Kräftesysteme  äquivalent,  wenn  das  eine  von  ihnen 
umgekehrt  mit  dem  anderen  im  Gleichgewicht  ist;  Untersuchungen  über 
die  Aequivalenz  der  Kräfte  sind  daher  zugleich  auch  Untersuchungen 
über  das  Gleichgewicht  und  umgekehrt.  Statik  heisst  die  Theorie  des 
Gleichgewichtes  oder  der  Aequivalenz  der  Kräfte. 

§.  3.  Beim  unveränderlichen  Systeme  reichen  drei  Kräfte  aus,  um 
den  Geschwindigkeitszustand  zu  ändern,  indem  die  Beschleunigungen 
dreier  Punkte  die  aller  übrigen  bestimmen.    Wirken  daher  an  mehr  als 
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drei  Punkten  Kräfte,  so  kann  das  System  nur  dann  unveränderlich 
bleiben,  wenn  noch  ein  Zwang  die  Punkte  derselben  in  ihrer  unver- 
änderlichen Verbindung  erhält.  Dieser  Zwang  kann  auf  mancherlei 
Weise  ausgeübt  werden;  in  vielen  Fällen  reicht  es  hin,  das  System  als 
aus  einem  festen  Material  gearbeitet  anzusehen,  in  anderen  Fällen  denkt 
man  sich  die  Systempunkte  durch  Fäden  miteinander  verknüpft.  Wie 
dem  auch  immer  sei,  in  allen  Fällen  kann  man  den  Zwang  durch  Kräfte 
ersetzen,  welche  zwischen  denjenigen  Punkten  wirken,  deren  unver- 
änderlicher Abstand  durch  die  Wirkung  der  gegebenen  Kräfte  bedroht  ist. 
Diese  Kräfte  nennt  man  innere  Spannungen  oder  Pressungen. 
Wenn  zwei  Kräftesysteme  nach  der  obigen  Definition  in  Bezug  auf  ein 
unveränderliches  System  äquivalent  sind,  so  können  die  Spannungen, 
welche  sie  veranlassen,  demnach  sehr  verschieden  sein.  Aehnliches  gilt 
nicht  blos  für  unveränderliche,  sondern  auch  für  veränderliche  Systeme, 
wenn  ihre  Veränderlichkeit  an  gewisse  Bedingungen  geknüpft  ist. 

§.  4.  Die  Wirkung  einer  Kraft  auf  einen  Punkt  besteht  in  allen 
Fällen  darin,  dass  sie  demselben  eine  Beschleunigung  ertheilt;  oft  ist 
aber  ein  Hindern iss  vorhanden,  welches  die  ertheilte  Beschleunigung 
sogleich  vernichtet,  sodass  die  Geschwindigkeit,  welche  etwa  vorhanden 
ist,  nicht  geändert  wird,  oder,  wenn  keine  Geschwindigkeit  vorhanden 
ist,  eine  solche  nicht  hervorgerufen  werden  kann.  Die  in  einem  solchen 
Falle  ertheilte  Beschleunigung  heisst  eine  Druckbeschleunigung  und 
die  Kraft,  welche  sie  erzeugt,  ein  Druck.  Was  das  Hinderniss  leistet, 
ist  nichts  anderes,  als  eine  der  Druckbeschleunigung  entgegengesetzte 
und  weil  sie  die  ertheilte  Beschleunigung  gerade  tilgt,  gleiche  Beschleu- 
nigung, die  Widerstandsbeschleunigung  und  die  Ursache  dieser 
heisst  der  Widerstand;  er  ist  eine  dem  Drucke  gleiche  und  entgegen 
gesetzt  gerichtete  Kraft.  Besteht  das  Hinderniss  darin,  dass  der  Punkt 
mit  anderen  materiellen  Gebilden  in  irgend  einer  Weise  verknüpft  ist, 
so  sagt  man  statt  Druck  und  Widerstand  lieber  Zug  und  Spannung. 
Widerstand  und  Spannung  sind  nicht  ursprünglich  vorhandene  Kräfte, 
sondern  werden  erst  durch  die  Wirkung  anderer  Kräfte  erregt,  sie  sind 
Reactionen  gegenüber  jenen,  welche  die  Actionen  sind. 

§.  5.  Kräfte,  welche  an  einem  Systeme  im  Gleichgewichte  sind, 
können  unbeschadet  der  Wirkung  des  ganzen  Kräftesystems  getilgt  oder 
in  beliebiger  Menge  zugefügt  werden.  Im  ersten  Falle  fallen  zugleich 
mit  ihnen  Spannungen  hinweg,  welche  durch  die  Bedingungen,  denen 
das  Punktsystem  seiner  Constitution  nach  unterworfen  ist,  unter  Einfluss 
jener  Kräfte  veranlasst  wurden,  im  letzten  Falle  müssen  solche  hinzu- 
treten. 

§.  6.  Oft  ist  eine  einzelne  Kraft  einem  ganzen  Kräftesysteme 
äquivalent}  man  nennt  sie  die  Resultante  desselben  und  die  Kräfte 
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des  Systems  ihre  Componenten.  Dieselbe,  in  entgegengesetztem  Sinne 
genommen,  bringt  mit  dem  Kräftesysteme  Gleichgewicht  hervor.  Ist  ein 
Kräftesystem  im  Gleichgewichte,  so  ist  jede  einzelne  Kraft  desselben, 
in  umgekehrtem  Sinne  genommen,  die  Resultante  aller  übrigen. 

§.  7.  Wir  werden  zunächst  die  Acquivalenz  der  Kräfte  am  unver- 
änderlichen System  studiren  und  erst  später  zeigen,  wie  sich  die  hierfür 
gültigen  Methoden  bei  veränderlichen  Systemen  verwerthen  lassen.  Wir 
beginnen  mit  dem  einfachsten  Falle,  nämlich  der  Acquivalenz  von  Kräf- 
ten, deren  Richtungen  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  oder  was  vermöge 
der  Verlegbarkeit  der  Kräfte  in  ihren  Richtungen  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt, der  Kräfte,  welche  einen  gemeinsamen  Angriffspunkt  haben. 

I.  Kräfte,  welche  an  demselben  Punkte  angreifen,  sind 
immer  äquivalent  einer  einzigen  Kraft,  d.  h.  besitzen  immer 
eine  Resultante;  reducirt  sich  dieselbe  auf  Null,  so  sind  sie 
im  Gleichgewicht.  Denn  von  Seiten  jeder  einzelnen  Kraft  erhält 
der  Punkt  eine  Beschleunigung  von  bestimmter  Grösse  und  Richtung. 
Alle  diese  Beschleunigungen  haben  nach  Thl.  III,  Cap.  I,  §.8.  eine 
Resultante,  welche  ihnen  allen  zusammen  äquivalent  ist.  Diese  resul- 
tirende  Beschleunigung  hat  zur  Ursache  eine  in  ihrer  Richtung  wirkende 
und  ihr  selbst  proportionale  Kraft,  welche  sie  zu  erzeugen  vermag.  Diese 
Kraft  ist  daher  allen  am  Punkte  angreifenden  Kräften  zusammen  äqui- 
valent und  gibt  es  nur  eine  solche,  weil  für  eine  bestimmte  Beschleu- 
nigung von  bestimmter  Richtung  nur  eine  Kraft  von  bestimmter  Inten- 
sität, derselben  Richtung  und  demselben  Sinne  mit  der  Beschleuni- 
gung denkbar  ist.  Ist  aber  die  Resultante  der  Beschleunigungen  Null, 
so  wird  auch  diese  Kraft  Null.  In  letzterem  Falle  verändern  die  Kräfte 
die  Geschwindigkeit  des  Punktes  nicht,  sind  also  im  Gleichgewicht. 

Nach  Cap.  I  lassen  sich  die  Sätze  über  die  Zusammensetzung  und 
Zerlegung  der  Beschleunigungen  unmittelbar  auf  die  Kräfte  übertragen, 
welche  ihre  Ursachen  sind.  Man  pflegt  daher  auch  die  Kräfte  wie  die 
Beschleunigungen  durch  Strecken  mit  angefügter  Pfeilspitze  darzustellen, 
welche  Richtung,  Intensität  und  Sinn  derselben  zugleich  bezeichnen. 
Hieraus  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf  Thl.  III,  Cap.  I,  §.  8.  sofort  der 
folgende  Satz: 

II.  Die  Resultante  zweier  Kräfte,  deren  Richtungen  sich 
schneiden,  geht  durch  ihren  Schnittpunkt  und  ist  die  Dia- 
gonale des  Parallelogramms,  dessen  Seiten  in  die  Richtun- 
gen der  Kräfte  fallen,  dem  Sinne  nach  mit  dem  Sinne  die- 
ser übereinstimmen  und  den  Intensitäten  der  Kräfte  pro- 
portional sind.  Als  specielle  Fälle  sind  dabei  zu  erwähnen:  Fallen 
beide  Kräfte  in  dieselbe  Richtung,  so  ist  ihre  Resultante 
gleich  ihrer  Summe  oder  Differenz,  je  nachdem  sie  überein- 
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stimmenden  oder  entgegengesetzten  Sinnos  sind.  Sind  sie 
entgegengesetzt  gleich,  so  tritt  Gleichgewicht  ein. 

Umgekohrt  kann  mit  Hülfe  dieses  Satzes  jede  Kraft  in  zwei  andere 
(Componenten)  zerlegt  werden,  welche  ihr  äquivalent  sind  und  zwar  auf 
unendlich  viele  Arten. 

Der  Satz  heisst  der  Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  und  wurde 
vollständig  zuerst  von  Newton  in  seinen  principiis  philosophiae  naturalis 
ausgesprochen.  Es  gibt  für  denselben  sehr  viele  Beweise.  Bei  dem  hier 
befolgten  Gange,  nach  welchem  die  Theorie  der  Kräfte  der  Theorie  der 
Beschleunigung  nachfolgt,  ist  ein  ausführlicher  Beweis  nicht  nöthig. 

Man  kann  denselben  leicht  zu  einem  Satze  vom  Parallelepiped  und 
Polygon  der  Kräfte  erweitern,  nämlich: 

Die  Resultante  von  drei  Kräften,  d  eron  Richtungen  sich 
in  einem  Punkte  schneiden,  geht  durch  diesen  Punkt  hin- 
durch und  wird  nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn  durch  die 
Diagonale  des  Parallelepipeds  dargestellt,  welches  die  drei 
Strecken,  welche  die  Kräfte  darstellen,  zu  Eckkanten  hat. 

Da  die  Diagonale  eines  Parallelepipeds,  ohne  dass  die  Kanten 
verschwinden,  nur  Null  werden  kann,  wenn  die  Eckkanten  in  eine  Ebene 
fallen,  so  folgt,  dass  drei  an  einem  Punkte  wirkende  Kräfte  nur 
dann  im  Gleichgewichte  sich  befinden  können,  wenn  ihre 
Richtungen  in  einer  Ebene  liegen.  Im  Falle  des  Gleich- 
gewichtes ist  jede  von  ihnen  der  Resultanten  der  beiden 
übrigen  entgegengesetzt  gleich. 

Die  Resultante  von  n  Kräften,  deren  Richtungen  sich 
in  einem  Punkte  schneiden,  geht  durch  diesen  Punkt  und 
wird  durch  die  Schlusslinie  eines  Polygons  nach  Grösse, 
Richtung  und  Sinn  dargestellt,  welches  aus  den  n  Strecken, 
welche  die  Kräfte  nach  Intensität,  Richtung  und  Sinn  dar- 
stellen, in  irgend  einer  Ordnung  genommen,  gebildet  wer- 
den kann.  Schliesst  sich  dies  Polygon,  so  wird  die  Resul- 
tante Null  und  befinden  sich  die  Kräfte  im  Gleichgewicht. 

Diese  Sätze  können  zur  Zerlegung  einer  Kraft  in  drei  oder  mehrere 
Componenten  dienen. 

III.  Zum  Gleichgewichte  von  Kräften,  deren  Richtungen 
sich  in  einem  Punkte  schneiden,  ist  erforderlich  und  hin- 
reichend, dass  die  Summe  ihrer  Projectionen  auf  irgend  drei 
Axen  des  Raumes  verschwindet,  von  denen  keine  zwei  pa- 
rallel sind  und  welche  auch  nicht  alle  drei  einer  Ebene  pa- 
rallel laufen. 

Befinden  sich  nämlich  die  Kräfte  im  Gleichgewicht,  so  ist  das  Kräfte- 
polygon geschlossen.  Nach  einem  bekannten  Satze  der  Geometrie  ist 
aber  die  Projectionssumme  der  Seiten  eines  geschlossenen  Polygons  für 
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jede  beliebige  Axe  des  Raumes  gleich  Null  und  die  Projectionssumme 
der  Seiten  eines  offenen  Polygons  gleich  der  Projection  der  Schlusslinie, 
wobei  das  Polygon  von  einem  beweglichen  Punkte  in  demselben  Sinne 
durchlaufen  gedacht  und  die  Schlusslinie  in  dem  Sinne  vom  Anfangs- 
punkte dieser  Bewegung  nach  dem  Endpunkte  genommen  wird.  Die 
Bedingung,  dass  die  Projection  des  Kräftepolygons  für  jede  Axe  des 
Raumes  verschwinde,  ist  aber  erfüllt,  sobald  sie  für  drei  Axen,  wie  sie 
im  Satze  angenommen  sind,  erfüllt  ist.  Denn  wäre  diese  Summe  für 
eine  vierte  Axe  nicht  Null,  so  könnte  das  Polygon  nicht  geschlossen 
sein  und  wäre  folglich  seine  Projection  gleich  der  Projection  der  Schluss- 
linie.  Da  seine  Projection  aber  für  jene  drei  Axen  verschwindet,  so 
müssen  die  Projectionen  dieser  Schlusslinie  für  diese  Axen  zugleich  ver- 
schwinden. Die  Projection  einer  Geraden  kann  aber  nur  für  Axen  ver- 
schwinden, zu  welchen  die  Gerade  rechtwinklig  ist.  Diese  kann  aber  zu 
dreien  Axen ,  welche  nicht  alle  drei  einer  Ebene  parallel  laufen  und 
von  denen  auch  keine  zwei  unter  sich  parallel  sind,  nicht  zugleich  recht- 
winklig sein.  Daher  ist  die  Projectionssumme  des  Kräftepolygons  für  jede 
vierte  Axe  Null,  sobald  sie  es  für  jene  drei  Axen  ist. 

Ist  andererseits  die  Summe  der  Kräfteprojectionen  für  drei  Axen 
der  genannten  Beschaffenheit  Null,  so  ist  die  Projection  des  Kräfte- 
polygons für  jede  Axe  Null  und  das  Polygon  geschlossen,  mithin  ist  die 
Resultante  Null  und  sind  die  Kräfte  im  Gleichgewicht. 

Die  Projectionen  können  rechtwinklige  oder  schiefe  Parallclprojec- 
tionen,  die  Axen  mögen  rechtwinklig  oder  schief  gegeneinander  geneigt 
sein.    Die  rechtwinklige  Projection  einer  Strecke  ist  das  Produkt  aus 

ihrer  absoluten  Länge  und  dem  Cosinus  ihrer 
Neigung  gegen  die  Axe. 

§.  8.   Ist  R  die  Resultante  zweier  Kräfte 
Py  Q  (Fig.  169.),  so  bestehen  die  Gleichungen: 

P      =   Q      =      B  _ 

sin  (QR)       sin  {RP)       sin  (PQ) ' 

Dieselben  Gleichungen  bestehen  auch  zwischen 
drei  Kräften  P,  Q,  R't  die  sich  an  einem  Punkte  Gleichgewicht  halten. 
Sie  liegen  stets  in  einer  Ebene.  Man  hat  weiter  aus  dem  Parallelo- 
gramm der  Kräfte:  ✓ 

=  pi  -f  ()*  +  2  PQ  cos  (PQ) 
P  —  Q  =  tgj  [{QR)  -  JPÄ)] 

P  +  0       *9  i  +  («0  j  " 

Nimmt  man  irgendwo  auf  der  Richtung  der  Resultante  R  einen 
Punkt  an  und  fallt  von  ihm  auf  die  Richtungen  der  Coraponcnten  P 

P  0 

und  Q  die  Perpendikel  p,      so  ist  —  =  —  oder  also  Pp  —  Qg  =  0; 
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denn  es  sind  p,  q  den  Sinussen  der  Winkel  (PR),  {QR)  proportional. 
Dieser  Satz  entspricht  dem  im  III.  Tbl.,  Cap.  I,  §.  18.  über  das  Moment 
der  Beschleunigungen  entwickelten  Satze. 

Am  Punkte  A  (Fig.  .170.)  wirke  eine  Kraft  R  und  bilde  ihre  Rich- 
tung mit  drei  rechtwinkligen  Coordinatenaxen 
die  Winkel  a,  ft,  c;  mit  Hülfe  eines  recht- 
winkligen Parallelepipeds  erhalt  man  die  Com- 
ponenten  X,  F,  Z  derselben  parallel  jenen 
Axen  und  zwar 

X  =  R  cos  a,  Y  =  R  cos  6,  Z  =  R  cos  c, 
Umgekehrt  erhalt  man  aus  den  rechtwinkligen 
Kräften  X,  F,  Z  mit  Hülfe  desselben  Paralle- 
lepipedes  der  Resultante  R  nebst  ihren  Rich- 
tungscosinussen, nämlich 

R  =  yx*~+~Y*~+~z* 

cos  a       cos  b       cos  c  1 
X    ~  ~Y  Z~  =  R  ' 

In  diesen  Formeln  bedeutet  R  eine  absolute  Länge  und  ist  in  Folge 
dessen  die  Wurzel  mit  dem  Zeichen  (-|-)  zu  nehmen;  X>  F,  Z  dagegen 
sind  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  ihr  Sinn  mit  dem  positiven  Sinne 
der  Coordinatenaxen  übereinstimmt  oder  ihm  entgegengesetzt  ist. 

Wirken  am  Punkte  A  beliebig  viele  Kräfte  i>,  P,  P\  .  . .,  deren 
Richtungswinkel  a,  ßy  y;  a',  /T,  y';  a",  ß"y  y";  ...  sind,  «and  soll  die 
Resultante  derselben  bestimmt  werden,  so  zerlege  man  jede  der  Kräfte, 
wie  P  in  drei  Componenten  X  =  P  cos  er,  Y  =  P  cos  ß}  Z  =  P  cos  y 
parallel  den  Coordinatenaxen.  Die  sämmtlichen  Kräfte  P  sind  alsdann 
äquivalent  den  drei  Kräften  EX,  EYy  EZ>  deren  Resultante,  die  Resnl- 
tante  jener,  durch  die  Formeln  bestimmt  wird: 

R  =  yjEX^+JZYf  -f  (EZ)2 
cos  a       cos  b       cos  c  I 
EX  ~~   EY  ~~  ~EZ~  ~  TT  ' 

Die  Bedingung  des  Gleichgewichtes  der  Kräfte  P  ist:  R  =  0,  sie 
zerfällt,  da  R2  die  Quadratsumme  dreier  reeller  Grössen  ist,  oder  auch 
nach  dem  letzten  Satze  §.  7.  in  die  drei  Bedingungen: 

EX  =  0,    EY  =  0,    EZ  =  0. 

Liegen  alle  Kräfte  in  einer  Ebene,  so  fallen,  wenn  man  sie  zur  Ebene 
der  xy  wählt,  alle  Z  hinweg  und  ist  von  drei  Bedingungen  immer  eine 
identisch  erfüllt. 

§.  9.  Ist  der  Schnittpunkt  der  Kräfte  P  genöthigt,  auf 
einer  Cnrve  zn  bleiben,  so  tritt  zu  den  Kräften  P  noch  der  Wider- 
stand der  Curve  hinzu.    Derselbe  zerfällt  in  zwei  Componenten,  den 
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Normalwiderstand  iV  und  den  tangentialen,  die  Reibung,  welche  propor- 
tional JV  und  mit  Hülfe  des  Reibungscoefficienten  f  durch  /TV  darstell- 
bar ist.    Sind  daher  JV*,  iVy,  Ns  die  Componenten  von  iV,  so  sind 

die  Projection88ummen  aller  Kräfte  für  die  Coordinatenaxen,  wobei  über 
das  Vorzeichen  der  Reibung  noch  zu  entscheiden  ist.  Im  Falle  des 
Gleichgewichtes  der  Kräfte  sind  also  die  Bedingungen  erfüllt 

der. 

2X  +  Nx  +  fN  £■  =  0, 
ZY+  Ny  +  fN%  =  0, 

zz  +  iv,  +         =  o, 

und  im  Falle  die  Reibung  Null  ist, 

-f       =  o,   2:7  +  jVy  =  0,   ZZ  +  iV,  —  0. 
Man  erhält  diese  Gleichungen  auch  aus  den  Gleichungen  der  Bewegung 

tf^«C      {/*!/  <f^J 

S.  311,  indem  man  die  Componenten  der  Beschleunigung  ^  » 

gleich  Null  setzt,  wie  dies  dem  Falle  des  Gleichgewichtes  entspricht, 
die  Gleichungen  aber  vorher  mit  der  Hasse  des  Punktes  multiplicirt, 
denn  die  hier  gebrauchten  Zeichen  X,  Y,  Z,  Nxy  JVy,  iV£,  JV  bedeuten 
Kräfte,  während  die  dort  gebrauchten  Beschleunigungen  ausdrücken. 

Wir  behandeln  diesen  letzteren  Fall,  als  den  einfacheren,  zuerst. 

dx     du  dz 

Multiplicirt   man   die   Gleichungen  mit  — ,   ~ ,       ,  addirt  sie  und 

bedenkt,  dass  diese  Multiplicatoren  die  Richtungscosinusse  der  Tangente 
der  Curve  sind  und  dass  also,  da  N  normal  zu  dieser  ist,  die  Projections- 

snmme  iVx  ~  4-  Nv  ~  4-  iV2  ^ ,  welche  gleich  der  Projection  von  fl 
ds         *  ds  ds 

auf  die  Tangente  sein  würde,  verschwinden  muss,  so  bleibt  als  Gleich- 
gewichtsbedingung zwischen  den  gegebenen  Kräften  zu  erfüllen: 

ZX-d*  +  ZY-  -V-  +  ZZ*       =  0, 
ds    '  ds    '  ds 

welche  aussagt,  dass  die  Resultante  Ii  der  gegebenen  Kräfte  normal 
zur  Tangente  oder  dass  ihre  Projection  auf  die  Tangente  Null  sein 
müsse.  Sind  nun  U  =  0,  V  =  0  die  beiden  Gleichungen  der  Curve, 
so  genügen  dx,  dyt  dz  den  Differentialgleichungen  derselben  und  hat 
man  also  das  System  von  homogenen  linearen  Gleichungen: 
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EX  •  dx  +•  EY  •  dy  -f  EZ  •  dz  =  0 


du 

—  -  • 

dx 

dx  + 

dü 

dy  + 

dU 

-  ■     _  0 

dx 

dx  -j- 

dv 

dy  ' 

dy  + 

aus  welchen  durch  Elimination  der  Differentialien  rf;r,  rfy,  tfr  die  Gleich- 
gewichtsbedingung folgt: 


EX 
dü 

dx 

dV 
dx 


EY 

dü 
*y 

dV 

dy 


EZ 

dU 
dz 

dv 

dz 


0. 


Sind  die  gegebenen  Kräfte  als  Functionen  des  Ortes  gegeben,  so 
lehrt  diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  U  =  0,  V  =  0  die  Coor- 
dinaten  xy  y,  z  der  Punkte  der  Curven  kennen,  an  welchen  die  Kräfte 
sich  Gleichgewicht  halten  können.  Für  den  Normalwiderstand  N  erhält 
man  hierzu  aus  obigen  Gleichungen: 

Nx  =  —  EX,    Ny  =  —  EY,    Ns  =  —  LZ,    iV2  =  iV,2  +  iVy2  -f  A-2, 

wodurch  derselbe  nach  Intensität,  Richtung  und  Sinn  unzweideutig  be- 
stimmt ist. 

Beispiel.  An  welchen  Stellen  des  Kreises  x*  +  y*  -f-  z1  —  r»  =  0, 
ar  -f  6y  -j-  «  =-  0  findet  für  einen  schweren  Punkt  Gleichgewicht  statt?  Man 
hat  hier  EX  =  0,  EY  =  0,  EZ  =  —  mg,  wenn  in  die  Masse  des  Punktes 
ist,  mithin: 

0    0    —  mg  I 

x    y         z    j  =  0,     x*  +      +  **  —  r*  =  0,     ax  -f-  &y  -{-  cz  «=»  0, 
a    6  c 


also 


rc 


0, 


+ 


ra 


Findet  Reibung  statt,  so  folgt  aus  den  Gleichungen,  welche  zu  An- 
fang des  §.  aufgestellt  wurden,  durch  Elimination  von  JV,,  iVy,  Nz: 


EX 


ds  ~         ds  ^         ds  ^  ' 


welche  Gleichgewichtsbedingung  aussagt,  dass  die  tangentielle  Compo- 
nente  der  gegebenen  Kräfte  die  Reibung  tilgen  muss.  Hierbei  sind 
zwei  äuss erste  Grenzen  wohl  zu  beachten,  innerhalb  welcher  das  Gleich- 
gewicht überhaupt  möglich  ist.  Einmal  kann  die  tangentiale  Compo- 
nente  der  Kräfte  so  gross  sein,  dass  sie  die  Reibung  bereits  mit  über- 
windet und  eine  kleine  Aenderung  derselben  in  ihrem  Sinne  sofort  tan- 
gentiale Beschleunigung  geben  würde.  Auf  diesen  Fall  bezieht  sich  die 
Form  der  eben  aufgestellten  Bedingungsgleichung  mit  dem  Zeichen  ( — ). 
Andererseits  kann  aber  der  Fall  eintreten,  dass  die  tangentiale  Com- 
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ponente  nur  so  gross  ist,  dass  eine  kleine  Aenderung  derselben  in  dem 
ihr  entgegengesetzten  Sinne  sofort  tangentiale  Beschleunigung  in  letz- 
terem Sinne  geben  würde.  In  diesem  Falle  wird  die  Reibung  noch  nicht 
mit  überwunden  und  ist  die  Bedingungsgleichung  zu  schreiben: 

ds    1  ds    '  ds  1 

Denn  die  Reibung  ist  ein  Widerstand,  der  erregt  wird  durch  die  Be- 
wegung, welche  eben  beginnen  will  und  wirkt  dem  Sinne  dieser  ent- 
gegen. In  den  beiden  hier  unterschiedenen  Fällen  ist  der  Sinn  der 
Bewegung,  welche  eben  beginnen  will,  verschieden,  daher  ist  auch  das 
Zeichen  von  fN  das  eine  Mal  das  positive,  das  andere  Mal  das  negative. 
Ueber  diese  beiden  durch  die  Formel 

£X  "*  +  xr-  ?  +  zz- p  +  fN  -  0 

ds  ds  ds  1 

bezeichneten  Grenzfalle  hinaus  ist  Gleichgewicht  mit  Reibung  nicht 
möglich,  zwischen  ihnen  aber  liegt  ein  Spielraum,  innerhalb  dessen  das- 
selbe auf  unzählige  Arten  eintreten  kann.  Um  den  Normaldruck  N  zu 
finden,  quadriren  und  addiren  wir  die  aus  den  obigen  drei  Gleichgewichts- 
bedingungen durch  Elimination  von  fN  hervorgehenden  Combinationen : 

dx        „      dz  /     dx  dz\ 

ds  ds  \     ds  ds/ 

dtX"  (Iii  dz- 

und  erhalten,  da  Nx  \-  Ny  -~  +  Nt  --  =  0  ist  (weil  N  senkrecht 

ds  y  ds    1        ds  v 

zur  Tangente)  und  NJ  +  iVy2  +  N>  =  JV»,  ( )  +  (~  *)  =  1 : 

*-  (-'•      »  +  («  -t  ~  £X  a)*+  («■  %  - **■  *)' 

Hiermit  wird  die  Gleichgewichtsbedingung 

J/1+/"2 

wozu  noch  die  Differentialgleichungen  der  Bahn  kommen: 

-  tf.r  -f  —  dy  -f  —  dz  =  0. 

e»a-  ite 
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Ans  diesen  Gleichungen  erhält  man,  wenn 
ZX  ZY  ZZ 


dü 


dz 


dü  dü 

dx  dy 

dV  dV  dV 

dx  dy  dz 

gesetzt  wird: 
ds 


dü 

du 

dü 

dü 

dü 

dü\ 

dz 

dz 

dx 

dx 

dy 

dV 

d  v 

dv 

d  V 

dV 

dV 

oy 

dz 

dz 

da: 

dx 

dy 


fR 


ds 


oder  mit  Rücksicht  auf  (™)*  +  (jff+  (ts) ^ 


dz  fR 

ds  yi+r 


1: 


d.  h.  also: 
2^  ZY  ZZ 

du  d£  dü 

dx    dy  dz 
d V    dV  dV 
dx 


(V  +  V  +  V). 

1  ~r  / 


dy  dz 


±fR 
J/1  -f  Z"2 


2 

2tf  dü 

2 

dü 

dz  dx 

+ 

dx 

¥ 

dv  dV 

f 

d  v 

dz  dx 

dy 

I  8 IT  dtf 
i  <>/  tf* 

!  dz 

Diese  Gleichung  liefert  iu  Verbindung  mit  ü  =  0,  F  =  0  die  Punkte 
der  Curve,  an  welchen  in  der  üussersten  Grenze  das  Gleichgewicht  mög- 
lich ist.  Diese  Punkte  gehören  vermöge  der  Zeichen  -^f  paarweise  zu- 
sammen. Je  ein  Paar  Punkte  bestimmt  auf  der  Curve  einen  Spielraum, 
dessen  Grenzen  sie  sind  und  innerhalb  dessen  das  Gleichgewicht  be- 
stehen kann. 

§.  10.  Ist  der  Schnittpunkt  der  Kräfte  P  genöthigt,  auf 
einer  Fläche  zu  bleiben,  so  tritt  zu  den  Kräften  P  noch  der  Wider- 
stand der  Fläche  hinzu.  Derselbe  kann  zerlegt  werden  in  eine  Com- 
ponente,  welche  in  die  Normale  der  Fläche  fällt,  den  Normalwiderstand 
JV  und  eine  andere,  die  Reibung,  welche  in  die  Tangentenebene  fällt, 
der  Beschleunigung,  welche  die  gegebenen  Kräfte  geben,  entgegenwirkt 
und  A  proportional  ist,  sodass  sie  durch  fN  ausgedrückt  werden  kann. 
Die  Componenten  der  Kräfte,  welche  auf  den  Punkt  wirken,  sind 
demnach : 

wo  ds  das  Bogenelement  bedeutet  in  der  Richtung,  in  welcher  die  ge- 
gebenen Kräfte  den  Punkt  auf  der  Fläche  beschleunigen.     Für  das 
Gleichgewicht  müssen  daher  wieder  diese  Ausdrücke  verschwinden. 
Ist  die  Reibung  Null,  so  sind  die  Gleichgewichtsbedingungen 
ZX  -{-  A'j;  =  0,    ZY  +  NtJ  =  0,    ZZ  -f  A5  =  0; 
sie  drücken  aus,  dass  der  Normalwidorstand  der  Resultanten  der  gegebenen 
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Kräfte  entgegengesetzt  sein  muss.  Ist  nun  U  =  0  die  Gleichung  der 
Fläche,  so  ergibt  sich  die  Richtung  (Xpv)  der  Normalen  durch  die  Pro- 
portion*) : 

cos  X       cos  fl        cos  v  1   

w~  ~~  w  ~  ~iv  ~~  t/Vduy    fduy  \  '(vuv 
ty       dz      V  \dx)  +  \Ty)  +  Kte) 

Zugleich  ist  aber  auch,  da  TV  in  die  Normale  fällt: 

cos  X       cos  fx       cos  v  1 

Man  erhält  daher  durch  Elimination  von  N.v,  Nv,  Nz  aus  den  drei  Glei- 
chungen des  Gleichgewichtes: 


ZX 

ZY 

zz 

dU  ~ 

dU  ~~ 

dü  ' 

dx 

dz 

welche  zwei  Gleichungen  von  den  gegebenen  Kräften  ohne  Hülfe  des 
Widerstandes  erfüllt  werden  müssen.    Sie  sind  gleichbedeutend  mit 


ZY 

zz 

2 

zz 

ZX 

2 

i  ZX 

ZY 

2 

dU 

dü 

+ 

dU 

dü 

+ 

dU 

du 

=  0 

öy 

dz 

dz 

dx 

dx 

dy 

Durch  Elimination  von  X,  /u,  v  ergibt  sich  ebenso: 


*)  Dieselbe  erhält  man  am  leichtesten  so.  Die  Normale  des  Punktes  {xyz) 
der  Fläche  steht  senkrecht  auf  allen  Bogenelementen  ds,  welche  von  ihrem  Fuss- 
punkte nach  folgenden  Punkten  x  -f-  dx,  y  -f-  dy,  z  -\-  dz  der  Fläche  fuhren. 
Projicirt  man  daher  da3  geschlossene  Dreieck  der  unendlich  kleinen  Linien  dx, 
dy,  dz  und  —  ds  auf  die  Normale,  so  verschwindet  die  Projectionssumme  der  drei 
ersten  für  sich,  da  ds  ohnehin  die  Projection  Null  hat.  dx,  dy,  dz  bilden  aber 
mit  der  Normalen  dio  Winkel  X,  (i,  v  und  daher  ist 

cos  X  •  dx  -f-  cos  fj.  •  dy  -f-  cos  v  •  dz  =  0, 

eine  Gleichung,  welche  ausdrückt,  dass  der  Punkt  x  -J-  dx,  y  -f-  dy,  z  -f-  rfi  in 
der  Tnngentenebene  des  Punktes  (xyz)  und  da  er  diesem  unendlich  nah  ist,  auf 
der  Fläche  liege.    Dieselbe  Bedingung  drückt  aber  auch  die  Differentialgleichung 

^dx  +  ^dy  +  ^dz-Q 

der  Fläche  aus,  da  sie  die  Relation  dafür  angibt,  wie  die  Coordinaten  einen  Punk- 
tes der  Fläche  sich  ändern  dürfen,  damit  der  Punkt  auf  der  Flüche  bleibe.  Da 
beide  Gleichungen  mithin  identisch  sind,  so  muss  die  eine  durch  einen  Factor  L 
in  die  andere  übergeführt  werden  können,  d.  h.  es  ist 

»        .       dU      -  dU  cU 

L  c0*X*~  dx>    L-cosp  —       ,     L>cosv  =  ,-z 


cos  l      cox  ft      co«  v       1  i/fdVV  .   /(UV  .  /cU\* 

W  =    ÖU  i  U    ~  L  "  V  Xdx)  +  +  Vz~/ 

dx         dy  oz 
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■N_x  Ny    =    Nz    ^  N   

du       du       d u       /  / dU\  ^    / a uy    '/duy ' 
**        h       Tz       V  \ex)  +  \öy)  + 

Sind  die  Kräfte  als  Functionen  des  Ortes  gegeben,  so  bestimmen 
diese  Gleichungen  in  Verbindung  mit  U  =  0  die  Punkte  der  Fläche, 
in  welchen  das  Gleichgewicht  möglich  ist  und  den  Widerstand  daselbst. 

Z.  B.  für  einen  schweren  Punkt  auf  der  Kugelfläche  x*  -f-  y*  +  z%  —  r*  =  0 

wäre  ^-  =  ~j  =  -  ™-  und  also  ar  =  y=»0,  z  =-  +  r;  das  Gleichgewicht  findet 

also  im  höchsten  und  im  tiefsten  Punkte  der  Kogel  statt.  Die  Gleichungen 
Xx  =»  0,  N   -»  0,   —  mg  -f       =  0  lehren,  dass  N  vertikal  aufwärts  wirkt 

und  N  =  iV2  =»  m<7  ist.    Damit  dies  möglich  sei,  muss  der  Punkt  für  den  Fall 

der  höchsten  Lage  auf  der  Aussen  fläch  e ,  für  den  Fall  der  tiefsten  Lage  auf  der 
Innenfläche  der  Kugel  sich  befinden. 

Findet  Reibung  statt,  so  sind  die  Gleichgewichtsbedingungen: 

EX  +  N*  +  /W  d£  —  0, 
ZT  +  iVy  +  ^  -  0, 
2?Z  +  JV,  +  /W  *  —  0 . 

a    A-      o,  -i  .    .bu   dü  du 

Aus  diesen  Gleichungen  erhalt  man,  indem  man  sie  mit  - — ,  —  ,  -z— 

dx      dy  dz 

der  Reihe  nach  multiplicirt  und  addirt,  dabei  aber  bedenkt,  dass 

'    \ds    dx  ^  ds    dy  ^  ds    dz ) 
vermöge  der  Differentialgleichung  der  Fläche,  nämlich 

dx       ^  dy    J  ^  dz 

verschwindet  und 

Nx  Ny  Nt   '  N 

dü  ~  du  ~  du  ~ '  1/ (duy  "'hux*  .  (duy 
**       dy       dz      y  \dx)  +  \ty)  +  Kä2) 

ist:   

* - ("  •  s + -  y + -  •  s  «  /(f J + (©+ (S1- 

Combinirt  man  andererseits  dieselben  Gleichungen  paarweise  so,  dass 
man  z.  B.  die  zweite  mit  —  ,  die  dritte  mit  |^  multiplicirt  und  sub- 

C  U  dU 

trahirt,  dabei  aber  bedenjet,  dass  JV,,  ^  -  -~  iV,  —  «=  0  ist  u.  s.  f.,  so 
ergeben  sich: 

34* 
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ZY  - 

ZU 

dz 

zz  - 

dU 

oy 

zz  - 

vU 

cx 

ZA- 

dU 
dz 

ZA 

dü 

dy 

ZV- 

du 

dx 

—  _|_  rfi  (dz  ™  _  dx  dü\ 

—  '    \ds  dx      ds  dz  )  1 
=  +  fN  (d*  ™  _  *y  w\ 

37  '     \ds  dy        ds  dx ) 
und  aus  diesen  Gleichungen,  indem  man  sie  quadrirt  und  addirt, 

Führt  man  schliesslich  in  diese  Gleichung  den  vorhin  entwickelten  Werth 
des  Widerstandes  2V  ein,  so  kommt 

Diese  Gleichung  bestimmt  in  Verbindung  mit  J7  =  0  auf  der  Flache 
die  Bereiche,  innerhalb  welcher  das  Gleichgewicht  möglich  ist.  Sie  ist 
die  Gleichung  zweier  Flächenäste,  welche  auf  der  gegebenen  Fläche  die 
äussersten  Grenzlinien  des  Gleichgewichtes  bezeichnen;  die  Zeichen  (^P) 
beziehen  sich  hierbei  wieder,  wie  in  §.  9.,  auf  die  Fälle,  dass  die  Rei- 
bung durch  die  gegebenen  Kräfte  bereits  mit  überwunden  wird  oder  nicht. 
Für  einen  schweren  Punkt  z.  13.  wird  diese  Gleichung 

Der  Keibungscocfficient  f  hat  eine  leicht  zu  erkennende  Bedeutung. 
Bildet  nämlich  in  einer  äussersten  Lage  des  Gleichgewichtes  die  Resul- 
tante R  der  gegebenen  Kräfte  mit  der  Normalen  der  Fläche  den  Win- 
kel so  sind  ihre  Componentcn  in  der  Richtung  der  Normalen  und  in 
der  Tangentenebene  der  Fläche  R  cos  p  und  R  sin  (i  und  da  erstere  mit 
dem  Normalwiderstande  iV,  letztere  mit  der  Reibung  fN  Gleichgewicht 
halten  muss,  so  bestehen  die  Gleichungen  R  cos  ft  =  iV,  A  sin  n  =  fN, 
aus  welchen  durch  Division  folgt  lg  n  —  f.  Der  Winkel  heisst  der 
Ruhe winkel  und  ist  also  der  Rcibungscoefficicnt  die  Tangente 
des  Ruhewinkels. 

§.  11.  Neben  den  einzelnen  Kräften,  welche  die  Ursachen  der 
Beschleunigung  von  Punkten  sind,  hat  man  eine  Verbindung  zweier 
solcher  als  einfaches  Element  in  die  Mechanik  eingeführt.  Die  Ver- 
bindung zweier  gleicher,  längs  zweier  Parallellinien  wirkender  Kräfte 
entgegengesetzten  Sinnes  heisst  ein  Kräftepaar,    der  Abstand  ihrer 
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parallelen  Richtungen  oder  die  Breite  dos  von  diesen  bestimmten  Flächen- 
streifena  der  Arm  des  Paares,  die  beiden  Kräfte  die  Scitenkräfte 
und  das  Produkt  aus  der  gemeinschaftlichen  Intensität  der  Seitenkräfte 
und  dem  Arme  das  Moment  des  Paares.  Zur  geometrischen  Bezeich- 
nung eines  Paares  genügt  die  Figur,  welche  die  Intensität  der  Seiten- 
kräfte durch  Strecken  und  ihren  Sinn  durch  Pfeilspitzen  andeutet;  den 
Arm  zu  zeichnen  ist  überflüssig,  auch  sind  die  Angriffspunkte  der  Seiten- 
kräfte  nichts  Wesentliches,  da  jede  Kraft  in  ihrer  Richtung  verlegbar  ist. 
Die  Ebeno  eines  Paares  scheidot  den  Raum  in  zwei  Theile;  ein  sehender 
Punkt,  welcher  sich  in  dem  einen  von  beiden  befindet,  erblickt  die  Stel- 
lung der  Pfeilspitzen  übereinstimmend  mit  der  Uhrzeigerbewegung,  wäh- 
rend sie  ihm  von  dem  anderen  Theile  aus  umgekehrt  erscheint.  Zwei 
Paare  in  demselben  oder  in  parallelen  Ebenen  haben  gleichen  oder  ent- 
gegengesetzten Sinu,  je  nachdem  die  Stellung  der  Pfeilspitzen  von  einem 
Puukte  ausserhalb  ihrer  Ebene  oder  der  von  ihnen  gebildeten  Schicht 
hei  beiden  mit  der  Uhrzeigerbewegung  harmonirt  oder  nicht.  Ein  Perpen- 
dikel, irgendwo  auf  der  Ebene  des  Paares,  z.  B.  in  der  Mitte  des  Armes 
nach  der  Seite  des  Raumes  errichtet,  von  welcher  aus  der  Sinn  mit  dem 
Uhrzeigersinne  übereinstimmt,  heisst  die  Axc  des  Paares  und  eine  Strecke 
auf  ihr,  welche  den  Zahlenwerth  des  Momentes  und  mit  Hülfe  einer 
Pfeilspitze  den  Raum,  nach  welchem  die  Axe  gerichtet  ist,  also  auch 
den  Sinn  des  Paares  bezeichnet,  das  A xenmoment.  Das  Moment  des 
Paares  ist  nichts  anderes,  als  der  arithmetische  Werth  des  Inhaltes  von 
dem  Parallelogramm,  welches  die  beiden  Seitenkräfte  bilden  und  dessen 
Höhe  der  Arm  ist  oder  also  auch  der  doppelte  Inhalt  eines  Dreiecks 
über  einer  Scitonkraft  als  Basis  mit  einem  Punkte  auf  der  Richtung  des 
anderon  als  gegenüberliegender  Spitze. 

Es  sind  verschiedene  Bezeichnungsweisen  der  Kräftepaare  in  der 
Schrift  üblich.  Sind  AB,  CD  die  gleichen  Intensitäten  P  der  Scitenkräfte, 
so  wählt  man  nach  Bedürfniss  die  For- 
men: (AB,  CD),  worin  die  Stellung 
der  Buchstaben  deu  Sinn  der  Kräfte 
andeutet,  oder  (P,  -  P),  wo  das  Vor- 
zeichen dies  ausdrückt,  oder,  wenn  p 
deu  Arm  bezeichnet,  das  Moment  Pp 
(Fig.  171.). 

Die  Einzelkraft  und  das  Kräfte- 
paar haben  für  den  Bcschleunigungs- 
zustand  eines  Systems  ungefähr  die 

Bedeutung,  wie  die  Translationsgeschwindigkeit  und  die  Rotationsgeschwiu- 
digkeit  für  den  Geschwindigkeitszustand;  während  aber  dio  Translations- 
geschwindigkeit  als  ein  specieller  Fall  von  Rotationsgeschwindigkeit  um 
eine  unendlich  ferne  Axe  aufgefasst  werden  kann,  wird  später  gezeigt 
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werden,  dass  ein  Kräftepaar  einer  unendlich  fernen  unendlich  kleinen 
Einzelkraft  äquivalent  gesetzt  werden  kann.  Sowie  ferner  bei  einem 
unveränderlichen  System  gezeigt  wurde,  dass  der  Geschwindigkeitszustand 
auf  die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Momentanaxe  und  die  Translations- 
geschwindigkeit parallel  derselben  zurückgeführt  werden  kann,  wird  sich 
dann  ergeben,  dass  die  Gesammtheit  aller  Kräfte  eines  unveränderlichen 
Systems  durch  ein  Kräftepaar  und  eine  Einzelkraft  ausgedrückt  werden 
kann,  von  denen  das  erste  dem  System  Winkelbeschleunigung,  die  letztere 
Translntionsbeschleunigung  ertheilt.  Die  Kräftepaare  sind  von  Poinsot 
durch  seine  „Elemens  de  Statigueu  in  die  Mechanik  eingeführt  worden 
und  es  hat  dadurch  die  Wissenschaft  an  Einfachheit,  Klarheit,  Symmetrie, 
geometrischer  Anschaulichkeit  und  Eleganz  der  Darstellung  bedeutend 
gewonnen. 

§.  12.  Für  die  Aequivalenz  der  Kräftepaare  bestehen  folgende  Sätze: 
I.  Ein  Kräftepaar,  welches  an  einem  unveränderlichen 
Systeme  wirkt,  ist  jedem  anderen  in  sein  er  Eb en e  liegenden 
Kräftepaare  äquivalent,  welches  gleiche  Seitenkräfte,  glei- 
chen Arm  und  gleichen  Sinn  mit  ihm  besitzt.  Es  kann  daher 
jedes  Kräftepaar  ohne  Aenderung  seiner  Wirkung  in  seiner 
Ebene  beliebige  Translationen  und  Rotationen  erleiden. 

Sind  nämlich  P,  —  P  (Fig.  172.)  die  beiden  gleichen  und  entgegen- 
gesetzt parallelen  Kräfte,  welche  längs  den  Grenzlinien  des  Parallel- 
streifens S  wirkend  das  Paar  bilden,  so 
bringen  wir  längs  den  Grenzlinien  irgend 
eines  anderen  in  derselben  Ebene  liegen- 
den  Parallelstreifens  &  vier  gleiche  und 
paarweise  entgegengesetzte  Kräfte  P\  — P'; 
P*\  —  P"  von  derselben  Intensität  P  an, 
von  denen  zwei,  P'  und  —  P\  ein  Paar 
bilden,  welches  mit  (P,  —  P)  nach  Seiten  - 
kraft,  Arm  und  Sinn  übereinstimmt  und 
sich  von  ihm  blos  in  der  Lage  unter- 
scheidet, während  die  beiden  anderen  ein  Paar  (/>",  —  P')  bilden, 
welches  mit  (/>',  —  P')  entgegengesetzten  Sinn  hat.  Die  Wirkung  dersel- 
ben ist  äquivalent  Null  und  daher  ist  das  Paar  (i*  —  P)  äquivalent  sich 
selbst  in  Verbindung  mit  diesen  beiden  Paaren.  Die  beiden  Streifen  S,  & 
mögen  nun  zunächst  sich  schneiden,  sodass  sie  also  vermöge  der  Gleich- 
heit ihrer  Breite  einen  Rhombus  gemein  haben.  Wir  verlegen  die  Kräfte 
/>,  P"  an  die  Ecke  A}  sowie  —  Py  —  P"  an  die  Ecke  C  desselben. 
Die  Resultante  der  gleichen  Kräfte  P"  fällt  in  die  Diagonale  AC  des 
Rhombus,  weil  dieser  dem  Parallelogramm  dieser  Kräfte  ähnlich  ist;  die 
Resultante  von  —  P  und  —  P"  fällt  gleichfalls  in  diese  Diagonale,  hat 
aber  mit  der  vorigen  Resultante  entgegengesetzten  Sinn.    Beide  halten 
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daher  einander  Gleichgewicht.  Daher  ist  die  Wirkung  der  vier  Kräfte 
Py  P",  —  Py  —  P''  oder  also  der  beiden  Paare  (i>,  —  />),  (P'\  —  P") 
äquivalent  Null,  d.  h.  es  ist  das  Paar  (P,  —  P)  äquivalent  (P',  —  P'). 

Schneiden  sich  aber  die  beiden  Streifen  5,  $>  nicht,  sondern  sind 
einander  parallel,  so  schneide  man  beide  mit  irgend  einem  dritten 
Streifen  S"  von  derselben  Breite  und  nehme  in  den  Grenzlinien  dieses 
zwei  Kräfte  P",  —  P"  von  der  Intensität  P  an,  welche  ein  Paar  bilden, 
welches  mit  (P,  —  P)  gleichen  Sinn  hat.  Dann  sind  sowohl  (P,  —  P) 
und  (P",  —  P")  als  auch  (P',  —  P')  und  (P",  —  P")  einander  äquivalent. 
Daher  ist  auch  (P,  —  P)  äquivalent  (P\  —  P*). 

Zugleich  liefert  diese  Entwicklung  den  Satz: 

Vier  gleiche  Kräfte,  welche  an  einem  unveränderlichen 
Systeme  längs  den  Seiten  eines  Rhombus  wirken  und  von 
denen  die  in  die  Gegenseiten  fallenden  je  ein  Kräftepaar 
bilden,  sind  im  Gleichgewichte,  wenn  die  Paare  entgegen- 
gesetzten Sinn  besitzen. 

Mit  Hülfe  von  Satz  I.  ist  es  möglich,  zwei  oder  mehrere  Kräfte- 
paare von  gleichen  Seitenkräften  und  verschiedenen  Armen  oder  von 
verschiedenen  Seitenkräften  und  gleichen  Armen  zu  einem  Paare  zu 
vereinigen.  Haben  nämlich  (Fig.  173.)  die  beiden  Paare  (P,  —  P), 
(P*,  —  P)  gleiche  Seitenkräffe  in  gleichem  Sinne ,  so  verlege  man  das 
eine  von  ihnen  so,  dass  beide  Streifen  zu- 
sammen einen  Streifen  bilden;  längs  der  ge- 
meinsamen Grenzlinie  beider  tilgen  sich  dann 
zwei  Seitenkräfte  beider  Paare  und  bleibt  ein 
Paar  von  derselben  Seitenkraft  und  einem 
Arme  AC  gleich  der  Summe  AB  -\-  BC  der 
Arme  jener.  Haben  aber  die  Paare  bei  glei- 
chen Seitenkräften  entgegengesetzten  Sinn, 
so  verlege  man  das  eine  so,  dass  ihre  Strei- 
fen wieder  eine  gemeinsame  Grenzlinie  er- 


halten,  aber  der  eine  Streifen  nicht  neben  _p  "Tt^/B 

den  anderen,  sondern  in  das  Innere  desselben  -p'  i 

zu  liegen  kommt.   Dann  tilgen  sich  längs  der 

gemeinsamen  Grenzlinie  zwei  Seitenkräfte  und  erübrigt  ein  Paar,  dessen 
Arm  die  Differenz  der  Arme  jener  beiden  Paare  ist  und  dessen  Sinn 
mit  dem  Sinne  des  Paares  vom  grösseren  Arme  übereinstimmt. 

Wie  man  mehrere  Paare  auf  diese  Weise  vereinigt,  ist  von  selbst 
klar.  Auch  kann  man  ein  Paar  in  zwei  (oder  auch  mehrere)  andere 
spalten,  welche  mit  ihm  gleiche  Seitenkraft  und  gleichen  oder  zum  Theil 
auch  entgegengesetzten  Sinn  besitzen.  Das  Paar  (P,  AC)  zerfällt  da- 
durch, dass  man  seinen  Streifen  durch  eine  innere  Gerade  theilt  und 
läng6  dieser  zwei  gleiche  Kräfte  von  der  Intensität  P  anbringt,  in  zwei 
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andere  von  gleichem  Sinuc  (/',  AB)  und  (/',  BC).  Zieht  man  eine  äussere 
Gerade  uud  bringt  längs  ihr  die  gleichen  Kräfte  an,  so  erhalten  die  Paare 
(/',  AB),  (/',  BC),  welche  zusammen  dein  ursprünglichen  äquivalent  sind, 
entgegengesetzten  Sinn.  In  allen  Fällen  können  die  ho  gewonnenen  Paare 
weitere  Lagenänderungen  erfahren,  ohne,  ihre  Wirkung  zu  ändern. 

Haben  zwei  I'aarc  gleiche  Arme,  aber  verschiedene  Seitenkräfte, 
so  genügt  eine  Verschiebung  des  einen  Streifens  auf  den  anderen  und 

die  Bildung  der  Resultanten  der  in  die  Grenz- 
linien fallenden  Seitenkräfte,  um  ein  beiden  äqui- 


rigr.  i7i. 


P»      P<    ~*  '  

/   /    f    /   va^entC8  P*811"  zu  bilden,  dessen  Seitenkräfte  die 

T'  7     /F  &wnmc  0(*cr  l^iff<*rcuz  der  Seitenkräfte  jener  bei- 
/     /p'     den  ist,  je  nachdem  diese  gleichen  oder  entgegen- 
gesetzten Sinnes  sind  (Fig.  174.). 
Der  obige  Satz  I.  erfähft  ein«'  wesentliche  Erweiterung  durch  den 
folgenden : 

II.  Jedes  Kräftepaar  kann  ohne  Störung  seiner  Wir- 
kung in  jede  andere  seiner  Ebene  paral- 
lele Ebene  verlegt  werden. 

Construirt  man  nämlich  an  dem  Parallelogramm 
ABCD  (Fig.  175.),  dessen  Seiten  AB,  VD  nach  In- 
tensität, Richtung  und  Sinn  die  Kräfte  eines  Paa 
res  {Ah,  CD)  darstellen,  irgend  ein  Parallelepiped 
ABC D  EFG  H,  dessen  Diagonalebenen  AUCH  und 
CDEF  sich  in  MN  schneiden  und  bringt  längs  MN 
zwei  gleiche  uud  entgegengesetzte  Kräfte  gleich  A  Ii  an,  so  hat  man, 
wenn  das  Zeichen  (  _)  die  Aequivalenz  abkürzend  ausspricht: 

{Ali,  CD)       {AB,  CD,  MN,  NM)       [{AB,  AM/),  {MN,  CD)\ 
-  [{MN,  GH),  {EF,  NM)\        {EF,  GH), 
weil  nämlich  die  Paare  {AB,  NM)  und  (MN,  GH)  einerseits,  sowie 
(MN,  CD)  und  {EF,  NM)  andererseits  gleiche  Arme  und  gleichen  Sinn 
besitzen.    Es  ist  aber  {EF,  GH)  nichts  anderes,  als  das  in  eine  Parallel- 
ebene verlegte  Paar  {AB,  CD). 

III.  Zwei  Kräftepaare  gleichen  Sinnes,  deren  Seiten- 
kräfte durch  die.  Gegenseitenpaare  eines  Parallelogramms 
dargestellt  werden,  sind  äquivalent. 

Sind  nämlich  {AB,  CD)  und  (BC,  DA)  in  Fig.  176. 
die  beiden  Paare,  so  kehre  man  das  eine,  z.  B.  das  letzt- 
genannte  um;  besteht  alsdann  Gleichgewicht  zwischen  den 
vier  Kräften  AB,  CD,  AD,  CB,  so  ist  damit  der  Beweis 
iT~    ~~d      des  Satzes  geliefert.    In  der  That  sind  aber  AB  und  AD 
ihrer  Resultanten  AC  und  CD  und  CB  ihrer  Resultanten 
CA  äquivalent  und  beide  Resultanten  fallen  in  dieselbe  Richtung,  siud 
gleich  und  entgegengesetzt  und  mithin  im  Gleichgewicht. 
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Aus  diesem  Satze  folgert  man  leicht,  dass  ein  Kräfte» aar  einer 
einzelnen  Kraft  nicht  äquivalent  sein  kann.  Denn  da  man 
das  Paar  verlegen  und  drehen  und  dio  Einzelkraft  in  ihrer  Richtung 
verschieben  kann,  so  kann  man  stets  herbeiführen,  dass  Strecken,  welche 
die  »Seitenkräfte  des  Paares  und  die  Einzelkraft  darstellen,  drei  aufein- 
anderfolgende »Seiten  eines  Parallelogramms  und  zwar  so,  dass  die  der 
Einzelkraft  gegenüberliegende  Seite  eine  Kraft  darstellt,  welche  im  ent- 
gegengesetzten »Sinne  der  Einzelkraft  genommen,  mit  letztorcr  ein  Paar 
bildet,  welches  dem  gegebenen  Paare  äquivalent  ist.  Wenn  also  die 
Einzelkraft,  durch  diese  Kraft  ergänzt,  erst  dem  Paare  äquivalent  wird, 
so  kann  sie  ihm  für  sich  nichtäquivalent  sein.  Es  kann  daher  auch 
eine  Einzelkraft  einem  Paare  nicht  Gleichgewicht  halten. 
Dio  Richtigkeit  dieser  Sätze  erhellt  auch  schon  daraus,  dass  wenn  eine 
Kraft  Q  dem  Paare  (/*,  —  P)  äquivalent  .sein  könnte,  jede  andere  Kraft 
von  derselben  Intensität  und  demselben  Sinne  mit  Q,  wolche  gegen  das 
Paar  dieselbe  relative  Lage  hat,  ihm  gleichfalls  äquivalent  sein  miisste, 
weil  dieselben  Gründe,  welche  die  eine  Aequivalenz  darthun  würden, 
zugleich  auch  die  andere  erweisen  würden.  Es  lassen  sich  aber  stets 
mehr  als  eine  solche  Lage  für  {)  nachweisen  und  müssten  also  alle  solche 
Kräfte  Q  einander  äquivalent  sein,  was  unmöglich  ist. 

IV.  Zwei  Kräftepaaro  in  derselben  oder  in  parallelen 
Ebenen  von  gleichen  Momenten  und  gleichem  Sinne  sind 
äquivalent. 

Man  lege  dio  Paare  (/>  —  P),  (£J,  —  Q)  in  einer  Ebene  so  (Fig.  177.), 
dass  die  Parallelstreifen,  längs  deren  Grenzlinien  die  Seiteukräftc  wirken, 
sich  schneiden.  Ihre  Durchschnittsfigur  ist  ein 
Parallelogramm  ABCD}  in  dessen  Ecken  wir 
die  vier  Kräfte  angreifend  denken  dürfen.  Da 
die  Länge,  welche  die  Krafteinheit  graphisch 
darstellt,  beliebig  ist,  so  können  wir  sie  immer 
so  wählen,  dass  die  Seitenkräfte  des  Paares 
(P,  —  P)  durch  AB  und  CD  ausgedrückt  wer- 
den. Sind  nun  dio  Arme  der  Paare,  welche 
die  Breiten  der  Streifen  und  also  auch  die 
beiden  Höhen  des  Parallelogramms  darstellen, 
p  und  rj,  so   ist  der  Voraussetzung  gemäss 

P '  P  =  Q  '  <1',  es  ist  aber  auch  AB  >  p  =  CD  •  y,  weil  beide  Ausdrücke 
den  Inhalt  des  Parallelogramms  geben  und  da  AB  =  P,  so  wird  BC  =  Q. 
Demnach  hat  man  vier  Kräfte,  welche  durch  die  Seiten  eines  Paralle- 
logramms ausgedrückt  sind  und  zwei  Paare  gleichen  Sinnes  bilden.  Die- 
selben sind  aber  nach  III.  äquivalent. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  können  Kräftepaare,  welche  in  derselben 
Ebene  oder  auch  in  parallelen  Ebenen  liegen,  zu  einem  Kräftepaaro 
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vereinigt  und  kanu  ein  Kräftepaar  in  zwei  oder  mehrere  andere  von 
bestimmten  Armen  oder  Seitenkräften  aufgelöst  werden.  Es  kommt  nach 
demselben  hinsichtlich  der  Wirkung  des  Paares  nämlich  weder  auf  die 
Grösse  der  Seitenkraft,  noch  auf  die  des  Armes  für  sich,  sondern  nur 
auf  die  Grösse  des  Produktes  beider,  d.  h.  auf  die  Grösse  des  Paralle- 
logramms an,  welches  die  Seitenkraft  zur  Basis  und  den  Arm  zur  Höhe 
hat.  Ein  Kräftepaar  ist  daher  ohne  Aenderung  seiner  Wirkung  so  vieler 
Formen  fähig,  als  das  Parallelogramm  ohne  Aenderung  seines  Flächen- 
inhaltes annehmen  kann.  Construirt  man  nämlich  (Fig.  178.)  ein  Pa- 
rallelogramm JKLM,  welches  gleich  der  Summe  der  beiden  Parallelo- 
gramme ABCD  und  EFGH  ist,  so  ist  auch 
das  Paar  {JE,  LM)  äquivalent  den  beiden 
Paaren  {AB,  CD)  und  (EF,  GH)  gleichen 
Sinnes  untereinander  und  mit  ihm.  Denn 
bringt  man  längs  der  Linie  NO,  welche  dies 
Parallelogramm  in  zwei  Parallelogramme  zer- 
legt, von  denen  das  eine  gleich  ABCD,  das 
andere  gleich  EFGH  ist,  zwei  Kräfte  gleich  AB  und  einander  entgegen- 
gesetzt an,  so  zerfällt  {JE,  LM)  in  die  Paare  (JE,  NO)  {AB,  CD) 
und  (ON,  LM)  (EF,  GH).  Haben  aber  die  beiden  zu  vereinigenden 
Paare  entgegengesetzten  Sinn,  so  liefert  ein  Parallelogramm,  dessen 
Fläche  der  Differenz  ihrer  Momente  gleich  ist,  ein  ihnen  äquivalentes 
Paar.  In  ähnlicher  Weise  können  beliebig  viele  Paare  gleichen  oder 
zum  Theil  entgegengesetzten  Sinnes  zu  einem  ihnen  zusammen  äquiva- 
lenten Paare  vereinigt  werden. 

Die  bisher  entwickelten  Sätze  über  die  Veränderungen  der  Lage 
und  Form,  welche  ein  Kräftepaar  ohne  Aenderung  seiner  Wirkung 
erleiden  kann,  lassen  sich  zu  folgendem  allgemeinem  Satze  zusammen- 
fassen : 

V.  Ein  Kräftepaar  ist  jedem  anderen  Kräftepaare  äqui- 
valent, welches  mit  ihm  in  derselben  oder  einer  seiner 
Ebene  parallelen  Ebene  liegt  und  mit  ihm  gleiches  Moment 
und  gleichen  Sinn  besitzt.  Indem  man  die  Axe  des  Paares  con- 
struirt und  auf  ihr  das  Axenmoment  als  Strecke  aufträgt  und  den  Sinn 
des  Paares  durch  eine  ihr  angefügte  Pfeilspitze  ausdrückt,  kann  man 
diesem  Satze  auch  die  Fassung  geben: 

Das  Axenmoment  kann  ohne  Umkehrung  seines  Sinnes, 
parallel  mit  sich,  im  Räume  beliebig  verlegt  werden,  ohne 
dass  das  Kräftepaar  dadurch  seine  Wirkung  ändert. 

In  dieser  Form  gewährt  der  Satz  eine  noch  etwas  leichtere  Methode 
der  Zusammensetzung  der  Kräftepaare,  welche  in  derselben  oder  in 
parallelen  Ebenen  liegen.  Alle  solche  haben  nämlich  parallele  Axen, 
unterscheiden  sich  also  nur  durch  die  Grösse  und  den  Sinn  ihrer  Axen- 
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momente.  Verlegt  man  daher  diese  letzteren  sä  mint]  ich  in  eine  ihrer 
Richtung  parallele  Gerade,  so  addiren  sich  auf  dieser  alle  Axenmomente 
des  einen  und  alle  des  entgegengesetzten  Sinnes  und  tilgt  die  Summe 
der  einen  von  der  Summe  der  anderen  einen  ihr  gleichen  Theil,  sodass 
ein  einziges  Axenmoment  erübrigt,  welches  das  aus  sämmtlichen  Paaren 
resultirende  Paar  darstellt.  Der  Gegensatz  des  Sinnes  der  Paare  spricht 
sich  hierbei  also  im  Vorzeichen  der  Axenmomente  aus.  Man  kann  daher 
den  weiteren  allgemeinen  Satz  aufstellen: 

VI.  Kräftepaare  von  parallelen  Axen  sind  zusammen 
äquivalent  einem  einzigen  Paare  von  derselben  Axenrich- 
tung;  das  Moment  desselben  ist  die  Differenz  der  Momentan- 
summen der  Paare  des  einen  und  der  Paare  des  entgegen- 
gesetzten Sinnes  oder  also  die  algebraische  Summe  sämmt- 
licher  Momente  und  sein  Sinn  stimmt  überein  mit  dem  Sinne 
derjenigen  Paare,  welche  die  grössere  Momentensnmme  be- 
sitzen. Ist  die  algebraische  Summe  der  Momente  Null,  so 
besteht  zwischen  den  Paaren  Gleichgewicht  und  umgekehrt. 

Für  die  Znsammensetzung  der  Paare  mit  parallelen  Axen  gilt  dem' 
nach  derselbe  Satz,  wie  für  die  Zusammensetzung  der  Kräfte,  welche 
in  derselben  Geraden  wirken.  Kräftepaare  mit  parallelen  Axen  haben 
für  die  Ebene  eine  analoge  Bedeutung,  wie  Kräfte  in  derselben  Rich- 
tung für  die  Gerade;  ein  Analogon  für  den  Raum  mit  drei  Dimensionen 
ist  nicht  bekannt. 

Für  die  Aequivalenz  der  Kräftepaare  mit  verschiedenen  Ebenen, 
oder  also  mit  nicht  parallelen  Axen  gelten  folgende  Sätze: 

VII.  Zwei  Kräftepaare  in  verschiedenen  Ebenen  sind 
äquivalent  einem  einzigen  Kräftepaare,  dessen  Ebene  der 
Sch n ittlini e  j en er  p arall el  ist  und  dessen  Axenmoment  nach 
Grösse,  Richtung  und  Sinn  durch  die  Diagonale  eines  Pa- 
rallelogramms angegeben  wird,  welches  über  den  Axen- 
momenten  jener  Paare  als  Seiten  construirt  werden  kann 
(Parallelogramm  der  Axenmomente). 

Nach  Satz  IV.  kann  man  die  Kräftepaare  auf  denselben  Arm  gleich 
der  Längeneinheit  reduciren,  welcher  für  beide  in 
die  Schnittlinie  ihrer  Ebtfnen  fällt.    Die  Seiten-  v"'g'  lW- 

kräfte  AB,  CN  (Fig.  179.)  des  einen  und  AB,  EN 
des  anderen  Paares  sind  dann  gleich  den  Momen- 
ten der  Paare.  Nun  .liefern  aber  AB  und  AB  mit 
Hülfe  des  Parallelogramms  der  Kräfte  die  Resul-  j> 
tanto  AF  und  CN  und  EN  die  ihr  gleiche  und 
parallele,  aber  entgegengesetzte  Resultante  GN; 
daher  ist  das  Paar  (AF,  GN)  den  beiden  Paaren  (AB,  CN)  und  (AB,  EN) 
äquivalent.    Errichtet  man  nun  in  irgend  einem  Punkte  des  gemein- 
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schaftlichen  Armes  ./  V,  z.  B.  in  dessen  Mitte,  senkrecht  zu  den  Ebenen 
dieser  drei  Paare,  ihre  Axen  und  trägt  auf  ihnen  uach  Grösse  und  Sinn 
die  Axenmomente,  welche  gleich  AB,  AD,  AF  sind,  auf,  so  bilden 
diese  drei  Strecken  untereinander  dieselben  Winkel,  wie  die  Ebenen 
der  drei  Paare,  oder  also  die  drei  Linien  AB,  AD,  AF  und  sind  ebenso 
wie  letztere  die  Seiten  und  Diagonalen  eines  Parallelogramms,  welches 
dem  Parallelogramm  AF  congruent  ist.  Hieraus  ergibt  sich  der  zweite 
Theil  des  Satzes. 

Als  leichte  Folgerungen  reihen  sich  hieran: 

Zwei  Paare  halten  sich  Gleichgewicht,  wenn  ihre  Axen 
inomente  entgegengesetzt  parallel  sind.  Drei  Paare  halten 
sich  Gleichgewicht,  wenn  ihre  Axenmomente  einer  Ebene 
parallel  sind  und  jedes  von  ihnen  dem  Sinus  des  von  den  beiden 
anderen  gebildeten  Winkels  proportional  ist. 

Man  erweitert  diesen  Satz  leicht  zu  einem  Satze  über  das  Paralle- 
lepiped  und  das  Polygon  der  Axenmomente  und  erkennt,  dass  dieselbe 
Methode,  welche  zur  Zusammensetzung  und  Zerlegung  der  einfachen 
Kräfte,  doren  Richtungen  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  dient,  auch 
zur  Lösung  der  analogen  Aufgaben  für  die  Kräftepaare  führt,  sobald 
diese  durch  ihre  Axenmomente  dargestellt  werden.  Man  kann  daher 
behaupten : 

VI.  Das  Axenmoment  des  Kräftepaares,  welches  einem 
Aggregate  anderer  Kräftepaare  von  beliebigen  Axenmome Il- 
ten äquivalent  ist,  wird  nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn 
durch  die  Schlusslinie  eines  Polygons  dargestellt,  dessen 
Seiten,  in  beliebiger  Ordnung  genommen,  die  Axenmomente 
der  einzelnen  Paare  darstellen.  Ist  das  Polygon  geschlos- 
sen, so  besteht  zwischen  den  Paaren  Gleichgewicht. 

§.  13.  Ist  M  das  Axonmoment  eines  Kräftepaarcs  und  sind  A,  (t,  v 
die  Richtungswinkel  desselben  gegen  drei  rechtwinklige  Axenrichtungen 
der  »r,  y,  z,  so  sind 

ftfx  =  M  cos  X ,    My  =  M  cos  n ,    Mt  =  M  cos  v 

die  Axenmomente  dreier  Paare,  deren  Axen  den  Coordinatenaxen  der 
.r,  y,  z  und  deren  Ebenen  mithin  den  Coordiuatenebeneu  der  yz,  zx,  xy 
parallel  sind. 

Umgekehrt  erhält  man  aus  den  zueinander  rechtwinkligen  Axeu- 
moinenten  Mx,  My,  Mz  das  Axenmoment  des  resultirendeu  Paares  M: 

M  =  YMJ  +  M,/+  N:* 

und  für  die  Richtungscosinusse  desselben 

cos  X       cos  ii        cos  v  1 
*VX  M,j  jV-  .V 
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Wirken  an  einem  unveränderlichen  Systeme  Kräftepaare,  deren 
Axenmomente  M,  M',  M",  .  . .  mit  den  Coordinatenaxen  die  Winkel  or,  ßy  y; 
a  >  ß'i  />  a">  F  '»  7 "»  •  •  •  bilden,  so  zerlege  man  behufs  Bildung  des  Axen- 
momentes  des  resultirenden  Paares  G  jedes  Axenmoment,  wie  M,  in  die 
Oomponenten  Mx  =  M  cos  a,  My  =  M  cos  ßt  Mt  =  M  cos  y;  die  Axen- 
momente, parallel  den  Coordinatenaxen,  liefern  alsdann  die  Summen 
2MX ,  -ZMyi  £M.%  aus  welchen 

sowie  dessen  Richtungscosinusse 

cos  X       cos  ft        cos  v  1 

£MX  ~  YM"V  ~~  YMZ  ~  ~G 
hervorgehen.    Die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  der  Paare  sind 

ZMX  =  0,    ZMy  =  0,    ZM-  =  0. 


IV.  Capitel. 

Aequivalenz  ebener  Kräftesysteme  am  unveränderlichen  Punktsysteme. 

§.  1.  Sämmtliche  Kräfte  eines  Kräftesystems  mögen  in  einer  Ebene 
liegen.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  O  (Fig.  180.)  in  dieser  Ebene 
ziehen  wir  mit  jeder  Kraft  P  eine  Parallele  und  fügen  längs  dieser 
dem  Systeme  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  von  der  Intensität  P 
hinzu,  welche,  da  sie  sich  Gleichgewicht  halten,  die 
Wirkung  des  Kräftesystems  nicht  ändern.  Hierdurch 
erhalten  wir  an  die  Stelle  der  Kraft  P  drei  Kräfte, 
von  denen  die  eine  nichts  anderes  ist,  als  die  durch 
den  Punkt  0  hindurchgelegte  Kraft  P,  während  die 
andere,  sie  heissc  —  i*,  mit  dem  ursprünglichen  P  ein 
Kräftepaar  Pp  bildet,  dessen  Arm  der  Abstand  der 
Kraft  P  von  0  ist.  Dies  Paar  stellen  wir  durch  sein 
Axenmoment  dar  und  zwar  tragen  wir  dies  auf  einer 
zur  Ebene  des  Paares  senkrechten,  durch  0  hindurchgelegten  Axe  als 
Länge  nach  Grösse  und  Sinn  auf.  Indem  wir  diese  Operation  für  sämmt- 
Hche  Kräfte  P  des  Systems  ausführen,  erhalten  wir  als  dem  Kräftesystem 
äquivalent  1.  ein  Aggregat  von  Kräften  Z\  deren  Richtungen  durch  den 
Punkt  0  gehen  und  2.  ein  Aggregat  von  Kräftepaaren,  deren  Axen- 
momente Pp  zur  Ebene  senkrecht  sind  und  auf  der  durch  0  gehenden 
Normalon  der  Ebene  vereinigt  werden  können.  Dem  Aggregate  der 
Kräfte  P  ist  nach  dem  Satze  vom  Kräftepolygon  eine  Resultante  R  von 
bestimmter  Richtung  und  Intensität  äquivalent,  welche  in  der  Ebene  der 
Kräfte  durch  0  hiudurchgeht;  die  Kräftepaare  liefern  ein  rcsulti  ren  d  es 
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Paar  in  denselben  Ebenen,  dessen  Axcnmoment  M  die  algebraische 
Summe  der  Axenmomeute  aller  Paare  ist  und  auf  der  Normalen  in  0 
gebildet  werden  kann.  R  kann  nur  in  seiner  durch  0  gehenden  Rich- 
tung, M  aber  parallel  mit  sich  an  jede  Stelle  des  Raumes  verlegt  werden. 
Die  Auffindung  der  Resultanten  R  und  des  resultirenden  Paares  M,  ent- 
sprechend dem  Punkte  0,  wollen  wir  die  Reduction  der  Kräfte  des 
Systems  für  0  als  Reductionspunkt  nennen.  Da  derselbe  beliebig 
wählbar  ist,  so  enthält  die  vorstehende  Entwickelung  den  Satz: 

Jedes  ebene  Kräftesystem,  welches  an  einem  unver- 
änderlichen Punktsysteme  angreift,  ist  äquivalent  der  Ver- 
bindung einer  Einzelkraft  (Resultanten)  mit  einem  Kräfte- 
paare (resultirenden  Paare),  beide  in  der  Ebene  desKräfte- 
systems  gelegen,  und  zwar  auf  unendlich  viele  Arten. 

§.  2.  Alle  Rcductioncn  für  die  verschiedenen  Punkte  0  liefern 
dieselbe  Richtung,  Intensität  und  denselben  Sinn  für  die  Resultante  Ä, 
weil  das  Kräftepolygon,  welches  zu  ihrer  Auffindung  dient,  für  alle  sich 
congruent  und  parallel  bleibt,  während  das  Kräftepaar  M  im  Allgemei- 
nen sein  Moment  und  auch  seinen  Sinn  mit  der  Lage  des  Punktes  0 
wechseln  kann,  indem  mit  einer  Lagenänderung  von  0  eine  Aenderung 
der  Arme  der  Paare  verbunden  ist,  aus  welchen  M  hervorgeht.  Die 
Resultante  R  bestimmt  durch  ihre  constante  Richtung  ein  Parallelstralen- 
büschel:  für  alle  Punkte  0  ein  und  desselben  Strales  bleiben  R  und  M 
zugleich  unveränderlich;  es  findet  nur  eine  Aenderung  des  M  von  Stral 
zu  Stral  statt.  Um  diese  zu  bestimmen,  seien  R  und  M  Resultante  und 
Axenmoment  des  resultirenden  Paares  für  den  Stral  (i  (Fig.  181.)  und 
ft'  ein  anderer  Stral  des  Parallelbüschels,  längs  dessen  wir  zwei  Kräfte 
Fig.  181  /?,  —  R  anbringen,  welche  sich  Gleich- 

er gewicht  halten.    Die  erste  von  ihnen 

Ar  liefert  uns  die  Resultante  für  den  Stral 

 Ä  p  p\  die  zweite  bildet  mit  dem  R  des 

Strales  (i  ein  Paar  (R ,  —  Ä),  dessen 

.  „^Moment  Rr  sich  dem  Abstände  r  des 

Strales  (i  von  p  proportional  ändert 
und  dessen  Sinn  wechselt ,  wenn  p>'  von  dem  einen  der  beiden  Felder, 
in  welche  der  Stral  p  die  Ebenen  zerlegt,  in  das  andere  übergeht.  Für 
einen  auf  der  Seite  der  Ebene,  nach  welcher  die  Pfeilspitze  von  M 
zeigt,  befindlichen,  in  dem  Sinne  von  R  sehenden  Punkt  liefern  die 
Stralen  fi  rechts  von  (i  Paare  Ar,  deren  Sinn  mit  dem  Sinne  von  M 
harmonirt,  die  Stralen  links  von  fi  aber  solche,  deren  Sinn  dem  Sinne 
von  p  entgegengesetzt  ist.  Für  Stralen  ft'  der  ersten  Art  liefert  also 
die  Reduction  der  Kräfte  die  Resultante  R  und  das  resultirende  Paar 
]tf  =  M  -f-  Rrf  für  Stralen  der  anderen  Art  statt  des  letzteren  aber 
M'  =  M  —  Rr. 
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Ist  nun  weder  M  noch  R  Null,  so  gibt  es  auf  der  letzteren  Seite 
einen  Stral  (i0>  für  welchen  M  =  0  wird.    Sein  Abstand  r  von  (i  folgt 

M 

aus  M  —  Rr  =  0,  nämlich  r  =  —  .    Ein  ebenes  Kräftesystem 

ist  daher  im  Allgemeinen  einer  einzelnen  Resultante  R 
äquivalent.  Gehen  wir  von  der  Reduction  der  Kräfte  für  den  Stral  fi0 
aus,  so  zeigt  sich,  dass  die  Axenmomente  der  Reductionen  für  Stralen  /t, 
welche  gleich  weit  nach  rechts  und  links  von  ft0  abstehen,  gleich,  aber 
entgegengesetzten  Sinnes  sind.  Ist  M  =  0,  so  ist  der  ursprüngliche 
Stral  fi  selbst  fi0.  Für  R  =  0  ergibt  sich  für  jeden  Stral  fif  =  M\  es 
ist  das  System  einem  beliebig  verlegbaren  Kräftepaare  äquivalent.  Für 
den  Abstand  r  des  Strales  p0  aber  ergibt  sich  r  =  cx>;  es  kann  also 
das  System  und  mitbin  auch  das  Paar  M  nicht  einer  Einzelkraft  äqui- 
valent sein.  Aendert  sich  das  Kräftesystem  continuirlich  so,  dass  R 
sich  der  Null  nähert,  so  rückt  ft0  immer  mehr  ins  Unendliche  und  kann 
der  eben  erwähnte  Fall  auch  so  angesehen  werden,  dass  das  Paar,  welches 
dem  Kräftesysteme  äquivalent  ist,  soviel  als  eine  im  Unendlichen  ver- 
schwindende Einzelkraft  repräsentirt.  —  Sind  M  und  R  beide  gleich  Null, 
so  ist  das  System  im  Gleichgewichte;  auch  ist  zum  Gleichgewichte  beides 
erforderlich,  da  ein  Paar  und  eine  Einzelkraft  sich  nicht  Gleichgewicht 
halten  können. 

§.  3.  Das  Vorstehende  zeigt,  wie  man  mit  Hülfe  der  Kräftereduc- 
tion  für  irgend  einen  Punkt  0  entscheiden  kann,  ob  im  System  Gleich- 
gewicht herrscht  oder  ob  es  einer  Einzelkraft  oder  einem  Kräftepaare 
äquivalent  ist.  Es  wird  dazu  die  Aufsuchung  von  R  und  3/  erfordert. 
Ohne  aber  R  und  damit  von  vornherein  die  Richtung  des  Parallelstralen- 
btischels  (n)  zu  bestimmen,  genügt  die  Bestimmung  von  M  für  drei  Punkte 
des  Systems,  um  dieselbe  Entscheidung  zu  geben. 

Um  kurz  zu  reden,  nennt  man  die  Summe  der  Momente  der  Kräfte- 
paare, welche  der  Reduction  der  Kräfte  für  einen  bestimmten  Punkt 
entspricht,  das  Moment  des  Systems  für  diesen  Punkt.  Im  Falle 
des  Gleichgewichtes  ist  der  Werth  des  Momentes  für  jeden 
Punkt  der  Ebene  Null.  Zwei  einander  äquivalente  Systeme 
haben,  wie  hieraus  folgt,  für  jeden  Punkt  der  Ebene  gleiches 
Moment.  Denn  kehrt  man  das  eine  von  beiden  um,  so  bilden  sie  zu- 
sammen ein  im  Gleichgewicht  befindliches  System,  dessen  Moment  also 
für  jeden  Punkt  verschwindet;  mit  dem  Umkehren  des  Sinnes  einer 
Kraft  wechselt  aber  auch  der  Sinn  des  Momentes,  welches  diese  Kraft 
liefert.  Es  gibt  also  das  Moment  des  zweiten  Systems,  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  genommen,  mit  dem  Momente  des  ersten  Systems  zu- 
sammen Null  und  ist  folglich  ihm  selbst  gleich.  Ist  daher  ein  System 
einer  Einzelkraft  oder  einem  Kräftepaare  äquivalent,  so 
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ist  sein  Moment  für  jeden  Punkt  gleich  dem  Momente  dieser 
oder  dem  Momente  jenes. 

Das  Moment  einer  einzelnen  Kraft  ist  constant  für  alle  Punkte  auf 
einer  ihr  parallelen  Geraden,  hat  für  zwei  in  gleichen  Abständen  auf 
beiden  Seiten  von  ihr  liegenden  Geraden  entgegengesetzten  Sinn  und 
verschwindet  für  die  Punkte  ihrer  Richtung.  Hieraus  ergibt  sich,  dass 
es  für  drei  nicht  in  gerader  Linie  liegende  Punkte  nicht  denselben  Werth 
besitzen  kann.  Da  ferner  die  beiden  Kräfte  eines  Kraftepaares  ent- 
gegengesetzten Sinn  haben,  so  liefern  sie  für  jeden  Punkt  der  Ebene 
auch  Momente  entgegengesetzten  Sinnes  und  zwar  ist  ihre  Summe  gleich 
dem  Momento  des  Paares,  also  für  alle  Punkte  der  Ebene  constant. 

Man  kann  nun  behaupten:  Ist  das  Moment  eines  ebenen 
Kräftesystems  für  drei  nicht  in  gerader  Linie  liegende 
Punkte  Null,  so  ist  das  System  im  Gleichgewichte.  Denn 
einer  Einzelkraft  kann  es  nicht  äquivalent  sein,  weil  diese  für  die  drei 
Punkte,  nicht  gleiches  Moment  haben  kann,  einem  Kräftepaare  nicht, 
weil  dessen  Moment  nicht  Null  ist.  Ist  das  Moment  für  die  drei 
Punkte  nicht  Null,  aber  von  gleichem  Werthe,  so  ist  das 
System  äquivalent  einem  Kräftepaare.  Denn  für  den  Fall  des 
Gleichgewichtes  müsste  es  für  alle  Punkte,  also  auch  für  jene  drei,  ver- 
schwinden, und  eine  Einzelkraft  hat  für  diese  nicht  gleiche  Momente. 
Ist  das  Moment  für  die  drei  Punkte  nicht  constant  (weder 
Null,  noch  von  sonst  einem  Werthe  gleich),  so  ist  das  System 
einer  Einzelkraft  äquivalent. 

§.  4.  Wir  suchen  jetzt  den  analytischen  Ausdruck  des  Momentes 
des  Systems  in  Bezug  auf  irgefid  einen  Punkt  bei  Zugrundelegung  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  x}  y  und  zwar  zunächst  für  den 
Coordinatenursprung  0.    Da  die  Kraft  P  ihre  beiden  Componenten  A',  Y 

parallel  den  Coordinatenaxen  äquivalent  ist,  so 
ist  ihr  Moment  Pp  in  Bezug  auf  0  (Fig.  182.) 
äquivalent  der  Summe  der  Momente  jener. 
Diese  sind  «aber  nach  absolutem  Werthe  und 
Zeichen^  wenn  .t,  y  die  Coordinaten  des  An- 
griffspunktes von  P  bedeuten,  xY  und  —  yXy 
wie  man  sofort  erkennt,  wenn  man  bedenkt, 
dass  jedes  dieser  Paare  den  Sinn  wechselt, 
sobald  einer  der  Facto ren  seines  Momentes' 
das  Zeichen  wechselt,  während  es  denselben 
Sinn  behält,  wenn  beide  Factor en  das  Zeichen 
xY  —  yX  und  mithin  das  Moment  des 
2{xY  —  v.Y).   Für  einen  Punkt 


wechseln.    Daher  ist  Pp  = 
Systems  für  den  Ooordinatenurspr 
•ri »  lf\  aber  in  der  Ebene  des  Systems  sind  in  Bezug  auf  ein  dem  vorigen 
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paralleles  Coordinatensystem  x  —  xx ,  y  —  yt  die  Coordinaten  des  An- 
griffspunktes der  Kraft  Pund  daher  ist  für  ihn  das  Moment  ff  des  Systems: 

ff  =  Z[(x  —  xx)  Y —  (y  —  yx)  X]  =  —  (*,  ZY—  yx  ZX)  +  Z(x  V—  yX), 

oder  wenn  wir  abkürzend  ZX  =  A,  ZY=  B,  Z(xY  —  yX)  =  N  setzen, 

ff  =  —  (xxB  —  yxÄ)  +  N. 

1.  Soll  nun  im  System  Gleichgewicht  herrschen,  so  muss  M  für 
alle  Punkte  xX)  y,  verschwinden,  d.  h.  es  muss 

A  =  0,      B  =  0,      iV  =  0 

sein  und  umgekehrt,  sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  besteht  Gleich- 
gewicht. Diese  Gleichungen  sagen* aus,  dass  die  Summe  der  Pro- 
jectionen  aller  Kräfte  des  Systems  auf  die  Coordinaten- 
axen  und  die  Summe  der  Momente  für  den  Coordinaten- 
ursprung  einzeln  verschwinden  müssen. 

Diese  Bedingungen  erhält  man  auch,  indem  man  ausdrückt,  dass 
das  Moment  des  Systems  für  drei  nicht  in  gerader  Linie  liegende  Punkte 
•rn       x2i  #2»  ^3»  ^3  verschwinden  solle,  für  welche  also 

—  Bxx  +  Ayx  +  N  =  0  xx  yx  1 


—  Bx2  +  Ay2  -f  N  =  0  und 

—  Bx3  +  Ayz  -f  N  =  0 
ist. 

2.  Soll  das  System  sich  auf  ein  Paar  reduciren,  so  muss  AI  in  der 
ganzen  Ebene  constant,  also  von  xx  und  y,  unabhängig  sein,  d.  h. 
es  muss 

.4  =  0,    B  =  0 

werden  und  finden  umgekehrt  diese  Bedingungen  statt,  so  ist  das  System 
äquivalent  einem  Paare,  falls  nicht  Gleichgewicht  besteht,  in  welchem 
Falle  ff  =  N  =  0  würde. 

3.  Sind  A  und  B  nicht  beide  Null,  so  ist  das  System  äquivalent 
einer  Einzelkraft,  seiner  Resultanten  B.  Es  seien  A',,  Yx  deren  Com- 
ponenten,  so  "erfolgt  Gleichgewicht,  sobald  B  in  entgegengesetztem  Sinne 
den  Kräften  des  Systems  zugefügt  wird.  Dies  liefert,  wenn  a*, ,  yx  einen 
Punkt  auf  der  Richtung  der  Resultanten  bezeichnet, 

A  —  Xx  =  0,    B  —  yx  =  0,    ~  (*,r,  -  ytXx)  +  N  =  0, 
woraus  folgt: 

Xx  =  A  =  ZX,    Yx  =>  B  =  ZY,    xxZY  —  yxZX  =  Z(xY  —  yX). 

Die  dritte  dieser  Gleichungen  ist  die  Gleichung  der  Resultanten  in  xx,  yx 
als  laufenden  Coordinaten,  die  erste  und  zweite  liefern  ihre  Intensität 
und  Richtung  (a,  6),  nämlich: 

Scheit,  Theorie  d.  Bcw.  n.  d.  Kräfte.  35  ' 
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Ihr  Abstand  6  vom  Coordinatcnursprung  ist 

i  .n  ... 

Wir  haben  im  Vorstehenden  ein  rechtwinkliges  Coordinatcnsysteni 
zu  Grunde  gelegt,  indessen  werden  die  Formeln  nicht  viel  complicirter 
für  ein  Coordinatensystem  mit  beliebigem  Coordinatenwinkel  ct.  Die  Arme 
der  Paare  werden  x  sin  «,  y  sin  et  u.  s.  w.  und  das  Moment  des  Systems 

//  =  (—  {x{B  —  ysA)  +  N)  sin  ct. 

§.  5.  Sind  die  Kräfte  sämmtlich  einander  parallel  und  wählt  man 
zur  .r-Axe  eine  Gerade  ihrer  Richtung,  so  sind  alle  X  =  alle  Y '—  0, 
also  A  =  ZP}  B  =  0,  N  =  —  ZyP.  Die  Gleichgewichtsbedingungon 
sind  daher  A  =  ZP  =  0,  AT  =  —  ZyP  =  0,  d.  h.  es  muss  die  Summe 
aller  Kräfte  und  das  Moment  des  Systems  für  jeden  Punkt  der  Ebene 
verschwinden.  Das  System  reducirt  sich  auf  ein  Paar  N  =  —  2yP, 
wenn  ZP  =  0  ist.  Sind  A  und  iV  nicht  Null,  so  ist  es  einer  Einzel- 
kraft R  äquivalent;  für  sie  hat  man  A\  =  ZP,   Yx  =  0,  R  =  ZP, 

ZyP 

yxZP  =  ZyP,  d.  h.  y,  =  *  Die  Resultante  ist  daher  den  Kräf- 
ten parallel.    Wählt  man  ihre  Richtung  zur  x-Axe,  so  wird  ZyP  =  0. 

Besteht  insbesondere  das  System  blos  aus  zwei  Paiallelkräften,  die 
wir  P,  Q  nennen  wollen,  so  ist  R  =  P  -}-  Q  und  yP  -{-  yO  —  ()i 
wenu  die  a>Axe  in  die  Resultante  fällt.  Ilaben  P  und  Q  gleichen  Sinn, 
also  auch  gleiches  Zeichen,  so  sind  y  und  y  von  entgegengesetztem 
Zeichen,  es  fällt  mithin  die  Resultante  /?,  welche  mit  ihnen  gleichen 
Sinn  besitzt,  in  den  Parallelstieifen  (PQ)  und  theilt  ihn  im  umgekehrten 
Verhältnis»  der  Kräfte.  Sind  P  und  Q  entgegengesetzten  Sinnes,  so 
ist  R  die  Differenz  beider,  haben  y,  xj  gleichen  Sinn  und  fällt  die 
Resultante  in  denjenigen  Aussenraum  des  Parallelstreifons,  welcher  der 
Richtung  der  grösseren  Kraft  anliegt.  Ist  P  -f-  Q  =  0,  d.  h.  sind  die 
Kräfte  entgegengesetzt  gleich,  so  wird  R  —  0  und  bilden  P,  Q  ein 
Paar.  Die  Gleichung  yP  -f-  y'Q  =  0  geht  dann  über  in  y  -f-  y'=  0,  d.  h. 
y 

~'~  —       woraus  gefolgert  werden  kann,   dass  die  verschwindend 

kleine  Resultante,  welche  dem  Paare  äquivalent  sein  sollte,  ins  Unendliche 
fällt.  Kehrt  man  die  Resultante  dem  Sinuc  nach  um,  so  tritt  Gleich- 
gewicht ein. 

Die  Glcichgewichtsbedingungen  dreier  Parallclkräfte  Py  £),  R  lauten 
daher  nach  obiger  Theorie  P  -f-  Q  -\-  R  =  0,  Py  -f  (V  -f-  Ry  =  0, 
wobei  der  Anfangspunkt  0  der  Abstünde  y  beliebig  ist.  Aus  beiden 
Gleichungen  folgt  nun  1.  dass  eine  der  drei  Kräfte  den  beiden  anderen 
entgegengesetzt  sein  muss  und  2.  dass  P:Q:R  =  {y" —  y) :  (y  —  y ") :  (y  —  y). 
Schneidet  nun  die  Richtung  der  y  die  Richtungen  von  P,  Q,  R  in  den 
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Punkten  F,  G,  H  (Fig.  183),  so  wird  y"  —  y  =  OH  —  OG  —  GH, 
y  —  y"=  OF  —  OH  =  HF,  y  —  y  =  OF  —  OG  =  FGt  sodass 
P  :  Q  :  R  =  GH  :  HF  :  FG,  wobei 

Gr"-  y)  +  (y  -  y")  +  (y  -  y)  —  cir  +  /rr  +  fg  —  o 

und  also  die  Linien  GH,  HF,  FG  auch  dem  Sinne  nach  mit  P,  Q,  R 
untereinander  übereinstimmen.  Wird  daher  zu  P  und  Q  die  Kraft  R 
gesucht,  welche  mit  diesen  Gleichgewicht  hervor-  ^  ^ 

bringt,  so  folgt  ihre  Intensität  und  ihr  Sinn  aus 


ft 

J£  



R  =  —  (P  -\-  0) ;  ihre  Lage  aber  aus  der  Doppel- 
proportion P.Q-.R  =  GH  i  HF:  FG.  Denn  von 
den  drei  Punkten  F,  G,  H  liegt  jedenfalls  einer 
zwischen  den  beiden  anderen;  welcher  dies  ist,  er- 
gibt sich  au3  dem  Vorzeichen  von  P :  Q  =  GH :  HF. 
Ist  nämlich  P :  Q  positiv,  so  haben  GH  und  HF 
gleiches  Zeichen,  also  auch  gleichen  Sinn  und  fällt  H  zwischen  G  und  F. 
Ist  aber  P:Q  negativ,  so  fällt  H  in  einen  der  Aussenräume  des  durch 
P  und  Q  bestimmten  Parallelstreifens  und  zwar  auf  die  Seite  von  P  oder 
Q,  je  nachdem  der  absolute  Werth  von  P:Q  grösser  oder  kleiner  als 
Eins  ist.  Werden  andererseits  zu  R  zwei  Parallelkräfte  P  und  Q  von 
gegebener  Lage  gesucht,  welche  mit  72  Gleichgewicht  halten,  so  erhält 
man  ihre  Intensitäten  ans  der  obigen  Doppelproportion,  deren  rechte 
Seite  vollständig  bekannt  ist,  und  zugleich  deren  Sinn.  Es  ist  nämlich 
GH  n  HF 
~  FG  0==FG'R' 

§.  6.  Laufen  die  Richtungen  der  Kräfte  durch  ein  und  denselben 
Punkt,  so  kommt  die  Theorie  dieses  Capitels  auf  die  des  vorigen  zurück. 
Für  den  Schnittpunkt  der  Kräfte  als  Reductionspunkt  ist  N  =  0.  Das 
System  hat  eine  Resultante  und  ist,  wenn  diese  verschwindet,  im  Gleich- 
gewichte. 

§.  7.  Es  ist  von  Wichtigkeit,  zu  sehen,  wie  die  Untersuchungen  dieses 
Capitels  nur  dem  Wortausdrucke  nach  von  einer  rein  geometrischen  Betrachtung 
über  das  System  von  Strecken  sind,  welche  in  einer  Ebene  liegen  und  mit  einem 
beliebigen  Punkte  derselben  verbunden  ein  Dreiecksystem  von  bestimmten  Eigen- 
schaften bilden.  Dies  hat  Möbius  in  seinem  Lehrbuche  der  Statik  (Leipzig  1837) 
gezeigt,  einem  Werke  von  gleich  hoher  Bedeutung  für  die  Theorie  der  Kräfte, 
wie  für  die  Geometrie. 

Wenn  die  Stellung  der  Buchstaben  zugleich  den  Sinn  der  Strecken  bezeichnet, 
un  deren  Endpunkten  sie  stehen,  so  besteht  für  drei  in  gerader  Linie  liegende 
Punkte  A,  B,  Ct  welche  gegenseitige  Lage  sie  auch  haben  mögen,  die  Relation 
AB-\-BC+CA*=Q  oder  AB  -f-  BC  =  AC.  Diesem  Satze  entspricht  in  der 
Ebene  der  folgende:  Für  irgend  vier  in  einer  Ebene  liegende  Punkte 
A,  B,  C,  M  ist  MAB  -f  MBC+  MCA  =  ABC,  d.  h.  die  Summe  der 
Dreiecke,  welche  der  Punkt  M  mit  den  Verbindungslinien  der  drei 
anderen  Punkte,  nämlich  mit  AB,  BC,  CA  bildet,  ist  constant,  wo 
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auch  immer  M  in  der  Ebene  liegen  mag  und  zwar  gleich  dem  Inhalte 
des  Dreiecks  ABC.  Jedes  Dreieck,  wie  MAB,  ist  dabei  in  einem  bestimmten 
Sinne  und  mit  bestimmtem  Zeichen  genommen,  wie  man  findet,  wenn  man  einen 
Stral  um  eine  Ecke  sich  so  drehen  lässt,  dass  sein  Schnittpunkt  mit  der  Gegen- 
seite diese  in  dem  Sinne  durchläuft,  welcher  durch  die  Stellung  der  Buchstaben 
fUr  ihre  Endpunkte  in  der  Bezeichnung  des  Dreiecks  angegeben  ist.  So  ist  der 
Sinn  von  MAB,  ABM,  BMA  derselbe  und  dem  Sinne  von  BAM,  MBA,  AMB 
entgegengesetzt.  Der  erwähnte  Satz  leuchtet  min  sofort  ein,  wenn  M  im  Innen- 
rAume,  in  einer  Ecke  oder  auf  einer  Seite  des  Dreiecks  ABC  liegt.  Liegt  M  in 
einem  Scheitclraume,  z.  B.  dem  des  Winkels  A,  so  ist  MBC  =  MBA  -f*  MAC-\-  ABC, 
folglich  MAB  -f  MBC  -\-  MCA  =  ABC.  Für  einen  der  drei  stumpfen  Räume, 
z.  B.  den  an  BC  anstossenden,  ist  ABC  -\-  MCß  =  MCA  +  MAB,  also  auch 
hier  MAB  -f  MBC  +  MCA  =■  ABC. 

Indem  man  ein  beliebiges  geschlossenes  Polygon  AB  CD...  von  einer  Ecke 
A  aus  durch  Diagonalen  AC,  AD,  AE,  ...  theilt  und  für  einen  beliebigen  Punkt  AI 
die  Dreieksrelation  für  ABC,  ACD,  .  . .  aufstellt  und  sümmtliche  so  gewonnene 
Relationen  addirt,  dabei  aber  bemerkt,  dass  jedes  mit  einer  Diagonale  gebildete 
Dreieck  doppelt  und  zwar  mit  entgegengesetzten  Zeichen  vorkommt,  z.  B.  MAC 
und  MCA,  also  bei  der  Addition  herausfällt,  erhält  man  den  allgemeineren  Satz: 

MAB  -f  MBC  -f  MCD  H  =  ABC  +  ACD  -f  ADE  H  , 

d.  h.  für  jedes  ebene  geschlossene  Polygon  ABCD  dessen  Seiten 
AB,  BC,  CD,...  aufeinanderfolgend  in  demselben  Sinne  genommen 
sind,  ist  die  Summe  der  Dreiecke,  welche  ein  Punkt, M  der  Ebene  mit 
diesen  bildet,  eine  Constante  für  alle  Lagen  des  Punktes  M.  Diese 
Constante  wird  durch  die  Summe  der  Dreiecke  dargestellt,  welche  eine  Ecke 
A  mit  Hülfe  der  von  ihr  nach  den  übrigen  Ecken  gehenden  Diagonalen  mit 
den  Seiten  BC,  CD,...  bildet.  Diese  Summe  pflegt  man  in  allen  Fällen,  mag 
das  Polygon  ein  gewöhnliches  oder  ein  überschlagcncs  sein,  den  Inhalt  A  BC  I)  .. . 
desselben  zu  nennen.  Von  der  Bildung  dieses  Inhaltes  erhält  man  eine  deutliche 
Vorstellung,  indem  man  einen  Radiusvector  von  A  (oder  auch  von  M)  ausgehend 
über  die  Ebene  hingleiten  läs.st,  dass  sein  Endpunkt  den  Umfang  immer  in  dem- 
selben Sinne  durchläuft.  Alle  Flächenbestandtheile,  welche  derselbe  in  dem  einen 
und  im  entgegengesetzten  Sinno  beschreibt,  haben  bei  Bildung  des  Inhaltes  ent- 
gegengesetzte Bedeutung. 

Man  kann  die  Flächeninhalte  der  Figuren,  welche  hier  vorkommen,  maunig- 
fach  verwandeln,  ohne  ihr  Zeichen  (oder  ihren  Sinn)  zu  ändern.  Ein  Dreieck  ABC 
bleibt  z.  B.  auch  dem  Sinne  nach  ungeändert,  wenn  man  durch  eine  Ecke  A  mit 
der  Gegenseite  BC  eine  Parallele  legt  und  statt  A  irgend  einen  Punkt  Ä  dieser 
Geraden,  also  statt  ABC  das  Dreieck  A'BC  setzt.  Von  dieser  Umwandlung  Ge- 
brauch machend,  erhält  man  den  folgenden  Satz  über  das  Parallelogramm,  dessen 
wir  nachher  bedürfen  werden.  Für  jeden  Punkt  M  in  der  Ebene  eines 
Parallelogramms  ABCD  ist  die  Summe  der  Dreiecke  MAB  -f-  MCD, 
welche  M  mit  oinom  Paar  Gegenseiten  bildot,  gleich  der  Summe 
MBC-\-  MDA,  entsprechend  dem  anderen  Paare  Gegenseiten,  näm- 
lich gleich  dem  halben  Inhalte  \ABC D  des  Parallelogramms.  Ist  näm- 
lich ME  parallel  B  A  und  E  »ein  Durchschnitt  mit  DA,  so  hat  man  MAB  =  E  AB, 
MCD  ECD,  also  M A  B  -f  M  B C  =  E  AB  +  ECD  =  E  A  B  +  E  B  D  =» \ABC  D 
und  dasselbe  gilt  für  die  Summe  MBC  +  MDA. 

Es  sei  nun  AxBt,  5tC,,  CxDt,  ...  StTa  (Fig.  184.)  ein  beliebiges  ebenes 
Streckensystem,  M  irgend  ein  Punkt  seiner  Ebene  und 

E  =  MAtB2  -f  MB,Ct  -f-  MCtD,  +    •  •  MStTt 
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die  Summe  aller  Dreiecke,  welche  M  mit  den  Strecken  de»  Systems  bildet.  Von 
irgend  einem  Punkte  A  der  Ebene  ans  constrniren  wir  das  zusammenhängende 
Streckensystera  A  BCD  . . .  ST,  dessen  Seiten  gleich,  parallel  und  von  demselben 
Sinno  mit  den  Strecken  AxBt,  BtCt,  C,Dt,  ...  5, 7",  seien.  Dann  ist  nach  dem 
zuletzt  aufgestellten  Satze  über  das  Parallelogramm: 

M  AxBt  -j-  MBA  —  AAiBi 
MBxCt  +  MCB  =  BBtL\ 
MC,Dt  +  MDC  =  C  CxDt 

MSX  Tt  +  MTS  =»  SSX  Tt, 
folglich,  wenn  man  alle  diese  Gleichungen  addirt  und  berücksichtigt,  dass 
MBA  +  MCB  +  MDC  -f  •  •  •  -f  M  TS  -f  MAT 

=.  —  {MAB  +  MBC  +  MCD  -\  MST)  -f  MTA  =  —  ABCD  •  •  •  TA 

ist  und  ABCD  •  •  •  7V1  =  71  und  /M,/?,  -f-  BBXC%  +  CCXD%  +  ■  ■  •  +  SSX  T%  = 

8etzt»  £  —  il  +  d  —  MTA. 

Nun  sind  folgende  Falle  möglich.  1.  Der  Streckenzug  ABCD  ...ST  schliesst 
sich,  sodass  T  mit  A  zusammenfüllt,  dann  ist  MTA  =  0  und  also  2  —  TJ df 
also  constant  für  alle  Lagen  von  M.  2.  Der  Streckonzng 
schliesst  sich  nicht,  dann  kann  man  zu  TA  immer  eine  Ft&  ,84* 

gleiche  und  parnllele  Strecke  TxAt  annehmen,  sodass 

M7\At  +  M  AT  =  TTtAlt 

aUo  _  MTA  =  TTxAt  —  MTxAt 

und  folglich  2  =  II  4-  J  4-  TTxAi  —  M  Tx  At  wird,  zu 
gleich  aber  den  Abstand  der  Strecke"  Tx  At  von  TA  so  be- 
stimmen, dass  TAtTx  =  77  -}-  d  wird.  Dann  ist  2  =  MAtTx. 
In  diesem  Falle  gibt  es  also  eine  Strecke  AtT,  von  der 
Art,  dass  die  Summe  2  der  Dreiecke,  welche  M  mit  dem 
Streckensysteme  bestimmt,  gleich  dem  Dreieck  ist,  welches 
M  mit  dieser  Strecke  bildet.  Die  Summe  2  ist  in  diesem 
Falle  mit  der  Lage  von  M  veränderlich,  sie  verschwindet, 

wenn  M  in  die  Richtung  der  Strecke  AtTx  eintritt  und  wechselt  den  Sinn  beim 
Durchgange  von  M  durch  dieselbe.    Man  erhält  daher  den  Satz: 

Für  ein  ebenes  Streckensystem  ist  die  Summe  der  Dreiecke, 
welche  ein  Punkt  der  Ebene  mit  den  einzelnen  Strecken  bildet, 
entweder  constant  für  alle  Lagen  dieses  Punktes  oder  es  lässt  sich 
einebestimmte  Strecke  angeben,  mitwelcherjener  Punkt  ein  Dreieck 
bildet,  dessen  Inhalt  gleich  jener  Summe  ist.  Der  veränderliche 
Werth  dieser  Summe  verschwindet  im  letzteren  Falle  für  alle  Punkte 
auf  der  Richtung  dieser  Strecke  und  ist  in  gleichen  Abständen  dies- 
seits und  jenseits  der  Strecke  gleich  und  entgegengesetzt. 

Die  doppelte  Summe  2  ist  das  Moment  eines  ebenen  Kräftesystems,  dessen 
Kräfte  durch  die  Strecken  AtBt1  Bx{\,...  dargestellt  werden.  Die  Strecke  At  T, 
deren  Länge,  Richtung  und  Sinn  durch  die  Schlusslinic  A  T  des  Polygons  ABC...  T 
gefunden  wird,*ist  die  Resultante  des  Systems.  Ist  sie  Null,  aber  der  Inhalt  2 
des  Polygons  nicht  Null,  so  ist  das  System  äquivalent  einem  Panre,  dessen  Mo- 
ment 21;  ist  2  Null,  so  findet  Gleichgewicht  statt.  Kräfte,  deren  Inten- 
sitäten den  Seiten  eines  geschlossenen  Polygons  proportional,  deren 
Richtuugen  diesen  parallel  sind  und  deren  Sinn  mit  dem  Sinne  der 
Seiten  desselben  übereinstimmt,  wie  er  von  einem  Punkte  angegeben 
wird,  derden  Umfang  ohne  umzukehren  durchläuft,  sind  daher  stets 
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äquivalent  einem  Kräftepaare,  dessen  Moment  der  Inhalt  dieses  Po- 
lygons ist. 

Man  kann  die  Lage  und  Länge  der  Linie  dtl\  leicht  Gnden,  sobald  die 
Werthc  von  Z  für  drei  Punkte  A,  B,  C  bekannt  ist.  Dieselben  seien  ZA,  Zjf,  Z^m 
Da  Z  —  MAtTt  dem  Abstände  des  Punktes  M  von  At  Tt  proportional  ist,  so  miiss 
die  Richtung  dieser  Linie  BC  im  Verhältnis»  Zn:Zc  und  Ac  ira  Verhältniss 
ZA  :  Zc  theilen  und  zwar  in  äusseren  oder  in  inneren  Theilpunktcn,  je  nachdem 
diese  Verhältnisse  positiv  oder  negativ  sind.  Ihre  Länge  ergibt  sich  daraus,  dass, 
wenn  d  der  Abstand  der  auf  diese  Weise  gefundenen  Theilungslinie  ist, 

At  Tt  ■  d  =  \  ZA  =  \  Zß  =  \  Zc 

sein  muss.  Auch  das  Moment  Zv  für  einen  Punkt  M  kann  aus  den  Momenten 
Z4,  Zjf,  Zq  dreier  Punkte  unnüttoll>ar  bestimmt  werden.  Ks  besteht  nämlich 
die  Relation 

MBCZA  -f  MCA'2n  +  MABZC  —  ABCZM. 

Man  erhält  sie,  wie  folgt.    Es  seien  D,  E,  /'(Fig.  185.)  die  Durchschnitte  der 

Linie  At  7\  mit  BC,  CA,  AB,  S  aber  der  Schnitt- 
iar>'  punkt  von  AM  mit  BC,  dann  ist,  wenn  Zv  das 

Moment  für  N  bedeutet, 

BJ)       CD  _  SD 

££  ES 

ff  '•  n  Zwischen  den  vier  Punkten  B,  C,  D,  S  besteht 

aber   die   identische    Relation   BC  (CD  —  SD) 
+  CD  (SD  —  BD)  -f  SD  (BD  —  CD)  =  0, 
/'  welche  in  BD  •  CS  +  CD  -  SB  -f  SD  -  BC  =  0 

umgeschrieben  werden  kann.  Aus  ihr  ergibt  sich, 
indem  man  für  BD,  CD,  SD  die  Grössen  Zß,  Zc,  Zx  einsetzt,  welche  in  dem- 
selben Verhältnisse  stehen,  wie  sie: 

CS  •  l/{  +  SB .  Zc  +  BC  ■  Zx  =  0 . 
Ebenso  hat  man  aber  auch  für  die  Gerade  A  MS: 

M  S  ■  ZA  +  SA-  Zu  +  AM-  Zy  =  0 . 
Eliminirt  man  aus  beiden  Gleichungen  alles,  was  den  Punkt  S  betrifft,  so  ergibt 
sich  die  fragliche  Relation.  Dies  gelingt  aber,  indem  CS:  SB  =  MOS:  MSB 
=  A  C  S :  A  S  B  =  {C  S  M  —  CSA)  =  (B  MS  —  BAS)  =  CA  M :  B  MA  =  MCA:  MA  B 
und  in  gleicher  Weise  MS:  SA  =»  MßC:  ACß  ist.  Zunächst  erhält  man  hier- 
mit nämlich: 

MCA-Zß  +  MAB  •  Zc  =  (MCA  -f  MAB)  Zx 
M B  C  •  Z  A  +  AC  B  -  Zy  =  (MBC  +  ACJi)  ZY, 

welche  Gleichungen  blos  noch  von  einander  zu  subtrahiren  sind, 
um  zu  dem  Satze  zu  gelangen. 

Die  Betrachtungen  dieses  §.  hätten  wir  den  analytischen 
Entwickelungen  des  §.  4.  zu  Grunde  legen  können.  So  hätte 
insbesondere  der  Satz 

MAB  +  MBC  -f  MCA  —  ABC 

unmittelbar  zu  der  Formel  für  das  Moment  //  =  £(.vl'  —  yX) 
geführt.    Denn  es  ist  für  die  Kraft  AB  (Fig.  186.) 

OAC  +  OCB  -f  ODA  —  ACB, 
mithin  OAB  —  OAC  +  OCß  —  ACB, 

//  =  *r  4-  (.v  -f-  V)  \  -  A  r  =  xv  -  yx. 
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Aequivalenz  räumlicher  Kräftesysteme  am  unveränderlichen 

Punktsystem. 

§.  1.  Indem  wir  durch  irgend  einen  Tunkt  0  mit  sämmtlichen 
Kräften  P  eines  räumlichen  Kräftesystems  Parallele  legen  und  längs 
ihnen  Kräfte  P  in  demselben  und  in  entgegengesetztem  Sinne  anbrin- 
gen, reduciren  wir  das  ganze  Kräftesystem,  wie  Cap.  IV,  §.  1.  auf  eine 
Resultante  R  und  ein  resultirendes  Paar  M.  Indem  wir  R  nach  Inten- 
sität,  Richtung  und  Sinn  durch  eine  Strecke  mit  angefügter  Pfeilspitze 
und  M  durch  sein  Axenmoment  in  ähnlicher  Weise  durch  eine  zweite 
Strecke  darstellen,  erhalten  wir  zwei  unter  einem  gewissen  Winkel  X 
gegeneinander  geneigte  Linien,  welche  den  gesammten  Kraftinhalt  des 
Systems  zu  repräsentiren  geeignet  sind. 

Diese  Reduction  der  Kräfte  ist,  da  der  Reductionspunkt  0  beliebig 
wählbar  ist,  auf  unendlich  viele  Arten  ausführbar;  für  alle  diese  Reduc- 
tionen  bleibt  aber  die  Resultante  R  nach  Intensität,  Richtung  und  Sinn 
dieselbe,  während  M  im  Allgemeinen  nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn 
seines  Axenmomentes  verschieden  ausfällt.  Die  Resultante  bestimmt 
daher  ein  Parallelstralenbündel  (fi)  im  Räume,  sodass  die  Reduction  für 
alle  Punkte  desselben  Strales  p  dieselbe  bleibt,  beim  Uebergange  von 
einem  Strale  zu  cinom  anderen  aber  eine  leicht  angebbare  Aenderung 
erleidet.  Um  diese  Aenderung  beim  Uebergange  von  einem  Strale 
zu  einem  anderen  Stalo  ji  deutlich  zu  übersehen,  genügt  es  (Fig.  187.), 
längs  (i  zwei  entgegengesetzte  Kräfte  Ä,  —  R  anzubringen  und  die 
Resultante  Ä,  welche  längs  (i  wirkt,  mit  der  Kraft  —  R 
zu  dem  Kräftepaare  (/?,  —  R)  zu  verbinden,  dessen  Axen- 
moment  Rr,  worin  r  den  Abstand  der  Straten  p,  ji'  be- 
zeichnet, mit  dem  Axenmomente  M  zusammen  nach  dem 
Satze  vom  Parallelogramm  der  Axenmomente  das  der 
Reduction  für  den  Stral  (i  entsprechende  Axenmoment 
M'  liefert.  Diese  Uebertragung  der  Reduction  von  Stral 
zu  Stral  haben  wir  bereits  im  I.  Tbl.,  Cap.  V,  §.  1.  (S.  161) 
für  die  Winkelgeschwindigkeiten  ausgeführt.  In  dersel- 
ben Weise  wie  dort  ergibt  sieb,  dass  eine  ausgezeichnete 
Reduction  für  einen  gewissen  Stral  ft0  existirt,  für  welche  die  Richtung 
des  Axenmomentes  zur  Richtung  der  Resultanten  R  parallel  wird.  Man 
neunt  diesen  Stral  nach  Poinsot  die  Ccntr alaxe  dos  Kräfte- 
systems. Die  Ebene  des  Parallelogramms,  welches  M'  zur  Diagonale 
hat,  enthält  die  Richtung  von  M  und  die  zur  Ebene  des  Paares  (/?,  —  R) 
oder  der  Ebene  (fi,  fi0)  senkrechte  Richtung  von  Rr  als  Seiten.  Soll 
nun  die  Diagonale  die  Richtung  ft  erlangen,  so  muss  seine  Ebene  parallel 
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der  Ebene  des  Winkels  Xy  welchen  R  und  M  bilden  und  senkrecht  zur 
Ebene  (ft,  fi0)  werden.  Da  die  Stellung  der  Ebene  durch  die  erste 
dieser  beiden  Bedingungen  bereits  bestimmt  ist,  so  folgt,  dass  der  Stral 
f*0  blos  in  einer  durch  ft  gehenden,  zur  Ebene  des  Winkels  X  senkrech- 
ten Ebene  gesucht  werden  kann.  Diese  Ebene  wird  aber  durch  den 
Stral  ft  in  zwei  Felder  zerlegt,  sodass  den  Stralen  ft'  rechts  und  links 
von  ft  entgegengesetzte  Axenmoinente  Rr  und  —  Rr  entsprechen.  Als 
Diagonale  des  Parallelogramms  füllt  aber  Af  in  einen*  bestimmten  der 

beiden  Scheitelräume,  welche  die  Richtungen 
von  M  und  Rr  bilden.  Hierdurch  entscheidet 
sich  das  Feld,  in  welchem  ft0  liegt;  es  kann 
nur  dasjenige  sein,  für  welches  die  Richtung 
M^--^1  der  Stralen  ft  in  den  Winkel  des  aus  M  und  Rr 
zu  bildenden  Parallelogramms  zu  liegen  kommt. 
Der  Abstand  r  der  Stralen  ft  und  (U0  ergibt  sich 
endlich  daraus,  dass.  weil  Rr  senkrecht  auf  fi0 
steht,  M'  die  rechtwinklige  Projection  von  M 
auf  die  Richtung  der  Stralen  ft  werden  nmss. 
Bezeichnen  wir  das  der  Ontralaxe  ft0  entsprechende  Axenmoment  der 
Kräftercduction  mit  M®\  so  erhalten  wir  mit  Rücksicht  auf  Fig.  188., 
iu  welcher  die  Construction  der  Centralaxe  angedeutet  ist, 

=  Meosk,    rR  =  M  sin  X 
und  mithin  „ 

r  =  —  sm  X. 

Daher  der  Satz: 

Jedes  Kräftesystem,  welches  an  einem  unveränderlichen 
Punktsystem  angreift,  ist  auf  unzählige  Arten  einer  Resul- 
tanten R  und  einem  Kräftepaare  M  äquivalent;  die  Resul- 
tante bleibt  in  allen  Fällen  sowohl  nach  Intensität,  als  nach 
Richtung  und  Sinn  dieselbe;  sie  bestimmt  einen  Parallel- 
stralenbüschel  von  fester  Richtung  und  kann  die  Lage  jedes 
einzelnen  Strales  desselben  annehmen.  Das  zugehörige 
Paar  variirt  im  Allgemeinen  sowohl  nach  Grösse,  als  auch 
nach  Neigung  und  Sinn  seines  Axenmomentes.  Unter  den 
Stralen  des  Büschels  gibt  es  einen  ausgezeichneten  Stral, 
die  Centralaxe  des  Kräftesystems,  sodass,  wenn  die  Resul- 
tante in  ihm  angenommen  wird,  das  Axenmoment  des  zuge- 
hörigen Paares  gleichfalls  die  Richtung  des  Büschels  an- 
nimmt. DioProjectionen  aller  verschiedenen  Axenmomento 
auf  die  Richtung  des  Büschels  sind  gleich  und  gleich  dem 
Axenmomente,  welches  der  Centralaxe  entspricht. 

Gehen  wir  von  der  Reductiou  (Ä,  :W(0))  des  Kräftesystems  für  die 
Centralaxe  ft„  aus,  so  ergibt  sich  die  Reduction  (Ä,  M)  für  jeden  anderen 
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Fig.  189. 
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Stral  ft  des  Parallelbüschels  im  Abstände  (i)  »  r  (Fig.  189.),  wie 
S.  163,  wenn  y  die  Neigung  des  Axenmomentes  M  gegen  ^0  ist,  durch 
die  Gleichungen 

tl.  h.:  T        1     ?V       üft°>  ' 

Unter  allen  Axenmomenten,  welche  den  verschiedenen 
Reductionen  des  Kräftesystems  auf  Resultante 
und  resultiren des  Paar  entsprechen,  ist  das  der 
Centralaxe  zugehörige  das  kleinste;  allen  Stra- 
len  welche  gleichen  Abstand  r  von  der  Central- 
axe fi0  besitzen,  entsprechen  gleiche  und  gegen 
p0  gleichgeneigte  Axenmomente.  Das  Quadrat 
des  Axenmomentes  nimmt  mit  dem  Quadrate  des 
Abstandes  von  der  Centralaxe  zu  und  die  Nei- 
gung desselben  gegen  diese  Axe  wächst  diesem 
Abstände  proportional  und  nähert  sich  fortwäh- 
rend der  Rechtwinkligkeit  gegen  sie. 

§.  2.  Ausser  den  im  vorigen  §.  behandelten  Reductionsarten  eines 
Kräftesystems  auf  Resultante  und  resultirendes  Paar  gibt  es  keine  an- 
deren dieser  Art.  Denn  wenn  es  noch  eine  weitere  Kraft  K  und  ein 
Paar  Q  gäbe,  welche  zusammen  dem  Systeme  äquivalent  wären,  so  wurden 
dieselben,  in  umgekehrtem  Sinne  genommen,  mit  diesem  im  Gleich- 
gewichte sein  müssen.  Nun  fallt  die  Richtung  von  K  entweder  mit  einem 
Strale  ju  zusammen  oder  es  gibt  eine  Ebene  voll  Stralen  ft,  welche  K 
schneiden.  Im  ersten  Falte  reducire  man  das  System  auf  R  und  M 
für  den  Stral  p.  und  bilde  die  Resultante  von  R  und  —  IC,  sowie  das 
aus  M  und  Q  resultirende  Axenmoment.  Beide  müssen  wegen  des  Gleich- 
gewichtes verschwinden.  Mithin  ist  K  identisch  mit  R  und  Q  mit  M, 
da  eine  einzelne  Kraft  einem  Paare  nicht  Gleichgewicht  halten  kann. 
Im  anderen  Falle  reducire  man  ebenso  für  irgend  einen  Stral  jt*,  welcher 
K  schneidet  und  ziehe  denselben  Schluss. 

Verlegt  man  bei  irgend  einer  Reduction  (Ä,  M)  des  Kräftesystems 
das  resultirende  Kräftepaar,  es  heisse  (Fy  — F)}  so,  dass  eine  Seiten- 
kraft F  die  Resultante  R  schneidet  und  setzt  sie  mit  ihr 
zu  einer  neuen  Kraft  S  zusammen,  so  wird  das  System 
den  beiden  im  Allgemeinen  sich  kreuzenden  Kräften 
—  F,  S  äquivalent.    Diese  Reduction  ist  auf  unzählige 
Arten  möglich,  welche  aber  alle  aus  den  verschiedenen 
Reductionen  (/?,  M)  erhalten  werden  können.   Es  stelle 
Fig.  190.  zwei  solche  Kräfte  —  F ,  S  dar;  wir  suchen  ^ 
da«  Volumen  der  Pyramide,  welche  beide  zu  gegen- 
überliegenden Kanten  hat.     Nun  ist  die  in  der  Ebene  des  Paares 
(Fy  —  F)  enthaltene  Grundfläche  derselben  ein  Dreieck,  dessen  Inhalt 


Fig.  190. 
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gleich  demselben  Momente  ^  M  des  resultirenden  Paares  ist.  Die  Höhe 
aber,  nämlich  der  von  dem  Endpunkte  von  5  auf  diese  Grundfläche 
gefällte  Perpendikel  ist  gleich  R  cos  X.  Demnach  ist  das  gesuchte  Vo- 
lumen \tRMcosX.  Allein  M  cos  l  ist  die  Projection  des  Axenmoraentes 
M  auf  die  Richtung  der  Stralen  oder  die  Richtung  der  Resultanten 
und  folglich  gleich  jV(">.  Daher  wird  jenes  Volumen  \tRM^y  welches 
eine  constante  Grösse  ist,  da  R  mit  /i  nicht  variirt.    Daher  der  Satz: 

Ein  Kräftesystem  ist  auf  unendlich  viele  Arten  zwei 
im  Allgemeinen  sich  kreuzenden  Kräften  äquivalent  und 
für  alle  solche  Paare  sich  kreuzender  Kräfte  ist  das  Volu- 
men der  Pyramide,  welch  e  sie  zu  Gegenkanten  hat,  constant. 

Dieser  Satz  rührt  von  Chasles  her.    S.  S.  166. 

§.  3.  Aus  der  Gleichung  M'  =  M<M  -f  äV  folgt,  dass  das  System 
nur  dann  einer  blossen  Resultanten  ohne  resultirendes  Paar  äquivalent 
sein  kann,  wenn  ,V<°>  verschwindet,  indem  für  keinen  Stral  fi  ausser  fi„ 
das  zugehörige  Axenmoment  Null  werden  kann.  Da  zugleich  =  M  cos  l 
ist,  so  folgt  weiter,  dass  nur  verschwinden  kann,  wenn  k  =  j;r; 

daher: 

Das  Kräftcsystom  ist  einer  blossen  Resultanten  ohne 
zugehöriges  Paar  äquivalent,  sobald  für  irgend  eine  Reduc- 
tion  das  Axenmoment  des  resultirenden  Paares  zur  Rich- 
tung der  Resultanten  senkrecht  ist  und  die  Resultante  nicht 
versch windet.  Diese  Einzelresultante  fällt  in  die  Central- 
axe  des  Systems;  für  alle  Reductionen  findet  die  Recht- 
winkligkeit des  Axenmomentes  und  der  Resultanten  statt. 

Wenn  M  senkrecht  zu  R,  so  ist  die  Ebene  des  resultirenden  Paares 
der  Resultanten  parallel  und  da  man  das  Paar  in  seiner  Ebene  verlegen 
und  drehen  kann,  so  kann  man  immer  bewirken,  dass  eine  Seitenkraft 
mit  R  in  eine  Richtung  fällt.  Dann  erhält  man  zwei  parallele  ungleiche 
Kräfte,  welche  stets  einer  einzigen  Kraft  äquivalent  sind. 

Für  das  ebene  Kräftesystem  des  vorigen  Capitels  ist  die  Bedingung 
der  Rechtwinkligkeit  von  R  und  M  erfüllt,  daher  ist  dasselbe,  wenn  R 
nicht  verschwindet,  einer  Einzelresultanten  äquivalent.  Die  Resultante 
geht  nämlich  aus  einem  in  die  Ebene  fallenden  Kräftepolygon  hervor 
und  liegt  also  in  der  Ebene;  das  resultirende,  Axenmoment  aber  ergibt 
sich  als  die  Summe,  aller  Axenmomente  und  diese  sind  sämmtlich  senk- 
recht zur  Ebene,  da  die  Kräftepaare,  denen  sie  angehören,  in  der 
Ebene  liegen. 

Für  ein  System  von  Parallelkräfteu  ist  diese  Bedingung  gleichfalls 
erfüllt.  Denn  für  irgend  eine  Kräftercduction  ergibt  sich  R  als  die 
Summe  aller  Kräfte  in  der  Richtung  der  Parallelkräfte  und  die  Axen- 
momente aller  Kräftepaarc  sind  senkrecht  zu  dieser  Richtung  und  lie- 
fern also  ein  resultirendes  Axenmoment  senkrecht  zu  R.    Die  Auftiudung 
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der  Centralaxe  ist  in  diesem  Falle  besonders  einfach.  Man  legt  durch 
R  eine  Ebene  senkrecht  zu  M  und  zieht  mit  R  in  ihr  und  zwar  in  dem 
Felde,  welches  den  M  entgegengesetzt  gerichteten  Axenmomenten  ent- 

M 

spricht,  im  Abstände  r  =»  -  -  eine  Parallele. 

Das  Kräftesystem  ist  äquivalent  einem  Paare,  sobald  R 
verschwindet.  Jede  Rednction  liefert  dasselbe  Paar,  nämlich  M—  i!/(0), 
wie  sich  von  selbst  versteht,  da  ein  Paar  beliebig  verlegbar  ist.  Die 
Axc  von  jl/<°>  gibt  die  Richtung  des  Büschels  (fi)  an,  die  Ccntralaxo  ist 
aber  unbestimmt. 

Das  Kräftesystem  ist  im  Gleichgewichte,  sobald  für  irgend 
eine  Rednction  R  =  0  und  M  =  0  ist.  Diese  Bedingungen  sind  not- 
wendig und  hinreichend,  da  ein  Paar  und  eino  Einzelkraft  sich  nicht 
tilgen  können. 

§.  4.  Bisher  haben  wir  das  Punktsystem,  an  welchem  das  Kräfte- 
system wirkt,  als  vollkommen  frei,  d.  h.  als  nicht  gewissen  Bedingungen 
unterworfen,  angesehen.  Die  Bedingungen,  an  welche  ein  unver- 
änderliches System  gebunden  ist,  können  sehr  mannigfach  sein;  die  am 
häufigsten  vorkommenden  sind  folgende:  1.  das  System  besitzt  einen 
festen  Punkt,  2.  es  besitzt  eine  feste  Axe,  3.  es  hat  eine  feste  Axcn- 
richtung,  4.  gewisse  Punkte  des  Systems  sind  genöthigt,  auf  festen  Cur- 
ven  oder  Flächen  zu  bleiben,  5.  gewisse  Flächen  des  Systems  sollen 
feste  Flächen  oder  Curven  bei  fortwährend  wechselnden  Berührungs- 
punkten berühren. 

Besitzt  das  System  einen  festen  Punkt,  so  reducire  man  die  Kräfte 
für  diesen  auf  eine  Resultante  und  ein  resultirendes  Paar;  erstere  übt 
auf  den  festen  Punkt  einen  Druck  aus  und  wird  durch  den  Widerstand 
dieses  Punktes  getilgt,  das  Paar  ist  beliebig  verlegbar.  Das  Kräfte- 
system ist  also  im  Falle  eines  festen  Punktes  immer  äquivalent  einem 
Kräftepaare. 

Hat  das  System  eine  feste  Axe,  so  setzt  es  allen  Kräften,  welche 
an  irgend  welchen  Punkten  dieser  Axo  angreifen,  Widerstände  entgegen, 
welche  diese  Kräfte  vernichten.  Man  reducire  nun  die  Kräfte  des  Systems 
für  irgend  einen  Punkt  der  festen  Axe  auf  Resultante  und  resultirendes 
Paar  und  zerlege  das  Paar  in  zwei  Paare,  von  denen  das  eine  eine  zur 
festen  Axe  parallele,  das  andere  eine  zu  dieser  senkrechte  Axe  besitzt. 
Die  Resultante  und  das  letztere  Paar  setze  man  zu  zwei  Kräften  zu- 
sammen, deren  Richtungen  im  Allgemeinen  nicht  in  eine  Ebene  fallen 
und  welche  beide  an  Punkten  der  Axe  angreifen;  sie  bestimmen  den 
Druck  auf  die  Axe  und  werden  durch  die  Widerstände  derselben  ge- 
tilgt. Demnach  bleibt  blos  die  Wirkung  eines  Paares  übrig,  dessen 
Axe  der  festen  Axe  parallel  ist.  Diesem  Paare  ist  mithin  das  ganze 
Kräftesystem  äquivalent. 
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Besitzt  das  System  eine  feste  Axcnricbtung,  d.  h.  kann  es  um  eine 
feste  Gerade  des  absoluten  Raumes  gedreht  und  längs  derselben  ver- 
schoben werden,  so  reducire  man  wie  vorher,  zerlege  aber  auch  die 
Resultante  parallel  und  senkrecht  zu  der  festen  Geraden.  Die  Gerade 
des  Systems,  welche  mit  dieser  fortwährend  zusammenfällt,  tilgt  alle  zu 
ihr  senkrechten  Kraftcomponenten,  daher  reducirt  sich  das  ganze  Kräfte- 
system auf  eine  einzelne,  längs  jener  Geraden  wirkende  Kraft  und  ein 
Paar,  dessen  Axe  mit  dieser  parallel  ist. 

Die  übrigen  Fälle  wird  man  leicht  beurtheilen,  indem  man  bedenkt, 
dasa  feste  Curven  und  Flächen  in  normaler  Richtung  Widerstand  leisten. 
Man  wird  jeden  einzelnen  derselben  bestimmen,  indem  man  die  Kräfte 
des  Systems  für  den  Punkt,  in  welchem  er  stattfindet,  reducirt  und  den 
normalen  Bestandtheil  der  Resultanten  in  entgegengesetztem  Sinne  nimmt. 

Man  kann  jedes  System,  welches  Nebenbedingungen  unterworfen 
ist,  auf  ein  freies  System  zurückführen,  indem  man  die  Nebenbedingun- 
gen durch  Kräfte,  nämlich  durch  die  Widerstände,  welche  durch  sie  ver- 
anlasst werden,  ausdrückt  und  den  übrigen  Kräften  des  Systems  hinzu-  , 
fügt.  In  dieser  Weise  ist  die  Festigkeit  eines  Punktes  durch  eine  Kraft, 
die  Festigkeit  einer  Axe  durch  zwei  Kräfte,  welche  an  zwei  verschiedenen 
Punkten  der  Axe  angreifen,  die  Festigkeit  einer  Curve  oder  Fläche 
durch  den  Normalwiderstand  und  die  Bedingung,  dass  zwei  Flächen 
sich  berühren  sollen,  durch  Normalkräfte  auszudrücken,  deren  Sinn  davon 
abhängt,  ob  das  Kräftesystem  die  Flächen  aneinander  presst  oder  von 
einander  zu  entfernen  strebt. 

§.  5.  Wir  gehen  jetzt  über  zu  der  analytischen  Darstellung  der 
Reduction  der  Kräfte;  sie  ist  vollkommen  analog  der  im  II.  Tbl.,  S.  60 
gegebenen  Reduction  der  Winkelgeschwindigkeiten.  Wählen  wir  den 
Reductionspunkt  zum  Ursprünge  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems 
der  x,  y,  j,  zerlegen  wir  jede  Kraft  P  des  Systems,  an  irgend  einem 
Punkte  (x,  y,  z)  ihrer  Richtung  angreifend  gedacht,  in  drei  Componen- 
ten  Ä',  F,  Z,  parallel  den  Coordinatenaxen ,  und  bringen  jede  dieser 
Componenten  nochmals  an  dem  Reductionspunkte  in  ihrem  und  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  an,  so  erhalten  wir  1.  drei  Aggregrate  von  Kraft- 
componenten Xy  Y,  Z,  längs  den  Coordinatenaxen  wirkend,  welche  nichts 
anderes  sind,  als  die  parallel  mit  sich  an  den  Ursprung  verlegten  ur- 
sprünglichen Kraftcomponenten  und  2.  ein  Aggregat  von  Kräftepaaren, 
deren  Axen  den  Coordinatenebenen  parallel  laufen,  also  senkrecht  zu 
den  Coordinatenaxen  sind. 

Die  drei  ersten  Aggregate,  A  =  JE"A',  B  =  JET,  C  =  LZ  bezeichnet, 
.setzen  sich  zu  der  Resultanten  7?  der  Reduction  zusammen;  für  sie  und 
ihre  Neigungen  «,  6,  c  gegen  die  Axen  hat  man  daher 

It  =--■*  /  Ä*  -f  B-  -f  ~  C- 
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und  cos  a       cos  b        cos  c  1 

~Ä~  ~~  ~B  C     ~  R  ' 

Hinsichtlich  der  Kräftepaare  bemerke  man,  dass  jedes  von  ihnen, 
z.  B.  das  Paar  (A',  — X),  dessen  Axe  senkrecht  zur  Axe  der  x  ist, 
zerlegt  werden  kann  in  zwei  andere,  deren  Axen  parallel  den  Axen 
der  y  und  z  laufen ;  die  Axenmomente  derselben,  die  wir  auf  den  Coor- 
dinatenaxen  aufgetragen  denken,  sind  zX  und  — yX.  Hierbei  wird  ein 
Axenmoment  als  positiv  oder  negativ  angesehen,  je  nachdem  sein  Sinn 
mit  dem  positiven  oder  negativen  Sinne  der  betreffenden  Coordinatenaxe 
Ubereinstimmt  oder  nicht.  Auch  sieht  man  leicht,  dass  ein  solches  Mo- 
ment, wie  z.  B.  zX,  das  Zeichen  wechselt,  sowohl  wenn  die  Coordinate  2, 
als  auch  wenn  die  Kraft  X  den  Sinn  ändertf  dass  es  aber  das  Zeichen 
behält,  wenn  beides  zugleich  eintritt.  Das  Paar  (Y,  —  Y)  liefert  zwei 
Paare  zY,  —  xY  mit  Axen,  resp.  parallel  der  2-  und  a;-Axe;  ebenso 
das  Paar  (Z,  —  Z)  die  Paare  yZ,  —  xZ,  deren  Axen  parallel  der  ar-, 
resp.  y-Axe  laufen.  Das  Bildungsgesetz  dieser  Paare  liegt  ain  Tage. 
Man  denke  sich  die  Coordinatenaxen  immer  in  der  Ordnung  x,  y,  2 
aufeinanderfolgend,  sodass,  wenn  man  die  ar-Axe  als  die  erste  Axe  an- 
sieht, die  y-Axe  die  zweite  und  die  2-Axe  die  dritte  Axe  ist,  wenn  die 
y-Axe  die  erste,  alsdann  die  z-  und  ar-Axe  die  zweite  und  dritte  und 
wenn  die  2 -Axe  die.  erste,  die  x-  und  y-Axe  die  zweite  und  dritte 
Axe  ist.  Jede  Kraftcomponente,  parallel  einer  ersten  Axe,  liefert  als- 
dann zwei  Axenmomente  auf  der  zweiten  resp.  dritten  Axe,  deren  Seiten- 
kräfte gleich  der  Kraftcomponente  ist,  deren  Arme  resp.  die  dritten,  resp. 
zweite  Coordinaten  sind  und  von  denen  das  der  zweiten  Axe  angehö- 
rende das  Zeichen  (-{-),  das  andere  das  Zeichen  ( — )  hat. 

Sammelt  man  die  auf  den  Axen  der  x,  y,  2  aufzutragenden  Axen- 
momente, so  erhält  man  yZ  —  zY,  zX  —  xZy  xY  —  yX  und  wenn 
man  dieselbe  Operation  für  alle  Kräfte  des  Systems  ausführt,  längs  den 
Coordinatenaxen  die  Axenmomente 

L  =  Z{yZ  —  zY),    M  =  2(zX  —  xZ)y    N  =  2  (xY  —  yX), 

aus  denen  das  Moment  des  resultirenden  Paares  der  Keduction,  das  wir 
jetzt,  um  den  Buchstaben  M  in  der  in  analytischen  Untersuchungen 
über  Kräftesysteme  üblichen  Bedeutung  verwenden  zu  können,  H  nen- 
nen wollen,  hervorgeht,  nämlich 

dessen  Axe  mit  den  Coordinatenaxen  die  Winkel  Xy     v  bildet,  für  welche 

cos cos  ia       cos  v  i 

~l        "m  '  ~~  ~"Jv~  ~~  77  ' 

während  die  Neigung  if;  von  H  und  R  durch  die  Gleichung 
cos  if  =  cos  a  cos  X  -f-  cos  b  cos  ft  -f-  cos  c  cos  v 
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und  folglich  durch 

HR  cos     =  AL  -f  BM  -f  CA 


oder 


M   N  j  + 


C  A 
N  L 


+ 


A  B 


L  M 


{HR  sin  t)2  = 
bestimmt  wird. 

Um  die  für  den  Coordinatenursprung  ausgeführte  Reduction  der 
Kräfte  auf  einen  anderen  Reductionspunkt  0' (.v{y  y, ,  r,)  zu  übertragen, 
genügt  es,  an  ihm  die  Resultante  R  oder  statt  deren  die  drei  Kräfte 
A,  7?,  C,  sowie  die  ihnen  entgegengesetzten  —  A,  —  B,  —  C  anzu- 
bringen und  mit  den  Kräften  der  Reduction  für  den  Ursprung  zu  com- 
biniren.  Man  erhält  dadurch  am  Punkte  0'  zunächst  dieselbe  Resul- 
tante R  in  derselben  Richtung,  wie  am  Ursprünge,  die  Kräfte  —  Af  —  /?, 
—  C  aber  bilden  mit  den  am  Ursprünge  angreifenden  A,  2?,  C  drei  Paare 
( —  A,  A),  ( —  7?,  B)y  ( —  C,  C),  welche  sich  einzeln  in  je  zwei  andere 
spalten,  deren  Axen  den  Coordinatenaxen  parallel  laufen  und  welche 
mit  Z,  ;)/,  A  zu  combiniren  sind,  um  die  Oomponenten  L\  M',  A"  des 
dem  Reductionspunkte  0'  entsprechenden  resultirenden  Paares  zu  finden. 
Diese  hinzutretenden  Paare  sind:  — y,  C  und  zx  B  mit  Axen  parallel 
der  .i-Axe,  —  zxA  und  .r,  C  parallel  der  y-Axe,  sowie  —  xxB  und  yl  A 
parallel  der  c-Axe.  Demnach  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die  Be- 
deutung von  A,  B,  C: 

U  =  L  —  (y,C  —  zxB) 
M'  =  M  —  (zxA  —  ar,C) 
A"  =  A  —  {xxB  —  yxA) 

//'=  yw~+lir''r+~Nr* 

und  für  die  Richtung  (l'p'v)  von  H'\ 

cos  X'        cos  p        cos  v  1 
IT  "     M'~  A'    ~  //'  ' 

§.  G.  Soll  der  Punkt  (.r,y|2,)  der  Centralaxe  des  Systems  ange- 
hören, so  muss  die  Richtung  (k'ftv)  mit  (abc)  zusammenfallen,  d.  h. 
cos  k':  cos  fi  :  cos  v  —  cos  a  :  cos  b  :  cos  c  werden.  Diese  Bedingung  lie- 
fert die  beiden  Gleichungen: 

ABC 
V  =  M'  ~~  A"  ' 

dieselben  gelten  für  jeden  beliebigen  Punkt  der  Centralaxe  und  sind 
mithin  die  Gleichungeu  der  Centralaxe  in  .r, ,  y, ,  zx  als  laufenden  Coor- 
dinaten.  Um  sie  etwas  bequemer  zu  gestalten,  hat  man  zunächst  durch 
Glcichsetzung  des  zweiten  und  dritten  Ausdruckes  B  •  A'  =  C-M'  oder 
vermöge  der  Bedeutung  von  AT,  M'  auch 

B  lA  —  (xxB  -  y{A)\  =  C  [M  —  (zxA  -  xxC)] 

und  hieraus  weiter,  indem  man  die  Bestandteile,  welche  xx>  y, ,  zx 
enthalten,  von  den  übrigen  trennt: 
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[B2  -f  C7]  ar,  —  A  (B  •  y,  -f  C  r,)  =  B  •  A'  —  C  •  A/f 

oder,  indem  man  addirt  und  subtrahirt  und  dieselbe  Transforma- 

tion in  Bezug  auf  die  drei  Paare  Ausdrücke  ausführt,  welche  sich  aus 
der  obigen  Proportion  bilden  lassen: 

R2  •  a-,  —  A{A-xx  -f-  B>t/l  -f  C  •  c,)  =  2?  •  Ar  —  C  •  M 
A2.y,  —  £(,/•. r,  +  B-yx  +  C-z,)  =  C  -  L  —  A-N 
R'1 '  z{  —  C      •  .r,  -f-  5  •      -|-  C  •  rj)  =  ^  •  M  —  BL. 

Von  diesen  drei  Gleichungen  ist  jede  eine  Folge  der  beiden  anderen. 
Bestimmt  man  nun  die  Coordinaten  £,  17,  f  eines  Punktes  so,  dass  sie 
den  Gleichungen 

7i2  •  £  =  2?  •  A  • —  C  •  M 
R~  •  t)  =  C  '  L  —  A  '  N 
R>.  £  =  A*M  ™  B'l 

genügen,  so  erhält  man  durch  Subtraction  die  Gleichungen  der  Central- 
axe  unter  der  Form 


Man  sieht  hieraus,  dass  die  Centralaxe  durch  den  Punkt  (£,  17,  £)  hin- 
durchgeht. Um  die  Bedeutung  dieses  Punktes  zu  erkennen,  bemerken 
wir,  dass  die  beiden  Geraden  7?,  //,  welche  die  Keduction  der  Kräfte 
für  den  Ursprung  darstellen,  die  Seiten  eines  Parallelogramms  sind, 
dessen  Projectionen  auf  die  Coordinatenebenen  die  drei  Ausdrücke  auf 
den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  für  g,  ?j,  f  sind.  Quadrirt  und 
addirt  mau  also  diese  Gleichungen,  so  erhält  man  rechts  das  Quadrat 
des  Inhaltes  dieses  Parallelogramms,  d.  h.  das  Quadrat  von  HR  sin 
wenn  q>  den  Winkel  zwischen  R  und  //  darstellt;  links  ergibt  sich,  weil 
|2  -f-  *}'*  -}-  ?2  das  Quadrat  des  vom  Ursprünge  nach  dem  Punkte  (£,  £) 
gezogenen  Radiusvectors  r  darstellt,  das  Quadrat  von  Rlr  und  ist  mitbin 

R2r  =  HR  sin  t/>,  d.  h.  r  =  —     ^ .    Es  drückt  also  r  den  Abstand 

der  Centralaxe  vom  Ursprünge  ans,  wie  wir  früher  sahen  und  ist  also 
der  Punkt  (£,  17,  f)  der  Fusspunkt  des  vom  Ursprünge  auf  die  Ccntral- 
axe gefällten  Perpendikels.    Man  kann  dies  auch  leicht  aus  den  Glei- 

A     B     C  " 

chungeu  der  Centralaxe  sehen.    Da  nämlich  — ,  -  -,  --  die  Richtungs- 

R     R  R 

Cosinusse  der  Centralaxe  sind,  so  bedeutet 

 R   jf*«  +  R         +  R  " 

die  Projection  des  vom  Ursprünge  nach  dem  Punkte  (ttj^Cj)  der  Central- 
axe gezogenen  Radiusvectors  auf  die  Centralaxe.  Dieselbe  aber  erfor- 
dert das  Fällen  eines  Perpendikels  vom  Ursprünge  auf  die  Centralaxe. 
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Nennt  man  ö  jene  Projection,  so  lassen  sich  die  Gleichungen  der  Central- 
axe so  schreiben:        —  g) :  ^  -  =  (y,  —  *j) :  BR  =  (r,  —  f)  :  ^  =  ö* 

und  sagen  nichts  weiter,  als  dass  der  Punkt  (|,  17,  £)  der  Anfangspunkt 
der  Strecke  6  ist. 

Um  das  der  Centralaxe  entsprechende  Axenmoment,  wofür  wir  hier 
der  Gleichförmigkeit  wegen  den  Buchstaben  HM  brauchen  wollen,  zu 
bestimmen,  erhält  man  aus  den  obigen  Gleichungen,  wenn  H°\  3/(°>,  NM 
seine  Componenten  bedeuten: 

jr(o)  =  L  _  -  Z{A) 

MM  =  M  —  (c,  A  —  x,  O 
JVto)  =  N  —  {xiB  —  y,  .4) 

#(0)2  =  ^0)2  _j_   ^(0)2  ^(0)2 

^  _ß_  C  R 

Die  drei  ersten  dieser  Gleichungen  geben 

ALM  -j-  BMM  -J-  CNM  =  ,42:  -f-         -f-  C'JV 

und  die  Übrigen  gestatten  die  Combinationen 

£(«)  ^/(0)  ^r(O)  ABC 

»«  =     •  „,o,  +  *«  •  „,„,  +  *M  • *w  -  £,0)  •  5  +  *m  ■  R  +  *w  •  r  • 

also  mit  Hülfe  der  eben  gefundenen  Kelation 

Rm  _  AL  +  BM  +  gjy 

Soll  sich  das  Kräftesystem  auf  eine  blose  Resultante  ohne  zuge- 
höriges Kräftepaar  reduciren  lassen,  so  muss  die  Resultaute  längs  der 
Centralaxe  wirken  und  HM  =  Q  8ein,  daher  ist  der  analytische  Aus- 
druck dieser  Bedingung 

AL  -f  BM  +  CN  =  0. 

ABC 

Dividirt  man  diese  Gleichung  mit  HR  und  bedenkt,  dass  —  ,       ,  - 

R      R  R 

die  Richtungscosinusse  der  Resultanten,  ^  ,  ^,  ^  die  Richtungs- 
cosinusse für  die  Axe  des  resultirenden  Paares  H  der  für  den  Coordi- 
natenursprung  ausgeführten  Reduction  sind,  so  sieht  man,  dass  die  Be- 
dingung nichts  anderes  ausdrückt,  als  dass  die  Axe  des  resultirenden 
Paares  senkrecht  zur  Resultanten  sein  oder  dass  die  Resultante  mit  der 
Ebene  desselben  parallel  laufen  müsse.  In  diesem  Falle  vereinfachen 
sich  die  Gleichungen  der  Resultanten  (Centralaxe);  sie  sind  wegen 
jriu)  =  MM  =  AM«)  =  0: 

y{C  —  zvB  =  L 
z{A  —  x{C  ~  M 
x\&  —  yxA  —  N 
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und  liefern,  wenn  man  sie  resp.  mit  A%  By  C  multiplicirt  und  addirt, 
wieder  die  Bedingung  AL  +  BM  +  CN~=0. 

§.  7.  Wir  wollen  insbesondere  noch  die  Reduction  der  Parallel- 
kräfte ausführen.  Ist  (a,  ßt  y)  die  Richtung  der  Kräfte  P  und  wird  ihr 
Sinn  durch  den  positiven  oder  negativen  Werth  von  P  ausgedrückt,  so 
wird  X  =  P cosct,  Y=Pcosß,  Z=  Pcosy,  yZ — zY=  P{ycosy  —  zcosß), 
zX  xZ  —  P  [z  cos  a  —  x  cos y),  xY —  yX  —  P(x  cos  ß  —  y  cos  et)  und 
hiermit,  da  cos«,  cosß,  cos  y  für  die  Smnmationen  constant  sind: 
A  —  cos  et  •  SP ,    B  =  cos  ß  '  EP,    C  =  cosy  EP 

R  =  ZP 

cos  a  =  cos  et,    cos  b  =  cos  ß,    cos  c  =  cos  y; 
L  =  cos  y  ZPy  —  cos  ß  ZPz 
M  =  cos  et  ZPz  —  cos  y  ZPx 
JV  =  cosßZPx  —  cosctZPy. 
&  =       -f-  M2  +  TP  =  {ZPx)2  +  (ZPy)2  +  (£/>z)2 
—  [cos  «  ZPx  -J-  cos  ß  ZPy  -f  cos  y  ZPz]2. 

Die  Bedingung,  dass  sich  die  Kräfte  auf  eine  Resultante  reduciren,  ist 
erfüllt  und  folglich  H(Q)  =  0.    Die  Gleichungen  dieser  Resultanten  sind 

(y,  cos  y  —  zt  cos  ß)  ZP  =  cos  y  ZPy  —  cos  ß  ZPz 
( tj  cos  et  —  x{  cos  y)  ZP  =  cos  et  ZPz  —  cos  y  ZPx 
(xl  cos  ß  —  yt  cos  et)  ZP  =  cos  ß  ZPx  —  cos  et  ZPy. 

Wir  wollen  diese  Gleichungen  folgendermassen  schreiben,  indem  wir  sie 
nach  cos  or,  cosßy  cos  y  ordnen: 

(yl  •  ZP  —  ZPy)  cos  y  —  (zj  •  ZP  —  ZPz)  cos  ß  =  0 
(zj  •  ZP  —  ZPz)  cos  et  —  (xl  •  ZP  —  <£/>;r)  cos  y  =  0 
(x,  •  ZP  —  ZPx)  cos  ß  —  (yt  •  2?/>  —  ZPy)  cos  et  =  0 . 

Dieselben  werden  unabhängig  von  der  Richtuug  (<*ßy)  durch  die  speciel- 
*len  Coordinatenwerthe 

ZPx  ZPy  ZPz 

« 

erfüllt;  es  geht  mithin,  wie  man  auch  immer  die  Kräfte  ohne  Aenderung 
ihrer  Intensitäten  um  ihre  Angriffspunkte  drehen  mag,  die  Resultante 
stets  durch  einen  festen  Punkt,  den  sogenannten  Mittelpunkt  der  Parallel- 
kräfte, dessen  Coordinaten  die  eben  entwickelten  Werthe  haben. 

Ist  R  =  0,  so  reducirt  sich  das  System  auf  ein  Paar. 

Ein  besonders  wichtiger  Fall  der  Reduction  von  Parallelkräften 
tritt  bei  dem  der  Schwere  unterworfenen  Systeme  ein.  In  diesem  Falle 
sind  die  Kräfte  sämmtlich  gleichen  Sinnes  und  kann  also  R  nicht  Null 
sein.  Sind  »i,  m',  m",  . . .  die  Massen  der  Systempunkte,  so  sind  die 
P  deren  Gewichte,  nämlich  P  =  mg,  P'=mg}  p  und  sämmtlich  vertikal 
abwärts  gerichtet;  die  Resultante  R  ist  das  Gesammtgewicht  des  Systems, 
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nämlich  R  =  Emg  —  gEm  =  gM}   wenn   mit  M  die  Gesammtmasse 

des  Systems   bezeichnet  wird.     Ferner  ist   EPx  =  Hing*  =  gEmxy 

EPy  =  gEmy,  EPz  =  gEmz  und  daher  werden  die  Coordinaten  des 

Mittelpunktes  der  Parallelkräfte,  welcher  in  dem  vorliegenden  Falle  der 

Schwerpunkt  heisst: 

Emx  Emi/  Emz 

-     M    »    .Vi  =     M    .     2i  -     iV  • 

Die  Schwerkräfte  eines  Systems  sind  demnach  immer  einer  einzigen 
Kraft,  dem  Gesammtgewichte  des  Systems  äquivalent,  welches  vertikal 
abwärts  wirkt  und  an  irgend  einem  Punkte  auf  der  Vertikalen  des 
Schwerpunktes,  insbesondere  also  auch  an  diesem  selbst  angreifend  ge- 
dacht werden  kann.  Die  Ausdrücke  für  die  Coordinaten  des  Schwer- 
punktes zeigen,  dass  derselbe  identisch  mit  dem  Mittelpunkte  der  Masse  ist. 
S.  Cap.  II,  §.  1.,  S.  502. 

§.  8.  Aus  den  Formeln  des  §.  5.  entspringen  unmittelbar  die  ana- 
lytischen Ausdrücke  für  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes 
eines  unveränderlichen  Systems.  Da  die  Resultante  R  und  das 
resultirende  Paar  //,  welche  irgend  einer  Reduction  der  Kräfte  ent- 
sprechen, einander  nicht  Gleichgewicht  halten  können,  so  müssen  sie 
einzeln  verschwinden  und  da  ihre  Quadrate  Quadratsummen  reeller 
Grössen  sind,  so  lösen  sich  die  beiden  Bedingungen  R  =  0,  11  =  i) 
in  die  6  anderen  auf: 

A  =  0,    B  =  0,    C  =  0,    L  =  0,    M  =  O,    .V  =  0, 

EX  =  0      E{yZ  —  zY)  =  0 

EY  =  0     E  [zX  —  xZ)  =  0 

EZ  =  0  E  {xY  —  yX)  =  0  . 
Zum  Gleichgewichte  eines  Kräftesystems  am  unveränder- 
lichen Punktsystem  ist  erforderlich  und  hinreichend  1.  dass 
die  Summen  der  Projectionen  sämmtlichcr  Kräfto  in  Bezug 
auf  irgend  drei  Co  ordinatenaxen  verschwinden  und  2.  dass 
die  Summen  der  Axenmomente  aller  aus  der  Reduction  für 
den  Coordinatenursprung  entspringender  Kräfte. paare  für 
dieselben  Axen  Null  sind.  Die  drei  ersten  Gleichungen  drücken 
aus,  dass  die  Kräfte  in  der  Richtung  der  Coordinatcnaxen  keine  Wir- 
kung auf  das  System  ausüben  dürfen,  die  drei  letzten,  dass  kein  Be- 
streben vorhanden  sein  darf,  das  System  um  Axen  parallel  den  Coor- 
dinatenaxen  zu  drehen;  die  ersteren  heissen  daher  oft  auch  die  Bedin- 
gungen des  Gleichgewichtes  der  Translation,  die  letzteren  die  Bedingun- 
gen des  Gleichgewichtes  der  Rotation. 

Ist  das  System  nicht  frei,  so  nehmen  die  Gleichgewichtsbedin- 
gungen eine  etwas  andere  Form  an,  indem  das  Gleichgewicht  in  einem 
solchen  Falle  nur  mit  Hülfe  der  im  System  auftretenden  Widerstände 
zu  Stande  kommt.    Hat  das  System  nämlich: 
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1.  einen  festen  Punkt,  so  leistet  derselbe  den  Kräften  gegen- 
über einen  Widerstand  Ä, ,  dessen  Intensität  und  Richtung  von  jenen 
abhängt.  Wählt  man  den  festen  Punkt  zum  Ursprung  des  Coordinaten- 
systems  und  bezeichnet  die  Componenten  von  A,  mit  X, ,  F, ,  Z,,  so 
sind  die  Gleichgewichtsbedingungen:  ZX  -f-  X\  =  0,  ZY  -{-  F,  =  0, 
ZZ+Z{  =  0;  Z(yZ  —  zY)  =  0,  Z(zA:  —  a:Z)  =  0,  2?(a*F  —  yA')  =  0. 
Die  drei  ersteren  liefern  die  Componenten  und  damit  die  Intensität 
und  die  Richtung  des  Widerstandes,  die  drei  letzten,  welche  den  Wider- 
stand nicht  enthalten,  sind  als  die  eigentlichen  Gleichgewichtsbedingun- 
gen der  auf  das  System  wirkenden  Kräfte  zu  bezeichnen.  Es  brauchen 
demnach  diese  Kräfte  unter  sich  nur  drei  Gleichgewichtsbedingungen 
zu  genügen. 

2.  Hat  das  System  eine  feste  Axe,  so  kann  die  Festigkeit  der- 
selben durch  die  Festigkeit  zweier  Punkte  derselben  vertreten  werden, 
da  eine  Linie  fest  ist,  sobald  es  zwei  ihrer  Punkte  sind.  Wählen 
wir  die  feste  Axe  zur  Axe  der  zy  den  einen  dieser  Punkte  zum  Coor- 
dinatenursprung  und  sei  h  die  Entfernung  des  anderen  von  ihm.  Die 
Widerstände  der  beiden  Punkte  bezeichnen  wir  mit  Rx  und  R2  und  ihre 
Componenten  mit  Xn  F, ,  Z,  und  A'2,  F,,  Z2;  dann  sind  die  Bedin- 
gungen des  Gleichgewichtes: 

ZX  +  A",  +  X,  =  0 

ZY  +  Y,  +  Y.,  =  0 

ZZ  +  Z,  +  Z2  =  0 
Z(yZ  —  zY)  —   Y2h  =  0 
Z  (zX  —  xZ)  +  X2h  =  0 
Z(xY-  yX)  =  0. 

Die  letzte  von  diesen  sechs  Gleichungen  ist  die  einzige  von  den  ge- 
gebenen Kräften  unter  sich  zu  erfüllende  Bedingung,  die  fünf  anderen 
liefern  die  Widerstände  der  festen  Punkte  und  mithin  auch  die  Pres- 
sungen, welche  in  ihnen  auf  die  Axe  ausgeübt  werden.  Zunächst 
erhält  man  nämlich  aus  der  vierten  und  fünften  Gleichung  X2  und  F2 
und  hiermit  aus  der  ersten  und  zweiten  A', ,  F, ,  während  die  dritte 
Z,  -j-  Z2  gibt,  wie  natürlich  ist,  da  die  beiden  Kräfte  Z,,  Z2  längs  derselben 
Geraden  wirken.  Sind  aber  A",,  Af2,  Y{ ,  F2,  Z,  -j-  Z2  bekannt,  so 
kann  man  die  Resultante  von  Ar, ,  I',,  sowie  von  AT2,  F2  nach  Grösse 
und  Richtung  bestimmen  und  indem  man  die  Summe  Z,  -f-  ^2  *n  zwei 
beliebige  Thcile  Z, ,  Z2  zerlegt,  /?,  als  Resultante  von  A, ,  F, ,  Z,  und 
Ä2  als  Resultante  von  A'2,  Y.i%  Z,  finden. 

3.  Hat  das  System  blos  eine  feste  Axenrichtnng,  d.  h.  kann 
es  um  eine  gewisse  Axe  des  absoluten  Raumes  gedreht  und  längs  dieser 
verschoben  werden,  so  wähle  man  diese  Axe  zur  t-Axe.  Da  die  Axe 
in  ihrer  Richtung  keinen  Widerstand  leistet,  so  ist  Z,  -f-  Z,  =  0  zu 
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setzen  und  sind  folglich  unter  Beibehaltung  der  Bezeichnung  von  2.  die 
Gleichgewichtsbedingungen:  ' 

zx  +  ä\  +  x2  =  o,   zy  +  r,  +  y2  =  o,  zz  =  o, 

—  zY)  —  F2Ä  =  0,    Z(zX  —  xZ)  +  JT2A  =  0, 

—  yx)  =  o. 

4.  Ein  System  berühre  mit  einem  Punkte  eine  feste  Ebene; 
um  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  darzustellen,  wählen  wir  den 
Berührungspunkt  zum  Ursprünge  und  die  feste  Ebene  zur  .ry-Ebene  des 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  und  bezeichnen  den  Normal  widerstand 
der  Ebene,  indem  wir  von  Reibung  absehen,  mit  N,  dann  hat  man: 
ZX  =  0,    ZY  =  0,    ZZ  +  JV  =  0, 
Z  (jyZ  —  zY)  =  0,    2  (zX  —  xZ)  =  0,    Z  (xY  —  yX)  =  0. 
Die  dritte  Gleichung  bestimmt  den  Widerstand,  den  die  Ebene  leisten 
und  damit  auch  den  Druck,  den  sie  aushalten  muss. 

Berührt  das  System  mit  zwei  Punkten  die  feste  Ebene 
und  wählt  man  die  Verbindungslinie  dieser  Punkte  zur  ar-Axe,  den  einen 
von  ihnen  aber  zum  Coordinatenursprung,  so  erhält  man,  wenn  //  den 
Abstand  beider  Punkte  bezeichnet,  als  Gleichgewichtsbedingungen: 

2X  =  0,    ZY  =  0,    ZZ  +  Nt  +  N2  =  0, 
Z{yZ  —  zY)  =  0,    Z{zX  —  xZ)  —  N2h  =  0,    Z(xY  —  yX)  =  0. 

Die  dritte  und  fünfte  Gleichung  bestimmen  die  Widerstände. 

Berührt  das  System  mit  mehreren  Punkten,  deren  Anzahl 

«sein  möge,  eine  feste  Ebene  in  den  Punkten  (ar,y,),  (x2y2),  (x„y„) 

und  nennt  man  Nlt  N2,  JV3,  .  .  .  Nn  die  Normalwiderstände  in  diesen 
Punkten,  so  erhält  man  als  Gleichgewichtsbedingungen,  indem  man  die 
Widerstände  unter  die  Kräfte  Z  aufnimmmt: 

ZX  =  0,    ZY  =  0,    ZZ  -f  Nt  +  N2  -f  •  •  •  -f  N„  =  0, 

Z(yZ  -  zY)  +  y,N,  +  y2A'2  H  +  yHN„  =  0, 

Z(zX  —  xZ)  —  xxNx  —  x2N2  —  •  •  •  —  xniS»  =  0, 
Z(xY-  yX)  —  0. 
Da  die  Widerstände  nur  in  dreien  dieser  Gleichungen  vorkommen,  so 
kann  man  sie  nur  in  dem  Falle  bestimmen,  dass  n  =  3  ist,  d.  h.  das 
System  höchstens  mit  drei  Punkten  die  Ebene  berührt.  Bei  mehr  als 
drei  Berührungspunkten  ist  das  Problem  unbestimmt,  aber  auch  bei  drei 
Punkten  tritt  eine  Unbestimmtheit  ein,  sobald  dieselben  in  gerader  Linie, 
z.  B.  in  der  #-Axe  liegen.  Vgl.  hierüber  Abel  und  Crolle  in  Crelle^s 
Journal  Bd.  I,  S.  117. 

§.  9.  Die  drei  letzten  Gleichgewichtsbedingungcn  eines  freien 
Systems,  nämlich 

Z(yZ  -  zY)  =  0,    Z(zX  -  xZ)  =  0,    Z  {xY  -  yX)  =  0 
pflegt  man  gewöhnlich  etwas  anders  auszusprechen,  als  oben  geschehen  ist. 
Die  Grössen  unter  den  Summenzeichen  bedeuten  Momente  von  Kräfte- 
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paaren,  für  welche  die  Coordinatenaxen  die  Axenrichtungen  sind.  So 
stellt  z.  B.  xY —  yX  ein  Paar  dar,  dessen  Axe  der  z-Axe  parallel  ist; 
dies  Paar  ist  aus  zweien,  xY  und  —  yX  gebildet.  Die  vier  Kräfte 
X,  K,  —  Xy  —  Y  dieser  Paare  liefern  aber  das  Paar  (0,  —  0), 
(Fig.  191.),  dessen  Seitenkraft  Q  die  Resultante  von  X  und  Y  und 
dessen  Arm  der  Abstand  q  von  Q  und  der  z-Axe  ist.  Wir  haben  früher 
die  Kraft  P  am  Punkte  x,  y,  :  in  drei 
rechtwinklige  Componenten  Xt  Yy  Z  zer- 
legt, statt  dessen  wollen  wir  sie  jetzt  blos 
in  zwei  zerlegt  denken,  von  denen  die 
eine,  Z,  parallel  der  Z-Axe  läuft,  während 
die  andere  zu  ihr  senkrecht,  also  parallel 
der  ;ry-Ebene  ist.  Die  letztere  ist  nichts 
anderes,  als  die  Projection  von  P  auf  die 
ary-Ebene  oder  die  eben  erwähnte  Kraft  Q. 
Die  Ebene  des  Parallelogramms,  mit  Hülfe 
dessen  diese  Zerlegung  bewirkt  wird,  ist 
parallel  der  z-Axe  und  q  der  Abstand  von  ihr;  daher  ist  y  auch  der 
kürzeste  Abstand  von  P  von  der  2 -Axe.  Das  Moment  Qq  des  Kräfte- 
paares  (0,  —  Q)  wird  sehr  oft  das  Moment  der  Kraft  P  in  Bezug  auf 
die  Axe  der  z  genannt  und  pflegt  man  das  Moment  einer  Kraft 
in  Bezug  auf  eine  Axe  zu  definiren  als  das  Produkt  aus  der 
Projection  der  Kraft  auf  eine  zur  Axe  senkrechte  Ebene 
und  dem  kürzesten  Abstände  der  Kraftrichtung  von  der 
Axe.  Demnach  drücken  die  drei  letzten  Gleicbgewichtsbedingungen  aus, 
dass  die  Summen  der  Momente  aller  Kräfte  des  Systems  in  Bezug  auf 
die  drei  Coordinatenaxen  verschwinden  müssen,  wenn  Gleichgewicht 
bestehen  soll. 

Es  bedarf  kaum  der  Erwähnung,  dass  im  Falle  eines  ebenen  Kräfte- 
Systems  sämmtliche  Formeln  der  vorigen  Paragraphen  eine  wesentliche 
Vereinfachung  erleiden.  Wählt  man  die  Ebene  der  Kräfte  zur  xy-Ebene 
so  sind  alle  z-Coordinaten  und  alle  Z-Componenten  Null  und  daher  werden 
die  Formeln  für  die  Reduction  der  Kräfte  eines  ebenen  Systems: 

A  =  ZXy    B  =  ZYy    R  =  y~A*~+~B\ 
cos  a       cos  b  1 
~A     =     Ii     =  Ii  ' 

H  =  Z{xY  —  yX)] 
und  die  Gleicbgewichtsbedingungen: 

£X  =  0,    £Y  =0,    2{xY  —  yX)  =  0. 
Projicirt  man  das  räumliche  System  und  alle  seine  Kräfte  auf  eine  Coor 
dinatenebene,  z.  B.  die  x»/-Ebene,  so  bestehen  für  das  projirirte  System, 
wenn  es  im  Gleichgewichte  sein  soll,  die  Gleichungen 

ZX  =  0,    ZY  =  0,    2{xY  —  yX)  =  0. 


B 
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3.  Eine  homogene,  schwere,  parallelepipedische  Platte  (Fig.  194.) 
von  der  Länge  2/,  der  Brette  2b  nnd  der  Dicke  2d  ist  uin  eine  gegen 
don  Horizont  unter  einem  Winkel  »i  geneigte,  die  Mitten  der  zwei 
Gegenseiten  von  der  Länge  2 rf  einer  parallelogrammatischen  Seiten- 
fläche verbindende  Axe   drehbar;   sie  ist  aus  der  Gleichgewichts- 


Fiff.  194. 


läge  um  den  Winkel  tp  herausgedroht  und  soll 
durch  eine  zur  Seitenfläche  4  6/  senkrechte,  in 
der  Mitte  der  Längendimension  im  Abstände  c 
angreifende  Kraft  P  im  G 1  e  i chge wich te  erhal- 
tenwerden. Wie  gross  ist  P,  wenn  dasGewicht 
der  IMatte  G  beträgt?  (Schräge  Fallthür.)  Die 
Schwerkräfte  der  Platte  ersetzen  wir  durch  ihre  Resul- 
tante, das  am  Schwerpunkte  angreifende  Gesammt- 
gewicht  G  derselben;  der  Schwerpunkt  S  ist  wegen  der 
homogenen  Beschaffenheit  der  Platte  der  geometrische 
Mittelpunkt  derselben.  Die  Widerstände  der  Axe  den- 
ken wir  an  den  Enden  der  Axe  wirkend  und  bezeich- 
nen den  am  höher  gelegenen  Endo  wirkenden  mit  .Y, 
den  anderen  mit  A'\  Wahlen  wir  eine  durch  die  Mitto 
der  Länge  21  senkrecht  zur  Axe  gelegte  Ebene  zur  xy  Ebene  und  ihre  Schnitt- 
linie mit  der  Gleichgewichtslage  der  Platte  zur  ar-Axe,  senkrecht  dazu  die  y-Axe 
und  die  feste  Axe  zur  s-Axe,  so  erhalten  wir  behufs  der  Keduction  der  Kräfte  für 
den  Coordinatenursprung  die  Tabelle: 


Kräfte 

* 

r 

Z 

X 

yZ-  zl' 

zX  —  x7. 

*r~  vx 

G 

G  eos  n 

0 

—  G  sin  n 

bcosip 

b  sin  ip 

0 

—  bG sin <p  sinn 

bGcnsip  sinn 

—  I'G  simp  eos  » 

P 

1  -  Psintp 

Pcostp 

0 

e  eostp 

etintp 

0 

0 

0 

Pe  (cos"1  (f  -f-  * »«,  <p ) 

N 

X 

T 

z 

0 

0 

l 

-ir 

IX 

0 

X 

X' 

¥' 

* 

0 

0 

-i 

ir 

0 

und  mit  Hülfe  derselben  die  Gleichgewichtsbedingungen: 

1.  G  cos  n  —  /'  xin  tp  -J-  A"  -f  A"  =  0 

2.  Pcostp  +  V  +  r'=  0 

3.  —  G  sin  n  +  Z  -[■  Z'=0 

4.  —  b  G  sin  tp  sin  n  —  l  (Y  —  V)  =*  0 

5.  bG  cos  tp  sin  n  -f  l  (X  —  A")  =  0 

6.  —  b  G  sin  tp  cos  n  -J-  Pc  =  0 . 

Die  sechste  Gleichung  löst  die  Hauptfrage  der  Aufgabe,  indem  sie  P  liefert.  Man 
findet  diese  Gleichung  unmittelbar,  indem  man  G  parallel  und  senkrecht  zur  festen 
Axe  zerlegt;  da  G  mit  der  ary-Ebeno  den  Winkel  n  bildet,  so  ist  die  letztere  Com- 
ponentc,  welche  der  .r-Axe  parallel  läuft,  G  cos  n  und  da  der  Arm  des  G  cos  n  ent- 
sprechenden Paares  b  sin  tp  ist,  so  erhält  man  für  das  Moment  dieses  Paares,  dessen 
Axe  parallel  der  z-Axe  ist,  — bGsintp  cos  n;  Pc  ist  das  Moment  des  anderen 
Paares,  welches  diesem  Gleichgewicht  halten  ranss.     P  wird  ein  Maximum  für 


ip  =3  *  ,  es  wird  Null  für  tp  =  0  oder  ir 

bei  jedem  tp  (die  offenstehende  Thüre  mit  vertikaler  Axc\    Je  grösser  n,  desto 

kleiner  wird  P,  für  n  =  0  wird  P  ein  Maximum.    Für  n  =  0  und  tp 
das  absolute  Maximum  von  P  ein  (horizontale  Fallthür). 

Die  übrigen  Gleichungen  liefern  X,  X':  V,  Y'\  Z  -f  Z\  nämlich: 


Für  n  =  i    ist  /*  stets  gleich  Null 


*  tritt 
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Z  -J-  Z'  =  G  sin  n. 


Fip.  1!»5. 


X  =       \  G  *m*  qp  —  l)  co«  n  —  y  cos  qp  sin  n|  , 

X'  =       ^  £  ^(  *  *,n*  V  —  l)  co*  «  -f-  *-  cos  qp  sin  n^  , 
i  =  —  ^  G  <  y  coj  qp  cos  n  —  —  stn  n  \  sin  qp  , 

y'  =  —  4  t?  |  *  co*  qp  co*  n  -f-       *i«  n  j  *m  qp, 

Z  und  Z*  können  nicht  getrennt  werden,  da  sie  längs  derselben  Geraden  wirken. 
Für  n  —  1«,  wofür  /»  =  0  ist,  erhalt  man  bezüglich  der  Widerstände: 

x  -f  x'=  o,r4-  >"=  o,  z  +  z'=  <?,  x  -  r =  —     co* qp,  r -  r '=  o, 

mithin  . 

x  .\"=-yff,    r  r'-o,    Z  +  Z'=tf, 

da  man  qp  =  0  setzen  kann.  Bei  einer  vertikalen  Thüre  wird  also  der  obere 
Kloben  herausgedrückt,  der  untere  hineingedrückt,  üeber  die  x-Componenten  der 
Widerstände  ist  hinsichtlich  ihrer  Vertheilung  auf  die  Kloben,  welche  hier  als 
absolut  fest  gelten,  nichts  zu  ermitteln. 

4.  Es  sei  AB  =  2a  (Fig.  195.)  die  Breite  einer  homogenen,  schwe- 
ren Platte  vom  Gewichte  G,  welche  um 
eine  horizontale  Axe  A  drehbar  ist;  in 
B  ist  ein  gewichtloser  Faden  befestigt 
und  über  den  Punkt  C,  welcher  in  der 
Höhe  AC  =  h  vertikal  über  A  Hegt,  hin- 
woggespannt;  am  anderen  Ende  M  der 
Länge  /  des  Fadens  wirkt  das  Gewicht 
Q  einer  grossen  Masse,  deren  Schwer- 
punkt M  sich  auf  einer  gewissen  Curve 
CM  bewegen  kann.  Welches  ist  die  Be- 
schaffenheit der  Curve,  wenn  das  System 
für  jede  Lage  von  M  auf  ihr  im  Gleich- 
gewichte sein  soll? 

Die  Aufgabe  ist  von  einiger  Bedeutung  für 
die  Construction  der  Zugbrücken,  wenn  Aß  die 
Brückenbahn,  BCM  die  Zugkette,  deren  Gewicht 
hier  gegenüber  den  grossen  Gewichten  der  Bahn 
und  der  Masse  Q  nicht  in  Betracht  kommt  und 
die  Kette  Uber  eine  Rolle  C  läuft,  deren  Dimen- 
sionen ebenfalls  unbedeutend  sind.  Bio  wurde 
dem  Marquis  de  l'Hospital  von  Sauveur  1695 
vorgelegt,  welcher  erstere  eine  Lösung  in  den  Act.  erndilornm  von  1695  (Februar) 
S.  56  gab.    Joh.  Bernoulli  schrieb  gleichfalls  hierüber,  ebendas.  8.  59. 

Denkt  man  sich  den  Faden  zwischen  B  und  C,  sowie  zwischen  C  und  M 
durchgeschnitten ,  so  sind  an  der  ersteren  Stelle  zwei  gleiche  Kräfte  T  und  an 
der  letzteren  ebenfalls  zwei  gleiche  Kräfte  T'  in  entgegengesetztem  Sinne  längs 
der  Kichtung  des  Fadcus  anzubringen,  um  den  Zusammenhang  des  Systems  an 
diesen  Stellen  durch  Kräfte  auszudrücken.  Dadurch  zerfällt  aber  das  Gesaromt- 
system  in  drei  Partialsysteme ,  von  denen  jedes  für  sich  im  Gleichgewichte  ist, 
uämlich:  1.  das  System  der  Platte,  welches  um  die  feste  Axe  A  drehbar  ist  und 
an  welchem  das  Gewicht  P  der  Platte  am  Schwerpunkte  S  derselben  angreifend 
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und  die  Kraft  T  (Spannung  des  Fadens)  wirkt,  2.  das  System  des  festen  Punktes 
(;  mit  den  Kräften  T,  T  und  3.  das  System  des  auf  der  gesuchten  Curve  beweg- 
lichen Punktes  M  mit  den  Kräften  T  und  Q. 

Das  erste  dieser  Systeme  ist  im  Gleichgewichte,  sobald  die  beiden  Paare, 
welche  durch  die  Verlegung  der  Kräfte  an  den  Punkt  A  entstehen,  ein  resul- 
tirendes  Paar  Null  liefern.  Bezeichnet  tp  den  Winkel  BAC  und  <o  den  Winkel 
BC'A,  so  ist,  wenn  AS  =■  b  gesetzt  wird,  —  bP  sin  ip  -\-  hT  sin  co  =  0,  oder 
weil  in  dem  Dreiecke  ABC,  wenn  der  Radiusvector  CM  der  gesuchten  Curve 
gleich  q  gesetzt   wird,   BC  =>  l  —  q   ist   und   daher  die   Proportion  besteht: 

sin  tft        «in  (o  , 

  =  -t- —  ,  so  hat  man: 

l  —  Q  2« 

1.  b(l  —  oj  P  —  2ahT  =  0. 

Hinsichtlich  des  zweiten  Systems  ergibt  sich  T  —  T.  Denn  der  Punkt  V 
kann  angesehen  werden  als  eine  unendlich  kleine  Holle  mit  dem  festen  Mittel- 
punkte C  und  wenn  der  Radius  derselben  a  ist,  so  findet  man  durch  Reduction 
der  Kräfte  auf  C:  Tu  —  T'a  =  0,  d.  h.  T  =  7". 

Am  dritten  Systeme  wirken  die  Kräfte  T'=  T,  Q  und  der  Normalwiderstand 
A'  der  Curve.    Da  sie  an  demselben  Punkte  angreifen,  so  bestehen  die  Gleickun- 

t  o  y 

gen:     — _   =  — =         _  .    Wenn  wir  nun  die  gesuchte  Curve  auf  ein 
sin  (J  X       sin  X  V      sin  TQ 

Polarcoordinatensystem  bezichen,  dessen  Pol  der  Punkt  C,  dessen  Polaraxe  CA, 

für  welchos  also  der  Radiusvector  CM  =  q  und  der  Polarwinkcl  ACM  •=  &  ist, 

so  hat  man,  indem  man  in  M  noch  die  Tangente  Mx  der  Curve  zieht,  QX  —  4)  -f  (/r, 

also  sin  Q~X  =  cos  Qx  =  —     wenn  ds  das  Bogenelement  MM'  bezeichnet. 

da 

Ferner  ist  der  Winkel  AT,  welcher  die  Normale  der  Curve  mit  dem  Radiusvector 

bildet,  das  Complement  des  Winkels  zwischen  Radiusvector  und  Tangente  und 

do  ■        dQ  ,       .  ~— 

da  dessen  Cosinus  -     ist,  so  hat  man  s/w  XT  —  -    .    Endlich  ist  sin  TQ  =  sin  &• 

d.s  ds  * 

Daher  geht  die  vorstehende  Proportion  jetzt  über  in 

T  O  X 

d  Iq  cos  <{r)       d(f       ds  sin  & 

Indem  wir  jetzt  aus  der  Gleichung  2.  den  Werth  von  T  durch  Q  ausgedrückt  ent- 
nehmen und  in  die  Gleichung  1.  einsetzen,  erhalten  wir  als  Differentialgleichung 
der  Curve  CM'. 

b(l  —  Q)  PdQ  —  »ahQdiQ  cos  &)  —  0, 
deren  Integral  wegen  (/  —  o)  dQ  —  —  d  •  \  (/  —  o)2  sich  sofort  ergibt,  nämlich: 

Ph  (t  —  o/*  +  4  ahQQ  cos  &  =  C. 

Soll  die  Curve  durch  den  Punkt  C  gehen,  wie  wir  annehmen  wollen,  so  muss  q 
für  jedes  &  verschwinden  können,  d.  h.  es  muss  q  =  0  unabhängig  von  &  eine 
Wurzel  der  Gleichung  sein.  Dies  führt  zur  Bestimmung  der  Constanten,  indem 
man  C  =»  bPl*  setzt,  wodurch  nach  Tilgung  des  Factors  o  die  Gleichung  der 
Curve  wird 

Diese  Gleichung  führt  zu  einer  einfachen  Construction  der  Curve  durch  Punkte. 
Trügt  man  nämlich  auf  CA  von  C  aus  die  doppelte  Länge  des  Fadens  CA  =  2/ 

auf,  beschreibt  um  L  mit  dem  Radius  2  p  =  ^  -  *  einen  Kreis  und  construirt 
über  CL  gleichschenklige  Dreiecke  CLF  mit  dem  Basiswinkel  gleich  den  ver- 
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schiedenen  Werthen  dos  Polarwinkels  fl-,  so  liefert  die  Projcction  A"  des  Schnitt- 
punktes II  ilcs  Kreises  mit  der  Seite  LF  auf  OL  die  Länge 

CK       2  /  —  2p  cos  &  =  q  —  CM. 
Aus  der  obigen  Gleichung  1.  ergibt  »ich  die  Spannung  T  des  Fadens,  nämlich: 

T-iLakP- "-•>•■  .  . 

sie  ist  am  kleinsten,  wenn  p  am  grössten;  für  p  =-  /,  wenn  dies  möglich  ist  ver- 
möge der  Construetiou  des  Systems,  wird  sie  Null. 

Der  Widerstand,  den  die  Curve  zu  leisten  hat,  ergibt  sich  aus  den  Glei- 
chungen 2.,  nämlich:  . 

N  =  Tsinfi  —  „, 

d  (p  cos  &) 

Ks  ist  aber  f  (p  cos  &)  =  —  21  sin  &d&  und  ds*  =  </p*  +  p*rffl*  d.  h. 

ds  =  2  d&  Vi*  +  p«  —  2  pl  cos  &  , 
und  daher  also  der  absolute  Werth  von  JV: 

\  =  —l-^*-  P  V >"+1pr—  2pt  eo*>  . 

§.  11.  Aehnlich  wie  sich  Cap.  IV,  §.  3.  die  Aequivalenz  ebener  Kräfte- 
»ysterae  auf  die  Eigenschaften  des  Momentes  dieses  Systems  zurückführen  Hess, 
kann  auch  die  Aequivalenz  räumlicher  Kräftesysteme  auf  die  Betrachtung  einer 
einzigen  Grösse  gegründet  werden,  welche  eine  Verallgemeinerung  des  Momentes 
ebener  Systeme  ist.  Sie  ist  die  Summe  aller  Pyramiden,  welche  eine  beliebige 
Strecke  im  Räume  zur  gemeinschaftlichen  Kante  und  die  einzelnen  Kräfte  des 
Systems  zu  Gegenkanten  haben.  Ist  MO  irgend  eine  Strecke,  AB  eine  der  Kräfte, 
so  ist  das  Volumen  der  Pyramide  MO  AB  der  sechste  Theil  des  Parallelepipeds, 
welches  beide  Linien  zu  Gegenkanten  hat  und  wenn  X  den  Neigungswinkel  beider 
bedeutet,  so  ist  MO  •  AB  sin  X  der  Inhalt  einer  Seitcnääche  des  Parallelepipeds, 
nämlich  des  Parallelogramms,  welches  MO  und  eine  durch  0  gehende,  zu  AB 
parallele  und  ihr  gleiche  Länge  zur  Seite  hat.  Dieser  Inhalt  ist  noch  mit  dem 
kürzesten  Abstände  p  zwischen  MO  und  AB  zu  multiplicireii,  um  das  Volumen 
des  Parallelepipeds,  nämlich  MO-  AB  sin  l  •  p  zu  erhalten  (vgl.  S.  71).  Es  stellt 
aber  AB  sin  X  die  Projection  der  Kraft  AB  auf  eine  zu  MO  senkrechte  Ebene 
und  mithin  AB  sinX  p  das  Moment  dieser  Kraft  bezüglich  der  Axe  OM  (s.  §.  9.) 
dar.  Daher  ist  die  Summe  der  genannten  Pyramiden  der  Summe  der  Momente 
aller  Kräfte  für  die  Axe  OM  proportional  mit  dem  Proportionalitätsfactor  \  MO. 
Für  das  ebene  System  ist  X  =  ^?r,  also  stellt  für  MO  1  die  Summe  aller 
Parallelepipede  die  Summe  2{AB  p)  aller  Momente  oder  das  Moment  des  ebenen 
Systems  dar.  Dieser  Analogie  wegon  nennen  wir  mit  Möbius  d^e  Summe  aller 
Parallelepipede  oder  auch,  da  kein  Irrthum  in  den  Betrachtungen  zu  befürchten 
ist,  die  Summe  der  Pyramiden,  welche  MO  als  gemeinschaftliche  Kante  und  die 
Kräfte  zu  Gegenkanten  haben,  das  Moment  des  räumlichen  Systems  für 
die  Axe  OM.  Uebrigens  tritt  jede  Pyramide  in  MO  AB  in  der  Summe  mit  be- 
stimmten Vorzeichen  auf,  wie  es  das  Moment  der  betreffenden  Kraft  für  die  Axe 
OM  führt.  Dies  Zeichen  bestimmt  sich  durch  den  Sinn  des  Dreiecks  OAB,  wie 
dieser  einem  in  M  befindlichen,  auf  dasselbe  herabsehenden  Punkte  erscheint. 

Wir  beginnen  mit  der  Betrachtung  zweier  Kräftepaare  und  ihres  resultiren- 
deu  Paares  für  den  Fall,  dass  die  Ebene  der  drei  Paare  durch  denselben  Punkt  0 
gelegt  sind  und  sie  sich  also  in  derselben  Geraden  OA  schneiden  (Fig.  196.). 
Für  einen  beliebigen  Punkt  M  in  der  Ebene  des  Parallelogramms  OEGC  ist  die 
Summe  der  Momente  der  Kräfte  CO  und  EO  gleich  dem  Momente  ihrer  Resul- 
tanten GO,  d.  h.  /\MCO  -f  £±MEO  =  &MGO  und  wenn  man  A  als  geraein- 
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schaftliche  Spitze  dreier  Uber  diesen  Dreiecken  stehender  Pyramiden  ansieht  : 
MCOA  +  MEOA  —  MGOA,  oder  da  nach  Grösse  nnd  Sinn  CO  A  =.OAB, 
EOA*=OAD,  GOA=*OAF  ist,  M 0  A  B  +  M 0  AD  =  MO  A  F,  welche  Pyramiden 
man  aber  auch  so  ansehen  kaun,  dass  M  ihre  gemeinsame  Spitze  ist,  während  ihre 
Grundflächen  die  halben  Momente  der  Paare  {AB,  CO),  {AD,  EO), 
n  lg'  '  f  (AF,  GO)  sind.  Da  Paare  sich  in  ihrer  Ebene  verlegen  lassen, 
so  ist  die  Annahme  des  Punktes  M  in  der  Ebene  OEGC  keine  he- 


lft! . 


schränkende,  dieser  Punkt  vielmehr  ein  beliebiger  des  Raumes.  Man 
kann  diese  Betrachtung  sofort  auf  beliebig  viele  Paare  ausdehnen, 
deren  Ebenen  sich  in  einem  Punkte  0  schneiden,  mögen  ihre  Ebenen 
^  sich  übrigens  in  derselben  Geraden  schneiden  oder  nicht.  Drücken 
wir  nämlich  eine  Pyramide,  deren  Spitze  M  ist  und  deren  Basis 
q^* —  das  halbe  Moment  w  eines  Paares  ist,  kurz  durch  Mm  aus,  so  be- 

stehen für  ein  Aggregat  von  Paaren,  denen  m,  m,  m",  m",  ... 
angehören,  wenn  r  das  halbe  Moment  des  aus  m  und  m,  r"  das  halbe  Moment 
des  aus  m  und-  r  oder  aus  m,  tri,  tri'  resultirenden  Paares  u.  s.  f.,  R  das  des 
resultironden  Paares  aller  ist,  die  Gleichungen: 

Mm  -f-  Mm'  =  Mr 
Mr  +  Mm"=  Mr 
Mr  +  Mm"'=*  Mr",\ 

durch  deren  Addition  erhalten  wird: 

2  Mm  =  MR, 

d.  h.  für  ein  System  von  Kräftepaaren  im  Räume,  deren  Ebenen  sich 
in  einem  Punkte  schneiden,  ist  die  Summe  der  Pyramiden,  welche 
einen  beliebigen  Punkt  des  Raumes  zur  gemeinsamen  Spitze,  zu 
Grundflächen  aber  in  den  Ebenen  der  Paare  Dreiecke  haben,  welche 
die  halben  Momente  der  Kräftepaare  nach  Grösse  und  Sinn  darstel- 
len, gleich  der  Pyramide  mit  derselben  Spitze  M  und  einer  Grund- 
fläche in  der  Ebene  des  resnltir enden  Paares  gleich  dem  halben  Mo- 
ni ento  desselben. 

Nehmen  wir  jetzt  für  ein  beliebiges  räumliches  Kräftesystem  einen  beliebigen 
Punkt  0  als  Keductionspunkt  an  und  construiren  sämmtliche  aus  der  Keduction 
entspringende  Kräftepaare*,  so  bilden  diese  ein  System  von  Paaren,  deren  Ebenen 
sich  in  einem  Punkte  schneiden  und  wenn  wir  also  noch  einen  beliebigen  Punkt 
M  annehmen,  so  ist  nach  dem  vorigen  Satze  die  Summe  der  Pyramiden,  welche 
M  zur  gemeinschaftlichen  Spitze  und  die  Dreiecke  mit  0  als  gemeinschaftlicher 
Spitze  und  die  Kräfte  des  Systems  als  Gegenseiten,  zu  Grundflächen  besitzen, 
gleich  der  Pyramide  mit  derselben  Spitze  und  einer  Grundfläche  in  der  Ebene  des 
resultirenden  Paares  gleich  dem  halben  Momente  dieses  Paares.  Dio  Pyramiden, 
welche  diese  Summe  bilden,  haben  MO  zur  gemeinschaftlichen  Kante  und  die 
Kräfte  des  Systems  sind  die  Gegenkanten  dieser. 

Für  den  Fall  des  Gleichgewichtes  ist  nun  das  Moment  des  resultirenden 
Paares  Null,  also  auch  dio  ihm  entsprechende  Pyramide;  ist  das  System  auf  eine 
Einzelresultante  reducirbar,  so  tritt  Gleichgewicht  ein,  wenn  dieselbe  in  umge- 
kehrtem Sinne  den  Kräften  des  Systems  zugefügt  wird;  in  diesem  Falle  ist  also 
mit  Rücksicht  auf  den  Sinn,  iu  welchem  die  Pyramiden  genommen  werden,  dio 
Pyramidensumme  gleich  der  Pyramido  der  Resultanten.  Ist  das  System  überhaupt 
einem  anderen  Systeme  äquivalent,  so  ist  die  Pyramidensumme  desselben  für  jede 
beliebige  Axe  MO  gleich  der  Pyramidensumme  dieses. 

Für  eine  einzelne  Kraft  verschwindet  die  Pyramide,  sobald  MO  mit  der 
Kraft  in  eine  Ebene  fällt;  für  zwei  sich  kreuzende  Kräfte  kann  daher  die  Pyra- 
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midensumme  für  keine  Axe  MO  des  Raumes  verschwinden.  Für  drei  nicht  in 
einer  Ebene  liegende  Kräfte  gibt  es  eine  Schaar  von  Axen,  welche  alle  drei 
schneiden  (sie  liegen  in  einem  einfachen  Hyperboloid) ;  für  sie  allein  ist  die  Pyra- 
midensumme Null.  Drei  solche  Kräfte  können  sich  daher  nie  Gleichgewicht  hal- 
ten, weil  für  den  Fall  des  Gleichgewichtes  die  Pyramidensumme  verschwinden 
müsste  und  zwei  sich  kreuzende  Kräfte  können,  wie  hieraus  folgt,  nie  einer  ein- 
zelnen Kraft  äquivalent  sein. 

Der  Inhalt  dieser  Untersuchung  kann  in  folgende  Sätze  zusammengefasst 
werden : 

Die  Summe  der  Pyramiden,  welche  eine  beliebige  Axe  des  Rau- 
mes als  gemeinschaftliche  Kante  und  die  Kräfte  eines  Systems  zu 
Gegenkanten  haben,  oder  das  Moment  des  Systems  ist  im  Falle  des 
Gleichgewichtes  Null  für  jede  Axe  dos  Raumes;  ist  das  System  nicht 
im  Gleichgewichte,  sondern  einem  Paare  oder  einer  Resultanten  in 
Verbindung  mit  einem  Paare,  also  überhaupt  zwei  Kräften,  oder  ist 
dasselbe  einer  einzelnen  Kraft  äquivalent,  so  ist  diese  Summe  gleich 
der  diesen  Kräften  entsprechenden  Summe. 

Ist  die  Pyramidonsumme  oder  das  Moment  eines  Kräftesystems 
für  jede"  Axe  Null,  so  ist  das  System  im  Gleichgewichte  und  sind  die 
Momente  zweier  Systeme  für  jede  Axe  gleich,  so  sind  die  Systeme 
äquivalent. 

Hiermit  kann  z.  B.  der  §.  2.  erwähnte  Satz  von  Chasles  sehr  einfach  er- 
wiesen werden.  Sind  nämlich  PQ,  RS;  P'Q\  tfS'  die  beiden  Kräfte,  von  denon 
jedes  Paar  dem  System  äquivalent  ist,  so  ist 

MOPQ  +  MORS  =  MOPü'  -f  MOKS" 

und  wenn  man  die  Axe  MO,  welche  willkürlich  gewährt  werden  kann,  der  Reihe 
nach  mit  PQ,  RS,  PrQ\  rfS'  zusammenfallen  lässt,  wobei  aus. der  Gleichung  je 
eine  Pyramide  herausfällt,  weil  ihr  Volumen  sich  auf  Null  reducirt,  so  kommt: 

PQRS  =  PQF'Q'  -f  POrtS",     RSPQ  =  RS  P'Q'  -f-  RSR'S", 

p-Q'p  Q  -f.  pQ'H  S  am  P'Q'rtS'f        R'S'P  Q  +  tfS*tt  S  mm  l{ g P '  Q' '. 

Man  braucht  diese  vier  Gleichungen  blos  zu  summiren,  um  PQRS  =  P'Q'R'S' 
zu  finden. 

Um  den  analytischen  Ausdruck  für  das  Moment  eines  Systems  zu  bilden, 
bedürfen  wir  des  Inhaltes  einer  Pyramide,  durch  die  Coordinaten  ihrer  Eckpunkte 
dargestellt.    Derselbe  ist,  wenn  die  Coordinaten  der  Ecken  xt,  yx,  z,;  at,  yt,  zt\ 

x3*  !/»>  z»>  *4»  Vi'  :i  Biud: 

x,  y,  z,  1  I 

x2  yt  zt  1 

x3  H%  =a  1 

I    *4     »4  1  I 

Man  kann  zu  dieser  Formel  durch  rein  geometrische  Betrachtungen  fol- 
gendermassen  gelangen.  Das  Volumen  einer  Pyramide  ändert  sich  nicht,  wenn 
bei  Festha^tung  einer  Kante  die  Gegenkante  in  ihrer  Richtung  beliebig  verschoben 
wird.  Nun  seien  AR,  AC,  AD  die  Seiten  und  Diagonale  eines  Parallelogramms, 
MN  aber  irgend  eine  Strecke  im  Räume,  so  ist  MNAB  -j-  MNAC  =  MNAD. 
Denn  wenn  man  ;)/JV  in  seiner  Richtung  verschiebt,  bis  A'  in  die  Ebene  des  Pa- 
rallelogramms nach  Nt  gelangt,  so  ist  dann  NXAB  -f-  NfAC  =  NtAD  und  folg- 
lich, wenn  Mt  die  veränderte  Lage  von  M  bedeutet, 

MtNtAB  +  ;>/,  iV,  A  C  =  Mt  NtA  D, 
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woraus  nach  der  eben  gemachten  Bemerkung  auch  M X  A  B  -\-  M X A  C  =  M X  A  D 
folgt.  Man  dehnt  diesen  Satz  sofort  auf  das  Parallelepiped  aus,  dessen  Kanten 
und  Diagonale  Aß,  AC,  A  £  und  AF  sind.  Denn  für  das  Parallelogramm  Aß  FE 
hat  man  ebenso  MS  AB  -f-  MX  AE  =  MX  AF  und  wenn  man  diese  Gleichung  mit 
der  vorigen  verbindet,  so  kommt  MX  Aß  +  MXAC  +  MX  AB  ~>  MX  AF, 
d.  h.  die  Summe  der  Pyramiden,  welche  eine  Strecke  MX  mit  den 
Eckkauten  eines  P  a  ral  le  le  pi  pe  ds  a  ls  Oege  nk  an  ten  bildet,  ist  gleich 
der  Pyramide,  welche  sie  mit  dessen  Diagonale  bildet.  Von  diesem 
Satze  machen  wir  jetzt  Gebrauch,  um  das  Volumen  einer  Pyramide  zu  finden, 
deren  Gegenkanten  MX  und  Aß  heissen  mögen.  Durch  M  legen  wir  drei  recht- 
winklige Axen  und  construiren  das  Parallelepiped,  dessen  Diagonale  MX  ist  und 
dessen  Eckkanten  die  Projectionen  MX,,  MX,,  M X3  von  MX  auf  diese  Axen 
sind.  Danu  ist  MX  AB  =  M  X,  A  B  -f-  MXtAB  +  MXSAB.  Nun  construiren 
wir  ein  zweites  Parallelepiped  in  A  von  denselben  Axenrichtungen ,  dessen  Dia- 
gonalo  Aß  und  dessen  Eckkanten  AB, ,  Aß„  AB%  den  Projectionen  von  AB 
auf  die  Axen  gleich  sind.  Dann  ist  M  X,  AB  =  M  A',  A  B,  -f  MX,  AB,-\-  M  Xx  AB, 
oder  da  MX,  AB,  =  0  ist,  weil  die  Gegenkanten  MX,,  AB,  dieser  Pyramide  in 
einer  Ebene  liegen,  M  AT,  A  B  =  M  Ar,  A  B%  4-  MX,AB3.    Ebenso  ist 

MX,  AB  =  MX,  Aß,  -f-  MX,  Aß, 

und  M  X,  A  ß  =  MX3ABt  +  MX3AB,. 

Führt  man  die  so  gewonnenen  Ausdrücke  für  MX,  AB,  MX,  AB  und  MX3AB 
in  die  Gleichung  für  MX  Aß  ein,  so  ergibt  sich  zunächst 

M  XA  B  =  M  X,  AB,-\-  M  X,  Aß3  -f-  M  X,  AB,+  M X2  A  ß3  -f  MX9  AB,+  MX3  AB, 

MX  Aß  =  (MX,  AB,  +  MX3  AB,)  -f  (MX,  AB,  -f-  MX,  Aß,)  +  (MX,  AB,  -f  MX,  Aß,). 

Die  beiden  Pyramiden  in  je  einer  Klammer  bleiben  ihrem  Volumen  nach  unge- 
ändert,  wenn  man  AB,,  AB,,  AB,  in  ihren  Richtungen  bis  zum  Durchschnitt 
mit  den  Seitenebenen  des  Parallelepipeds  MX  verschiebt.  Sie  haben  entgegen- 
gesetzten Sinn  und  wenn  in  Bezug  auf  M  als  Coordinatenursprung  die  Punkte 
X ,  A,  ß  die  Coordinaten        ij,,  £,;  |8,  >?,,  £t;  gs,  7js,  £,  besitzen,  bo  erhält  man 

MX,AB,  +  MX3AB,  =»  -  7j.fi)  (I.  -  tt) 

A/A^*8  +  iWA^tf,  =  i-f,  I«  -  (ifc  -  i?t) 

3f  V,/f  fl3  +  MA't/f*,  =  -  (t3  -  fc), 

milhin  I   £i    »7,  t, 

MXAB  =  i     |,  & 

I     ls     13  ?3 

und  wenn  in  Bezug  auf  ein  anderes,  dem  bisherigen  paralleles  Coordinatensystem 
M,  X,  A,  ß  die  Coordinaten  x,,  y„  z,\  x„  y„  zt;  x„  ;/,,  z3;  xt,  y4,  z4  haben, 
so  wird 

|,  =  a-,  —  x, ,     r\,  —  !/t  -    .'/, , 
I«  ~  -tj  —  ^i»     *7i  =  y*  —  yi»     £»  = 

ls  =     —  *i »    ^3  =  y  i  —  yi . 

und  folglich 

*i  -  -n  .»/«  —  y>  -2  -  =i 

MXAB  =  -J-     x3  —  .r,        —  y,   J3  -  2| 
•^4  —  .i'i   .V4  —  »i   l4  —  *i 


V    -  .  . 


SS 


=  &    x,         z,  l 


Nun  seien  die  Coordinaten  von  M  gleich  x,,  y,,  z,;  die  von  0  aber  x,  -f-  a. 
;/,  -f-  ß,  :,  +  y,  sodass  a ,  ß,  y  die  Projectionen  der  Strecke  J/O  auf  die  Axen 
bedeuten;  ferner  seien  x,  y,  z  die  Coordinaten  des  Angriffspunktes  der  Kraft  V 
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und  also,  wenn  A',  V,  Z  ihre  Componenten  sind:  x  -\~  X,  y  -\-  1\  z  -f-  Z  die 
Coordinaten  des  Endpunktes  der  Strecke,  welche  P  darstellt.  Mit  Hülfe  der  eben 
entwickelten  Formel  ist  dann  das  Moment  der  Kraft  P  in  Bezug  auf  die  Axc  Gm 


*i  Vi 

+  «  Vx  +  ß 

X  y  z 

x  +  X  »/  -f  Y   z  +  z 


1 
1 
1 
1 


+  y  i  = 


a     ß  y 

x     y  z 


1 

U 
1 


x  y  z  o 


V  rz,      )"/JthUa'       ^v;       \  x,  yt  J 

Daher  erhalten  wir,  wenn  wir  wie  früher  abkürzend  setzen: 

zx  =  a,    zy  =  ß,   zz  =>  c 

Z(yZ  —  zY)  =>  L,    Z(zX  —  xZ)  =  M,     Z(xY  —  yX)  «=  A' 

für  die  sechsfache  Summe  der  Pyramiden  oder  das  Moment  //  des  Systems  in 
Bezug  auf  MO  als  Axc: 

H  -  a[L  -  (ytC  -  z,  *)]  +  ß  [Af  -  (z, //  -  *,<?)]  +  y  [A  _  {xxD  -  ytA)]  . 

Aus  dieser  Gleichung  erhält  man  alle  Einzelheiten  des  §.  ft.  wieder.  Im  Falle 
des  Gleichgewichtes  muss  ff  für  alle  Axon,  d.  h.  für  alle  Werthe  er,  ß,  y;  xt,  >/,.  z, 
verschwinden.    Dies  liefert  die  sechs  früheren  Bedingungen: 

A  =  Jt  =  C  =  0,       Z,  =  ;)/  =  A  =  0 

und  da,  wenn  sie  erfüllt  sind,  auch  jedenfalls  ff  für  jede  Axe  Null  ist,  so  ergibt 
sich,  dass  sie  nicht  nur  die  notwendigen,  sondern  auch  die  hinreichenden  Bedin- 
gungen des  Gleichgewichtes  sind.  Ist  das  System  nicht  im  Gleichgewichte,  so  ist 
es  äquivalent  zweiuu  Kräften  und  wenn  A,,  J'*, ,  Z, ;  A*2,  Yt^  Zt  deren  Compo- 
neoten,  xu  y,,  z, ;  x2,  yt,  :t  die  Coordinaten  ihrer  Angriffspunkte  sind,  so  ist 
diese  Aequivalenz  ausgedrückt  durch  die  sechs  Gleichungen  zwischen  den  eben 
genannten  zwölf  Grössen: 

A  =  A',  +  A't,  L  =  (ylZl  -  z.K,)  +  (y,Zt  -  ztYt) 
Ii  =  1\  +  }\,  M  =  (s.A-,  -  xtZt)  +  (:*Xt  ~  xtZt) 
C  «  Z,  +  Zt1    A  =  {x,yx  -  yxXt)  +  (xtl't  -  ytXt). 

Es  bleiben  also  sechs  dieser  Grössen  unbestimmt  und  können  dieselben  im  All- 
gemeinen willkürlich  angenommen  werden.  Diese  Willkürlichkeit  ist  aber  insofern 
beschränkt,  als  die  sechs  Componenten  durch  die  drei  ersten  Gleichungeu  auf 
eine  bestimmte,  auf  die  willkürliche  Annehmbarkeit  influirende  Art  untereinander 
verknüpft  sind  und  ebenso  zwischen  den  sechs  Coordinaten  die  folgende  Relation 
besteht.  Man  combinirt  nämlich  die  drei  letzten  Gleichungen  leicht  so,  dass 
man  hat 

Lx{  +  My,  -f  A^t  = 


z,  z, 


Lx2  4"  Myx  +  Az,  =  — 
woraus  durch  Subtraction  folgt: 
L  {xt  -  x,)  -f  M .  »/,  —  //,)  +  X  (:«  -zt)  + 


Xt  + 


xt  xt 
z,  z, 


n  + 
y i  + 


.V,  7/2 


>Ji  V* 
x,  xt 
U\  Vt 


2|. 


.Vi  77» 


Nimmt  man  nun  x, ,  y,,  z,  willkürlich  an,  so  ist  dies  die  Gleichung  einer  Ebene 
in  xt,  y2,  z2  und  da  man  die  Kraft  (A*2.  Zt\  blos  in  ihrer  Richtung  verlegen 
kann,  also  blos  Punkte  ihrer  Richtung  Angriffspunkte  derselben  sein  können,  so 
fällt  aie  selbst  in  diese  Ebene.    Dieselbe  geht  durch  den  Punkt  xt,  y{,  :t  Um- 
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gekehrt,  nimmt  man  die  Kraft  (A'„  >*„  2t)  in  irgend  einer  Ebene  —  4-  4*  +  ■**  =■  1 

at      Og  ct 

an,  so  liefert  die  Vergleichung  der  Gleichung  dieser  Ebene  mit  der  vorstehenden 

LxK  +         +  Szx  =  at  (/,  +  Rzx  —  Cy,) 
Ar,  -f-  ^Wy,  -f-  .V:,  —  bt  (;>/  -j-  Cjct  —  Azt) 
Lx,  +  Myt  +  Ast  =     (A'  +  ^y,  -  , 
wodurch  die  Coordinaten  x„  y,,  z,  der  anderen  Kraft  bestimmt  sind.   Das  System 
der  Paare  von  je  zwei  Kräften,  welche  einem  gegebenen  Kräftesysteme  äquivalent 
sind,  ist  also  der  Art,  dass  dem  Angriffspunkt  der  einen  eine  Ebene  entspricht,  - 
in  welcher  die  andere  liegt  und  allen  Ebenen,  welche  durch  die  eine  gehen,  Punkte 
in  der  Richtung  der  anderen.    Es  werden  dadurch  also  zwei  reeiproke  räumliche 
Systeme  begründet,  deren  conjugirte  Geraden  die  zusammengehörigen  Kraftrich- 
tungen sind.    Möbius  hat  diesen  Gegenstand  ausführlicher  behandelt  (vgl.  dessen 
Lehrbuch  der  Statik  I.  Tbl.,  Cap.  VI,  sowie  Crelle's  Journal  Bd.  X,  p.  317  f.). 
Daselbst  ist  auch  die  Theorie  der  Momente  weiter  ausgeführt  und  sind  eine  Menge 
der  interessantesten  und  für  die  Ausbildung  der  Statik  höchst  wichtigen  Methoden 
behufs  der  Auffindung  des  Momentes*  eines  Kräftesystems  mit  Hülfe  gegebener 
Bedingungen  entwickelt. 


VI.  Capitel. 

Mittelpunkt  der  Kräfte,  Gleichgewichtsaxen  und  Sicherheit  des  Gleich- 
gewichtes am  unveränderlichen  System. 

§.  1.  Wenn  das  Punktsystem,  auf  welches  ein  gegebenes  Kräfte- 
system einwirkt,  eine  Aenderung  seiner  Lage  erleidet,  dabei  aber  die 
Kräfte  ihre  Intensität  und  Richtung  beibehalten  und  an  denselben  Funk- 
ten des  Systems  angreifen,  so  entsteht  die  Frage,  welche  Aenderung 
in  der  Wirkung  der  Kräfte  dadurch  eintritt.  Eine  Translation  bewirkt 
offenbar  keine  Aenderung  und  bleibt  also  blos  der  Einäuss  der  Rotation 
zu  prüfen;  dies  ist  aber  auch  nur  für  Axen  nötbig,  die  sich  in  einem 
Punkte  schneiden,  da  jede  Rotation  um  eine  andere  Axe  in  eine  Trans- 
lation und  eine  Rotation  um  eine  durch  jenen  Punkt  gehende  Axe  zer- 
fällt. Dabei  ist  es  aber  offenbar  auch  einerlei,  ob  man  das  System  um 
eine  Axe  dreht  oder  die  Kräfte  im  umgekehrten  Sinne  um  Axen,  die 
dieser  parallel  sind  und  durch  die  Angriffspunkte  derselben  gehen  und 
zwar  um  denselben  Winkel  rotiren  lässt;  in  beiden  Fällen  ist  nämlich 
die  Aenderung  der  relativen  Lage  des  Systems  und  der  Kräfte,  auf  die 
es  hier  allein  ankommt,  dieselbe. 

Wenn  das  Kräftesystem  nun  ursprünglich  einer  Einzelresultanten 
äquivalent  war,  wenn  dies  nach  einer  beliebigen  Drehung  des  Systems 
ebenfalls  immer  der  Fall  bleibt  und  dabei  die  Resultante  stets  durch 
einen  bestimmten  Punkt  des  Systems  hindurchgeht,  so  heisst  ein  solcher 
Punkt  Mittelpunkt  der  Kräfte.  Wenn  überhaupt  ein  solcher  existirt, 
so  knnn  es  nur  einen  einzigen  geben.    Denn  im  Falle,  dass  noch  ein 
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zweiter  möglich  wäre,  raüsste  die  Resultante  für  jede  Drehung  der  Kräfte 
durch  beide  hindurchgehen,  also  dieselbe  feste  Lage  behaupten,  was  nicht 
möglich  ist.  Bringt  man  im  Mittelpunkte  der  Kräfte  eine  der  Resul- 
tanten gleiche  und  entgegengesetzte  Kraft  an,  so  tritt  für  jede  Lage 
des  Systems  Gleichgewicht  ein. 

§.  2.  Wir  wollen  zunächst  den  Mittelpunkt  der  Parallclkräftc 
untersuchen.  Das  System  zweier  Parallelkräfte  P,  Q  von  demselben 
oder  entgegengesetztem  Sinne,  hat  einen  Mittelpunkt,  sobald  nur  ihre 
Resultante  P  -\-  Q  nicht  Null  ist,  sie  also  kein  Paar  bilden.  Denn  die 
Resultante  theilt  die  Verbindungslinie  ihrer  Angriffspunkte  A,  B  nach 
Cap.  IV,  §.  5.  im  umgekehrten  Verhältnisse  der  Kräfte,  also  unabhängig 
von  ihrer  Richtung  und  geht  also  für  jede  Drehung  derselben,  wobei 
sie  parallel  bleiben,  durch  denselben  Theilpunkt  H  von  AB.  Die  Lage 
dieses  Punktes  ist  durch  die  Gleichung  AH:  HB  =  Q:P  bestimmt, 
wobei  die  Stellung  der  Buchstaben  den  Sinn  der  Linien  ausdrückt  und 
P  und  Q  ihrem  Sinne  nach  als  positiv  oder  negativ  betrachtet  werden.  — 
Bei  drei  Parallelkräften  P,  Q,  Ry  an  den  Punkten  A,  2?,  C  angreifend, 
sei  H  der  Kräftemittelpunkt  für  P  und  £);  dann  ist  der  Punkt  J  auf 
HCt  welcher  HC  in  dem  Verhältnisse  HJ:JC  =  R  :  {P  +  Q)  theilt, 
der  Mittelpunkt  für  P,  Q,  R.  Um  ihn  zu  finden,  kann  man  auch  AC 
zuerst  im  Verhältniss  R  :  P  theilen  u.  s.  w.  Beide  Constructionen  und 
die  analoge  dritte  führen  zu  demselben  Punkte,  da  nur  ein  einziger 
existirt.  Der  Mittelpunkt  /  der  drei  Kräfte  liegt  in  der  Ebene  AB C  der 
drei  Angriffspunkte  so,  dass  die  Dreiecke  J  AB,  JBC,  JCA,  welche  er 
mit  denselben  paarweise  bildet,  den  Kräften  proportional  sind,  welche 
durch  den  jedesmal  übrig  bleibenden  dritten  Punkt  gehen.  Es  ist  nämlich 
P  :  Q  —  H B  :  AH  =  HBC  :  AHC  =  HBJ  :  AHJ 
=  {HBC  —  HBJ)  :  {AHC  —  AHJ)  =  JBC  :  JCA 
und  ebenso  Q  :  R  =  JCA  :  J AB ,  d.  h.: 

P  :  Q  :  R  :  (P  +  Q  +  R)  =  JBC  :  JCA  :JAB  :  ABC. 

Indem  man  bei  vier  Kräften  /*,  (),  ß,  5  mit  den  Angriffspunkten 
A,  Bj  Cy  D  in  ähnlicher  Weise  verfährt,  ergibt  sich,  dass  der  Mittel- 
punkt K  der  Kräfte  so  liegt,  dass.  die  Pyramiden,  welche  er  mit  den 
Dreiecken  ABC,  BCD,  CDA,  DAß  bildet,  den  durch  die  jedesmal 
übrig  bleibenden  vierten  Punkte  gehenden  Kräften  proportional  sind, 
nämlich  dass 

P:Q:R:S:(P  +  Q  +  R  -f-  S)  =  KBCD-.  KCDA\KDAB:KABC:ABCD 

wird.  —  Durch  Fortsetzung  dieser  Schlüsse  gelangt  man  zu  dem  Satze, 

dass  jedes  System  von  Parallelkräften,  deren  Summe  nicht 

verschwindet,  einen  Kräf tetnittelpunkt  besitzt.    Die  Coor- 

dinaten  art,  y, ,  zv  desselben  wurden  bereits   Cap.  VI,  §.  7. 

ZPx  ZPu  ZPz 

gefunden,  nämlich       =   £p  ,  yx  =  -£p  ,   zt  =  £p  • 
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Ist  die  Resultante  des  Systems  der  Parallelkräfte,  d.  h.  ihre  Snmme 
Null,  so  zerlege  man  das  System  in  zwei  Systeme,  was  auf  unendlich 
viele  Arten  möglich  ist.  Ist  R  die  Resultante  des  einen  Partialsystems, 
so  ist  —  R  die  des  anderen.  Jedes  von  ihnen  hat  einen  Kräftemittel- 
punkt; für  R  sei  er  M,  für  —  R  sei  er  N.  Das  Paar  (/?,  —  A),  wel- 
chem das  Gesammtsystem  äquivalent  ist,  ändert  mit  der  Lage  des  Systems 
sein  Moment,  indem  sein  Arm,  die  Projection  der  Strecke  MM  auf  eine 
zur  Richtung  der  Kräfte  senkrechte  Ebene,  sich  ändert.  Für  zwei  Lagen 
verschwindet  dies  Paar,  nämlich  sobald  MN  parallel  den  Kräften  wird; 
dann  tritt  Gleichgewicht  ein.  Fallen  M  und  N  zusammen,  so  besteht 
für  alle  Lagen  Gleichgewicht. 

§.  3.  Ein  ebenes  Kräftesystem,  welches  einer  Einzelresultante 
äquivalent  ist,  besitzt  gleichfalls  einen  Kräftemittelpunkt.  Siud  zunächst 
P  und  Q  zwei  in  einer  Ebene  an  den  Punkten  A,  B  angreifende  Kräfte 
und  ist  R  ihre  Resultante  (Fig.  197.),  so  geht  letztere  durch  den  Durch- 
schnitt C  von  P  und  Q.  Dreht  man  nun  P  und  Q  um  ihre  Angriffs- 
punkte so,  dass  sie  ihre  relative  Lage  nicht  än- 
dern, sodass  also  der  Winkel  ACB  constant  bleibt, 
so  bewegt  sich  C  auf  einem  durch  A  und  B 
gehenden  Kreise  und  da  die  Intensitäten  der 
Kräfte  unverändert  bleiben,  so  folgt  aus  dem 
-  Satze  vom  Parallelogramm  der  Kräfte,  dass  R 
mit  P  und  Q  constante  Winkel  bildet  und  wie 
auch  immer  die  Kräfte  gedreht  werden  mögen, 
den  Bogen  AB  in  demselben  Verhältnisse  theilt, 
d.  h.  stets  durch  ein  und  denselben  Punkt  // 
hindurchgeht.  H  ist  daher  der  Mittelpunkt  der  Kräfte 
/\  £),  entsprechend  einer  Drehung  derselben  um  ihre  Angriffspunkte, 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  einer  entgegengesetzten  Drehung 
des  Systems.  Die  Winkel  des  Dreiecks  AB  ff,  nämlich  HAB,  HB  A 
und  AHB  sind  gleich  ffCB,  HCA  uud  n  —  ACB,  woraus  mit  Hülfe 
des  Parallelogramms  der  Kräfte  gemäss  Cap.  III,  §.  8.  folgt: 

P  :  Q  :  R  =  sin  ff  AB  :  sin  HBA  :  sin  ACB  =  ffB  :  HA  :  AB, 
d.  h.  der  Mittelpunkt  zweier  Kräfte  in  der  Ebene  bildet  mit 
den  Angriffspunkten  diese*  ein  Dreieck,  dessen  Seiten  den 
durch  die  Gegenecken  gehenden  Kräften  proportional  sind. 
Werden  die  Kräfte  P  und  Q  gleich,  so  fällt  H  in  die  Mitte  des  einen 
der  beiden  Bogen  AB;  werden  sie  parallel,  so  geht  der  Kreis  in  die 
Gerade  AB  über,  in  welche  H  hineinfällt;  sind  sie  parallel  und  gleich, 
so  fällt  H  in  die  Mitte  der  Strecke  A  B  oder  in  den  unendlich  fernen 
Punkt  dieser  Geraden,  je  nachdem  sie  gleichen  oder  entgegengesetzten 
Sinnes  sind. 

Um  für  drei  Kräfte  P,  (),  R  in  einer  Ebene  den  Mittelpuukt  zu 
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finden,  bestimme  man  den  Mittelpunkt  ff  für  P  und  Q  und  suche  zu 
ihrer  in  //  angreifenden  Resultanten  und  JR  den  Mittelpunkt  J;  er  ist 
der  Mittelpunkt  der  drei  Kräfte.  Da  das  System  nur  einen  Mittelpunkt 
besitzen  kann,  so  ist  die  Ordnung,  in  welcher  man  hierbei  die  Kräfte 
wählt,  willkürlich.  Aehnliches  gilt  für  vier  und  mehr  Kräfte  und  man 
gelangt  auf  diesem  Wege  zu  dem  Satze,  dass  jedes  ebene  Kräfte- 
system, welches  einer  Einzelresultanten  äquivalent  ist, 
einen  Kräftemittelpunkt  besitzt. 

Um  den  Mittelpunkt  der  Kräfte  des  ebenen  Systems  analytisch  zu 
bestimmen,  wollen  wir  zunächst  den  Fall  betrachten,  dass  das  Kräfte - 
System  sich  vor  der  Drehung  im  Gleichgewichte  befinde  und  die  Be- 
dingung aufstellen,  dass  das  Gleichgewicht  auch  nach  der  Drehung  fort- 
dauere. Von  Translationen  des  Systems  kann  nach  §.  1.  abgesehen 
werden,  auch  ist  die  Axe  der  Drehung  gleichgültig,  wenn  sie  nur  zur 
Ebene  des  Systems  senkrecht  ist.  In  Bezug  auf  ein  Coordinatensystem 
der  xt  y  in  der  Ebene  der  Kräfte  sind  nun 

A  =  ZX  =  0,    B  =  ZY  =  0,    N  =  Z  (xY  —  yX)  =  0 

die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes.  Wird  das  Punktsystem  und  mit 
ihm  das  Coordinatensystem  um  eine  durch  den  Ursprung  gehende  Axe 
um  den  Winkel  a  gedreht,  so  hat  man  für  die  geänderten  Coordinaten 
x,  y  der  Systempunkte  bezüglich  der  ursprünglichen  Lage  des  Coor- 
dinatensystems 

x'  =  x  cos  et  —  y  sin  a ,     y  =  x  sin  u  -\-  y  sin  a 

und  sind,  da  die  Kräfte  sich  parallel  bleiben, 

ZX  =0,    ZY  =  0,    Z  {x'Y  —  y'X)  =  0 
die  Bedingungen   des  Gleichgewichtes  für  die  neue  Lage;  mithin  ist 
Z(x'Y  —  y'X)  =  0  die  Bedingung  für  die  Fortdauer  desselben.  Die 
Entwickelung  der  Grösse  Z  {x  Y  —  y'X)  gibt  aber 

27  {x'Y  —  y'X)  =  cosa-Z  (xY  —  yX)  —  sin  «  •  Z  {xX  +  yY) 
=  JV  cos  et  —  sin  a  •  Z  (xX  -j-  yY)  =  —  h  sin  a, 

wenn  Z  (xX  -f-  yY)  =  h  gesetzt  wird.  Die  Bedingung  für  die  Fort- 
dauer des  Gleichgewichtes  ist  also  h  =  0. 

.  Die  Grösse  Z(x'Y — y'X)  stellt  ein  Kräftepaar  dar  und  sieht  man, 
dass,  wenn  ursprünglich  Gleichgewicht  bestand,  dasselbe  im  Allgemeinen 
durch  die  Drehung  gestört  wird  und  zwar  so,  dass  die  Kräfte  des 
Systems  einem  von  dem  Drehungswinkel  a  abhängigen  Paare  —  h  sin  cc 
äquivalent  werden.  Dies  Paar  erreicht  daher  für  tt  =  +  \n  sein 
Maximum  +  h  und  verschwindet  für  a  =  0  oder  a  =  n.  Für  a  =  —  ±it 
gehen  x  und  y  in  —  y  und  also  Z{xY —  yX)  in  —  Z(xX  -f-  yY) 
Über. 

Ist  das  Kräftesystem  ursprünglich  einem  Paare  N  äquivalent,  so  ist 
ZX  =  0,   ZY  =  0,   Z(xY  —  yX)  =  N  und   hat  man   nach  der 
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Drehung  um  den  Winkel  a:    Z(x'Y  —  y'X)  =  N  cos  a  —  h  sin  a. 
Man  sieht  daraus,  dass  dies  Paar  durch  die  Drehung  verschwindet,  so- 
N 

bald  tg  a  =  —  wird.     Es  gibt  daher  zwei   Lagen,   in  welchen  das 

System  ins  Gleichgewicht  gelangt;  dieselben  sind  einander  direct  ent- 
gegengesetzt. 

Ist  das  System  einer  Einzelresultante  (X, ,  F,)  äquivalent  und  bringt 
man  dieselbe  in  entgegengesetztem  Sinne  am  Kräftemittelpunkt  (.r,,  yx)  an, 
so  besteht  für  jeden  Winkel  a  Gleichgewicht.  Daher  hat  man  insbesondere 

A  —  Xx  =0,    B  —  F,  =  0,    N  —  (xxVx  —  yxXx)  =  0, 
-  h  +  (xxXx  +  yxYx)  =  0. 
Eliminirt  man  nun  Xv  F„  so  folgen  die  Gleichungen:  Bxx  —  Ayx  =  N, 
Axx  -\-  Byx  =  A,  welche  für  die  Coordinaten  des  Kräftemittelpunktes 
liefern : 

R2  •  xx  =  Ah  +  BN,    R2   yx  =  Bh  —  AN,    R2  =  A2  +  B2. 
Für  den  Fall  der  Parallelkräfte  in  der  Ebene  hat  mau  A  =  cos  X  ZP, 
B  =  sin  X  ZP,  N  =  sin  XZxP  —  cos  X  ZyP,  h  =  cos  X  ZxP  +  sin  XZyP, 
wenn  X  den  ursprünglichen  Neigungswinkel  der  Kräfte  gegen  die  a-Axe 
bedeutet;  man  findet  daher,  wie  früher: 

ZPxx  =  ZxP,    ZP-yx  =  ZyP.' 

§.  4.  Eine  Gerade,  um  welche  ein  Punktsystem,  an  welchem  ein 
im  Gleichgewicht  befindliches  Kräftesy stein  angreift,  rotiren  darf,  ohne 
dass  das  Gleichgewicht  gestört  wird,  heisst  eine  Gleichgewichtsaxe. 
Alle  mit  einer  solchen  parallele  Geraden  sind  ebenfalls  Gleichgewichts- 
axen.  Um  die  Bedingungen  aufzufinden,  unter  welchen  eine  Axe  n 
Gleichgewichtsaxe  ist,  zerlegen  wir  alle  Kräfte  P,  deren  Angriffspunkte 
A  seien,  in  Componenten  Z,  parallel  (i,  und  Componeuten  Q,  senkrecht 
zu  ft,  projicireu  das  ganze  Punktsystem  auf  eine  zu  p  senkrechte  Ebene  E 
und  bringen  in  den  Projectionen  «  der  Angriffspunkte  A  zwei  der  Kraft 
0  parallele  und  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  Q,  —  Q  an.  Das  ganze 
Kräftesystera  ist  dann  äquivalent  dem  ebenen  in  E  an  den  Punkten  « 
angreifenden  System  (Q),  dem  System  (Z)  der  der  Axe  p  parallelen 
Kräfte  uud  dem  System  (F)  der  Kräftepaare  {Q,  — Q),  deren  Seiten- 
kräfte in  A  und  «  angreifen.  Nun  seien  ursprünglich  das  Kräftesystem 
und  mithin  auch  die  drei  ihm  äquivalenten  Systeme  (£)),  (Z),  ( F)  im 
Gleichgewicht.  Das  ebene  System  (Q)  ist  einer  Einzelkraft  oder  einem 
Paare,  (Z)  und  (F)  zusammen  sind  einer  Einzelkraft  parallel  u  oder 
einem  Paare  äquivalent,  dessen  Ebene  mit  ft  parallel  ist  und  da  ((>) 
mit  diesen  Einzelkräften  oder  Paaren  nicht  im  Gleichgewichte  sein  kann, 
so  müssen  (0)  für  sich  und  (Z)  und  (F)  zusammen  im  Gleichgewichte 
sein,  d.  h.  es  muss  (Z)  und  ( V)  jedes  besonders  im  Gleichgewichte  sein 
oder  beide  müssen  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Paare  bilden. 
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Dreht  man  nun  das  Punktsystem  um  die  Axe  p,  während  die  Kräfte 
des  Systems  ihre  Richtungen  beibehalten,  so  ist  zum  Fortbestehen  des 
Gleichgewichtes  erforderlich,  dass  (£))  für  sich  im  Gleichgewichte  bleibe; 
(Z)  erleidet  keine  Aendernng,  ausser  dass,  wenn  es  sich  auf  ein  mit 
(V)  Gleichgewicht  haltendes  Paar  reducirte,  die  Ebene  dieses  Paares 
um  den  Rotationswinkel  des  Systems  gedreht  wird.  (F)  aber  ändert 
sich  wegen  des  fortdauernden  Parallelismus  seiner  Kräfte  gar  nicht; 
war  es  also  im  Gleichgewichte  oder  reducirte  es  sich  auf  ein  Paar,  so 
besteht  sein  Gleichgewicht  fort  und  bleibt  das  Paar  sich  selbst  äqui- 
valent. Das  Paar  (Z)  kann  bei  der  Drehung  mit  dem  unveränderlichen 
Paare  ( V)  nicht  fortwährend  Gleichgewicht  halten ;  daher  muss  (Z)  für 
sich  im  Gleichgewichte  sein  und  da  dies  das  Gleichgewicht  von  ( V) 
nach  sich  zieht,  so  ergibt  sich,  dass  eine  Axe  p  eine  Gleich  - 
gewichtsaxe  ist,  wenn  die  Projection  des  Kräftesystems 
auf  eine  zu  fi  senkrechte  Ebene  und  das  System  der  zu  f* 
parallelen  Coraponenten  der  Kräfte  des  Systems  jedes  für 
sich  ungeachtet  der  Drehung  im  Gleichgewichte  bleiben. 

Nehmen  wir  p  zur  2 -Axe  und  die  Ebene  E  zur  xy- Ebene  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensystems,  so  sind  die  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichtes vor  der  Drehung: 

XX  =  ZY=  XZ  =  0,    Z{yZ  —  z  F)  =  X{zX  —  xZ)  =  X(xY  —  yX)  =  0 

und  es  kommen  als  Bedingungen  der  Fortdauer  desselben  hinzu  1.  die 
Bedingungen  des  Gleichgewichtes  von  (Z),  nämlich  XZ  =  0,  ZxZ  ==  0, 
ZyZ  =  0,  von  denen  die  erste  bereits  vermöge  des  ursprünglichen  Gleich- 
gewichtes erfüllt  ist  und  2.  die  Bedingung  des  Fortbestehens  des  Gleich- 
gewichtes von  (0),  nämlich  Z  (xX  -f-  yY)  =  0. 

Es  sind  demnach  Uberhaupt  die  hinzutretenden  Bedingungen,  d.  h. 
die  Bedingungen  dafür,  dass  (i  eine  Gleichgewichtsaxe  ist: 

ZxZ  =  0,    ZyZ  =  0,    2{xX  +  yY)  =  0. 

Allgemeiner  erhält  man  die  Bedingungen,  dass  eine  Axe  j«,  welche 
mit  drei  festen  Axen  die  Winkel  <p,  %,  y  bildet,  eine  Gleichgewichtsaxe 
sei,  folgendennassen.    Die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  sind 

ZX=£Y=XZ  =  0,  2(yZ—zY)=2{zX—  xZ)  =  2(xY—  yX)  =  0. 

Wird  nun  das  System  um  die  durch  den  Coordinatenursprung  gelegte 
Axe  (i  gedreht,  so  mögen  die  anfangs  mit  den  Axen  zusammenfallenden 
Geraden  in  Bezug  auf  diese  nach  der  Drehung  die  Richtungscosinusse 
a,  b,  c-y  a\  b\  c\  a",  b'\  c"  besitzen,  sodass  ein  Punkt,  welcher  vor 
*der  Drehung  die  Coordinaten  x,  y,  z  hatte,  nach  derselben  durch  die 
Coordinaten 

x  =  ax  -\-  ay  -\-  a"z 
y'  =  bx  +  b'y  +  b"z 
z  =  cx  -f-  c'y  -f-  c"z 
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bestimmt  ist.    Da9  Gleichgewicht  nach  der  Drehung  erfordert,  da  die 
Kräfte  sich  parallel  bleiben,  die  Erfüllung  der  Bedingungen: 
ZX  =  ZY  =  ZZ  =  0,      Z(t/'Z  _  z'Y)  =  0, 
Z  (z'X  —  x'Z)  =  0,     Z(x'Y  -  y'X)  =  0. 
Die  drei  ersten  sind  bereits  erfüllt,  die  Entwicklung  der  drei  letzteren, 
welche  die  Bedingungen   des  Fortbestehens  des  Gleichgewichtes  aus- 
sprechen, gibt,  wenn 

ZyZ  =  ZzY  «  F  ZxX  =  / 

ZzX  =  ZxZ  =  G  ZyY  =  m 

ZxY=  ZyX  =  H  ZzZ  =  n 

gesetzt  wird: 

(b'  —  c")  F  +  bG  —  cH  —  cm  +  b"n  =  0 
(c"—  a)  G   4-  c'H  —  a'F  —  an  -f  cl    =  0 
0  —  fr')  //  +  a"F  -  b"G  —  bl    —  am  0. 
Diese  Gleichungen  liefern  aber,  indem  man  successive  /,  m,  n  eliminirt 
und  die  Formeln  (4)  S.  146  für  J  =  -f  1  zu  Hülfe  nimmt,  nach  leich- 
ter Reduction,  wobei  je  eine  der  Grössen  F,  G,  H  ausfällt: 

(j>  _  a')  G  +  (a"-  c)  #  +  (&"  —  c')  (w  +  »)  «  0 
(C'  _  &")  ZT-f  (fr  -  a)  +  (c  -  a")  (n  +  /)  =  0 
(a"_  c)       +  (c  _  b»)  C  +  («'-  6)  (/  +  m)  =  0. 

Hierin  kann  man  die  Cosinusdifferenzen  (6  —  a'),  («"—  c)  u.  s.  w. 
leicht  durch  cos  <jp,  cos  %,  cos  y  ausdrücken  und  gelangt  hierdurch  zu 
den  drei  folgenden  Gleichungen,  welche  auf  die  einfachste  Weise  die 
Bedingungen  dafür  aussprechen,  dass  (i  eine  Gleichgewichtsaxe  ist: 
f  cos  <p  -j-  H  cos  %  ~f~  G  cos     =  0  f  =  m  -f-  «  =  Z(y  Y+  z  Z) 

H  coscp—  g  cos  z  +  F  cos  y  =  0 ,  worin  h  =  l  -f  m  =  Z^A'-j-  y  F) 
G  cos  <p  -\-  F  cos  %      h  cos  t//  =  0  g  =  n  -\-  l  =  Z(zZ  -f  xA'). 

Setzt  man  nämlich  c  —  b"=  X  •  r,  a" —  c  —  p  t,  6  a'=  v  •  r 

so  folgt  mit  Hülfe  der  Formeln  (4)  S.  146: 

o  (c  —  b")  -J-  b  (a" —  c)  -}-  c  (b  —  «') 
=  ac  —  a'c  +  6a"—  b"a  =  c  —  6"=  (ai  _|_  ft^  _j_  C1,)r> 

und  indem  man  auf  gleiche  Weise  mit  «',  6',  c';  a",  b'\  c"  raultiplicirt 
und  addirt,  findet  sich  zusammen: 

aX   -f~  bfi  -f~  cv    —  X 

a'X  -\-  b'(i  -\-  cv  =  fi 

a"X  -f  b"fi  +  c'v  =  v} 
sodass,  wenn  man  die  noch  willkürliche  Grösse  r  so  bestimmt,  dass  • 
r»  =  (c'  -  6")2  +  («"-  c)2  +  (6  -  «)2  wird,  die  Grössen  l'  u,  v 
durch  die  Gleichung       -f  ^  4.  „2  =  i  verbunden  sind  und  mithin 
Richtungscosinusse  einer  gewissen  Linie  bedeuten.   Da  aber 

a*  +  V  +  cv,    «'A  -f  ft>  4  CV,    «"A  +  ft>  4-  c'v 
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die  Cosinusse  der  Winkel  zwischen  den  Richtungen  (Apv)  und  (aoc); 
(Xfiv)  und  (a'oV);  (l(iv)  und  {a"b"c")  bedeuten  und  diese  Grössen  selbst 
gleich  A,  fiy  v  sind,  so  folgt,  dass  durch  Drehung  um  die  Gerade  (Aftv) 
das  Coordinatensystem  in  die  veränderte  Lage  gelangen  kann  und  dass 
mithin  A,  p,  v  nichts  anderes  sind,  als  cos<p,  cos  jr,  cos  und  folglich 
c  —  b"  —  r  cos  9,  a"  —  c  =  r  cos  %,  b  —  a  =  r  cos  ty. 

Damit  die  Axe  fi  eine  Gleichgewichtsaxe  sei,  müssen  g>,  op,  %  aus 
den  obigen  drei  Gleichungen  bestimmbar  sein.  Da  sie  Iineär  sind,  so 
ist  dazu  die  Bedingung  nöthig: 

!  -  f      ff  G 

ff  —  g       F     =2  FGff  +  ¥*f  +  G*g  +  H*h  —  fgh  =  0. 
G       F  —  h 

Ohne  dass  sie  erfüllt  ist,  besitzt  das  System  keine  Gleichgewichtsaxe. 

Besitzt  das  System  zwei  Gleichgewichtsaxen  (g>,  ^0 
und  (q>\  z,  V)»  >»t  jede  ihrer  Ebene  parallele  Axe  ebenfalls 
eine  Gleichgewichtsaxe.  Denn  nach  Elimination  der  Winkel  aus 
den  Bedingungen 

—  fcosy  -f-  Hcos%-\-  G  cos  y  =  0  —  f  cos  <p  -\-  H  cos  %  -\-  G  cos  t//=  0 
H  coscp  —  g  cos  %  -\-  F  cos  =  0  H  cos  <p'  —  g  cos  %  -f-  F  cos  t//  =  0 
G  cos <p  -f-  F  cos  %  —  h  cos    =  0      G  cos  <p  -f-  F  cos  %  —  h  cos  tf/=  o 

bleiben  nur  die  drei  Gleichungen  fF  -f  GH  =  0,  gG  -\-  HF  =  0, 

hH  -f-  FG  =  0  als  die  Bedingungen  für  die  Coexistenz  beider  Axen. 

Eliminirt  man  mit  ihrer  Hülfe  aus  den  beiden  Gleichungssystemen  f,  gt  A, 

eos<p      cos*      cos  t/;  cos  g>'     cos  %  costy' 

so  ergibt  sich  -  jr  +  ~ Q~  +    #  oder  ~f~^~g    +  "  F"  = 

als  die  Gleichung,  welche  von  beiden  Axen  erfüllt  wird.  Diese  einzige 
Gleichung  lässt  aber  die  Axen  unbestimmt  und  genügt  ihr  jede  Axe, 

welche  der  Ebene  ~  -f  ■  —  -f  —  angehört.    Ist  nämlich  a:,  y,  z  ein 

Punkt  irgend  einer  ihr  genügenden  Axe,  q  sein  Abstand  vom  Ursprung, 
so  multiplicire  man  mit  p  und  setze  q  cos  <p  —  ar,  qcos%  =  y,  o  cos  ^  =  z, 
wodurch  die  Gleichnng  dieser  Ebene  erhalten  wird,  in  welche  also  die 
Punkte  aller  solcher  Axen  fallen. 

Hat  das  System  drei  nicht  in  einer  Ebene  liegende 
Gleichgewichtsaxen  a,  o,  c,  so  ist  jede  Axe  d  eine  Gleich- 
gewichtsaxe. Denn  schneiden  sich  unter  der  genügenden  Voraus- 
setzung, dass  alle  Axen  durch  denselben  Punkt  gezogen  werden,  die 
Ebenen  von  «,  b  und  von  c,  d  in  der  Geraden  c,  so  ist  e  eine  Gleich- 
gewichtsaxe, weil  sie  in  der  Ebene  ab  liegt  und  da  e  eine  solche  Axe 
ist,  ist  es  auch  rf,  da  d  in  die  Ebene  cc  fällt.  —  Da  man  jede  beliebige 
Bewegung  des  Systems  in  Rotation  und  Translation  auflösen  kann  und 
letztere  hier  von  keinem  Einfluss  ist,  so  kann  der  Satz  auch  so  aus- 
gesprochen worden:    Wenn  das  Gleichgewicht   eines  Kräfte- 
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Systems  durch  drei  Verschiebungen  des  Punktsystems,  an 
welchem  es  angreift,  nicht  gestört  wird,  so  besteht  es  bei 
jeder  Verschiebung  fort.  Ist  also  das  System  in  vier  Lagen 
im  Gleichgewichte,  so  ist  es  auch  in  jeder  früheren  im 
Gleichgewichte. 

§.  5.  Nicht  jedes  im  Gleichgewichte  befindliche  System  besitzt 
eine  Gleichgewichtsaxe ;  allein  wenn  die  hierzu  nöthige  Bedingung 
2  FG  H  +  Flf  -f  G7g  -f-  H2h  —  fgh  =  0  nicht  erfüllt  ist,  so  kann 
man  dem  Systeme  zwei  sich  Gleichgewicht  haltende  Kräfte  />,,  P2,  welche 
also  längs  der  Verbindungslinie  Aiy  A2  ihrer  Angriffspunkte  Ax  (xl ,  y,, 
und  A2(x2t  y2,  zi)  *n  entgegengesetztem  Sinne  wirken,  zufügen,  sodass 
eine  bestimmte  Axe  /t  (<jp,  Gleichgewichtsaxe  wird.   Bei  der  Drohung 

des  Systems  treten  nämlich  alsdann  Pv  und  P2  aus  der  Linie  Ax ,  A2 
heraus  und  bilden  ein  Paar,  welches  die  Gleichgewichtsaxe  bestimmt. 
Nennen  wir  F\  C,  H\  /",  g\  U  das,  was  aus  Fy  G,  H,  fy  y,  h  des  ge- 
gebenen Kräftesysteras  wird,  wenn  die  Kräfte  Ply  P2  noch  hinzutreten, 
so  müssen  für  gegebene  qp,  x^  ¥  die  Gleichungen 

—  f*  cos  (p  -{-"  H'  cos  %  ~\-  G'  cos     =  0 
H'  cos  <p  —  g'  cos  %  ~f~  F' cos  t|/  =  0 
G'  cos  g>  -\-  F"cos  x  —  A'  cos     =  0 
erfüllt  werden.     Sind  nun  ,Y, ,  r, ,  Zj ;  X2%  I~2,  Z2  die  Componenten 
der  zuzufügenden  Kräfte,  ist  AiA2  =  r  und  setzt  man  x.,  —  xx  —  r  cos  A, 
y.,  — •  yx  =  r  cos  [i ,  z,  —  z2  =  r  cos  v,  sodass  (Aftv)  die  Richtung  (AXA2) 
bedeutet,  so  erhält  man 

F'=  F  -f-  y{  Z\  +  =  F  +  (y2  —  y,)  Z3  =  F  -f  rP2  cos  fi  cos  i>, 
da  Z,  -f-  Z2  =  0,  Z2  —  P2  cos  v  ist;  oder  wenn  r/>2  =  Q  gesetzt 
und  in  gleicher  Weise  G\  H'  gebildet  werden: 

F '=  F  -f-  Q  cos  fi  cos  v,  G'=  G  -f-  £)  cos  i>  cos  A,  /T=  //-{-()  cos  A  cos  /u . 

Weiter  ist  f=  f  +  (y,  T,  +  z,  Z.)  -f  (y2I2  +  z,2,)  =  /•  +  (y2  -  y,)  K, 
+  (z2  —  z,)  Z2  =  /*  +  £>  (cos2  /u.  -|-  cos2  »')  u.  s.  w. ,  also 

f  =  f  ~\-  Q  (cos2  (l  -f-  cos2  v) 

0  =  9  +  #  (co$2  v  +  00,2  *) 
A'=  A  -f-  Q  (cos2  A  -f  cos2  p). 

Substituirt  man  nun  diese  Werthe  für  F\  G\  II',  g\  U  in  die  obigen 
Gleichungen,  so  gehen  sie,  indem  man 

cos  X  cos  tp  -{-  cos  (i  cos  x  -}-  cos  v  cos     =  cos  x 

setzt,  wo  x  der  Winkel  zwischen  der  Gleichgewichtsaxe  (jtt)  und  der  Linie 
AXA2  ist,  über  in: 

—  f  cos  <p  -\-  H  cos  x  +  cos  *  =  1*  (^'o  v  9  —  <*os  x  cos  A) 
H  cos  tp  —  g  cos  %  -f"  F  costy  =  Q  (cos  x  —  cos«  cos  jet) 
G  cos  g>  -f"  ^  c«s  Z  —  A  cos  ^  =     (cos  t/;  —  cos  x  cos  v) . 
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In  diesen  Gleichungen  hat  man  über  Pj,  r,  A,  fi,  v  so  zu  verfügen, 
dass  ihnen  genügt  wird.  Es  ist  daher  die  Lösung  der  Aufgabe  auf 
unendlich  viele  Arten  möglich.  Man  setze  nun  abkürzend  die  bekann- 
ten Grössen 

—  f  cos  tp  -j-  H  cos  %  -f-  Q  cos  tp  =  D  cos  « 
H  cos  <p  —  g  cos  x  -f-  F  cos  =  D  cos  ß 
G  cos  tp  -f~  F  cos  x  —  h  cos  tp  =  D  cos  y , 

wobei  D  und  die  Richtung  (ctßy)  durch  die  Diagonale  eines  Parallcle- 
pipeds  gefunden  werden ,  welches  Uber  den  auf  der  Coordinateuaxe  als 
Längen  aufgetragenen  Grössen  —  f  cos  <p  -\-  H  cos  x  -f-  0  cos  tp  u.  s.  w. 
construirt  werden  kann.  Die  Bedingungsgleichungen  der  Aufgabe  lauten 
dann  einfacher  nebst  den  nöthigen  Nebengleichungen : 
Dcosa  =  Q(costp — cosx  cos X)y  cos2X  -\-  cos2p  +  cos2v  =  1 
DCüSß  =  Q(C0S  X  —  COSX  COSp),  cosX  costp  -f-  cosp  cosx  +  cosv  costp  =  COS  A 
Dcosy  =  Q(costp  —  cosx  cosv)} 

woraus  A,  p,  v,  x,  Q  zu  bestimmen  sind.  Hieraus  ergibt  sich  sofort 
nach  Multiplication  mit  cos  ip,  cos  Xi  cos  tp  und  Addition: 

D  (cos  a  cos  tp  -|-  cos  ß  cos  x  ~h  co$  V  cos      =  0  sin2  x . 
Ebenso  nach  der  Multiplication  mit  cos  X,  cos  p,  cos  v  und  Addition, 
da  D  nicht  verschwindet,  weil  sonst  die  Bedingungen,  dass  (p)  eine 
Gleichgewichtsaxe,  bereits  erfüllt  wären, 

cos  a  cos  X  -\-  cos  ß  cos  p  -f-  cos  y  cos  v  =  0, 
d.  h.  die  gesuchte  Richtung  von  AXA2  ist  senkrecht  zur  Richtung  der 
Diagonale  D.    Endlich  liefert  die  Multiplication  mit  cos  «,  cos  0,  cos  y 
und  Addition 

D  —  Q  (cos  a  cos  tp  -\-  cos  ß  cos  x  +  cos  y  cos  ty) . 
Diese  eben  entwickelten  Gleichungen  geben  jetzt: 

o  D—  ...  _  _ 

cos  a  cos  tp  -j-  cos  ß  cos  x  +  cos  y  cos  tp       cos  (Z>,  p)  ' 

sin2  x  =  (cos  a  cos  <p  -\-  cos  ß  cos  x  -f-  cos  y  cos  i//)2  =  cos2       p) , 

.        cos  tp  —  cos  a  sin  x 
cos  X  =    , 

COS  X 

cos  x  —  cos  ß  sin  x 

cos  x  * 
cos  tp  —  cos  y  sin  x 

;      .         _    ..  ?-—   • 

COS  X 

Durch  diese  Gleichungen  wird  blos  die  Richtung  der  Geraden  AyA2 
bestimmt,  die  Lage  derselben  im  Räume  ist  beliebig,  die  beiden  Punkte 
At,  A.2  auf  ihr  und  die  Intensität  der  gleichen  Kräfte  Ply  P2  sind  es 
gleichfalls.  Ziehen  wir  die  Richtungen  (p)  und  Ax  A2  durch  den  Ursprung, 
durch  welchen  D  bereits  geht,  so  zeigt  sich,  dass  alle  drei  in  eine  Ebene 
fallen.    Es  ist  nämlich 


cos  p 
cos  v 
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cos  (AXA2,  (i)  =  cos  k  cos  q>  -f-  cos  p  cos  %  -f-  cos  v  cos  =  cos  x, 
cos  (D}  /*)  =  cos  cc  cos  <p  -{-  cos  ß  cos  %  ~h  cos  y  cos  =  sin  x, 
cos  (/),  A{  A2)  =  cos  a  cos  k  -f-  cos  ß  cos  fi  -j-  cos  y  cos  v  =  0 

und  sind  AiA2  und  D  einerseits  unter  einem  rechten  Winkel  gegen- 
einander geneigt,  während  andererseits  (ji)  mit  Ax  A2  und  mit  D  Comple- 
mentwinkel  bilden.  Um  also  A{A2  zu  finden,  braucht  man  nur  in  der 
durch  D  und  (i  bestimmten  Ebene  eine  Senkrechte  auf  D  zu  errichten. 
0  findet  man,  indem  man  durch  die  Endpunkte  von  I)  eine  Parallele 
zu  A{A2  zieht,  sie  schneiden  auf  (i  ein  Stück  gleich  Q  =  D  scc  (/),  |»)  ab. 

Die  Untersuchung  zeigt  zugleich,  dass  wenn  ein  im  Gleich- 
gewichte befindliches  System  um  eine  Axe  gedreht  wird, 
das  System  einem  Kräftepaare  äquivalent  wird,  falls  die 
Angriffspunkte,  Intensitäten  und  Richtungen  säinratli  eh  er 
Kräfte  dieselben  bleiben. 

§.  6.  Wenn  das  System  nicht  im  Gleichgewichte  befindlich  ist,  so 
kann  man  immer  auf  verschiedene  Arten  zwei  Kräfte  PA ,  P2  finden, 
welche  Gleichgewicht  hervorbringen  und  dieselben  ausserdem  noch  so 
bestimmen,  dass  das  Gleichgewicht  nicht  gestört  wird,  wenn  das  System 
sich  um  eine  bestimmte  Axe  ft  (<p,  jr,  ^)  umdreht.    Setzt  man  wie  oben 

ZX  =  A    ZyZ  =  F    Z(yY  -f  zZ)  =  f  ZzY  =  F' 

ZY  =  B   ZzX  =  G    Z{zZ  -\-  xX)  =  g    und   ZxZ  =  G' 
ZZ  =  C   ZxY  =  H    Z (xX  -f  yY)  =  h  ZyX  =  H', 

so  sind  die  sechs  Gleichungen  des  Gleichgewichtes,  wenn  AT, ,  F, ,  Z, ; 
Af2,  F2,  Z2  die  Componenten  der  zugefügten  Kräfte  Pt ,  sowie 
♦ri>  yj>  :\\  ^2»  z2  die  Coordinaten  ihrer  Angriffspunkte  AK ,  A2  be- 
deuten : 

A  +  A',  +  X2  =  0    F+  y.Z,  +  y2Z2  =  F'  +  *,  F,  +  *2F2  = 
5  +  F,  +  F2  =  0    G  +  2,A-,  +  z.,A2  =  C  +  u^Z,  -f  *,Z2  =  G" 
<?  +  Z,  +  Z2  =  0   H  +  a-,  F,  +  xtr7  =      +  y,A,  +  y,Xt  =  IT, 

wo  F'\  G'\  H"  zur  Abkürzung  eingeführt  sind.  Zu  diesen  treton  als 
Ausdruck  für  das  Kortbcstehen  des  Gleichgewichtes  hinzu 

—  f  cos  <p  -j-  H"  cos  x  -f~  G"  CoS  */>  =  0 
H  'cos  q>  —  fj  cos  x  -\-  F  'cos  t/;  =  0 
G"  cos  rp  -\-  F"  cos  x  —  n'  c°s      =  0  , 

f  =  f  +  Z/ii'i  +  r,Z,  +  y2F2  -f  s222 
0  =  9  +  -i^,  +  +  '2Z2  -f-  .r2A'2 

Ä'=  h  +  jtjA',  -h  y,  1\  +  x2X7  +  y2i'2. 
Diese   neun  Gleichungen  bestimmen  die  zwölf  Grössen   A', ,   1', ,  Z, ; 
A"2,  I2,  Z2;  .r, ,  y,,  r, ;  a*3,  y2,  z2  nicht  vollständig,  vielmehr  bleiben 
drei  derselben  willkürlich  annehmbar.    Führt  man  wieder  die  Richtung 
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(Aftv)  für  die  Verbindungslinie  4XA2  =  r  der  Angriffspunkte  von  Px ,  P2 
ein  und  eliminirt  Xx ,  F, ,  Z, ,  so  sind  die  Grössen 

F "  =  F  —  y,  C  -f  rZ2  cos     =      —  r,  /?  +  rlr2  cos  v 

G"  =  G  —  z,  A  -f-  rA2  co*  v  =  G'  —  ar,  C  +  r22  Cos  x 
ff"=  ff  —  xxB  -j-  rl2  co*  A  =  ff' —  y,  ^  -j-  rX2  cos  fi 

f'=f  —  yxB  —  z,  C  -f"  r7j  co*  fi  -|-  rZ2  co*  v 
g  =  g  —  zxC  —  xxA  -f-  rZ2  cos  v  -\-  rX2  cos  X 
h'  =  h  —  xxA  —  yxB  -f-  rX2  cos  X  -(-  rY2  cos  fi 

in  die  Bedingungsgleichungen  für  die  Fortdauer  des  Gleichgewichtes 
einzuführen.  Wählt  man  nun  zur  weiteren  Vereinfachung  die  Axe 
I14  (9>  Z»  ty)  zur  2- Axe,  sodass  g>  =  Z  =  i7ri  ^  =  0  wird,  so  ergibt 
sich  das  Gleichungssystem 

G"  =  0     F  — -  ytC  -f  rZ2  cos  u  =  0 
.F"=  0     2?"—  z,Z?  +  rF2  co*  v  =  0 
A'  =*  0     G  —  zxA  -\-  rX2  cos  v  =  0 
C—  a:,C  -f  rZ2  co*  A  =  0 

//  —  xxB  +  r¥2  cos  X  =  ff'  —  y'A  -j-  rX2  cos  p 
h  —  xxA  —  yxB  -f-  rJT2  cos  X  -\-  rY2  cos  fi  =  0 

und  aus  ihm  erhält  man  nach  Elimination  von  X2t  72,  Z2: 
(F  —  yxC)  co*  X  —  (G'~-     C)  co*  ft  =  0 

( F' —  z,ff)  cos X  —  (G  —  z, A)  cos  p  +  (H'  —  ff  -\-  xxB  —  yxA)  cos  v  =  0 
(G  —  zxA)  cos  X  -f-  (F'—  zxB)  cos  u.  —  (A  —  xxA  —  yxB)  cos  v  =  0. 

Die  Elimination  von  A,  ft,  v  liefert  als  geometrischen  Ort  für  deu  Punkt 
Ax  die  Fläche  zweiter  Ordnung 

j  F  —  yxC,    G'  —  xxC,  0 
F'—  zxB,    G  ~  zxA,    ff'  —  ff  +  xxB  —  yxA    =  0. 
G  —  z,  A,    zxB  —  F\   xxA  -j-  yxB  —  A 

Derselben  genügen  auch  die  Coordinaten 

xi  =  x\  ~f~  f  cos  Xt  y2  =  yx  -f-  r  cos  ft,  z2  =  z,  -f-  r  co*  t> 
und  zwar  für  jedes  r,  weil  sie  den  Gleichungen,  aus  welchen  die 
Gleichung  der  Fläche  hervorging,  für  jedes  r  genügen.  Daher  liegt 
nicht  blos  A,  sondern  auch  A2  und  zwar  für  jeden  Abstand  r  von  Ax 
auf  derselben  Fläche.  Diese  ist  daher  ein  einfaches  Hyperboloid.  Man 
kann  also  einem  nicht  im  Gleichgewicht  befindlichen  System 
zwei  solche  Kräfte  zufügen,  dass  in  Bezug  auf  die  Drehung 
des  Systems  um  eine  gegebene  Axe  dauernd  Gleichgewicht 
eintritt  oder  man  kann  zwei  dem  System  äqu ivalente  Kr äfte 
so  finden,  dass  sie  trotz  der  Drehung  des  Systems  um  eino 
gegebene  Axe  ihm  äquivalent  bleiben.  Die  Angriffspunkte 
derKräfte  können  beliebig  auf  einer  Erzeugenden  dereinen 
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Schaar  von  Geraden  eines  gewissen  einfachen  Ilyperboloids 
angenommen  werden. 

Die  weitere  Ausfuhrung  der  hier  entwickelten  Theorien  müssen 
wir  unterlassen  und  uns  begnügen,  auf  die  Quellen  hierfür  zu  ver- 
weisen: Möbius,  Lehrbuch  der  Statik  I.  Tbl.,  Cap.  8.  und  Minding, 
Handbuch  der  theoretischen  Mechanik  §.  29  ff.,  sowie  dessen  Abhand- 
lung in  Crelle's  Journal  für  reine  und  angew.  Mathematik,  Bd.  15, 
S.  30  u.  s.  w.  In  diesen  Schriften,  deren  erstcrer  sich 'die  hier  gege- 
benen Darstellung  auschliesst,  wird  die  Theorie  der  Hauptaxen  der 
Kräfteäquivalenz,  der  Centrallinie  und  Centraiebene  eines  Systems  aus- 
führlich entwickelt  und  werden  folgende  Hauptsätze  erwiesen: 

Wenn  ein  Kräftesystem  einer  Einzelresultanten  äqui- 
valent ist,  so  gibt  es  in  der  Richtung  derselben  zwei  Punkte 
und  gehen  durch  diese  Punkte  zwei  solche  Axen,  dass  bei 
derDrehung  des  Punktsystems  um  eine  derselben  dicResul- 
tante  ihrer  Lage  und  Intensität  nach  fortwährend  dieselbe 
und  dem  System  als  solche  allein  äquivalent  bleibt  und  wenn 
das  Punktsystem  mit  einem  solchen  Punkte  befestigt  wird, 
das  Gleichgewicht  durch  die  Drehung  um  die  durch  ihn  hin- 
durchgehende Axe  nicht  gestört  wird. 

Das  Punktsystem  kann  auf  unzählige  Arten  in  solche 
Stellungen  gebracht  werden,  dass  die  sich  parallel  bleiben- 
den Kräfte  einer  Einzelresultante  äquivalent  werden:  die 
Richtung  dieser  Resultante  schneidet  in  allen  Fällen  eine 
Ellipse  und  eine  Hyperbel  von  gemeinschaftlichem  Mittel- 
punkt, deren  Ebenen  aufeinander  senkrecht  stehen  und  so 
mit  einander  verbunden  sind,  dass  die  Scheitel  der  einen 
in  die  Brennpunkte  der  anderen  fallen. 

§.  7.  Aus  den  Untersuchungen  der  letzten  §§.  orhellt,  dass  in 
Folge  der  Lagenänderung  eines  unveränderlichen  Punktsystems,  an 
welchem  ein  im  Gleichgewicht  befindliches  Kräftesystem  angreift,  wenn 
die  Angriffspunkte,  Intensitäten  und  Richtungen  der  Kräfte  unverändert 
bleiben,  das  Gleichgewicht  im  Allgemeinen  aufhört  und  die  Kräfte  einem 
Paare  äquivalent  werden.  Bei  diesen  Lagenänderungen  brauchen  nur 
Rotationen  berücksichtigt  zu  werden.  Wenn  nun  nach  der  Drehung 
des  Systems  um  eine  Axe  um  einen  auch  noch  so  kleinen  Winkel  die 
Kräfte  dasselbe  in  die  Gleichgewichtslage  zurückzuführen  streben,  so 
heisst  das  Gleichgewicht  sicher  oder  stabil  in  Bezug  auf  diese  Axe; 
tritt  aber  durch  die  Einwirkung  der  Kräfte  eine  weitere  Entfernung 
von  der  Gleichgewichtslage  ein,  so  heisst  es  unsicher  oder  labil  in 
Bezug  auf  jene  Axe.  Von  der  Beschaffenheit  der  nach  der  Drehung 
eintretenden  Bewegung  des  Systems,  welcho  im  ersten  Falle  in  Oscilla- 
tioneu  um  die  Gleichgewichtslage,  ähnlich  denen  eines  Pendels,  besteht, 
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sehen  wir  hier  ab  und  wollen  wir  blos  die  Bedingungen  der  Sicherheit 
und  Unsicherheit  des  Gleichgewichtes  an  sich  untersuchen. 

Es  seien  (Fig.  198.)  P„  P2  zwei  Kräfte,  aufweiche  sich  das  Kräfte- 
system reduciren  lässt  und  bestehe  Gleichgewicht,  sodass  diese  Kräfte 
entgegengesetzt  gleich  sind  und  längs  der  Verbindungslinie  Av  A2  ihrer 
Angriffspunkte  wirken.    Dies  ist  auf 
zwei  Arten  möglich,  nämlich  so,  dass 
die  Kräfte  die  Entfernung  ihrer  An- 
griffspunkte zu  vergrössern   oder  so,  4r 
dass  sie  dieselbe  zu  verkleinern  stre- 
ben.  Dreht  man  nun  das  System  um 
irgend  eine  Axe,  so  bilden  die  Kräfte  ^# 
ein  Paar  (Pv  P2)  und  wenn  wir  beide  ^ 
nach  der  Richtung  A1 A2  und   senk-  ' 

recht  auf  die  Richtung  der  Kräfte  selbst  zerlegen,  so  ergeben  sich  zwei 
Kräfte  Q{1  Q21  welche  längs  A{A2  sich  Gleichgewicht  halten  und  zwei 
andere  S, ,  S2,  welche  die  Punkte  Ax ,  A2  senkrecht  zu  den  Grenzlinien 
des  Parallelstreifens  {P\P-i)  beschleunigen  und  demzufolge  den  Arm  des 
Paares  (Pt ,  P2)  oder  die  Breite  des  Parallelstreifens  im  ersteren  Falle 
zu  verkleinern,  im  zweiten  Falle  zu  vergrössern  streben.  Im  ersten 
Falle  suchen  also  die  Kräfte  das  System  in  eine  Lage  zu  bringen,  in 
welcher  Px  und  P2  wieder  in  eine  Gerade  fallen,  d.  h.  sie  streben  das 
System  in  die  ursprüngliche  Gleichgewichtslage  zurückzuführen  5  im  zwei- 
ten Falle  entfernen  sie  dasselbe  noch  mehr  von  derselben.  Das  Gleich- 
gewicht ist  daher  im  ersten  Falle  sicher,  im  zweiten  unsicher  für  die 
betreffende  Drchnngsaxe.  Da  ausser  den  genannten  beiden  Arten  des 
Gleichgewichts  keine  dritte  existirt,  so  kann  man  behaupten,  dass  das 
Gleichgewicht  zweier  Kräfte  an  einem  unveränderlichen 
System  sicher  oder  unsicher  ist,  je  nachdem  die  Kräfte  die 
Entfernung  ihrer  Angriffspunkte  zu  vergrössern  oder  zu 
verkleinern  streben  und  zwar  für  jede  Axe,  durch  Drehung 
um  welche  die  Kräfte  einem  Paare  äquivalent  werden.  Dreht 
man  das  System  um  die  Verbindungslinie  At  A2  der  An- 
griffspunkteselbst, oder  ert heilt  man  demselben  eine  Trans- 
lation, so  dauert  das  Gleichgewicht  fort.  Fallen  die  An- 
griffspunkte in  einen  zusammen,  so  besteht  das  Gleich- 
gewicht für  alle  Axen  fort  (dauerndes  Gleichgewicht). 

Im  Falle  des  sicheren  Gleichgewichtes  stimmt  der  Sinn  von  AXA2 
mit  dem  Sinne  von  P2  und  der  Sinn  von  A2AX  folglich  mit  dem  Sinne 
von  Px  überein;  im  Falle  des  unsicheren  Gleichgewichtes  haben  AXA2 
und  7*2,  sowie  A.,A{  und  Px  entgegengesetzten  Sinn.  Daher  ist  das 
Gleichgewicht  sicher  oder  unsicher,  je  nachdem  das  Pro- 
dukt AXA2    P2  oder  das   gleichbedeutende  Produkt  A2AX  ■  P{ 
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positiv  oder  negativ  ist.  Das  Verschwinden  desselben  deu- 
tet auf  die  Dauer  des  Gleichgewichtes  hin. 

Für  ein  System  von  Parallelkräften,  welches  im  Gleichgewichte 
befindlich  ist,  denke  man  sich  zwei  Gruppen  von  Kräften  gebildet,  die 
i'inei  enthalte  alle  Kräfte  P'  der  Richtung  {aßy),  die  andere  alle  Kräfte 
P"  der  Richtung  ( — er,  — ß,  — y).  Dann  sind  die  Coordiuaten  der 
Mittelpunkte  Äx ,  A2  beider  Gruppen: 

£Px*  EPy  EPz 

x\  —    j?p'  »    y\  —    £p'  '        —    ~£p'  ' 

_  EP"x"         _  EP"y"        _  EP'z" 

xi  —        »  y~i  —        •>  zi  —  2p" 

und  wird 

At  A2  =  (x2  —  xt)  cos  a  -j-  (y2  —  y,)  cos  ß  -f-  (z2  —       cos  y; 

/>,  ~=  EP\    P2  =  EP\ 
wobei  wegen  des  Gleichgewichtes  EP'  =  —  EP"  ist.    Man  hat  daher: 

A{A2- P2  =  AXA^  EP" 
=  {EP"x"-\-  EP'x)  cosa  -f  (EP"y"-\-  EP'y)cosß  -f  (EP"z"-\-  EP'z)  cosy, 
<!•  b.:  AtA2  -  P2  —  E  (xX  -f-  yY  -f  zZ). 

Je  nachdem  daher  (arA*  -f~  yl'  -|-  zZ)  positiv,  negativ  oder  Null  ist, 
besteht  im  System  sicheres,  unsicheres  oder  dauerndes  Gleichgewicht. 
Da  A^A.,  •  P2  von  der  Lage  des  Goordinatensystems  unabhängig  ist,  so 
gilt  dies  auch  von  der  Grösse  E  (xX  -f-  yY  -f-  zZ).  Nimmt  man  die. 
Richtung  der  Kräfte  zur  Richtung  der  z-Axe,  so  wird  die  Bedingung 

für  die  drei  Arten  des  Gleichgewichtes  EzZ  ^  0. 

Ein  ebenes  im  Gleichgewichte  befindliches  Kräftesystem  wird  durch 
die  Drehung  um  Axen,  welche  zur  Ebene  senkrecht  sind,  einem  Paare 
äquivalent,  dessen  Moment  —  h  sin  u  ist,  wenn  h  =  E  (xX  -{-  yY)  und 
«  den  Drehungswinkel  bedeutet.  Sind  ,  P2  die  Kräfte,  welche  an 
Aly  A2  wirkend  dies  Paar  darstellen,  so  wird  —  dlA2  •  P2  sin  a  sein 
Moment,  also  Ax  A2  •  P2  =  h  und  mithin  ist  das  Gleichgewicht  sicher,  un- 
sicher oder  dauernd,  je  nachdem  E(xX  -|-  yY)  positiv,  negativ  oder  Null  ist. 

ly)  §.  8.   In  Bezug  auf  die  Sicherheit  eines  räum- 

lichen Kräftesystems  an   einem  unveränderlichen 
fl-         Punktsystem  besteht  folgender  Satz: 
^  /  ;j|  Das  Gleichgewicht  eines  räumlichen 

•  Kräftesystems  an  einem  un veränderlichen 

Punktsystem  ist  in  Bezug  auf  eine  Axe 
)  sicher  oder  unsicher,  je  nachdem  die  Pro- 
jection   dos  Kräftesystems   auf  eine  zur 
Axe  senkrechte  Ebene  in  Bezug  auf  diese 


It 


Axe  ist,  sich  im  sicheren  oder  unsicheren 
Gleichgewichte  befindet.  Ist  nämlich  (Fig.  199.)  a  die  Drehungs- 
axe,  K  die  Projectionsebene,  so  zerlegen  wir  jede  Kraft  PQ  in  zwei 
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Fig.  200. 


Componcnten,  PS  parallel  zu  a  und  PR  parallel  zu  E  und  ersetzen 
zugleich  PR  durch  ihre  Projection  TU  auf  E  und  das  Paar  {PR,  TO), 
dessen  Ebene  parallel  a  ist.  Alle  Paare  wie  (PR,  TO)  bleiben  bei 
der  Drehung  um  a  sich  äquivalent,  können  parallel  mit  sich  so  ver- 
legt werden,  dass  ihre  Kräfte  an  zwei  Punkten  A,  B  (Fig.  200.)  der 
Axe  «  angreifen  und  liefern  daher  zusammen  ein  ihnen  äquivalentes 
Paar  (AC,  BD)  mit  dem  Arme  AB.  Das  Gesammtkräftesystem  (PO)  zer- 
füllt demnach  in  das  ebene  Kräftesystem  (H) 
der  Kräfte  TU,  das  System  ( V)  der  Parallel- 
kräfte PS  und  das  Paar  (AC,  BP).  Vermöge 
des  Gleichgewichtes  des  Gesammtsystems  muss 
nun  (H)  vor  der  Drehung  um  a  für  sich  im 
Gleichgewichte  sein;  dasselbe  wird  durch  die 
Drehung  einem  Paare  —  h  sin  tt  äquivalent,  . 
welches  in  der  Ebene  E  eine  beliebige  Lage 
und  Grösse  der  Seitenkräfte  haben  kann.  Man 

kann  dies  Paar  so  legen ,  dass  A  der  Angriffspunkt  der  einen  Seiten- 
kraft A  E  —  AC  und  ihre  Richtung  der  Richtung  von  AC  entgegen- 
gesetzt ist.  Der  Angriffspunkt  Ax  der  anderen  Seitenkraft  Al  El  ergibt 
sich  hierzu  leicht  durch  die  Bedingung,  dass  —  h  sin  a  dem  Momente 
der  Kräfte  TU  fortwährend  gleich  sein  muss.  Zu  Anfang  der  Drehung 
fallen  vermöge  des  Gleichgewichts  AE  und  A{  Ex  in  eine  Gerade  und 
da  AC  und  AE  sich  auch  während  der  Drehung  tilgen,  so  folgt,  dass 
das  Paar  (AXEX,  BD)  fortwährend  den  früheren  Paaren  {PR,  TO)  äqui- 
valent ist.  Die  Parallelkräfte  des  Systems  (V)  müssen  daher  sich  auf 
ein  Paar  roduciren,  welches  mit  dem  Paare  (AXEX,  BD)  anfangs  im 
Gleichgewichte  ist.  Die  Ebene  dieses  Paares  muss  daher  der  Ebene 
AB Ax  parallel  sein  und  da  dies  Paar  durch  die  Drehung  nicht  alterirt 
wird,  so  kann  es  durch  ein  Paar  (AXH,  B K)  ersetzt  werden,  dessen 
Seitenkräftc  an  Ax ,  B  angreifen  und  der  Axe  «  parallel  sind.  Nun 
liefern  aber  Ax  Ex  und  Ax  einerseits,  BD  und  BK  andererseits  die 
parallelen  und  gleichen  Resultanten  AXJ,  BL,  welche  wegen  des  Gleich- 
gewichtes vor  der  Drehung  entgegengesetzt  sein  müssen.  Das  Gleich- 
gewicht des  Gesammtsystems  ist  daher  sicher  oder  unsicher,  je  nachdem 
AXB  •  BL  positiv  oder  negativ  ist,  mithin  auch  je  nachdem 

Ax  B  .  BL  -  cos2  (BAXA) 
oder  AXA  •  AE  positiv  oder  negativ  ist,  d.  h.  je  nachdem  das  Gleich- 
gewicht des  ebenen  Systems  (H)  sicher  oder  unsicher  ist. 

Das  Gleichgewicht  des  ebenen  Systems  (H)  geht  in  ein  dauerndes 
(für  jede  zu  E  senkrechte  Axe  sicheres)  über,  wenn  AXA  verschwindet 
und  mithin  AE  und  AXEX  sich  fortwährend  tilgen.  Tritt  dieser  Fall 
ein,  so  kann  das  Gesammtsystem  nicht  mehr  als  sicher  oder  unsicher 
bezeichnet  werden.    Denn  wenn  der  Punkt  Ax   sich  dem  Punkte  A 
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nähert  und  über  ihn  hinweg  auf  die  audere  Seite  in  die  Linie  Ax  A 
rückt,  so  wechselt  AXA  -  AE  das  Zeichen  und  geht  das  sichere  Gleich- 
gewicht von  H  in  das  unsichere  über.  Der  diesem  Durchgange  ent- 
sprechende Gleichgewichtszustand  des  Systems  kann  daher  nur  als  eine 
Art  neutralen  Gleichgewichtes  bezeichnet  werden.  Die  Sicherheit 
des  Gleichgewichtes  könnte  in  diesem  Falle  nur  durch  zwei  unendlich 
grosse  mit  der  Axe  a  parallele,  in  verschwindendem  Abstände  AA{  wir- 
kende Kräfte  BL,  AXJ  erhalten  werden,  wie  sich  aus  der  Figur  ergibt. 

§.  9.  Man  kann  leicht  eine  Function  S  der  Kräfte  und  der  Rich- 
tungscosinusse der  Axe  aufstellen,  um  durch  ihre  Werth e  die  Sicherheit, 
Unsicherheit  oder  die  Neutralität  des  Gleichgewichtes  zu  entscheiden. 
Aus  §.  5.  ist  ersichtlich,  dass  der  Werth  des  Produktes  —  Al  A2  •  Pv 
gebildet  aus  dem  Abstände  der  Angriffspunkte  der  beiden  dem  System 
äquivalenten  Kräfte  und,  der  Intensität  der  zweiten  derselben  durch 

„  -  /; 

—  A.A~  P0  =  —  rP.,=*  —  Q=  -  r-  .  

1    1  '  cos  a  cos  <p  -f-  cos  p  cos  %  -f-  cos  y  cos  t// 

______  D-  

—  D  (cos  a  cos  <p  -j-  cos  ß  cos  %  -f-  cos  y  cos  y) 
angegeben  wird,  worin 

D2  =  (     f  cos  <p  —  H  cos  %  —  G  cos  ty)7 
-f-  ( —  //  cos  <p  -|-  g  cos  x  —  F  cos  V)2 
-f-  (—  G  cos  <p  —  F  cos  %      h  cos  ty)2 
nur  im  Falle,  dass  die  Axe  der  Drehung  eine  Gleichgewichtsaxe  ist, 
verschwinden  kann.    Der  Nenner  des  Bruchs  ist  die  Function  S,  welche 
das  Criterium  für  die  Beschaffenheit  des  Gleichgewichtes  liefert.  Ent- 
wickelt man  ihn,  so  erhält  man  daher  zunächst  den  Satz: 

Das  Gleichgewicht  eines  Kräftesystems,  welches  an 
einem  unveränderlichen  Punktsystem  wirkt,  ist  in  Bezug 
auf  eine  Axe  «  von  der  Richtung  {<pxV)  gegen  die  Coordi- 
natenaxen  sicher  oder  unsicher,  je  nachdem  der  Werth  der 
Function 

S  —  {     f  cos<p  —  Hcosx  —  G  costy)  coscp  /'  cos*  <p  —  2  F  cos  x  costy 

-f-  ( —  //  coscp  +  g  cos  x  —  F  custy)  cosx  =  -f-  g  cos2x  —  2G  ro.vt/>  cos<p 
-f-  ( —  G  coscp  —  Fcos  x  +  h  cos  1^)  costy     -\-  h  cos2y  —  2  //  cosq>  cos  x , 

worin  f=J2(yY+zZ)        F  =  XyZ  =  £zY 

g  =  Z{zZ  -f-  .r.V)       G  =  2zX  =  2xZ 
h  =  Z(xX  -j-  yY)       //  =  £xY=*  ZyX, 
positiv  oder  negativ  ist. 

Für  <p  =  z  =  ^  =  0  wird  S  =  h  =  Z  (xX  +  yY)  und 

erhält  man  den  Satz  des  §.  8.  wieder. 

Denkt  man  sich  alle  in  Frage  kommenden  Axen  durch  den  Coor- 
dinateuursprung  gezogen,  so  bilden  sie  ein  Stralenbündel ,  welches  im 
Allgemeinen  in  drei  Gruppen  von  Stralen  zerfällt.    Alle  Stralen,  für 
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welche  S  verschwindet,  liegen  auf  dem  Kegel  zweiten  Grades  S  =  0, 
oder  in  rechtwinkligen  Coordinaten 

fx2  +  gy2  +  hz2  —  2  Fyz  —  2  Gzx  —  2  Ilxy  =  0. 
Für  Stralen  dieser  Art  wird  —  Ax  J2  •  P2  =  —  Q  =  oo,  also  werden  die 
beiden  Kräfte,  welche  dem  Systeme  bei  der  Drehung  äquivalent  sind, 
unendlich  gross  und  sind  diese  Stralen  Axen  des  neutralen  Gleich- 
gewichts. Die  Kegelfläche  trennt  den  Baum  in  zwei  Scheitel  räume,  für 
deren  einen  allen  Stralen  ein  positives  S  entspricht,  während  der  andere 
nur  Stralen  enthält,  für  welche  S  negativ  ausfällt.  Jene  sind  die  Axen 
des  sicheren,  diese  die  Axen  des  unsicheren  Gleichgewichtes.  Welcher 
von  beiden  Räumen  die  Axen  der  einen  oder  der  anderen  Art  enthält, 
bedarf  einer  specielleren  Untersuchung.  Kehrt  man  den  Sinn  säiumt- 
lichcr  Kräfte  um,  wodurch  das  Gleichgewicht  nicht  alterirt  wird,  so 
bleibt  die  Gleichung  S  =  0,  also  auch  die  Kegelfläche  der  neutralen 
Axen,  ungeändert,  indem  </,  A,  F,  G,  //  sämmtlich  das  Zeichen  wech- 
seln; die  beiden  Scheitelräume  aber  vertäuschen  ihre  Rollen,  indem  für 
die  Axen  des  einen,  für  welchen  S  vorher  positiv  war,  S  jetzt  negativ 
wird  und  umgekehrt  Indem  man  die  Hauptaxen  dieses  Kegels  zu  Coor- 
dinatenaxen  wählt,  kann  man  S  als  ein  Aggregat  von  drei  quadratischen 
Gliedern  darstellen,  nämlich  S  =  R'  cos1  cp  -j-  R"  cos2  %'  -j-  R'" cos2  %, 
wo  R\  ß",  R"'  die  Wurzeln  der  eubischen  Gleichung 

R  —  f    2H        2  G 
2  //     R  —  g  2F 
2  G        2F     R  —  h 
=       —  [f  -f  g  +  h)  R2  +  <fg  +  gh  +  hf  -  F2  -  G2  —  H2)  R 

—  (fgh  —  2FGH  —  fF2  —  gG2  —  hH2) 

und  <p\  %\  V  die  Winkel  sind,  welche  die  Axe  der  Drehung  mit  den 
Hauptaxen  bildet.    Ist  eine  Wurzel  dieser  Gleichung  gleich  Null,  so 
zerfällt  der  Kegel  in  zwei  Ebenen.    Die  Bedingung  hierfür  ist 
fF2  +  gG2  -j-  hH2  -f-  2  FGH  —  fgh  =  0, 

welche  nach  §.  .  ausdrückt,  dass  das  Kräftesystem  eine  Gleichgewichts- 
axo  besitzt  (die  Schnittlinie  beider  Ebenen) ;  sind  zwei  Wurzeln  gleich 
Null,  so  fallen  diese  Ebenen  in  eine  zusammen  und  diese  Ebene  ent- 
hält nur  Gleichgewichtsaxen,  S  hat  nur  ein  quadratisches  Glied,  kann 
das  Zeichen  nicht  wechseln  und  ist  daher  das  Gleichgewicht  für  alle 
anderen  Axen,  entweder  sicher  oder  unsicher,  je  nach  der  positiven 
oder  negativen  Beschaffenheit  von  S. 

Nähere  Details  über  den  vorliegenden  Gegenstand  s.  bei  Möbius, 
Lehrbuch  der  Statik  1.  Tbl.,  Cap.  IX. 


Schell,  Theorie  d.  liew.  u.  tl.  Kralle.  3g 


Digitized  by  Google 


594 

Vn.  Capitel. 

Bedingungen  des  Gleichgewichtes  eines  Kräftesystems,  welches  an  einem 
beliebigen  unveränderlichen  oder  veränderlichen  Punktsystem  angreift. 
Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten. 

§.  1.  Wenn  Kräfte  an  irgend  einem  Systeme  zur  Zeit  /  im  Gleich- 
gewicht sind,  so  tilgen  sich  die  Beschleunigungen  gegenseitig,  welche 
sie  hervorrufen  und  üben  sie  mithin  keinen  Einfluss  auf  den  Geschwin- 
digkeitszustand des  Systems  aus.  Welches  auch  immer  dieser  Geschwin- 
digkeitszustand sein  mag,  ist  für  das  Gleichgewicht  der  Kräfte  völlig 
gleichgültig;  es  ist  das  Gleichgewicht  eine  Eigenschaft  des  Kräftesystems, 
welche  unabhängig  hiervon  besteht.  Man  wird  daher  die  Bedingungen 
des  Gleichgewichtes  auch  so  darstellen  können,  dass  in  denselben  diese 
Unabhängigkeit  von  dem  Geschwindigkeitszustand  ausgesprochen  wird 
und  eine  oder  mehrere  Relationen  sich  ergeben  f  welche  fortbestehen, 
welche  Elemeutarbewegung  man  auch  immer  dem  System  beilegen  möge. 
Der  betreffende  Satz,  welcher  diesen  Gedanken  ausdrückt,  führt  den 
Namen  „Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten"  und  wurde 
bereits  vor  Galilei  von  Guido  Ubaldi  am  Hebel,  von  Galilei  selbst 
an  der  schiefen  Ebene  und  einigen  anderen  einfachen  Maschinen  be- 
merkt (Deila  scienza  meccanica :  Operc  di  Galileo  Galilei  t.  /,  p.  265y 
Bologna  1655),  in  seinem  vollen  Umfange  aber  erst  von  Joh.  Ber- 
noulli  in  einem  Briefe  an  Varignon  (Basel,  26.  Jan.  1717)  ausge- 
sprochen und  von  Lagrange  zum  Fundamente  seiner  „Me'canique  ana- 
lyligue1'  erhoben.  Wir  werden  diesen  Satz  zuerst  für  das  freie  und 
das  beschränkt  bewegliche  unveränderliche  System  beweisen  und  sodann 
den  Beweis  auf  das  beliebig  veränderliche  System  mit  beliebigen  Be- 
wegungsbeschränkungen ausdehnen. 

§.  2.  Nach  Cap.  V,  §.  11.  ist  zum  Gleichgewicht  der  Kräfte  P, 
P\  P\  ...  am  unveränderlichen  System  erforderlich  und  hinreichend, 
dass  die  Summe  der  Pyramiden,  welche  eine  im  Räume  beliebig  wähl- 
bare Strecke  zur  gemeinschaftlichen  Kante  und  die  Kräfte  selbst  zu 
Gegenkanten  haben,  verschwinde.  Nach  Tbl.  I,  Cap.  V,  §.  -4.  ist  ferner 
die  Elementarbewegung  eines  unveränderlichen  Systems  äquivalent  den 
Elementarrotationen  um  zwei  conjugirte  Axen  und  also  der  Geschwin- 
digkeitszustand äquivalent  den  Winkelgeschwindigkeiten  um  diese.  Es 
seien  nun  «,  d  irgend  zwei  conjugirte  Axen  für  einen  beliebigen  Ge- 
schwiudigkeitszustand  des  Systems,  Sl,  Sl'  die  Winkelgeschwindigkeiten 
um  sie  und  seien  letztere  als  Längen  auf  den  Axen  aufgetragen.  Wendet 
man  den  eben  citirten  Satz  auf  Sl  und  Sl\  als  die  beliebig  wählbaren 
Strecken,  an  und  bezeichnet  allgemein  das  Volumen  einer  Pyramide, 
welche  a  und  ß  zu  Gegenkanten  hat,  durch  so  bestehen  für  das 
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Gleichgewicht  die  Gleichungen  Z  [PSl]  =  0,  Z[PSl']  =  0  und  wenn 
man  beide  addirt: 

Z[PSl]  -f  Z[PSl']  =  0  oder  £  ([PSl]  +  [PSl'])  =  0. 

Der  Inhalt  der  Pyramiden  [PSl]  und  [PSl']  wird  nun  mit  Hülfe  der 
kürzesten  Abstände  tf,  d'  der  Kichtung  von  P  von  den  Axen  a,  a  und 
den  Winkeln  er,  a,  welche  P  mit  diesen  Axen  bildet,  durch  die  Formeln 

[PSl]  =  $PSld  sin  a,  [PSl']  =  |  PSl'd"  sin  a 
gefunden  (s.  S.  71);  wir  führen  aber  in  diese  Formeln  lieber  dio  Ab- 
stünde r,  r  des  Angriffspunktes  M  der  Kraft  P  von  den  Axen  a,  u 
ein.  Indem  wir  mit  diesen  Grössen  multipliciren  und  dividiren  und 
bedenken,  dass  Sir  und  Sl'r  die  Geschwindigkeiten  w,  u  bedeuten, 
welche  der  Punkt  M  vermöge  der  Winkelgeschwindigkeiten  Sl,  Sl'  be- 
sitzt, nehmen  die  beiden  Gleichungen  zunächst  die  Form  an: 

[PSl]  =  £  Pu  •  dr  sin  a,    [PSl']  =  £  />«'•  £  </n  a. 

Nnn  kann  aber  leicht  gezeigt  werden,  dass    -  sin  cc  und  —,  sin  a  nichts 

anderes  sind,   als  die   Cosinusse   der  Winkel  welche   die  Ge- 

schwindigkeiten u,  u  mit  der  Richtung  der  Kraft  P 
bilden.  Legt  man  nämlich  durch  den  Fusspunkt  D  des 
kürzesten  Abstandes  d  auf  P  (Fig.  201.)  eine  Parallele 
zur  Axe  o,  so  steht  d  auf  der  durch  sie  und  P  be- 
stimmten Ebene  senkrecht  und  stellt  folglich  —  den 

Cosinus  des  Winkels  X  dar,  welchen  r  und  d  mit  ein- 
ander bilden.  Legt  man  sodann  durch  M  gleichfalls 
eine  Parallele  zu  a,  so  bildet  diese  mit  den  Richtun- 
gen von  P  und  u  im  Punkte  M  eine  dreiflächige  Ecke 
PQUy  in  welcher  die  Seite  (UQ)  =  ist,  weil  die 
Geschwindigkeit  u  zur  Axenrichtung  a  senkrecht  ist. 
Die  beiden  anderen  Seiten  sind  (UP)  —  O  und 
(PQ)  =  a,  während  der  Flächenwinkel  PQU  =  X  ist,  weil  die  Ebene 
P  Q  auf  d  und  die  Ebene  V  Q  auf  r  senkrecht  steht.  Aus  dem  dieser 
Ecke  zugehörigen  sphärischen  Dreieck  PQU  ergibt  sich  daher 


Fig.  201. 


COS  x> 


cos  X  sin  et 


d  . 
sm  u. 

r 


Hiermit  erhalten  wir  jetzt,  indem  wir  dieselbe  Betrachtung  nochmals  in 
Bezug  auf  die  Axe  «'  anstellen: 

[PSl]  -f  [PSl]  =  iP(ucos9  +  neos*), 

oder  weil  die  Summe  k  cos  ^  -f~  u  cos  &'  als  Summe  der  Projectionen 
der  Geschwindigkeiten  «,  u  auf  die  Richtung  der  Kraft  P  gleich  der 
Projection  v  cos  (Pv)  der  aus  ihnen  resultirenden  Geschwindigkeit  v  des 

38* 
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Punktes  M  auf  die  Richtung  von  P  ist,  [PSl]  -f-  \PSl']  =  £  Pv  cos  (Pv). 
Daher  geht  die  obige  Gleichgewichtsbedingung  jetzt  über  in 

EPv  cos  {Pv)  =  0 

und  liefert  den  Satz: 

Zum  Gleichgewichte  von  Kräften  an  einem  unveränder- 
lichen, frei  beweglichen  System  ist  erforderlich  und  hin- 
reichend, dass  für  jeden  beliebigen  Gesch  w  i  n  digk  eitszn  - 
stand  des  Systems  die  Summe  aller  Kräfte,  jede  multipli- 
cirt  mit  der  Projection  der  Geschwindigkeit  ihres  Angriffs- 
punktes auf  die  Richtung  der  Kraft,  oder  was  hiermit 
gleichbedeutend  ist,  dass  die  Summe  der  Geschwindig- 
keiten aller  Punkte,  jede  multiplicirt  mit  der  Projection 
der  an  ihnen  angreifenden  Kräfte  auf  die  Richtung  der 
Geschwindigkeit,  verschwinde. 

Der  Satz  führt  den  Namen  des  Princips  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten, weil  die  in  ihm  auftretenden  Geschwindigkeiten 
nicht  die  dem  wirklich  vorhandenen  Bewegungszustande  des  Systems, 
sondern  nur  einem  beliebig  angenommenen  oder  als  möglich  gedachten 
anzugehören  brauchen.  Bereits  S.  206  wurde  das  Wort  „virtuell" 
in  diesem  Sinne  erläutert. 

Man  gibt  dem  Satze  in  der  Regel  eine  etwas  andere  Fassung,  als 
hier  geschehen.  Ist  nämlich  ds  der  Elementarweg,  welchen  der  Angriffs- 
punkt der  Kraft  P  in  Folge  des  willkürlich  angenommenen  Geschwin- 
digkeitszustandes im  folgenden  Zeitclemente  dt  beschreiben  würde 


so 


ds  ,      T4    ,  .  t  t\  \  ds'Cos(Pv) 

ist  v  =     -  und  wenn  weiter  in  dem  Produkte  v  cos  (Pv)  =  --  

dt  dt 

die  Projection  ds  cos  (Pv)  des  Elementarwegs  auf  die  Richtung  der  Kraft 
mit  dp  bezeichnet  wird,  so  nimmt  die  Gleichung  des  Princips  die  Ge- 
stalt £P  t!f(  =0  oder  nach  Multiplication  mit  dt  die  Form  2Pdp  =  0 

an,  in  welcher  man  noch  an  die  Stelle  des  Differentialzeichens  d,  um 
etwaigen  Verwechselungen  des  beliebig  gedachten  dp  mit  dem  dem  wirk- 
lichen Bewegungszustandc  des  Systems  entsprechenden  dp  das  Variations- 
zeichen  <J  setzt  uud  also  die  Gleichung  so  schreibt: 

ZPÖp  =  0. 

Einem  etwas  abnormen  Sprachgebraucho  zufolge  nennt  man  die  Elemen- 
tarwoge der  Punkte,  welche  ihren  virtuellen  Geschwindigkeiten  propor- 
tional sind,  die  virtuellen  Geschwindigkeiten  selbst  (besser  „virtuelle 
Verschiebungen").  Die  Grössen  PSp  sind  gemäss  Tbl.  III,  Cap.  I, 
§.  IG.  die  virtuellen  Arbeiten  der  Kräfte,  werden  aber  auch  die 
virtuellen  Momente  derselben  genannt.  Alles,  was  dort  über  die 
positive  und  negative  Beschaffenheit  dieser  Grössen  gesagt  ist,  kommt 
hier  in  Betracht.    Ein  virtuelles  Moment  PSp  ist  Null,  wenn  P  —  0 
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oder  6p  =  0;  im  letzteren  Falle  ist  entweder  die  virtuelle  Verschiebung 
Null  oder  senkrecht  zur  Richtung  von  P.  Unter  Anwendung  dieser  No- 
menclatur  heisst  der  Satz: 

Zum  Gleichg  ewichte  eines  Kräftesystems  an  einem  un- 
veränderlichen frei  beweglichen  Punktsystem  ist  erforder- 
lich und  hinreichend,  dass  für  jeden  beliebigen  virtuellen 
Bewegungszustand  des  Systems  die  Summe  der  virtuellen 
Arbeiten  (Momente)  aller  Kräfte  verschwinde. 

§.  3.  Ist  das  Kräftesystem  nicht  im  Gleichgewicht,  so  ist  es  äqui- 
valent einer  Einzelresultanten,  einem  Paare  oder  zwei  sich  kreuzenden 
Kräften.  Aus  dem  Satze  Cap.  V,  §.  11.  über  die  Pyramidensumme 
ergibt  sich  ganz  ebenso,  wie  §.  2.  für  das  Gleichgewicht,  dass  die 
Summe  der  virtuellen  Arbeiten  eines  Kräftesystems,  wel- 
ches an  einem  unveränderlichen  freien  Punktsystem  an- 
greift, überhaupt  gleich  der  virtuellen  Arbeit  seiner  Re- 
sultanten, seines  resultirenden  Paares  oder  der  beiden  ihm 
äquivalenten  Kräfte  oder  jedes  anderen  ihm  äquivalenten 
Systems  für  jeden  beliebigen  Geschwindigkeitszustand  ist. 

§.  4.  Ist  das  unveränderliche  System  nicht  frei,  sondern  an  ge- 
wisse Bedingungen  gebunden,  welche  seine  Beweglichkeit  beschränken, 
so  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden;  entweder  sind  diese  Bedingungen 
der  Art,  dass  sie  durch  gewisse  Kräfte  vertreten  werden  können,  welche 
das  System  nöthigen,  dieselben  zu  erfüllen,  oder  es  ist  dies  nicht  mög- 
lich. Im  ersten  Falle  kommt  das  Gleichgewicht  des  Kräftesystems  nur 
durch  Mitwirkung  der  Kräfte,  welche  die  Bedingungen  ersetzen,  zu 
Stande.  Da  diese  Kräfte  die  Bedingungen  vollkommen  vertreten,  so 
fallen  letztere  durch  ihre  Einführung  als  erfüllt  hinweg  und  besteht  da« 
Gleichgewicht  an  dem  Gesammtkräftesystem  wie  an  einem  freien  System. 
Es  gilt  daher  auch  hier  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten, 
d.  h.  es  besteht  der  Satz: 

Zum  Gleichgewicht  eines  KräftosystemsP  P",  . ..,  wel- 
ches an  einem  unveränderlichen  Punktsystem  wirkt,  dessen 
Bedingungen  der  Beweglichkeit  durch  Kräfte  darstellbar 
sind,  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  für  jeden  be- 
liebigen Geschwindigkeitszustand  die  Summe  der  virtuellen 
Arbeiten  aller  Kräfte  des  gegebenen  Kräftesystems,  sowie 
der  Bedingungskräfte  verschwinde.  Sind  also  N,  N\  iV",  ... 
die  Bedingungskräfte  und  <Jw,  ön\  <$n",  .  .  .  die  Projectionen 
der  virtuellen  Verschiebungen  ihrer  Angriffspunkte  auf 
die  Richtungen  der  N,  so  besteht  für  jede  virtuelle  Lagen- 
änderung des  Systems  die  Gleichung: 

ZP8p  +  ZNdn  =  0. 
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Fälle  der  zweiten  Art  erfordern  eine  aparte  Behandlung  und  lassen 
wir  dieselben  ausser  unserer  Betrachtung.  Zu  der  ersten  Art  gehören 
die  Bewegungsbesehränkungen,  welche  bereits  Cap.  ,  §.  .  aufgeführt 
wurden,  nämlich:  1.  das  System  besitzt  einen  festen  Punkt,  d.  h.  einen 
solchen,  in  welchem  die  durch  die  Kräfte  hervorgerufene  Beschleunigung 
vernichtet  wird,  2.  es  besitzt  eine  feste  Axe,  3.  es  hat  eine  feste  Axen- 
richtung,  4.  gewisse  Punkte  sind  genöthigt,  auf  bestimmten  Curven  oder 
Flächen  zu  bleiben,  5.  eine  Fläche  des  Systems  soll  fortwährend  eine 
oder  mehrere  gegebene  Flächen  berühren  u.  dgl.  m.  Die  Festigkeit 
eines  Punktes  ist  immer  ersetzbar  durch  einen  Widerstand,  welcher  die 
dem  Punkte  ertheilte  Beschleunigung  tilgt,  die  Festigkeit  der  Axe  kann 
durch  Widerstände  in  zweien  beliebigen  ihrer  Punkte  vertreten  werden; 
ein  Punkt  kann  durch  einen  Normal  widerstand  auf  eine  Curve  oder 
Fläche  gezwungen  werden,  die  Berührung  von  Flächen  des  Systems  mit 
gegebenen  Flächen  wird  gleichfalls  durch  Kräfte  ausgedrückt,  welche  längs 
den  gemeinschaftlichen  Normalen  der  sich  berührenden  Flächen  wirken. 

Unter  den  unendlich  vielen  virtuellen  Elementarbewegungen  des 
Systems  gibt  es  nun  gewisse,  für  welche  die  Summe  £Ndn  der  virtuel- 
len Arbeiten  der  Bedingungskräfte  für  sich  verschwindet.  Man  nennt 
dieselben  die  mit  den  Bedingungen  des  Systems  verträglichen 
Elementarbewegungcn.  Bei  den  eben  angeführten  Fällen  sind  sie 
nämlich  diejenigen,  wodurch  die  Bedingungen  nicht  aiterirt  werden. 
Denn  wird  das  System  um  den  festen  Punkt  gedreht,  so  ist  für  diesen 
Sn  —  0,  also  auch  die  virtuelle  Arbeit  Ndn  des  Widerstandes  Null, 
der  seiner  Festigkeit  äquivalent  ist.  Rotirt  das  System  um  die  feste 
Axe,  so  sind  die  virtuellen  Verschicbungen  der  Angriffspunkte  ihrer 
Widerstände  gleichfalls  Null,  macht  es  eine  Schraubenbcwegung  um  die 
Axe  von  fester  Richtung,  so  sind  die  virtuellen  Verschiebungen  der 
Geraden,  welche  in  der  Axe  gleitet,  normal  zu  den  Axcnwiderständen, 
also  werden  ihre  Projectionen  ön  gleich  Null  und  dasselbe  ereignet  sich, 
wenn  das  System  so  verschoben  wird,  dass  bestimmte  Punkte  in  vor- 
geschriebenen Bahnen  oder  auf  vorgeschriebenen  Flächen  sich  bewegen; 
denn  die  Eleraentarwege  fallen  in  die  Tangenten  oder  Tangentenebenen 
und  die  Bedingungskräfte  sind  Normalkräfte. 

Handelt  es  sich  nun  hlos  um  die  Aufstellung  der  von  dem  ge- 
gebenen Kräftesystem  zu  erfüllenden  Glcichgewichtsbedingungcn,  ohne 
dass  man  über  die  Natur  der  Bedingungskräfte  Auskunft  erhalten  will, 
so  genügt  es,  die  mit  den  Bedingungen  des  Systems  verträglichen  Ele- 
mentarbewegungen mit  Hintansetzung  aller  übrigen  zu  betrachten.  Wir 
müssen  hierfür  aber  unseren  Satz  in  zwei  Theile  spalten.  Zunächst 
kann  man  nämlich  in  Folge  der  eben  gemachten  Bemerkungen  nur  be- 
haupten : 

Wenn  ein  Kräftesystem  an  einem  unveränderlichen,  ge- 
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wissen  Bedingungen,  wolcho  Kräften  äquivalent  sind,  unter- 
worfenen System  im  Gleichgewicht  sich  befindet,  so  ist  für 
alle  mit  den  Bedingungen  verträgliche  Elementarbewegun- 
gen des  Systems  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  aller 
Kräfte  der  Null  gleich. 

Der  zweite  Theil  des  Satzes,  die  Umkehrung  des  eben  ausge- 
sprochenen, muss  besonders  erwiesen  werden.  Nämlich: 

Wenn  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  eines  Kräfte- 
systems, welches  an  einem  unveränderlichen,  gewissen  Be- 
dingungen, welche  Kräften  äquivalent  sind,  unterworfenen 
System  angreift,  für  alle  mit  den  Bedingungen  verträglichen 
Elementarbcwegungen  verschwindet,  so  ist  das  Kräftesystem 
im  Gleichgewicht. 

Denn  fände  nicht  Gleichgewicht  statt,  so  würden  die  Kräfte  das 
System  in  einer  mit  den  Bedingungen  verträglichen  Weise  beschleu- 
nigen. Dies  könnte  man  dadurch  hindern,  dass  man  au  den  einzelnen 
Punkten  des  Systems  Kräfte  wirken  lieese,  welche  die  Beschleunigungen 
derselben  tilgten.  Diese  Kräfte  würden  in  die  Richtungen  jener  Be- 
schleunigungen fallen  und  würden  ihnen  dem  Sinne  nach  entgegen- 
gesetzt sein.  Wählen  wir  nun  die  durch  die  gegebenen  Kräfte  erfol- 
gende Elementarbewegung  zu  der  virtuellen  Bewegung  und  bezeichnen 
die  unendlich  kleinen  Wege,  welche  die  Punkte  hierbei  beschreiben 
würden,  mit  öq,  dq\  dq",  . .  .  und  ihre  Projectionen  auf  die  Richtungen 
der  Kräfte  P  wieder  mit  öp,  öp\  dp",  so  wäre  2Pöp  die  virtuelle 
Arbeit  des  gegebenen  Kräftesystems,  —  2Qöq  aber  die  virtuelle  Arbeit 
der  hinzugefügten  Kräfte.  Diese  letztere  ist  negativ,  weil  die  Kräfte 
Q  mit  den  Wegen  Sq  Winkel  n  bilden.  Wegen  des  sodann  eintretenden 
Gleichgewichtes  würde  die  Gleichung  ZPöp  —  ZQÖq  =  0  bestehen, 
welche  sich  auf  —  £Qdq  =  0  reducirt,  da  nach  der  Voraussetzung 
£PSp  —  0  ist.  Diese  Gleichung  kann  aber  nicht  bestehen,  da  ihre 
linke  Seite  nicht  verschwindet. 

§.  5.  Hinsichtlich  der  die  Beweglichkeit  des  Systems  beschränkenden 
Bedingungen  ist  noch  eine  speciellere  Untersuchung  erforderlich.  Wenn 
ein  Punkt  unbedingt  gezwungen  ist,  sich  auf  einer  gegebenen  Fläche  zu 
bewegen,  so  kann  er  in  der  Richtung  der  Normalen  weder  nach  der 
einen,  noch  nach  der  anderen  Seite  ausweichen.  Die  Fläche  leistet 
sowohl,  wenn  die  Kräfto  den  Punkt  an  die  Fläche  pressen,  als  auch, 
wenn  sie  denselben  von  der  Fläche  wegziehen,  einen  Widerstand,  der 
das  eine  wie  das  andere  hindert.  Man  kann  sich  dies  materiell  dadurch 
dargestellt  denken,  dass  man  die  Fläche  als  aus  zwei  unendlich  nahen 
Schalen  bestehend  annimmt,  zwischen  denen  sich  der  Punkt  befindet. 
Im  einen  Falle  wird  er  gegen  die  eine  Schale  gedrückt  und  leistet  diese 
im  entgegengesetzten  Sinne  Widerstand,  im  anderen  Falle  findet  dies 
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bei  der  anderen  Schale  statt.  Es  kann  aber  auch  der  Fall  eintreten, 
dass  die  Kräfte  den  Punkt  an  die  Fläche  anpressen  und  der  Wider- 
stand derselben  blos  das  Eindringen  hindert,  während  der  Beweglich- 
keit im  entgegengesetzten  Sinn  kein  Hinderniss  im  Wege  steht;  so  z.  B. 
wenn  der  Punkt  sich  auf  der  Oberfläche  eines  festen  Körpers  befindet, 
in  welchen  es  nicht  eindringen,  von  welchem  es  aber  wohl  hinweg- 
geführt werden  kann.  Die  Fläche  ist  dann  nur  als  eine  einzige  Schale 
zu  denken  und  leistet  nur  einseitigen  Widerstand.  Ebenso  kann  die 
Beweglichkeit  des  Punktes  in  der  Tangentenebene  der  Fläche  nach  der 
einen  oder  der  anderen  Richtung  beschränkt  sein ,  während  sie  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  kein  Hinderniss  findet.  Aehnliches  kann  bei  der 
Bewegung  des  Punktes  auf  einer  gegebenen  Curve  eintreten,  indem 
dieselbe  in  dem  einen  Sinne  gehindert  ist,  im  entgegengesetzten  nicht; 
desgleichen  bei  der  Rotation  um  eine  gegebene  Axe  u.  s.  w. 

Bei  der  Entwickelung  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 
unter  der  Form,  in  welcher  die  Bedingungskräfte  nicht  in  den  Ausdruck 
derselben  eintreten,  wurde  nun  angenommen,  dass  die  Bedingungskräfte 
die  Beschränkungen  der  Beweglichkeit  absolut  erfüllen,  sodass  also  die 
Flächen /doppelseitigen  Widerstand  leisten,  dass  aber  in  der  Tangenten- 
ebene nach  jeder  Richtung  in  beiderlei  Sinn  und  in  der  Tangente  einer 
Curve  gleichfalls  in  beiderlei  Sinn  Beweglichkeit  stattfinde.  Finden  die 
Bewegungshindernisse  aber  nur  einseitig  statt,  so  braucht  die  Gleichung 
£Pdp  =  0  nicht  mehr  für  alle  verträglichen  Verschiebungen  erfüllt  zu 
sein.  Denn  führt  man  die  Bewegungshindernisse  als  Kräfte  iV,  N\  iV",  ... 
ein,  so  ist  überhaupt  nach  §.  3.  wegen  des  Gleichgewichtes 

ZPÖp  +  ZNdn  =  0. 
Für  alle  Verschiebungsarten,  bei  welchen  nun  die  betreffenden  Punkte 
auf  die  Hindernisse  stossen,  sind  die  Grössen  ön  Null,  also  auch 
ENdn  =  0  und  folglich  ist  für  diese  2Pöp  =  0.  Für  die  entgegen- 
gesetzten und  alle  übrigen  verträglichen  Verschiebungen  sind  aber  alle 
NÖn  oder  wenigstens  einige  von  ihnen  positiv,  weil  N  und  6n  entgegen- 
gesetzten Sinn  besitzen,  daher  kann  für  sie  ZPdp  nicht  mehr  Null, 
sondern  muss  negativ  sein.  Wir  erhalten  daher  das  Princip  der  vir- 
tuellen Geschwindigkeiten  jetzt  in  folgender  allgemeinerer  Fassung: 

Zum  Gleichgewicht  eines  Kräf  tosystems,  welches  an 
oinem  unveränderlichen,  gewissen,  durch  Kräfte  darstell- 
baren Bedingungen  unterworfenen  Punktsystem  angreift, 
ist,  wenn  die  Beweglichkeit  des  Systems  durch  diese  Be- 
dingungen nicht  absolut,  sondern  nur  einseitig  oder  nach 
gewissen  Richtungen  beschränkt  wird,  erforderlich  und 
hinreichend,  dass  für  alle  verträglichen  Verschiebungs- 
arten die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  des  Kräftcsy steras 
nicht  positiv,  dass  vielmehr  ZPöp  <  0  sei. 
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§.  6.  Von  dem  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  macht 
man  vorzugsweise  Gebrauch  zur  Beantwortung  folgender  Fragen :  1.  Findet 
an  einem  gegebenen,  gewissen  Bedingungen  der  Beweglichkeit  unter- 
worfenen Punktsystem  Gleichgewicht  zwischen  den  Kräften  statt,  welche 
an  ihnen  angreifen  oder  nicht  und  welche  sind  die  Widerstände  etc., 
welche  die  Bedingungen  vertreten  können?  2.  Wenn  nicht  Gleichge- 
wicht stattfindet,  wie  findet  man  Kräfte,  welche  dasselbe  herbeizuführen 
geeignet  sind  und  zugleich  noch  näher  zu  bezeichnenden  Forderungen 
genügen?  3.  Welches  sind  die  Lagen  des  Systems,  fUr  welche  die  Kräfto 
ins  Gleichgewicht  gelangen,  insbesondere  welche  Lagen  nehmen  hierbei 
die  in  ihrer  Bewegung  beschränkten  Punkte  auf  den  ihnen  vorgeschrie- 
benen Curven  oder  Flächen  ein?  4.  Welches  sind  die  beschränkenden 
Bedingungen  der  Beweglichkeit  des  Punktsystems  näher  zu  bezeichnen- 
der Gattung,  unter  welchen  ein  gegebenes  Kräftesystem  an  demselben 
ins  Gleichgewicht  gelangt,  z.  B.  auf  welcher  Fläche  befindet  sich  ein 
gegebenen  Kräften  unterworfener  Punkt  in  allen  Lagen  im  Gleich- 
gewicht? 5.  Wenn  Gleichgewicht  stattfindet,  in  welchen  Fällen  ist  es 
sicher,  unsicher  oder  neutral?  —  Wir  wollen  zunächst  an  einigen  ein- 
fachen Beispielen  zeigen,  wie  man  die  verschiedenen  virtuellen  Bewe- 
gungen des  Systems  benutzt,  um  einige  dieser  Fragen  zu  beantworten. 

1.  Ein  homogener  schwerer  Cylinder  (Fig.  202.)  von  dem  Gewichte 
G,  der  Länge  2/  und  dem  Radius  r  seines  Querschnitts  ruht  bei  A 
auf  einor  horizontalen  und  lehnt  sich  bek/?  an  eine  vertikale  Ebene, 
sodass  die  Erzeugungslinie  AB  senkrecht  zur  Schnittlinie  0  beider 
Ebenen  ist;  bei  A  und  B  findet  Reibung  (Reibungscoefficienten  p,  p) 
statt.  Welches  sind  die  äussersten  Lagen,  für  welche  »wischen 
dem  Gewichte  uud  den  beiden  Reibungen  noch  Gleichgewicht 
herrscht?  Die  beschränkenden  Bedingungen  des  Systems,  dass  nämlich  die 
Punkte  A,  B  in  den  beiden  Ebenen  bleiben  sollen,  sind  durch  die  Normalwider- 
stände N,  iV'  dieser  Ebenen  ersetzbar.  Diese  und  der  Winkel  V>  welchen  die 
Axe  des  Cylinders  mit  der  Horizontalebene  im 
Zustande  des  Gleichgewichtes  bildet,  sind  die  Un- 
bekannten des  Problems,  zu  deren  Auffindung  wir 
drei  verschiedene,  bequem  zu  wählende  virtuelle  B 
Bewegungen  anwenden  werden.  Das  Kräftesystem 
besteht  aus  G  am  Schwerpunkte  S  des  Cylinders 
vertikal  abwärts,  .V  in  A  vertikal  aufwärts,  N'  in 
B  horizontal  wirkend,  sowie  den  Reibungen 
o'iV,  welche  den  jedesmaligen  vertraglichen  Ver- 
schiebungen der  Punkt«  A,  B  entgegen  gerichtet 
sind.  Ertheilt  man  nun  zunächst  dem  System  eine  unendlich  kleine  Rotation  um 
die  zur  Ebene  des  Kräftesystems  senkrechte,  durch  das  Momentancentrum  C  des 
in  dieser  Ebene  beweglichen  Punktsystems,  nämlich  den  Schnittpunkt  der  Nor- 
malen in  A  und  B  gehende  Axe  im  Sinne  der  Uhrzeigerbewegung,  so  beschreibt 
5  einen  unendlich  kleinen  Kreisbogen  senkrecht  zu  CS  =  d  und  dieser  bildet 
mit  der  Vertikalen  denselben  Winkel,  welchen  CS  und  dio  Horizontale  OA  bilden; 
der  Cosinus  dieses  Winkels  ist  (l  cos  tf>  -  r  sin  y) :  d  und  da  dio  Elementarampli- 
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tude  der  Rotation  dtp,  mithin  der  Elementarweg  von  S  gleich  d  ■  dtp  ist,  80  stellt 

—  G  (l  cos  tp  —  r  sin  ip)  dtp  die  virtuelle  Arbeit  dos  Gewichtes  G  dar.  Die  Ar- 
beiten von  Ny  X'  sind  Null,  die  von  fiX,  fi'X'  aber  —  2  fi  X  l  sin  tp  dtp  und 

—  2  fi'X'l  cos  tpdtp.    Daher  ist 

—  [G  (/  cos  tp  —  r  sin  tp)  +  2  fiXl  sin  tp  +  2  fi'X'l  cos  tp]  dtp 

die  gesammte  virtuelle  Arbeit  aller  Kräfte.  Da  die  Widerstünde  nur  einseitig 
wirken,  so  besteht  also  die  Gleichgewichtsbcdingung: 

—  [G  (/  cos  tp  —  r  sin  tp)  -f  2  u  XI  sin  tp  -f  2  fi'X'l  cos  tp]  dtp  <  0. 

Der  Ausdruck  links,  gleich  Null  gesetzt,  liefert  für  die  eine  Grenzlagc  des  Gleich- 
gewichtes den  Winkel  tp  =■  tp{.    Kehren  wir  den  Sinn  der  Rotation  um,  so  wech- 
seln dtp  und  die  virtuelle  Arbeit  des  Gewichtes  das  Zeichen,  nicht  aber  die  Ar 
beiten  der  Reibungen.    Die  Gleichgewichtsbedingnng  ist  dann 

—  [G  (l  costp  —  r  «7i  tp)  —  2  fi  XI  sin  tp  —  2  (i'X'l  cos  tp]  Sip  <  0 

und  indem  man  hier  den  Ausdruck  zur  Linken  gleich  Null  setzt,  erhält  man  den 
der  anderen  Grenzlagc  des  Gleichgewichtes  entsprechenden  Winkel  tp  =  tpt. 
Innerbalb  des  der  Differenz  beider  Werthe  von  tp  entsprechenden  Spielraumes  ist 
Gleichgewicht  für  alle  Lagen  möglich.  Um  die  Widerstünde  zu  finden,  crtheilen 
wir  dem  System  zwei  virtuelle  Translationen  senkrecht  zu  den  beiden  Ebenen. 
Die  horizontale  Translation  dx  liefert  (AT' —  X  u)  dx  «=»  0,  die  vertikale  dy  aber 
X  -f  X'fi  —  {G)  dt/  —  0  und  aus  beiden  folgen: 

G  _.,  u  G 


X 


1  -\-  flU  1  1  -f-  flU 

Führen  wir  diese  Werthe  in  die  beiden  Grenzbedingungen 

G  (l  cos  tp  —  r  sin  tp)  -{-  2  fi  XI  sin  tp  -j-  2  fi'X'l  cos  tp  =  0 


X'  = 


und 


G  (l  cos  tp  —  r  sin  tp)  -f-  2  fi  XI  sin  tp  —  2  fi'X'l  cos  tp  =  0, 


von  denen  die  letzte  durch  einen  Zeichenwcchscl  der  Reibungscocfücienten  u,  fi 
aus  der  ersten  entspringt,  ein,  so  ergeben  sich  die  fraglichen  beiden  Werthe  von  tp, 
nämlich : 

(1  -    _  1  4-  3ua' 


Fiy.  203. 


(1  +  ftfi')  /'  +  21*  (1  +  fifi')    *   -  L> 

Vi  »st  der  kleinste,  tp9  der  grösstc  Grenzwerth  von  tp. 

2.  Ein  Winkelhebel  AGB  (Fig.  203.),  dessen  Schenkel  den  Winkel 
&  bilden,  ist  um  seinen  Scheitel  0  in  einer  Vertikalebene  drehbar;  der 

eine  Schenkel  Oß  =  b  ist  verhältniss- 
müssig  schwer  und  sein  Gewicht  gloil-h 
Q;  das  Ende  A  des  anderen  Schenkels 
0 A  =  a  trägt  eine  Schale  oder  einen  Ha- 
ken vom  Gewichte  <a  und  eine  La«t  vom 
Gewichte  P.  In  welcher  Lage  dieses  Sy- 
stems findet  Gleichgewicht  der  Kräfte 
statt?  (Zeigerwaage.) 

Es  bilde  in  der  Gleichgewichtslage  OB  mit 
der  Vertikalen  den  Winkel  qp,  also  OA  mit  der- 
selben den  Winkel  #  —  tp.     Ertheilt  man  dem 
System  eine  virtuelle  Rotation  um  Oy  sodass  tp  um  dtp  zunimmt,  so  nimmt  &  —  tp 
um  dtp  ab  und  haben  dio  Arbeiten  der  Kräfte  P  -f-  la  und  Q  die  Werthe 

(P  +  "ST)  a  sin  {&  —  tp)  dtp  und  —  Qb  sin  tpdtp. 


Pu, 
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Daher  ist  die  Bedingung  des  Gleichgewichtes 

(/>  -f  To)  «  sin  (fr  -  <p)  —  Qb  sin  <p  =  0, 

woraus  sich  ergibt: 

JP  + 

tgtp  -  {P  +  75-)  «  cos  9  +  Qb  ' 
Für  P  =  0  findet  man  diu  Stellung,  welche  dem  Nullpunkt  einer  Kreisscala  cnt 
spricht,  für  welche  der  Schenkel  OB  den  Zeiger  trägt,  nämlich 

To  a  sin  & 
tg<Po  =  TT«  cos~Ö~-f~'üb  ' 

indem  man  P  =  1 ,  2,  3,  ...  Kilogramm  annimmt,  erhält  man  die  den  Scnlatheil- 
punkten  1,  2,  3,  ...  entsprochenden  Winkel  q>.  Soll  OA  horizontal  sein  für  die 
Stellung  des  Zeigers  auf  Null,  so  musa  fr  —  <pu  —  Jir,  also  fr  =  \  it  -f  *Poi 
also  tgcp0=  —  cotg  fr  werden,  für  welchen  Werth  aus  der  vorigen  Gleichung 

cos  9  =  —        folgt,  welche  Gleichung  eine  der  Grössen  a,  4,  Q,  To",  fr  liefert, 

wenn  die  übrigen  willkürlich  angenommen  sind.  Mit  wachsendem  P  nähert  »ich 
der  Schenkel  OA  der  vertikalen  Lage  und  wachst  der  Winkel  <p,  indem  er  sich 
fr  als  seiuer  Grenze  nähort. —  Für  fr  =  $  n  wird  die  Untersuchung  sehr  einfach; 

es  ist  dann  tg  <p  =  ^  (P  +  To),  also  wenn  To  sehr  klein  ist,  wuchsen  die  Tan- 
genten von  qp  nahezu  den  Gewichten  P  proportional.  Für  grössere  Lasten  P 
muss  Q  sehr  gross  gewählt  werden,  damit  der  Ausschlag  des  Zeigers  nicht  zu 
rasch  wachse,  da  mit  wachsendem  qp  die  Theilstriche  immer  enger  aneinander 
rücken.  —  Den  Widerstand  2V  des  Punktes  0  und  seine  Richtung  rindet  man, 
iudem  man  dem  System  eine  vertikale  und  eine  horizontale  virtuelle  Translation 
ertheilt.  Bildet  mit  der  Vertikalen  aufwärts  gerechnet  den  Winkel  X.  so  wird 
,V  cos  X  -  (P  +  To)  -  Q  =  0  und  iV  sin  X  —  0,  also  N  =  {P  -f  To )  +  Q  und 
X  =  0. 

3.  Ein  homogener,  schwerer  Körper  vom  Gewichte  G  (Fig.  204.) 
berühre  bei/4  eine  gegen  den  Horizont  unter  dem  Winkel  a  geneigte 
Ebene  mit  Reibung  vom  Coefficienten  (i;  die  Verbindungslinie  AS 
des  Berührungspunktes  mit  dem  Schwer- 
punkte S  ist  gegen  die  schiefe  Ebene  un- 
ter dem  Winkel  f  geneigt  und  fällt  in  die 
zur  Schnittlinie  der  schiefen  Ebene  und 
des  Horizontes  senkrechte  Ebene.  Man 
sucht  eine  unter  dem  Winkel  X  gegen  die 
schiefe  Ebene  gerichtete,  durch  den 
Schwerpunkt  gehende  und  in  dieselbe  Ver- 
tikalebene f a llende  Kra ft  P,  welche  mit  G, 
dem  Widerstande  .V  der  Ebene  und  der 
Reibung  fi A7  Gleichgewicht  zu  halten  vermag. 

Um  die  drei  Gleichgewichtsbedingungen  dieses  ebenen  Kräftesystems  zu 
finden,  wenden  wir  drei  virtuelle  Bewegungen  des  Körpers  an.  Verschieben  wir 
denselben  zunächst  parallel  der  schiefen  Ebene  und  zwar  aufwärts  um  die  unend- 
lich kleine  Strecke  rf»,  so  sind  die  virtuellen  Arbeiten  der  Kräfte  P,  G,  N,  pN 
der  Reihe  nach  PdscosX,  —  Gdssina,  0,  —  pNds  und  da  der  Widerstand  der 
Ebene  einseitig  wirkt,  so  besteht  die  Bedingung: 

(P  cos  X  —  G  sin  u  —  pN)  ds  <  0. 
Eine  Verschiebung  ds  senkrecht  zur  schiefen  Ebene  veranlasst  die  virtuellen  Ar- 
beiten Psin  Xds,  —  G  cos  «ds,  A'rfjj  eine  virtuelle  Rotation  um  A  um  den  unendlich 


Digitized  by  Google 


604  Anwendungen  dos  Principe  der  virtuellen  Geschwindigkeiten.      VII.  Cap. 


kleinen  Winkel  rfw  endlich  giht  die  Arbeiten  P-ASsin(e  -{-  X),  —  G-AScos($  —  a), 
0,  0.  Hierdurch  erhalten  wir  die  zwei  weiteren  Bcdingungsglcichungen  des  Gleich- 
gewichtes: 

P  sin  X  —  G  cos  a  +  iV  =  0 

Psin  (e  +  X)  —  Gcos  (f  — '  a)  =-  0. 

Aus  der  ersten  von  ihnen  entnehmen  wir  A*  und  erhalten,  indem  wir  seinen  Werth 
in  die  zuerst  aufgestellte  Gleiehgewichtsbodingung  einführen: 


p  — .  sin  a  ~\-  (t  cos  a 
cos  X  -f-  u-  sin  X 


welche  wir  auch  dadurch,  dass  wir  den  Ruhewinkel  p  durch  die  Formel  tffo  =  ft 

Für  eine 


zu  Hülfe  rufen,  auf  die  Form  P  <  *r"_-^_i_^    G  bringen  können. 


cos  (X  —  p) 

virtuelle  Verschiebung  die  schiefe  Ebene  hinab  würden  wir  statt  der  ersten  Rela- 
tion gefunden  haben:  —  P  cos  X  G  sin  a  —  fi  \  <  0.  Aus  ihr  erhalten  wir 
mit  Hülfe  von  AT  analog 

_  ^  sin  tt  —  et  cos  et  „ 
cos  X  —  (t  sin  X 

oder  in  Anderer  Form  geschrieben: 

p>^(a_-9) 
£=.  cos  (X  +  q) 

Hiermit  sind  die  Grenzwerthe  für  P  bezüglich  der  Möglichkeit  des  Gleichgewichtes 
gefunden.  Zu  jedem  Werthe  von  P  innerhalb  dieses  Spielraumes  erhalt  man  den 
betreffenden  Widerstand  N  *=  G  cos  a  —  Psin  X  und  aus  der  dritten  Relation  die 
Lage  des  Körpers,  nämlich  den  Winkel  f,  welcher  die  Neigung  der  Linie  ^.V 
angibt.    Hierfür  wird  nämlich 

/*  sin  X  -f-  G  cos  a 
P  cos  X  —  G  stn  a 

4.  Eine  vertikal  stehende  Schraubenspindel  kann  in  der  zuge- 
hörigen festen  Schraubenmutter  mit  Reibung  vom  Cocf f icienten  fi 
gleiten.  Am  Kopfe  A  der  Spindel  wirkt  in  einer  Horizontalebene 
ein  Kräftepaar  vom  Momente  M%  am  unteren  Endo  B  ein  Gewicht, 
welches  mit  dem  Gewichte  der  Spindel  zusammen  Q  beträgt.  Man 
soll  für  den  Fall  des  Gleichgewichtes  die  Grenzwerthe  von  M  und 
den  Druck  auf  die  Schraubenmutter  bestimmen. 

Der  Cylinder,  anf  welchem  das  Schraubengewinde  aufsitzt,  hahe  den  Radius 
/?,  das  Gewindo  sei  von  rechteckigem  Querschnitt  und  von  der  Dicke  <J,  der  Druck 

.'in  einer  beliebigen  Stelle  der  Schrau- 
benmutter auf  die  Flächeneinheit  redu- 
cirt,  d.  h.  die  Resultante  der  Drucke 
auf  alle  Punkte  einos  Quadratmeters, 
wenn  derselbe  überall  gleich  dem 
Drucko  an  jener  Stelle  ist,  sei  S. 

Zunächst  ertheilcn  wir  dem  System 
eine  virtuelle  Schraubenbewegung  um 
seine  Axe,  wie  sie  mit  seiner  Natur 
verträglich  ist  und  zwar  so,  dass  die 
Spindel  um  die  unendlich  kleine  Höhe 
dh  (Fig.  205.)  steigt  und  um  den  Win- 
kel d&  rotirt.  Die  Angriffspunkte  der 
Seitenkräfte  P  des  Paares,  dessen  Arm  p  sei,  beschreiben  Schraubonelemente  um 
die  Schraubenaxe  a,  deren  Projectionen  auf  die  Richtung  der  Kräfte  rrffr  sin  «, 
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r'd&  sin  a  sind,  wenn  r,  r  die  Abstünde  jener  Angriffspunkte  von  der  Axe  und 
o,  a  die  Winkel  sind,  welche  dieselben  mit  der  Sichtung  der  Kräfte  bilden.  Die 
virtuelle  Arbeit 4>eider  Seitenkräfte  ist  also 

Pr  sin  a'dat  —  Pr  sin  «den  =»  Ppdta  —  Mdco, 

da  r  sin  a  —  r  sin  et  =  p  ist.  Die  virtuelle  Arbeit  von  Q  ist  —  (Jdh,  die  Wider- 
stände A</&,  welche  die  Schraubenmutter  in  ihren  einzelnen  Flächenelementeu 
dSl  leistet,  liefern  keine  Arbeiten,  da  sie  senkrecht  zu  den  Schranhenelementen 
ds  sind,  welche  ihre  Angriffspunkte  beschreiben,  die  Reibungen  (i\d&  leisten 
Arbeiten  —  pNSlds  und  ihre  Summe  ist  über  die  ganze  Fläche  der 

Schraubenmutter  ausgedehnt,  auf  welcher  die  Spindel  ruht.  Man  erhält  demnach 
die  Bedingung  des  Gleichgewichtes 

Md&  —  Qdh  —  (i  j'SdSlds  <  U 
und  indem  man  die  virtuelle  Schraubenbewegung  in  umgekehrtem  Sinne  erfol- 
gen lässt, 

-  Md»  +  Qdh  -  pfXdSlds  <  0, 
sodass  .  „  y»  . 

A1  <'Jd»  +  flj  ydSl  d»   QRd    V  >  °d»  ~  »J  Xd*  d* 

gewählt  werden  darf.    Die  Grösse  ^  ist  constant  und  gleich  ~  ,  wenn  h  die 

Höhe  des  Schraubenzeigers  bedeutet.    Ist  r  der  Abstand  des  Schraubenclementes 

ds 

ds  von  der  Axe,  so  stellt  -—  dio  Sekante  der  Neigung  i  von  ds  gegen  seine 

Horizontalprojection  dar,  mithin  ist  ^  »  ^  ..    Das  Flächenelement  dSl  ist 

dsdr  =  7       ^  .   Hiermit  wird  das  den  Einfluss  der  Reibung  darstellende  Integral 

R+d 

dt-  l*Sr*dr 


-  >f 


wo  x  die  Anzahl  der  Schrauben  Windungen  angibt.   iV  und  i  sind  Functionen  von  r, 

aber  AT  ist  unbekannt,  während  t  mit  Hülfe  von  tgi  —  -----  eliminirt  werden  kann. 

2  Ttr 

Hierdurch  wird  die  Grenzbedingung  für  M 

-**"J  *v    +  QJ]  *<•"-  'i  ■  L  <  2 " "  *j ["  +  d  ;)']  «r  ■ 

l?m  AT,  wenn  auch  nur  durch  einen  Mittelwerth  darzustellen,  ertheilen  wir  dem 
System  eine  blos  virtuelle  Rotation  dd"  um  die  Schraubenaxc  und  erhalten,  da 
die  Arbeiten  von  A/,  A'rfÄ  und  pArfÄ  die  Werthe  Md&,  —  \dQrd&  sin  i, 
—  lt\dSlrd&  cos  i  haben  und  dSl  {sin  i  -f-  p  cos  i)  =■  r*dm  {tgi  +  p)  ist,  die 
weitere  Gleichgcwichtsbedingung 

M  —  x  /  A>  (2  war  -f  h)  r/r  =  0  . 


Nach  einem  bekannten  Satze  der  Integralrechnung  ist  aber  ein  bestimmtes  Integra], 
dessen  Klementarfactor  innerhalb  des  Integrationsintervalls  das  Zeichen  nicht 
wechselt,  gleich  der  Differenz  der  Grenzen,  multiplicirt  mit  einem  gewissen  Mittel- 
werte des  Klementarfactors.  Bedeutet  daher  r0  den  Mittelwerth  von  r,  N0  den 
von  A',  so  hat  man 

M  —  *8\0r0  (2  n(ir0  -f  h)  =  0, 


Digitized  by  Google 


OÜG 


Anwendungen  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten.     VII.  Cup. 


und  wenn  man  den  hieraus  fliessenden  Werth  A*0  an  die  Stelle  von  X  als  Näherungs- 
werth in  die  Grenzbedingung  für  M  einführt,  so  kommt  nach  leichter  Eeduction 

o  ■  ,t  «Ii 

-*     -        ...  <.tf<  \*   . 

1  (2*fir0  -f-  A)r0  1  (2«/ir0  +  Äjr0 

Auch  kann  man  einen  mittleren  Näherungswerth  AT, ,  für  A*  durch  Q  ausgedrückt, 

erhalten.  Eine  virtuelle  Translation  des  Systems,  parallel  der  Schraubenaxe, 
würde  die  Bedingung  liefern : 


woraus  A'( 


-Q 

Q 


X+6 


x  (2  n  r, 
Hiermit  erhält  man: 

A* 

2« 


— ,  wenn  r,  der  Mittelwerth  des  Argumentes  r  ist. 


(•ixr,  -  pA)r, 


(2  «r,  -  fiAjr, 


Man  kann  leicht  eine  mittlere  Schraubenlinie  angeben,  auf  welcher  allein, 
statt  auf  der  ganzen  Fläche  der  Schraubenmutter,  Reibung  stattfinden  würde. 
Der  Radius  derselben  sei  r  und  der  Druck  A*  werde  jetzt  auf  die  Längeneinheit 
bezogen.  Dann  stellt,  wenn  /  die  Länge  der  ganzen  Schraubenlinie  bedeutet, 
fiNl-ds  die  Gesammtarbeit  der  Reibung  dar  und  wird  die  Grenzbedingung  für  M 

l      dh  k 
2»'  dm       2x  : 

h  u 


vermöge  der  Helationen  /  =  . 

dm       cos  i 


und  die  virtuelle  Rotation  und  Translation  um  die  Schraubenaxe  und  parallel  zu 
ihr  liefern  weiter: 

M  —  A7r  {sin  i  -{-  fi  cos  t)  =  0       —  Q  -\-  AI  (cos  i  —  p  sin  t)  —  0  , 

woraus  N  und  r  gezogen  werden  können,  da  /  sin  i  =  /i,  l  cos  i  =  2»r  ist. 

5.  Eine  schwere  Gerade  AB  (Fig.  206.)  ruht  auf  einer  ebenen  Curve 
in  einer  Vertikalebene  und  lehnt  sich  mit  dem  Ende  A  an  eine  verti- 
kale Wand;  welches  ist  die  Curve,  auf  welcher  die 
Gerade  in  jeder  Lage    im  Gleichgewicht  sich  be- 
findet? 

Ist  a  die  Entfernung  des  Schwerpunktes  S  der  Geraden 
von  A,  (x,  y)  ein  beliebiger  Punkt  der  Curve,  in  welchem  sie 
aufliegt,  so  erhält  man  für  die  vertikale  Ordinate  von  S: 

.Vi  =  V  +  MS  •        oder,  da  MS  =  a  —  x  d*  ist: 

ds  dx 

i     ff!/  ffy 

und  da  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  für  ver- 
trägliche Verschiebungen  Pdyx  =  0  fordert,  wenn  P  das  Ge- 
wicht der  Geraden  bedeutet,  oder  kürzer  <fy,  =  0,  so  ist  die 
Differentialgleichung  der  Curve 


-■ 
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oder,  da  x  als  unabhängige  Variabele  gewählt  werden  kann: 

d  ■  d-J 

dx       "    dx         dx       'T  dx1       °  ' 

d.  h.:  <Py 

d*y  dx* 

[>  +  (ZYf  ~  ' 

Diese  Gleichung  spaltet  sich  in  die  zwei  folgenden: 


a 


?\  =  0    und    x  —   -   '    —  r.  =  0, 

[•  +  (Z)J 

von  denen  die  erste  die  Gleichung  einer  Geraden  y  =  ax  -\-  ß  zum  Integrale  hat. 
Von  dieser  selbstverständlichen  Lösung  absehend,  wollen  wir  die  zweite  Gleichung 

weiter  verfolgen.   Schreibt  man  sie  in  der  Form  (*)^  £l  +  (^~)  J  0  *»  80  sient 

man   die   Berechtigung  ein,    eine   neue  Variate   fr   mit  Hülfe   der  Gleichung 

cos  fr  einzuführen.   Dadurch  wird  ^  =  d%-  :  ~  =  ff  :  (—  »  a  cos*  fr  sin  fr) 

dx      dir  dir  rffr 


und  folglich  die  zu  integrirende  Differentialgleichung  =  3 a  sin*  fr  cos  fr,  woraus 
folgt  ,V  =  sin3  fr  -f-  c.    Aus  den  beiden  Gleichungen 


cos  fr  und  -  =  rfn«  fr  -f  c 
a 


ist  nun  noch  fr  zu  eliminiren.  Nehmen  wir  zur  Bestimmung  der  Constanten  an, 
dass  unter  den  möglichen  Lagen  der  Geraden  auch  die  horizontale  Lage  sei  und 
wählen  wir  dieselbe  zur  .c-Axe,  so  wird,  da  alsdann  die  Gerade  mit  ihrem  Schwer- 
punkte auf  der  Curve  aufliegen  muss,  y  «=  0  für  x  =  a,  d.  h.  für  fr  =  0  und 

folglich  c  —  0.   Daher  ist  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve  (^)^+  (~)^ =  1 

und  die  Curve  eine  Astrois,  von  welcher  aber  nur  ein  Ast,  bestehend  aus  zwei 
Quadranten,  der  Aufgabe  im  speciellen  Sinne  genügt.  Die  Curve  ist  die  Enveloppe 
der  Strecke  a  zwischen  den  Schenkeln  des  rechten  Winkel». 

C.  Ein  homogener  Cylinder  von  der  Länge  /,  dem  Radius  r  und 
de  in  Gewichte  G  liegt  mit  einem  Punkte  seines  Basiskreises  auf 
einer  horizontalen  Ebene  auf,  zugleich  aber  ruht  er  auf  einem  an- 
deren Cylinder  vom  Radius  a,  welcher  auf  derselben  Horizontal- 
ebene  liegt.  An  den  Auf  lago  rpunkten  findet  Reibung  (ji,  statt; 
welches  sind  die  äussersten  Gleichgewichtslagen,  wenn  die  Axen 
beider  Cylinder  sich  rechtwinklig  kreuzen? 

7.  Zwei  glatte  Ebenen,  welche  sich  rechtwinklig  in  einer  hori- 
zontalen Geraden  schneiden  und  von  denen  die  eine  mit  dem  Hori- 
zonte einen  Winkel  a  bildet,  bilden  eine  Rinne,  in  welcher  ein 
schwerer,  homogener,  gerader  Cjlindor  mit  elliptischem  Querschnitt 
von  den  Halbaxen  a,  b  so  ruht,  dass  die  Längenaxe  desselben  der 
horizontalen  Schnittlinie  parallel  läuft.  Es  sinddie  Gleichgewichts- 
lagen des  Cylindcrs  und  die  Widerstände  der  Ebenen  zu  finden. 

8.  Ein  Punkt  wird  von  zweiCentris  nach  dem  umgekehrten  Qua- 
drate der  Entfernung  angezogen.  Auf  welcher  Fläche  muss  derselbe 
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sich  befinden,  wenn  er  in  allen  Lagen  auf  ihr  im  Gleichgewichte 
sein  soll? 

§.  7;  Um  den  analytischen  Ausdruck  des  Principes  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten  zunächst  für  das  freie  unveränderliche  System  zu 
gewinnen,  seien  X,  Y,  Z  die  Componenten  der  Kraft  7*,  parallel  dreien 
rechtwinkligen  Coordinatenaxen,  6s  der  virtuelle  Elementarweg  ihres 
Angriffspunktes  (x,  y,  z),  6p  aber  die  Protection  von  6s  auf  die  Rich- 
tung von  P  und  folglich  P6p  die  virtuelle  Arbeit  der  Kraft  P.  Nun 
seien  6x,  6y,  6z  die  Projectionen  von  6s  auf  die  Axenrichtungen ;  dann 
stellen  Xöx,  Y6y,  Z6z  die  virtuellen  Arbeiten  der  Componenten  X,  Y,  Z 
dar  und  da  nach  Thl.  III,  Cap.  I,  §.  18.  die  Summe  der  virtuellen  Ar- 
beiten der  Componenten  gleich  der  virtuellen  Arbeit  ihrer  Resultanten 
ist,  so  hat  man  Pdp  =  X6x  -j-  Yäy  -f-  Z6z,  wodurch  die  Gleichung 
SP  6p  =  0  übergeht  in 

2  (X6x  -f  Y6y  -f-  Z6z)  =  0 . 

Das  Variationszeichen  6  ist  hierbei  nichts  Wesentliches,  es  deutet  nur 
an,  dass  die  Verschiebungen  virtuell  sind  und  nicht  mit  den  Elcmentar- 
wegen  der  wirklich  stattfindenden  Bewegung  zusammenzufallen  brauchen, 
wenngleich  dies  nicht  ausgeschlossen  ist. 

Aus  der  eben  entwickelten  Gleichung  erhalten  wir  mit  Leichtigkeit 
die  sechs  Gleichgcwichtsbedingungen  des  freien  unveränderlichen  Systems 
wieder.  Legen  wir  nämlich  dem  System  zunächst  blos  eine  virtuelle 
Translation  öx  parallel  der  ar-Axe  bei,  so  sind  alle  öy  =  6z  =  0, 
6x  fällt  als  ein  gemeinschaftlicher  Factor  aller  Glieder  aus  der  Gleichung 
heraus  und  wir  erhalten  die  Gleichgewichtsbedingung  EX  =  0.  Indem 
wir  dem  System  zwei  andere  Translationen  6y,  6z  in  den  Richtungen 
der  y-  und  r-Axen  ertheilen,  ergeben  sich  die  beiden  analogen  Bedin- 
gungen 2Y  =  0  und  2Z  —  0.  Ertheilen  wir  ferner  dem  System  eine 
unendlich  kleine  Rotation  6&  um  die  x-Axe,  so  beschreibt  der  Angriffs- 
punkt (x,  y,  z)  der  Kraft  P  eine  kleine  Linie  6s,  deren  Projectionen  auf 
die  Axen  6x  =  O,  6y  =  6s  •  cos  [6s,  Y),  6z  =  6s  •  cos  (6s,  Z)  sind. 
Da  die  Richtung  von  6s  aber  auf  dein  Abstände  r  des  Punktes  von  der 
x-Axe  senkrecht  steht,  so  bildet  sie  mit  den  Axen  der  y  und  ;  Winkel, 

deren  Cosinusse   und       sind,  sodass  6y  —  —      6s,  öz  =  -  6s 

x  r  x  r 

werden,  welche  Ausdrücke  aber  vermöge  6s  =  rd&  in  öy  =  —  z6& 
und  6z  =  x6&  übergehen.  Hiermit  reducirt  sich  2(X6x  -{-  Yöy  -\-  Zöz) 
auf  2  ( —  Yz  -f  yZ)  ö&  und  da  6&  als  gemeinsamer  Factor  heraustritt, 
so  ergibt  sich  die  Gleichgewichtsbedingung  2  (yZ  — •  zY)  =  0.  Indem 
man  dem  System  in  ähnlicher  Weise  unendlich  kleine  Rotationen  d&, 
d&"  um  die  y-  und  z-Axe  ertheilt,  erhält  man  die  weiteren  analog  ge- 
bildeten Gleichungen  2  (zX  —  xZ)  =  0  und  2  (xY  —  yX)  =  0.  — 
Man  erhält  die  sechs  Gleichgewichtsbedingungen  des  unveränderlichen 
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Systems  auf  einmal  ans  der  Gleichung  £  (Xöx  -}-  Fdy  -f-  ZSz)  =  0, 
indem  man  dem  System  irgend  eine  unendlich  kleine  Schraubenbewe- 
gung ertheilt.  Hierbei  beschreibt  der  Systempunkt  (x,  y,  z)  das  Element 
ds  einer  Schraubenlinie,  um  dessen  Projectionen  dar,  öyt  dz  auf  die  Rich- 
tungen der  Axen  es  sich  handelt.  Zerlegt  man  nun  die  Schrauben- 
bewegung in  eine  Rotation  um  die  Schraubenaxe  und  eine  Translation 
.  parallel  derselben  und  weiter  die  Rotation  in  drei  Rotationen  dir,  ö9\ 
d<r"  um  drei  Axen,  parallel  denen  der  ar,  y,  z,  und  die  Translation 
in  drei  Translationen  d£,  dif,  df  gleichfalls  parallel  denselben,  so  erscheint 
ös  als  die  Schlusslinie  des  aus  d£,  dif,  df,  rdd,  r'd&',  r'ÖQ1"  gebildeten 
Polygons,  wobei  r,  r',  r"  die  Abstände  des  Systempunktes  von  den 
Rotationsaxen  bedeuten  und  ist  mithin  die  Protection  von  ös  auf  jede 
dieser  Axen  gleich  der  betreffenden  Projection  dieses  Polygons  auf  die- 
selben.   Auf  dem  hier  angedeuteten  Wege  findet  man  daher: 

dx  =  d£  +  zö&  —  ydfr" 

dy  =  Sri  -f-  xä&" —  zdo> 

dz  _  d£  -f  — 

und  hiermit  die  Gleichung 

£{X{6S  +  zö&—  yW)  +  Y{Sn  +  *dfr"  —  sd#) 

+  Z  (d£  +  ydO  —  ardfr')}  =  0, 
oder  besser  geordnet  und  mit  Rücksicht  darauf,  dass  d|,  dtf,  df,  dO,  d#', 
d#"  sich  als  gemeinsame  Factoren  absondern  lassen: 

2X  •  d£  -\-  2Y  •  dtj  +  27Z  •  d£ 
+  £  (yZ  —  zY)  •  d0  +  .£  (zX  —  a?Z)  •  dO'  -f  2:  (arF  —  yJT)  •  d£"=  0, 

welche  Gleichung  wegen  der  Unabhängigkeit  der  Wahl  der  sechs  Ver- 
schiebungscomponenten  in  die  früheren  sechs  Gleichungen  zerfallt. 

Aus  diesen  Entwickelungen  geht  zugleich  hervor,  dass  es  ausser 
den  angeführten  sechs  Gleichgewichtsbedingungen  für  das  unveränderliche 
System  keine  weiteren  gibt,  denn  ein  solches  System  kann  nur  Elemen- 
tar8chraubenbewegungen  und  deren  Abarten  besitzen  und  jede  solche 
Schraubenbewegung  führt  auf  keine  andere  Gleichung,  als  die  genannten. 
Für  das  unveränderliche  System  sind  sie  folglich  zum  Gleichgewichte 
nothwendig,  aber  auch  hinreichend,  für  ein  beliebiges  System  sind  sie 
zwar  nothwendig,  aber  nicht  hinreichend,  vielmehr  müssen  zur  vollstän- 
digen Bestimmung  des  Gleichgewichts  noch  weitere  Bedingungen  hinzu- 
treten, die  man  finden  kann,  indem  man  dem  System  andere  Verschie- 
bungen, als  die  bisherigen  ertheilt.  Wie  viele  und  welche  derartige  Be- 
dingungen noch  aufzustellen  sind,  hängt  von  der  speciellen  Natur  des 
betreffenden  Systems  ab. 

§.  8.    Ist  das  unveränderliche  System  Bedingungen  unterworfen, 
welche  seine  Beweglichkeit  beschränken,  so  können  dieselben  in  vielen 
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Fällen  durch  Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten  derjenigen  Funkte 
dargestellt  werden,  deren  Beweglichkeit  beschränkt  wird.  Soll  z.  B.  der 
Punkt  (xi,  y,-,  z,)  auf  einer  Fläche  unbedingt  zu  bleiben  genöthigt  sein, 
so  müssen  seine  Coordinaten  der  Gleichung  dieser  Fläche  genügen,  soll 
er  auf  einer  Curve  bleiben,  so  haben  sie  die  beiden  Gleichungen  dieser 
Curve  zu  erfüllen.  Auch  können  in  solchen  Bedingungsgleichimgen  die 
Coordinaten  mehrerer  Punkte  vorkommen,  wie  z.  B.  wenn  die  Verbin- 
dungslinie zweier  oder  die  Ebene  dreier  Systempunkte  bestimmte  Eigen- 
schaften ihrer  Lage  gegen  feste  Punkte  behalten  soll.  Sind  die  in  ihrer 
Bewegung  beschränkten  Punkte  nicht  unbedingt  beschränkt,  sondern 
wirken  die  beschränkenden  Hindernisse  nur  einseitig,  so  können  an  die 
Stelle  von  Bedingungsgleichungen  Ungleichungen  treten.  Soll  z.  B.  ein 
Punkt  (xiy  y,-,  z,)  nicht  ins  Innere  der  Kugel  x2  -f-  V7  z2  —  a2  =  0 
eindringen,  wohl  aber  von  der  Fläche  hinweggenommen  werden  können, 
so  muss  x,2  +  y,-2  -f-  z,-2  —  a2  >  0  sein.  Nach  dem  früher  Entwickel- 
ten ist  in  solchen  Fällen  £PSp  <  0. 

Wenn  das  System  aus  n  Punkten  (xy  z),  (xx  y ,  z,)  •  •  •  (x,-  y,  z.)  •  •  •  (xH  yn  zn) 
besteht,  so  muss  die  Anzahl  x  der  beschränkenden  Bedingungen  kleiner 
als  3  n  sein ,  wenn  überhaupt  noch  Beweglichkeit  des  Systems  möglich 
sein  soll.  Denn  im  Falle  x  =  3»  würden  aus  den  x  Bedingungsglei- 
chungen für  die  3«  Coordinaten  der  Punkte  feste  Werthe  folgen,  was 
die  Beweglichkeit  des  Systems  aufheben  würde.  Für  x  =  3  n  —  1  ist 
jeder  Punkt  auf  einer  bestimmten  Curve  zu  bleiben  genöthigt,  denn 
indem  man  aus  den  3 n  —  1  Gleichungen  die  3n  —  3  Coordinaten  von 
n  —  1  beliebigen  Systempunkten  eliminirt,  verbleiben  noch  zwei  Glei- 
chungen, denen  die  Coordinaten  des  noch  übrigen  Punktes  genügen 
müssen;  diese  zwei  Gleichungen  sind  aber  die  Gleichungen  einer  be- 
stimmten Curve,  auf  welcher  er  allein  beweglich  ist.  Dasselbe  gilt  für 
alle  Punkte.  Uebrigens  kann  in  diesem  Falle  jeder  Punkt  eine  virtuelle 
Verschiebung  im  einen  und  im  anderen  Sinne  der  Tangente  erleiden. 
In  den  Fällen  x  =  3»  —  2,  3n  —  3,  ...  ist  weit  grösserer  Spiel- 
raum für  die  virtuellen  Verschiebungen  vorhanden. 

Es  seien  nun  L  =  0,  M  =  0,  JV  =  0,  ...  die  x  Bedingungs- 
gleichungen, welche  die  Beweglichkeit  des  Systems  beschränken.  Er- 
theilen  wir  demselben  eine  mit  diesen  verträgliche  virtuelle  Bewegung, 
so  besteht  zunächst  die  Hauptgleichung: 

2{Xi8xi  +  Yiöyi  +  ZiSzi)  =  0, 
worin  der  bessereu  Ordnung  der  weiter  hinzutretenden  Gleichungen  wegen 
der  allgemeine  Index  t  angefügt  ist.  Vermöge  der  Verträglichkeit  dieser 
Bewegung  mit  den  beschränkenden  Bedingungen  müssen  aber  sowohl 
die  Punkte  in  der  Lage  (a:,-,  y,-,  z,),  als  auch  in  der  Lage  (#,•  -f-  öx» 
Vi  -f-  <ty,,  z,  4"  <*2<)  d©n  Bedingungsgleichungen  genügen;  daher  be- 
stehen zugleich  auch  noch  die  x  linearen  Differentialgleichungen : 
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*(£*•  +  £*  +  £"«)-• 

_ (dN  .         dN  ,        dN  .  \ 

•  •  ■ 

•  •  • 
I  •  • 

Alle  %  -j-  1  Gleichungen  zusammen  enthalten  3  n  Aenderungen  da-,,  dy„ 
dz,  der  Coordinaten  und  wenn  man  mit  Hülfe  der  x  Differentialgleichun- 
gen ans  der  Hauptgleichung  x  dieser  Grössen  elimin irt,  so  verbleiben 
noch  3n  —  x  Aenderungen  in  ihr,  welche  vollkommen  unabhängig  von 
einander  sind.  Soll  diese  Gleichung  mithin  für  jedes  System  dieser 
Variationen  bestehen  können,  so  müssen  die  Coefficienten  derselben  ein- 
zeln verschwinden  und  es  zerfallt  hierdurch  die  Gleichung  in  3n  —  x 
Gleichungen,  welche  die  Gleichgewichtsbedingungen  der  Kräfte  des 
Systems  sind.  Diese  Elimination  wird  sehr  leicht  mit  Hülfe  der  La- 
grange 'sehen  Methode  der  MultiplicatoTen  ausgeführt.  Multiplicirt  man 
nämlich  die  Differentialgleichungen  der  Reihe  nach  mit  den  unbestimm- 
ten Factoren  A,  fi,  v,  ...  addirt  sie  alle  zu  der  Hauptgleichung,  wo- 
durch man  erhält: 

dM  dN    ,        \  . 

,    /_    ,    ,  iL    ,       dM    ,      dN  \  ,  1 

+  V'  +  kdTi+',di;  +  vdTi  +  --)8z'i 

so  werden  hieraus  x  Variationen  eliminirt,  indem  man  die  x  Grössen 
A,  p,  v,  . . .  so  bestimmt,  dass  die  Coefficienten  dieser  Variationen  Null 
werden.  Da  hierauf  die  Coefficienten  der  noch  übrigen  von  einander 
unabhängigen  3  n  —  x  Variationen  gleichfalls  verschwinden  müssen ,  so 
erhält  man  im  Ganzen  das  System  der  3  n  Gleichungen 
v    .    .  dL    .       dM    .      dN  . 

$M    .      dN  , 

Y<  +  ldJi  +  "d^  +  vdji  +  0        »»  2-  3'---")- 

„    ,   ,  dl   .      dM   .      dN  , 

von  denen  x  zur  Bestimmung  der  Multiplicatoren  dienen,  während  die 
3  n  —  x  übrigen  die  Gleichgewichtsbedingungen  aussprechen. 

Umgekehrt  folgt  aus  diesen  Gleichungen  das  Gleichgewicht  des 
Systems;  denn  sind  dar,,  dy,,  de,-  Variationen,  welche  den  Differential- 
gleichungen der  Bedingungen  genügen  und  multiplicirt  man  mit  ihnen 

39* 


=  0, 


i 
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die  vorstehenden  Gleichungen  der  Ordnung  nach,  addirt  und  summirt 
sie  für  alle  Indices  i",  so  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf  jene  Differential- 
gleichungen 2  (Xi6xi  -j-  Yiöyi  -\-  Z{özt)  =  0,  welche  Gleichung  das 
Gleichgewicht  ausdrückt. 

Es   ist  leicht,    die    dynamische  Bedeutung    der  Multiplicatoren 

A,  fi,  v,  ...  zu  erkennen.    Die  Gleichungen  Xi i  -{-  A  f-  •  •  •  =  0 

u.  s.  w.  würden  nämlich  ebenso  erhalten,  wenn  die  Bedingungen 
L  =  0,  M  =  0,  N  =  0,  . . .  gar  nicht  vorhanden  wären,  statt  ihrer 
aber  zu  der  Kraft  {Xi  Y,  Z,)  im  Punkte  (x,-  y, «,-)  noch  hinzutreten  würden : 

1.  eine  Kraft,  deren  Componenten  A  ~  ,   A      ,   A       wären,  deren 

oX{       cyi  cz\ 

Intensität  also  den  Werth  besässe  und 


deren  Richtungscosinusse  folglich  den  Grössen  — ,  ^ ,  ^  -  propor- 
tional wären.  Denkt  man  in  der  Bedingung  L  =  0  blos  die  Coordinaten 
.r,y,z,  veränderlich,  so  stellt  diese  Gleichung  eine  Fläche  dar,  auf  wel- 
cher der  Punkt  ar.y.r,  bleiben  muss,  weil  seine  Coordinaten  ihrer  Glei- 
chung genügen  sollen;  zu  dieser  Fläche  normal  ist  die  fragliche  Kraft. 

dM       dM  cM 
Ebenso  2.  eine  Kraft,  deren  Componenten  f^TT'  f*         f1  welche 

also  selbst  ft  ^(^)  +  (fy~)  ~^  (IjO  nnd  normal  zu  der  Fläcne 
wäre,  deren  Gleichung  Jtf  =  0  ist  für  acyy.z,  als  laufende  allein  veränder- 


liche Coordinaten;  3.  eine  Kraft  v  j/ '(^)  +  +  lir*)  u-  *'  w* 


In  ähnlicher  Weise  in  allen  Punkten,  welche  den  Bedingungen  unter- 
worfen sind.  Die  Grössen,  welche  also  in  den  obigen  Gleichungen  zu 
X{y  F,,  Z,  addirt  sind,  stellen  die  Componenten  einer  Gesammtkraft  dar, 
welche  den  Einfluss  der  sämmtlichen  Bedingungen  auf  den  Punkt  xn 
y,,  z,  zu  vertreten  im  Stande  ist.  Zugleich  erkennt  man  hieraus  die 
Uebereinstimmung  der  §.  4.  eingeführten"  Forderung,  dass  die  Bedin- 
gungen durch  Kräfte  darstellbar  seien,  mit  dem  Ausdruck  derselben  durch 
Gleichungen  zwischen  Coordinaten. 

Unter  die  Bedingungen  Z  =  0,  M  =  0,  . .  .  sind  auch  diejenigen 
aufzunehmen,  welche  ausdrücken,  dass  die  Abstände  der  Systempunkte 
von  einander  unveränderlich  bleiben.  Ueber  die  Anzahl  dieser  letz- 
teren werden  wir  bald  das  Nöthige  zufügen,  da  es  an  einer  anderen 
Stelle  ohnehin  ausführlicher  zu  besprechen  ist. 

Als  ein  einfaches  Beispiel  für  die  analytische  Behandlung  einer  Auf- 
gabe über  das  Gleichgewicht  mit  Hülfe  des  Princips  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten diene  folgendes. 
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Flg.  207. 


Auf  einer  Kugelfläche  (Fig.  207.)  vom  Radius  a  befindet  sich  ein 
Punkt  M,  welcher  von  den  drei  Ecken  A,  Bt  C  eines  Kugeloctanten 
proportional  der  ersten  Potenz  der  Entfernung  angezogen  wird  und 
zwar  sind  e,  s',  e"  die  Intensitäten  der  Anziehungs- 
kräfte in  der  Einheit  der  Entfernung;  welches, 
sind  die  Gleichgewichtslagen  derselben? 

Für  den  Mittelpunkt  0  der  Kugel  als  Ursprung  und 
OAy  OB,  OC  als  Axon  des  Coordinatensystems  sind  die 
Richtnngscosinusse  der  drei  Kräfte  s-MA,'     MB,  MC: 

x  —  a 

i 


MA  '  MA1 
a?     y  —  a 

MB'     MB  1 

_x_  _y_ 

MG  ' 


z 

MÄl 
x 


1  MB1 
z  —  a 


MC  '  MC 

Hiermit  werden  die  Componenten  X,  V,  Z  der  anf  den  Punkt  M  wirkenden  Ge- 
samratkraft 

X  ™  *  (x  —  a)  -j-  s'x  +  e"x  =  —  sa  -\-  x  Ee 
y  —  «y  +  *'  (y  —  a)  +  *"y  =—  —  «'«  -f-  yZe 
Z  =»  cz  -f-  e'z  -j-  e"  (z  —  a)  =  —  f"a  -f-  zZe 

und  folglich  die  Hauptgleichung  ü(X8x  -\-  Y9y  -\-  Zdz)  =—  0  hier: 

(—  ea  4-  xZe)  8x  -f  (—  s'a  +  y2e)  dy  +  (—  s"a  +  zZe)  dz  =-  0. 
Hierzu  tritt  vermöge  der  einzigen  Nebenbedingung  L  =  x*  -f*  y*  H"  s*  —  «*  =  0 

a?da?  -f-  ydy  -f"  z$z  =  0. 
Diese  Gleichung,  mit  X  multiplicirt  und  zur  Hauptgleichung  addirt,  liefert: 
(—  sa  +  (X  +  Zt)  x)  dx  +  (—  s'a  +  (X  +  Ze)  y)dy  +  (—  «"«  +  (1  +  Zt)  z)9z  *  0 , 
welche  Gleichung  in 

-ja+(i  +  &)z  =  0,  —  s'a  +  (i  -f  Se)  y  =  0,  -  s'a  +  (1  +  2f)  z  =  0 
zerfällt.    Hieraus  folgen: 

y 


1  +       '     ^       i  +  Zs '  A  +  Zt  ' 

wodurch  man  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  x*  -f  y%  zl  =»  a*  der  Kugel 
däche  findet 


X  =  —  2c  ±  P2?(«f),     *  =  -t  , 

KS(f«)  KS(s«)  ~  K2(f«) 

Der  Punkt  M  hat  demnach  zwei  Gleichgewichtslagen,  welche  die  Schnittpunkte 

der  Kugel  mit  der  Geraden  ~  —  ~f  =  ~*  sind'    Dic  Grii88en  3,2  sind 

die  Componenten  des  Widerstandes  der  Kugclflächo.    Er  selbst  ist  folglich 

Xa  =  [-  Zs  ±  JOS  (e5)]  a 
und  nach  dem  Ausscnraume  gerichtet. 

§.  9.  Wir  gehen  jetzt  zum  Beweise  des  Princips  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten  für  ein  beliebiges  Punktsystem  über,  dessen  Punkte 
frei  und  unabhängig  von  einander  beweglich  sind.  Soll  ein  KrÄfto- 
system,  welches  an  einem  solchen  Punktsystem  angreift,  sich  im  Gleich- 
gewicht befinden,  so  darf  dasselbe  auf  den  Geschwindigkeitszustand 
keines  Systempunktes  einen  Einfluss  üben.  Diesen  Geschwindigkeits- 
zustand können  aber  nur  Kräfte  beeinflussen ,  ' deren  Richtungen  durch 


ta 


s  a 


I  =  +  ,7  = 
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diesen  Punkt  hindurchgehen  und  entweder  an  ihm  selbst  oder  wenig- 
stens an  einem  mit  ihm  unveränderlich  verbundenen  Funkte  ihrer  Rich- 
tung angreifen.  Demnach  muss  an  jedem  Systempunkte  einzeln  Gleich- 
gewicht herrschen.  Daher  ist  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  aller 
auf  denselben  Systempunkt  wirkenden  Kräfte  für  jede  beliebige  vir- 
tuelle Verschiebung  dieses  Punktes  Null.  Da  dies  für  alle  Punkte 
gilt,  so  folgt  durch  Summation  aller  virtuellen  Arbeiten,  dass,  wenn 
Kräfte  an  einem  beliebig  veränderlichen  freien  Punkt- 
system im  Gleichgewicht  sind,  die  Gesammtsumme  aller 
ihreT  virtuellen  Arbeiten  für  jede  beliebige  virtuelle  Be- 
wegung des  Systems  verschwindet.  .Umgekehrt  wollen  wir 
annehmen,  es  sei  für  ein  solches  System  die  Summe  der  virtuellen 
Arbeiten  aller  Kräfte  Null  für  jede  beliebige  virtuelle  Bewegung. 
Ertheilen  wir  nun  dem  System  eine  virtuelle  Bewegung ,  bei  welcher 
nur  ein  einziger  Punkt  eine  Verschiebung  erleidet,  alle  anderen  nicht, 
so  erhalten  wir  auch  nur  von  den  auf  diesen  Punkt  wirkenden  Kräften 
virtuelle  Arbeiten,  während  die  virtuellen  Arbeiten  aller  anderen  Kräfte 
Null  sind.  Da  nun  die  Gesammtsumme  aller  virtuellen  Arbeiten  Null 
ist,  so  folgt,  dass  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  aller  an  jenem 
Punkte  angreifenden  Kräfte  für  sich  Null  betragen  muss.  Diese  Be- 
dingung ist  aber  die  Bedingung  des  Gleichgewichtes  für  diesen  Punkt. 
Das  nämliche  lässt  sich  für  alle  Systempunkte  behaupten;  daher  der 
Satz:  Ist  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  aller  an  einem 
freien  veränderlichen  Punktsystem  wirkenden  Kräfte  Null, 
so  sind  die  Kräfte  im  Gleichgewicht.  Beide  Sätze,  dieser  und 
der  vorige,  zusammen gefasst  liefern  den  einen: 

Zum  Gleichgewichte  eines  Kräftesystems,  welches  an 
einem  freien,  beliebig  veränderlichen  Punktsystem  angreift, 
ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  die  Summe  der  vir- 
tuellen Arbeiten  aller  Kräfte  für  jede  beliebige  virtuelle 
Bewegung  des  Systems  verschwinde. 

Der  Satz  ist  anwendbar  auf  das  ganze  Punktsystem,  wie  auf  einen 
beliebigen  abgetrennten  Theil  desselben,  nur  müssen  im  letzteren  Falle 
alle  Kräfte  in  Rechnung  gezogen  werden,  welcho  an  einem  solchen 
Theilo  angreifen. 

Unter  den  virtuellen  Bewegungen  eines  freien  veränderlichen  Systems 
sind  aber  auch  alle  diejenigen,  bei  welchen  die  Systempunkte  ihre  gegen- 
seitige Lage  nicht  ändern,  für  welche  das  System  also  ein  unveränder- 
liches bleibt.  Hieraus  folgt,  dass  für  jedes  freie  veränderliche 
Punktsystem  oder  einen  Theil  desselben  die  sechs  Gleich- 
gewichtsbedingungen eines  freien  unveränderlichen  Systems 
noth  wendig  erfüllt  sind,  oder  anders  ausgedrückt,  dass  das  Gleich- 
gewicht eines  solchen  Systems  nicht  aufhört,  wenn  man  das- 
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selbe  ganz  oder  zum  Theil  un veränderlich  werden  (z.  B.  er- 
starren) lässt. 

§.  10.  Hinsichtlich  der  Kräfte  am  veränderlichen  Punktsystem 
unterscheidet  man  innere  und  äussere  Kräfte.  Innere  Kräfte  sind 
solche,  deren  Richtungen  von  den  Systempunkteu ,  an  welchen  sie  an- 
greifen, nach  anderen  Systempunkten  gerichtet  sind  und  ihrer  Grosso 
nach  von  der  Entfernung  der  Angriffspunkte  von  letzteren  abhängen, 
äussere  Kräfte  solche,  deren  Grösse  und  Richtung  nicht  von  der  Lage 
der  Sy8tempunkte  untereinander,  wohl  aber  von  ihrer  Lage  gegen  äussere, 
dem  System  nicht  angehörige  Punkte  abhängen.  Zur  ersten  Art  gehören 
Anziehungs-  und  Abstossungskräfte  zwischen  den  Massenpunkten  des 
Systems,  zu  den  letzteren  Anziehungen  von  festen  Centren.  Dieser 
Unterschied  betrifft  übrigens  nicht  die  innere  Natur  der  Kräfte,  sondern 
nur  die  Beschaffenheit  des  Systems.  Es  kann  dieselbe  Kraft  unter  Um- 
stünden die  Rolle  einer  äusseren,  unter  anderen  die  einer  inneren 
spielen.  Für  die  Erde  als  bewegliches  System  z.  B.  sind  die  Anziehun- 
gen der  Sonne  und  der  Planeten  äussere  Kräfte,  so  gut  wie  die  An- 
ziehungen der  Fixsterne;  für  das  Sonnensystem  als  Ganzes  sind  sie 
innere  und  jene  nach  wie  vor  äussere  Kräfte.  Innere  Kräfte  sind  meist 
paarweise  gleich  und  entgegengesetzt,  in  der  Verbindungslinie  der  Punkte 
wirkend,  welche  sie  afficiren.  Wenn  nämlich  von  zwei  Punkten  jeder 
den  anderen  in  der  Richtung  nach  sich  hin  oder  auch  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  beschleunigt  und  beide  die  Masseneinheit  enthalten,  so 
sind  beide  Kräfte  gleich.  Wird  aber  die  Masse  des  einen  das  m  fache 
der  Masseneinheit,  so  wird  sie  auch  die  m  fache  Beschleunigung  von 
dem  anderen  erfahren  und  wenn  dessen  Masse  auf  das  m'fache  steigt, 
so  wird  diese  m  fache  Beschleunigung  nochmals  m'fach  werden.  Daher 
wird  an  jedem  Punkte  eine  Kraft  angreifen,  welche  das  mm' fache  der 
Kraft  ist,  mit  welcher  zwei  Masseneinheiten  einander  beschleunigen. 
Ist  diese  Beschleunigung  von  der  Entfernung  r  derselben  abhängig  und 
durch  f  (r)  ausgedrückt,  so  stellt  mm'f(r)  die  gemeinsame  Intensität 
der  beiden  Kräfte  dar,  mit  welchen  die  Punkte  von  den  Massen  m,  m 
in  entgegengesetztem  Sinne  längs  ihrer  Verbindungslinie  afficirt  werden. 
Für  Attractionen  von  festen  Centren  und  für  innere  Kräfte  der  eben 
angeführten  Art  ist  es  leicht,  die  virtuelle  Arbeit  zu  bilden.  Für  beide 
besteht  nämlich  eine  Kräftefunction ,  deren  partiello  Differentialquotien- 
ten nach  den  Coordinaten  des  afficirten  Punktes  genommen,  die  Com- 
ponenten  der  Kraft  angeben.  Ist  nämlich  R  die  Kraft,  mit  welcher 
das  Centrum  (a,  b,  c)  den  Punkt  (x,  y,  z)  beschleunigt,  r  die  Entfer- 
nung beider  und  sind  er,  0,  y  die  Richtungswinkel  der  Kraft,  so  wird 


r2  =  (x  - 


«)2  +  (y  -  by  +  (z  —  c)\ 


dr 
dx 


x  —  « 


=  cos  « , 


z  —  c 


r 


=  cos  y, 
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dr  dr  dr 

X6x  -f-  YSy  -f-  Zdz  =  —  R         6x  +  ^  Sy  +  ^  dzj  =  —  Äo> 

dP  dP 

und  wenn  (Rdr  =  P  gesetzt  wird,  wodurch  Ä  =  —  und  RSr  =  —dr=öP 

dr  dr 

wird,  so  folgt  Xdx  -f-  Fdy  +  Zdz  —  —  <*/>    Ebenso  sind,  wenn  Ä 

die  Anziehung  zweier  Punkte  (x,  y,  2)  und  (xt ,  y,,  2,)  bedeutet, 

dr  dr  dr 

—  R  ^-  ,  .  —  Ä  —  ,  —  Ä  —  die  Compohenten  derselben  am  einen, 

dr  dr  dr 

Ä  - — ,   R  — ,   Ä  —  ani  anderen  Punkte.    Der  ßestandtheil  der  vir- 

0X,  02, 

tuellen  Arbeit,  welcher  von  beiden  zusammen  herrührt,  ist  daher 

2\  %  P 

Xdx  +  Ftfy  -f  Zdz  =  —  Ä       dx  —  Ä  ~  dy  —  R  £  dz 

oder  da  aus  r2  =  (x  —  x,)2  -f  (y  —  y,)2  +  (2  —  2,)2  folgt: 

dr  dr         x  —  x, 

dx  dx,  r 

dr  dr         y  —  y) 

~~  dy{  ~~  r 


dr  dr         z  —  z, 


wodurch 


dz  dzt  r 


—  R  |^  dx  +  Ä       «kr,  =  —  jR   *-  d  (x  —  x,) 

dx        1       dx,     1  r  " 

wird,  mit  Zuhülfenahme  von  (x  —  x,)  d  (x  —  x,)  -f-  (y  —  y,)  <J  (y  —  y,) 
-{-  (r  —  2,)  6  (z  —  2,)  =  rdV: 

Xdx  -{-  F<Jy  +  Zdz  =  —  Rdr. 

Wird  also  wieder  jRdr  =  P  gesetzt,  so  ist  dieser  Ausdruck  gleich 
—  dP. 

Bestehen  nun  zwischen  je  zwei  Punkten  des  Systems  ähnliche  An- 
ziehungen, so  tritt  an  die  Stello  von  P  nur  £P  und  wird  — d  (2P) 
die  virtuelle  Arbeit  dieser  inneren  Kräfte.  Im  Falle  der  Abstossung 
ändert  R  und  damit  P  Sinn  und  Zeichen.   Auch  kann  man  auf  geome- 
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trischem  Wege  leicht  zu  dem  Ausdruck  der  virtuellen  Arbeit  der  inneren 
Kräfte  gelangen.  Sind  nämlich  (Fig.  208.)  AÄ,  BB'  die  virtuellen 
Verschiebungen  der  Angriffspunkte  A,  B  der  inneren  gleichen  Kräfte  P, 
welche  längs  AB  in  entgegengesetztem  Sinne  wirken  und  sind  Aa,  Bb 
die  Projectionen  von  AÄ,  B&  auf  AB,  so  stellt 

P  ■  Aa  —  P  •  Bb'  =  P  (Aa  —  Bb') 
die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  dieser  beiden  Kräfte  dar.   Zieht  man 
nun  durch  Ä  die  Linie  Aß  parallel  und  gleich  mit  AB  und  nennt  $ 
die  Projection  von  ß  auf  AB,  so  wird  Rg  ^ 

Bb'  =  Bß'  +  ßtb'.    Vermöge  des  Pa- 
rallelogramms  AA'ßB  ist  aber  Bß'=  Aa  jL 
und  da  A'ß  und  ÄPf  einen  unendlich    /  '< 

A   ff'  A 

kleinen  Winkel  mit  einander  bilden  und 
die  zu  A'ß  in  ß  senkrechte  projicirende  Ebene  auf  AlB'  einen  Punkt  ß" 
bestimmt,  sodass  ß'B'  =  ß'b'  =  A'ß' —  AB  =  r  —  r  =  6r  wird,  wenn 
AB  =  r  gesetzt  wird,  so  ergibt  sich  —  Pdr  für  die  Summe  der  vir- 
tuellen Arbeiten  der  Kräfte  P.  Die  Aenderung  dr  der  Entfernung  r 
ist  dabei  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  AB  bei  der  virtuellen  Ver- 
schiebung des  Systems  wächst  oder  abnimmt  und  die  virtuelle  Arbeit 
ändert  das  Zeichen,  wenn  die  Kräfte  ihren  Sinn  wechseln. 

§.  11.  Die  Ausdehnung  des  Princips  der  virtnellen  Geschwindig- 
keiten für  den  Fall,  dass  das  Punktsystem  beliebig  veränderlich  und 
zugleich  irgend  welchen  Bedingungen,  welche  seine  Beweglichkeit  be- 
schränken, unterworfen  sei,  macht  einige  Erörterungen  nöthig,  welche 
theils  mit  dem  Begriffe  des  Gleichgewichtes,  theils  mit  der  Natur  des 
Systems  und  der  Verbindung  seiner  Theile  untereinander  im  Zusammen- 
hange stehen. 

Wenn  ein  Kräftesystem  an  einem  irgendwie  veränder- 
lichen Punktsystem  im  Gleichgewichte  ist,  so  wird  das 
Gleichgewicht  nicht  gestört,  wenn  das  Punktsystem  ganz 
oder  zum  Theil  unveränderlich  wird.  Denn  das  Gleichgewicht 
der  Kräfte  muss  unabhängig  von  dem  Bewegungszustande  des  Systems 
bestehen.  Durch  die  zugefügte  Bedingung  der  Un Veränderlichkeit  wird 
aber  nur  die  Beweglichkeit  beschränkt  und  werdon  Bcwegungszustände, 
welche  vorher  möglich  waren,  ausgeschlossen.  Galt  das  Gleichgewicht 
aber  für  alle  möglichen  Bewegungszustände,  so  gilt  es  auch  für  die 
noch  jetzt  übrigen. 

Das  Gleichgewicht  besteht  ebenso  fort,  wenn  Theile 
des  Punktsystems  unbeweglich  werden. 

Enthält  das  Punktsystem,  an  welchem  ein  Kräftesystem 
sich  im  Gleichgewichte  befindet,  unbewegliche  Theile,  so 
kann  man  immer  an  den  unbeweglichen  Theilen  solche  Kräfte 
zufügen,  dass,  wenn  diese  Theile  als  beweglich  angenommen 
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werden,  das  Gleichgewicht  des  Kräftesy  st  eins  in  Verbin- 
dung mit  diesen,  die  Unbeweglichkeit  vertretenden  Kräf- 
ten fortbesteht.  Denn  die  Beschleunigung,  welche  ein  Punkt,  der 
unbeweglich  war,  durch  das  Kräftesystem  erlangt,  sobald  er  beweglich 
wird,  kann  immer  durch  eine  entgegengesetzte  Kraft  getilgt  werden. 

Um  die  Gleichgewichtsbedingungen  eines  veränderlichen  Systems 
mit  Bedingungen,  welche  die  Beweglichkeit  beschränken,  aufzustellen, 
ist  es  nothw endig  zu  zeigen,  dass  diese  Beschränkungen  durch  Kräfte 
ersetzbar  sind.  In  Fällen,  für  welche  dies  nicht  erwiesen  werden  kann, 
erleiden  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  nicht  ohne  Weiteres  An- 
wendung, vielmehr  sind  hierfür  Specialuntersuchungen  erforderlich. 

Die  innere  Constitution  der  veränderlichen  Systeme  kann  sehr  mannig- 
fach sein.  Ein  sehr  allgemeiner  Fall  ist  der,  dass  das  System  aus  unver- 
änderlichen Systemen  zusammengesetzt  ist,  deren  Beweglichkeit  dadurch 
beschränkt  wird,  dass  Flächen,  welche  ihnen  angehören,  in  Berührung 
bleiben  müssen.  Es  wird  gezeigt  werden,  dass  diese  Bedingung  an 
jeder  Stelle  durch  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Normalkräfte  ausgedrückt 
werden  kann.  Um  jedoch  diesen  Satz  sorgfältig  zu  erweisen,  dienen 
folgende  Betrachtungen.  * 

Das  veränderliche  System  bestehe  aus  zwei  unveränderlichen  Syste- 
men, welche  mit  zwei  Flächen  sich  in  einem  Punkte  berühren.  Man 
reducire  nun  die  Kräfte,  welche  an  dem  einen,  als  auch  die,  welche  an 
dem  anderen  angreifen,  auf  Resultante  und  resultirendes  Paar  für  die 
Centralaxen.  Da  das  Gleichgewicht  fortbestehen  muss,  wenn  beide  Sy- 
steme zu  einem  einzigen  unveränderlichen  System  verbunden  gedacht 
werden,  so  müssen  die  beiden  Resultanten  und  die  beiden  resultirenden 
Paare  sich  unabhängig  von  einander  tilgen.  Ersteres  ist  nur  möglich, 
wenn  die  Richtungen  der  Resultanten  zusammenfallen  und  sie  selbst  ent- 
gegengesetzt gleich  sind.  Die  Kräfte  beider  Systeme  müssen  mithin  eine 
gemeinschaftliche  Centralaxe  besitzen.  Damit  aber  beide  Resultanten 
die  Systeme,  wenn  sie  unverbunden  gedacht  werden,  nicht  trennen  oder 
gegeneinander  verschieben,  muss  ihre  gemeinsame  Richtung  dieselben  im 
Berührungspunkte  aneinander  drücken,  also  jedenfalls  durch  diesen  Be- 
rührungspunkt hindurchgehen.  Sie  muss  aber  zugleich  in  die  Richtung 
der  gemeinschaftlichen  Normale  der  beiden  sich  dort  berührenden  Flächen 
fallen,  denn  stände  diese  Richtung  schief  auf  der  gemeinschaftlichen 
Tangentenebene,  so  würden  die  Componenten  beider  Resultanten,  welche 
in  diese  Tangentenebene  fallen,  die  im  Berührungspunkte  vereinigten 
Punkte  beider  Systeme  trennen  können.  Die  beiden  Paare  aber  müssen 
einzeln  verschwinden.  Dies  folgt  sofort,  wenn  man  das  eine  oder  das 
andere  System  unbeweglich  macht,  für  welchen  Fall  das  Gleichgewicht 
dennoch  fortbestehen  muss.    Dass  diese  Bedingungen  aber  nicht  nur 
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noth  wendig,  sondern  auch  hinreichend  sind,  d.  h.  dass  wenn  sie  erfüllt 
sind,  Gleichgewicht  besteht,  leuchtet  sofort  ein.  Daher: 

Zum  Gleichgewichte  der  Kräfte  eines  veränderlichen 
Systems,  welches  aus  zwei  unveränderlichen,  sich  mit  zwei 
Flächen  in  einem  Punkte  berührenden  Systemen  besteht, 
ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  die  Kräfte  beider 
Systeme  sich  auf  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Resultanten 
ohne  Kräftepaare  reduciren,  deren  Richtung  in  die  gemein« 
same  Normale  des  Berührungspunktes  beider  Flächen  fällt 
und  dass  sie  diese  Flächen  in  jenem  Punkte  aneinander 
drücken. 

Die  beiden  Resultanten  seien  P,  Pr.  Entfernt  man  das  zweite 
System  und  bringt  in  dem  Berührungspunkte  eine  Normalkraft  JV=  P' 
am  ersten  System  an,  so  besteht  das  Gleichgewicht  des  ersten  Systems 
für  sich  fort;  entfernt  man  das  erste  und  bringt  in  ähnlicher  Weise  eine 
Kraft  iV  =  P  am  zweiten  an,  so  gilt  dasselbe  von  diesem  System. 
Bringt  man  daher  beide  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  iV,  N'  längs  der 
gemeinschaftlichen  Normale  an,  so  kann  man  das  Gleichgewicht  beider 
Systeme  gesondert  untersuchen  und  besteht  zugleich  das  Gleichgewicht 
des  Gesammtsystems  ungestört  fort.  Die  Kräfte  iV,  iV'  sind  die  Normal  - 
widerstände  der  sich  berührenden  Flächen  und  geben  in  umgekehrtem 
Sinne  genommenen  den  Druck  an,  welchen  diese  erleiden. 

Es  bestehe  jetzt  das  veränderliche  System  aus  einer  Reihe  unver- 
änderlicher Systemo  2\  2",  22"',  . . . ,  welche  sich  mit  irgend  welchen 
Flächen  in  Punkten  berühren.  Das  Gleichgewicht  des  Gesammtsystems 
wird  nicht  gestört,  wenn  man  alle  Partialsysteme,  ausser  £'  zu  einem 
einzigen  unveränderlichen  Systeme  verbunden  denkt.  Dann  hat  man 
aber  den  vorigen  Fall  und  erkennt,  dass  die  Bedingung  der  Berührung 
von  E'  und  £"  durch  zwei  Normal  widerstände  ausgedrückt  werden  kann. 
Dasselbe  gilt  für  alle  übrigen  Berührungsstellen.  Nach  Einführung  aller 
solcher  Bedingungskräfte  können  die  einzelnen  Systeme  als  von  einander 
unabhängig  betrachtet  und  kann  das  Gleichgewicht  jedes  einzelnen  für 
sich  erörtert  werden.  In  ähnlicher  Weise  etkennt  man  auch  in  dem 
Falle,  dass,  wenn  mehrere  Systemo  eines  von  ihnen  zugleich  oder  zwei 
Systeme  einander  in  mehreren  Punkten  berühren,  gleichfalls  an  jedem 
Berührungspunkte  Normalkräfte  einzuführen  sind. 

Werden  einzelne  von  den  Systemen  als  fest  angenommen,  so  fallen 
die  Kräfte,  welche  an  ihnen  wirken,  hinweg,  weil  sie  durch  die  Be- 
festigung der  Systeme  getilgt  werden ;  die  Bedingungskräfte  JV,  N\  .  . . 
drücken  Widerstand  und  Druck  aus,  welchen  die  festen  Flächen  leisten 
und  erleiden. 

Lässt  man  von  den  sich  berührenden  Flächen  einzelne  in  verschwin- 
dend kleine  Kugelflächen  oder  Punkte  zusammenschrumpfen,  so  erhält 
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man  die  Fälle,  dass  Punkte  des  veränderlichen  Systems  auf  festen  oder 
beweglichen  Flächen  bleiben,  oder  dass  Flächen  durch  feste  oder  beweg- 
liche Punkte  hindurchgehen  müssen.  Die  Berührung  von  Flächen  längs 
Curven  oder  in  flächenartiger  Ausdehnung  kommt  gleichfalls  auf  die 
eben  behandelten  Fälle  zurück. 

§.  12.  Da  die  Bedingungskräfte  N  die  Richtung  der  gemeinschaft- 
lichen Normalen  der  sich  berührenden  Flächen  haben,  so  kann  bei  be- 
sonderen Arten  der  Berührung  ihre  Richtung  unbestimmt  werden.  Wenn 
z.  B.  die  eine  Fläche  eine  scharfe  Kante  besitzt,  längs  welcher  die  Tan- 
gentenebene unbestimmt  ist  und  mit  ihr  die  andere  Fläche  berührt, 
welche  eine  derartige  Eigen thümlichkeit  nicht  besitzt,  so  bestimmt  die 
Normale  der  letzteren  die  Richtung  der  Kräfte  N  zwar  vollständig; 
ebenso  wenn  die  eine  Fläche  mit  einer  Spitze  die  andere  berührt,  nicht 
minder,  wenn  die  Flächen  mit  zwei  Kanten  oder  zwei  Spitzen  zusammen- 
treffen, indem  die  im  Kreuzungspunkte  durch  ihre  Tangenten  bestimmte 
Ebene  die  gemeinschaftliche  Normale  bezeichnet;  wenn  aber  eine  Spitze 
und  eine  Kante  oder  zwei  Spitzen  zusammentreffen,  so  bleibt  die  Rich- 
tung der  Kräfte  JV  unbestimmt. 

Auch  die  Intensität  dieser  Kräfte  kann  in  gewissen  Fällen  unbe- 
stimmt bleiben.  Nehmen  wir  z.  B.  an,  zwei  unveränderliche  Systeme 
berühren  sich  in  n  Punkten  und  das  eine  von  ihnen  sei  fest,  oder  ein 
unveränderliches  System  soll  durch  n  feste  Punkte  gehen,  so  müssen 
die  n  an  diesen  Punkten  einzuführenden  Kräfte  Nl,  N2,  ...  Nn  mit 
sämmtlichen  am  beweglichen  System  angreifenden  Kräften  im  Gleich- 
gewicht sein.  Dies  Gleichgewicht  erfordert  die  Erfüllung  von  sechs 
Bedingungen;  ist  also  n  <  6,  so  können  die  Intensitäten  dieser  Kräfte 
bestimmt  werden,  da  ihre  Richtung  ohnehin  bekannt  ist.  Ist  aber 
n  >  6,  so  können  die  Intensitäten  von  n  —  6  Kräften  willkürlich 
angenommen  und  dann  mit  ihrer  Ilülfe  die  der  sechs  übrigen  bestimmt 
werden. 

In  den  Fällen  «  >  6  herrscht  stets  Gleichgewicht,  welches  auch 
immer  die  am  System  augreifenden  Kräfte  sein  mögen;  welche  Kräfte 
man  immer  an  demselben  anbringen  möge,  sio  können  keinen  Einfluss 
auf  den  Bewegungszustand  des  Systems  ausüben,  das  System  ist  unbe- 
weglich. Daher:  Wenn  ein  unveränderliches  System  mit  einer 
ihm  angehörenden  Fläche  durch  sechs  feste  Punkte  zu  gehen 
oder  mit  ihr  sechs  feste  Flächen  zu  berühren  gezwungen  ist, 
so  ist  dasselbe  unbeweglich.  In  den  Fällen  n  <  6  sind  zwischen 
den  gegebenen  Kräften  6  —  n  Bedingungen  zu  erfüllen,  daher  herrscht 
bei  beliebig  gegebenen  Kräften  hier  nicht  immer  Gleichgewicht  und  ist 
die  Beweglichkeit  des  Systems  also  nicht  völlig  unmöglich, 
wenn  die  Fläche  durch  weniger  als  sechs  feste  Punkte  gehen 
oder  weniger  als  sechs  feste  Flächen  berühren  soll.    In  spe- 
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ciellen  Fäüen  können  hiervon  Ausnahmen  eintreten,  indem  die  Bedin- 
gungsgleichungen in  Folge  der  Natur  der  Fläche  unabhängig  von  den 
Kräften  N  erfüllt  werden  können.  So  kann  hei  noch  mehr  als  sechs 
festen  Punkten  Beweglichkeit  der  Fläche  und  mit  ihr  des  Systems  statt- 
finden, wenn  diese  Funkte  auf  einer  Ebene,  einer  Kugel  oder  Rota- 
tionsfläche überhaupt  oder  einer  Schraubenfläche  liegen  und  die  Fläche, 
welche  durch  sie  hindurchgehen  soll,  selbst  eine  Ebene  oder  Kugel, 
Rotationsfläche  oder  Schraubenfläche  ist,  welche  in  jeder  Lage  mit  der 
Fläche,  auf  welcher  die  Punkte  liegen,  in  Congruenz  sich  befindet. 

§.  13.  Die  Bedingung,  dass  unveränderliche  Theile  des  veränder- 
lichen Systems  miteinander  in  Berührung  bleiben  sollen,  ist  nach  dem 
Vorigen  durch  Kräfte  ersetzbar  und  umfasst  zugleich  eine  grosse  Zahl 
anderer  Bedingungen,  welche  sich  auf  die  Berührung  von  Flächen  zurück- 
führen lassen.  Dass  Systempunkte  von  einander  constanten  Abstand 
behalten  sollen  oder  also  Systemtheile  den  Charakter  'des  unveränder- 
lichen Systems  besitzen  sollen,  kann  gleichfalls  auf  folgende  Art  durch 
Kräfte  dargestellt  werden.  Sind  At  B  zwei  Punkte,  deren  Abstand  con- 
stant  bleiben  soll,  so  drücke  man  die  Bedingungen,  welchen  sie,  ausser 
der  des  constanten  Abstandes  AB,  unterworfen  sind,  durch  Kräfte  aus 
und  füge  sie  den  an  ihnen  angreifenden  Kräften  zu.  Das  unveränder- 
liche System  der  beiden  Punkte  muss  dann,  für  sich  betrachtet,  im 
Gleichgewichte  sein.  Daher  müssen  die  Resultanten  aller  Kräfte  an  A 
und  aller  Kräfte  an  B  gleich  und  entgegengesetzt  sein,  mithin  in  die 
Richtung  AB  fallen.  Lässt  man  also  die  unveränderliche  Verbindungs- 
linie hinweg  oder  denkt  sie  sich  durchschnitten,  so  genügen  zwei  diesen 
Resultanten  entgegengesetzte  und  ihnen,  also  auch  unter  sich  gleiche 
Kräfte  Ny  iV,  um  das  Gleichgewicht  in  derselben  Weise  zu  erhalten, 
wie  es  vermöge  der  Unveränderlichkeit  der  Linie  AB  vorher  erhalten 
wurde.  Diese  Kräfte  drücken  die  Spannung  aus,  welche  die  Linie  AB 
erleidet. 

§.  14.  Nach  Einführung  der  Bedingungskräfte  besteht  an  jedem 
unveränderlichen  Partialsystem  für  sich  Gleichgewicht  und  gilt  daher 
für  dasselbe  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  wie  in  §.  5. 
Stellt  man  für  sämmtliche  Bestandtheile  des  Gesammtsystems  die  Glei- 
chungen auf,  welche  dies  Princip  für  dieselben  aussprechen  and  addirt 
sie  sämmtlich,  so  erhält  man  dasselbe  für  das  veränderliche  System  gleich- 
falls. In  dem  Ausdrucke  dafür  kommen  zunächst  die  virtuellen  Arbeiten 
aller  Bedingungskräfte  vor.  Man  kann  aber  leicht  zeigen,  dass  die 
Summe  der  virtuellen  Arbeiten  je  zweier  der  Normalkräfte,  welche  an 
den  Berührungsstellen  eingeführt  werden,  Null  beträgt.  In  dem  Berüh- 
rungspunkte C  zweier  Flächen  er,  ß  treten  nämlich  zwei  Punkte  A,  B  der- 
selben zusammen.  Bei  einer  virtuellen  Verschiebung  entfernen  sich  die- 
selben im  Allgemeinen  unendlich  wenig  von  einander  und  befinden  sich 
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etwa  in  A\  ff ,  während  in  dem  neuen  Berührungspunkte  C  zwei  andere 
Punkte  beider  Flachen  zusammenfallen.  Der  Punkt  Ä  liegt  aber  in 
der  Tangentenebene  von  cc  und  der  Punkt  ff  in  der  Tangentenebene 
von  ß  im  Punkte  C  und  daher  steht  die  Verbindungslinie  Äff  senk- 
recht auf  der  gemeinsamen  Normale  beider  Flächen  in  C  Diese  Nor- 
male  bildet  aber  mit  der  Normalen  des  anfänglichen  Berührungspunktes 
C  einen  unendlich  kleinen  Winkel  und  daher  weicht  auch  der  Winkel, 
den  Äff  mit  dieser  Normalen  bildet,  nur  um  ein  Unendlichkleines  von 
^  7t  ab.  Projiciren  wir  daher  das  Dreieck  A  Äff  auf  die  Normale  in  C, 
so  verschwindet  die  Projection  von  Äff  und  folgt,  dass  die  Projectio- 
nen  <Jn,  ön  der  virtuellen  Verschiebungen  AA\  Bff  der  Punkte  A,  B, 
in  welchen  die  entgegengesetzt  gleichen  Normalbedingungskräfte  iV,  N' 
angreifen,  einander  gleich  sind.    Daher  ist  Nön  —  N'dn  =  0. 

In  gleicher  Weise  ergibt  sich,  dass  die  virtuelle  Arbeitssumme  je 
zweier  entgegengesetzt  gleicher  Spannungekräfte,  welche  den  Abstand 
zweier  Punkte  A,  B  des  Systems  unveränderlich  erhalten,  Null  ist.  Nach 
§.  10.  ist  dieselbe  nämlich  iVdV,  wenn  JV  die  gemeinschaftliche  Inten- 
sität beider  Kräfte,  ÖV  aber  die  virtuelle  Aenderung  der  Länge  AB  be- 
zeichnet. Da  letztere  Linie  unveränderlich  sein  soll,  so  ist  oV  also  auch 
Zf  jvdr  =  0. 

Für  die  Widerstände  von  festen  Flächen  und  Curven  ist  die  vir- 
tuelle Arbeit  für  die  mit  den  Bedingungen  des  Systems  verträglichen 
Verschiebungen,  nämlich  für  Verschiebungen  in  der  Tangente  oder  Tan- 
gentenebene Null.  Man  kann  daher  jetzt  allgemein  das  Princip  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten  so  aufstellen: 

Zum  Gleichgewicht  der  Kräfte  an  einem  beliebigen  ver- 
änderlichen System,  welches  Bedingungen  unterworfen  ist, 
dass  gewisse  Punkte  feste  oder  bewegliche  Flächen  oder 
Curven  nicht  verlassen,  dass  gewisse  Systemparthieen  un- 
veränderlich bleiben,  dass  unveränderliche  Systemtheile 
einander  berühren  sollen  und  dergl.,  ist  erforderlich  und 
hinreichend,  dass  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  des 
gegebenen  Kräftesystoms  für  alle  mit  den  Bedingungen 
verträglichen  Verschiebungsarten  Null  oder  negativ  sei. 

Die  Bedingungen,  welchen  das  System  unterworfen  ist,  können 
durch  Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten  der  Systempunkte  aus- 
gedrückt werden;  daher  gilt  auch  hier  jetzt  die  Form  der  Gleichungen 
des  Gleichgewichts,  wie  sie  §.  8.  aufgestellt  wurden. 

Das  Princip  ist  nicht  blos  auf  das  Gesammtsystem ,  Bondern  auch 
auf  jeden  abgetrennten  Theil  desselben  anwendbar,  wenn  nur  die  Ver- 
bindung, durch  welche  derselbe  mit  den  übrigen  Systemtheilen  zusammen- 
hängt, durch  Kräfte,  resp.  durch  Gleichungen  ausgesprochen  wird. 
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§.  15.  Als  Anwendung  wollen  wir  die  Gleichgewichtsbedingungen 
eines  unveränderlichen  Systems  von  n  Punkten  mit  Hülfe  des  Frincips 
der  virtuellen  Geschwindigkeiten  darstellen.  Damit  drei  Punkte  unver- 
änderliche Abstände  von  einander  haben ,  sind  drei  Bedingungen  von 
der  Form  L  =  (*,.  —  xk)2  +  (y,.  -  yk)2  +  (z.  —  ztf  —  Const.  =  0 

erforderlich;  jeder  folgende  der  n  —  3  übrigen  erfordert  für  seine  un- 
veränderliche Verbindung  drei  weitere  derartige  Gleichungen,  welche 
aussagen,  dass  er  constanten  Abstand  von  jenen  drei  Systempunkten 
besitze.  Dies  gibt  im  Ganzen  3  (3n  —  3)  -J-  3  =*  3 »  —  6  Bedin- 
gungen.    Daher  sind   die  Gleichungen   des  Gleichgewichtes  vermöge 

—  =  2(xf  —  xk)  etc.: 

0  ==  X.  -{-  A  {xi  —  xk)  ~f-  ii  (xi  —  xt)  -|-  •  •  •  • 

0  =  F,  +  A(y.  -  yk)  +  (*(y,.  -  y,)  +  (i  =  1,2,  3,  ....»). 

0  =  Z .  +  A  (z.  —  (*,•  —  *,)  +  

Aus  diesen  3»  Gleichungen  sind  die  3  n  —  6  Grössen  A,  v  zu 
eliminiren,  um  die  sechs  Gleichgewichtsbedingungen  zu  finden.  Addirt 
man  nun  alle  den  verschiedenen  Werthen  von  t  entsprechenden  Glei- 
chungen, welche  sich  auf  die  z-Axe  beziehen,  so  liefern  je  zwei  Glieder 
A  (x.  —  xk)  und  A  (xk  —  xt) ;  ft  {x(  —  x{)  und  p  (x{  —  af)  ,  . . . . ,  welche 

am  itcn  und  ArtonJ  am  i*ten  und  /tcn  u.  s.  w.  Punkte  vorkommen,  zur  Summe 
Null.  Es  bleibt  daher  als  Resultat  blos  die  Gleichung  £X{  =  0. 
Hierzu  kommen  noch  die  beiden  analogen  Gleichungen  2T,-  =  0,  22,  =  0. 
Multiplicirt  man  ferner  die  zweite  Gleichung  mit  xiy  die  erste  mit  y,-, 
subtrahirt  sie  und  summirt  hierauf  nach  dem  Index  t,  so  erhält  man  als 
Anfangsglied  des  Resultates  £  (ar.  F,-  —  y;AT,-),  sodann  finden  sich  aber 
zu  den  Verbindungen  wie  k[x.(if.—  yk)  —  y.(x. —  xk)]  =  A  (y,xA.—  yk —  x{) 

auch  die  entgegengesetzten  A \{xk {yk—y,)  —  yk{xk  —  x.)]  =  —  A  (y,**— yA*f) 
vor  und  tilgen  sich  dieselben  also  paarweise,  sodass  bloss  die  Gleichung 
£{xiYi  —  y{X,)  =  0  resultirt,  wozu  in  ähnlicher  Weise  sich  die  beiden 
anderen  2?(y,Z,-  —  ZiY,)  =  0  und  UfaXi  —  XiZ,)  =  0  ergeben.  Hier- 
durch sind  aber  die  fraglichen  sechs  Gleichgewichtsbedingungen  des  un- 
veränderlichen Systems  gefunden. 
§.  16.  Beispiele: 

1.  Behufs  der  Lösung  der  Aufgabe  in  Cap.  V,  §.  10.,  Nr.  4,  S.  669  würde 
man  dem  System  eine  virtuelle  Verschiebung  ertheilen,  wobei  ip  um  Sip  abnimmt; 
dadurch  beschreibt  der  Punkt  S  den  kleinen  Kreisbogen  6<fy,  welcher  senkrecht 
zu  AS  ist  und  folglich  mit  der  Richtung  von  P  den  Winkel  \  bildet.  Die 

Arbeit  von  /'ist  also  — Pb  sin  tpdip.  Die  Arbeit  von  Q  erhält  man,  wenn  man 
bedenkt,  dass  bei  der  virtuellen  Verschiebung  der  Angriffspunkt  M  von  Q  um  die 
Vertikalprojection  des  Bogenelementes  Sa  sinkt;  diese  Projection  ist  8  [q  cos  #), 
daher  Qd  (q  cos  &)  die  Arbeit  von  Q.   Das  Princip  gibt  folglich  die  Gleichung: 

—  Pb  sin  1>Si(,  +  Öd  (Q  cos  9)  —  0. 
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Um  tp  tu  climhiiren,  hat  man  aus  dem  Dreieck  ABC: 

(l  —  QJt  =  Al  +  4  a*  —  4  ah  cos  ^ 

und  hieraus  weiter: 

—  (I  —  q)  dg  =  2ah  sin  ipÖip 

und  indem  man  den  hieraus  folgenden  Werth  von  sin  rpöift  in  die  Gleichgewichts- 
bedingung  einsetzt,  nimmt  sie  dieselbe  Form  an  wie  a.  a.  O. 

Für  eine  rein  analytische  Behandlung  der  Aufgabo  würde  man  mit  der  Haupt- 
glcichung 

Q  cos  -frdp  —  Qq  sin  d&  —  Pb  sin  ipdip  =  0 

die  Differentialgleichungen  der  Bedingungen 

o  —  f(&)  =  0  und  (/  —  p)*  —  (a1  -f-  A*  —  2  ah  cos      =  0 

verbinden,  von  denen  die  erste  ausdrückt,  dass  der  Punkt  M(oy&)  auf  der  noch 
unbekannten  Cure  p  =  liegen  soll,  letztere,  dass  BC-\-CM  constant,  gleich 
/  ist.    Diese  Gleichungen  sind 

dp  —  /'(#)  90-  —  0  und   (/  —  p)  dp  -f-  ah  sin  if>Sip  =-  0. 

Indem  man  die  erstere  von  denselben  mit  X,  die  zweite  mit  p  multiplicirt,  sie 
beide  zur  Hanptgleichung  addirt  und  die  Coefficienten  von  X  und  p  gleich  Null 
setzt,  ergeben  sich: 

Qcos»  +  X  +  p(/-  p)  =•  0,     Öp  «n  #  +  Jl  j£  =  0,     Po-paA  =  0, 

wobei  nur       statt  geschrieben  ist.    Die  Elimination  von  X  und  p  führt  zu 

Pb 

der  Differentialgleichung  Qd  (p  cos  9)  —         (/  —  p)  rfp  =  0,  wie  S.  670. 

2.  Die  vorige  Aufgabe  werde  dahin  abgeändert,  dass  vom  Punkte 
B  aus  eine  starre,  um  B  drehbare  Linie  von  der  Liinge  /  zum  Punkte 
M  führe,  in  welchem  das  Gewicht  Q  wirkt.  Welches  ist  dieCurve  des 
Gleichgewichtes,  auf  welcher  M  laufen-muss? 

Für  x,  y  als  rechtwinklige,  horizontale  und  vertikale  Coordinaten  von  M 
für  A  als  Ursprung  ist  alsdann  —  Pbcostydty  +  Qdy  =■  0  und  besteht  die  Be- 
dingung: (*  =  d*  +  x*  +  y*  -f  2  a  (x  cos  ip  ~\-  y  sin  tf>).  Die  Integration  der 
ersten  Gleichung  gibt  Qy  ■=»  Pb  sin  ip  -{-  C,  wobei  C  so  bestimmt  worden  kann, 
dass  die  Curve  durch  den  Punkt  C  (o,  h)  geht.  Entnimmt  man  hieraus  sin  ift  und 
hierzu  aus  der  zweiten  Gleichung  cos  ip,  so  führt  die  Quadratsumme  beider  zur 
Gleichung  der  gesuchten  Curve. 

3.  Ein  homogener  schwerer  Stab  vom  Gewichte  O  und  der  Länge 
2/  ist  an  beiden  Endcu  A  und  B  mittelst  zweier  gleichlangcr  Fäden 
an  zwei  Punkten  a,  b  im  Abstände  21  aufgehangen.  An  A  und  B  wir- 
ken senkrecht  zum  Stab  und  hqrizontal  die  beiden  Kräfte  /'  eines 
Paares  2  PL  In  welcher  Lage  findet  Gleichgewicht  statt?  (Bifilarc 
Aufhängung.) 

Weitere  Aufgaben  s.  Jullien,  Problimes  de  mecanique  rationelle,  T.  I,  Cbap.  VI, 
S.  176. 

Wirken  an  dem  System  keine  anderen  Kräfte,  als  die  Schwere,  so  nimmt 
die  Hauptgleichung  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  wenn  die  Rich- 
tung der  Schwere  als  z-Axe  angenommen  wird,  die  Gestalt  SPSz  =  0,  oder 
dEPz  =  0  an  und  da  ZPz  =  zxZP  ist,  auch  dio  Form  dz,  =  0,  wo  z,  die  Or- 
dinate des  Schwerpunktes  bedeutet.  Für  alle  virtuellen  verträglichen  Verschie- 
bungen darf  also  der  Schwerpunkt  des  ganzen  Systems  dieselbe  Horizontalebene 
nicht  verlassen.    Bei  Aufgaben,  wie  Nr.  1  und  2,  bei  welchen  unendlich  viele 
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Gleichgewichtslagen  möglich  sind,  führt  diese  Bemerkung  zu  einer  graphischen 
Constraction  der  gesuchten  Curven. 

§.  17.  Eine  besondere  Untersuchung  verdient  die  Frage,  unter  welchen  Um- 
ständen bei  einem  veränderlichen  System  virtuelle,  mit  der  Natur  des  Systems 
verträgliche  Bewegungen  überhaupt  noch  möglich  sind  und  wann  die  Beweglich- 
keit desselben  aufhört.  Wir  wollen  hierfür  annehmen,  das  System  bestehe  aus  n 
unveränderlichen  Systemen,  welche  sich  mit  gegebenen,  ihnen  angehörigen  Flächen 
berühren,  von  denen  aber  jedes  für  sich  frei  beweglich  sei.  Man  gelangt  bei 
einem  solchen  System  zu  den  Gleichgewichtsbedingungen  des  Kräftesytems,  wenn 
man  für  jedes  Partialsystem  appart  die  sechs  Gleichgewichtsbedingungen  aufstellt 
und  die  Widerstände  aus  dem  System  aller  6  n  solcher  Gleichungen  eliminirt.  Je 
nach  der  Anzahl  der  Berührungsstellen  bleiben  mehr  oder  weniger  Gleichgewichts- 
bedingungen übrig;  die  geringste  Zähl  aber  ist  6;  denn  es  muss  auch  das  Ge- 
saramtsystem  den  Bedingungen  eines  unveränderlichen  Systems  genügen.  Bei  nur 
Bechs  Gleicbgewichtsbedingungen  eines  veränderlichen  Systems  tritt  aber  Unbe- 
weglichkeit, resp.  Unveränderlichkeit  ein.  Dieselbe  findet  nämlich  offenbar  statt, 
wenn  man  nachweisen  kann,  dass  beliebige,  dem  Kräftesystem  weiter  hinzugefügte 
Kräfte  keine  Wirkung  äussern.  Fügen  wir  nun  solche  hinzu,  so  lassen  sich  bei 
sechs  Gleichungen  immer  zwei  Kräfte  so  bestimmen,  dass  das  durch  die  Hinzu- 
fügung jener  Kräfte  etwa  gestörte  Gleichgewicht  wieder  hergestellt  wird.  Dies 
wieder  hergestellte  Gleichgewicht  muss  aber  fortbestehen,  wenn  man  den  System- 
theil,  an  welchem  die  beiden  corrigirenden  Kräfte  angebracht  wurden,  befestigt. 
Dadurch  wird  aber  die  Wirkung  der  an  ihm  thätigen  Kräfte  vernichtet.  Da  die 
zugefügten  Kräfte  beliebige  waren,  so  folgt,  dass  das  Gesammtsystera  der  Art  ist, 
dass  das  an  ihm  wirkende  Kräftesystem  beliebig  verändert  werden  kann,  ohne 
dass  das  Gleichgewicht  aufhört;  es  sind  mithin  die  Systemtheile  untereinander 
unbeweglich. 

Wenn  p  die  Anzahl  der  durch  die  Widerstände  an  den  Berührungstellen  ver- 
anlassten Unbekannten  ist,  so  ist  6  n  —  p  die  geringste  Anzahl  Gleichgewichts- 
bedingungen,  welche  existiren,  indem  aus  den  6  n  Gleichungen  p  Grössen  eliminirt 
werden.  Da  aber  auch  von  den  Grössen  p  einige  von  selbst  herausfallen  können, 
so  wird  im  Allgemeinen  die  Anzahl  der  Gleichgewichtsbedingungen  6  n  —  p  -f-  q 
sein,  wo  q  positiv  ganz  oder  Null  ist.  Ist  nun  6  n  —  p  +  q  mm  6,  d.  h.  6(n  —  1)  -}-  j  =  », 
so  findet  Unbeweglichkeit  der  Systemtheile  unter  sich  statt,  ist  6  (n  —  1)  +  q  >  p, 
gegenseitige  Beweglichkeit.  Soll  also  gegenseitige  Unbeweglichkeit  stattfinden, 
so  muss  p  ^  6  (n  —  1)  sein,  ohne  dass  man  jedoch  hehaupten  kann,  dass  diese 
Bedingung  zur  Unbeweglichkeit  hinreiche.  Bei  der  Berührung  von  Flächen  oder 
Kanten  mit  Flächen  oder  Kreuzung  von  Curven  ist  die  Richtung  des  Widerstandes 
bereits  durch  die  Richtung  der  Normalen  bestimmt,  daher  ist  p  die  Anzahl  der 
Berübrungs-  oder  Kreuzungsstellon.  Berühren  sich  also  die  Systemtheile  an 
weniger  als  6  (n  —  1)  Stellen,  so  findet  immer  Beweglichkeit  statt,  bei  6  (n  —  1) 
oder  mehr  Berührungsstellen  im  Allgemeinen  aber  nicht  raohr.  So  z.  B.  wenn 
eine  Fläche  durch  sechs  Punkte  geht,  oder  eine  Curve  eine  Fläche  mit  sechs 
Punkten  berührt,  oder  zwei  Curven  sich  in  sechs  Punkten  schneiden,  welche  zum 
Theil  auch  zusammenfallen  können,  sodass  die  Curven  gemeinschaftliche  Tan- 
genten, Schmiegungsebenen  u.  s.  w.  erhalten.  In  diesen  Fällen  ist  eine  virtuelle 
Bewegung  ohne  Trennung  der  Systemtheile  oder  Aufhebung  der  Innigkeit  der 
Berührung  nicht  mehr  möglich.  Aehnlichos  findet  statt,  wenn  zwei  Systeme  durch 
sechs  Gerade  von  constanter  Länge  verbunden  sind;  es  sind  dann  die  sechs  Span- 
nungen blos  ihrer  Intensität  nach  aus  den  zwölf  Gleichgewichtsbedingungen  zu 
eliminiren,  da  die  Richtungen  derselben  in  die  Geraden  fallen;  hierdurch  bleiben 
Schell,  Theorie  d.  Bew.  n.  d.  Kräfte.  40 
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aber  sechs  Gleichungen  übrig,  wie  für  das  unveränderliche  System  nnd  findet  also 
nur  die  Beweglichkeit  wio  bei  diesem,  nicht  aber  Beweglichkeit  der  Systemtheile 
unter  sich  statt. 

Die  gegenseitige  Unbeweglichkeit  zweier  unveränderlicher  Systeme,  von 
welchen  das  eine  mit  sechs  Punkten  A,  B,  C,  D,  £t  F  an  einer  Fläche  f  des 
anderen  gleiten  soll,  erbellt  auch  aus  folgenden  rein  geometrischen  Gründen. 
WiFd  A  in  f  beliebig  angenommen,  so  ist  B  auf  den  Durchschnitt  s  einer  um  A 
mit  AB  als  Radius  beschriebenen  Kugel  und  der  Fläche  f  beschränkt,  C  kann 
dann  nur  einer  der  Schnittpunkte  von  *  mit  einer  weiteren  um  B  mit  BC  be- 
schriebenen Kugel  sein.  Durch  die  Bewegung  dreier  Punkte  ist  aber  die  Bewe- 
gung eines  unveränderlichen  Systems  bestimmt.  Hält  man  also  A  fest  und  lässt 
B  und  C  auf  f  gleiten,  so  beschreibt  der  Punkt  D  eine  gewisse  Curve  und  gelangt 
auf  /*,  sobald  er  in  einen  der  Schnittpunkte  dieser  Curve  mit  f  eintritt.  Für  jede 
Lage  von  A  auf  f  gibt  es  also  eine  oder  mehrere  Lagen  von  B,  C,  D  auf  f.  Be- 
schreibt nun  A  auf  f  irgend  eine  Curve,  so  gelangt  E  auf  diese  Fläche,  sobald 
es  in  einen  Schnittpunkt  seiner  Bahn  mit  f  gelangt.  Für  jede  Curve,  welche 
A  auf  f  beschreibt,  ergeben  sich  also  eine  oder  mehrere  Lagen  des  beweglichen 
Systems,  für  welche  die  fünf  Punkte  A ,  B ,  C ,  I) ,  E  auf  f  liegen.  Denkt  man 
sich  nun  /  als  den  Ort  einer  Curvenschaar,  welche  diese  Fläche  erfüllt,  so  be- 
stimmen die  verschiedenen  continuirlich  aufeinander  folgenden  Lagen  von  A  auf 
derselben  eine  Curve  /  und  wenn  A  diese  Curve  beschreibt,  so  tritt  /*  in  die 
Fläche  ein,  sobald  F  in  einen  Schnittpunkt  seiner  Bahn  mit  f  gelangt.  Dies 
findet  aber  nur  für  eine  oder  einige  Lagen  von  A  auf  /  statt.  Es  ist  mithin  die 
Lage  der  sechs  Punkte  auf  f  in  Nichts  mehr  willkürlich,  mithin  auch  die  Lage 
des  Systems  eine  feste  und  hört  somit  die  Beweglichkeit  desselben  auf,  sobald 
A,  B,  Ct  D,  E,  F  auf  f  liegen. 

Aus  dieser  Betrachtung  folgert  man  leicht,  dass  ein  unveränderliches  System 
unbeweglich  ist,  a)  wenn  von  dreien  seiner  Punkte  einer  fest,  ein  zweiter  auf 
eine  Curve,  der  dritte  auf  eine  Fläche  beschränkt  ist  oder  wenn  die  drei  Punkte 
auf  drei  Curven  gezwungen  sind;  b)  wenn  von  vier  Punkten  des  Systems  einer 
fest,  die  drei  übrigen  auf  gegebenen  Flächen,  oder  wenn  zwei  Punkte  auf  gege- 
benen Curven,  die  beiden  anderen  auf  gegebenen  Flächen  bleiben  sollen  und 
c)  wenn  von  vier  Systempunkten  einer  fest  ist,  die  vier  anderen  aber  auf  gege- 
bene Flächen  beschränkt  sind. 

Soll  im  Gesammtsystem  von  n  unveränderlichen  sich  berührenden  Systemen 
Unbeweglichkeit  stattfinden,  so  müssen  dieselben  sich  mindestens  an  6  (n  —  1) 
Stellen  berühren.  Ob  diese  Bedingung  aber  zur  Unbeweglichkeit  hinreicht,  ergibt 
sich  im  Allgemeinen  erst  aus  der  Anzahl  der  nach  Elimination  der  Widerstände 
übrig  bleibenden  Gleichgewichtsbedingungen.  Sind  deren  sechs,  so  findet  Unbe- 
weglichkeit sta£t,  sind  ihrer  mehr,  nicht.  Bei  drei  Systemen  z.  B.  sind  zwölf 
Berübrungsstellen  erforderlich  und  wenn  das  erste  und  zweite  sich  an  sechs,  das 
zweite  und  dritte  sich  gleichfalls  an  sechs  Stellen  berühren,  ist  das  Gesammt- 
system unveränderlich,  nicht  mehr  aber,  wenn  die  beiden  ersten  sich  an  sieben, 
die  beiden  letzten  an  fünf  Stellen  berühren.  Berühren  sich  je  zwei  der  Systeme 
in  m  Punkten,  so  ist  die  Anzahl  aller  Berührungsstellen  \mn{n  —  1)  und  wenn 
diese  Zahl  ^  6  (n  —  1),  also  mn  12  ist,  darf  man  auf  Unveränderlichkeit  der 
Verbindung  der  Systeme  untereinander  rechnen.  So  z.  B.  wenn  von  zwölf  Syste- 
men je  zwei  sich  in  einem,  von  sechs  je  zwei  sich  in  zwei,  von  vier  je  zwei  sich 
in  drei,  von  drei  je  zwei  sich  in  vier  und  zwei  sich  in  sechs  Punkten  berühren. 

Für  7i  obeno  unveränderliche,  durch  p  Berührungen  von  Curven  zu  einem 
in  derselben  Ebene  liegenden  veränderlichen  Gesammtsystem  verbundenen  Partial- 
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Systeme  bestehen  3 n  Gleichgewichtsbedingungen  mit  p  Widerständen.  Ist  3n  —  p^>3, 
also  p  <d  3  (n  —  1),  so  findet  Beweglichkeit  statt,  bei  p  ^  3  (n  —  1)  im  Allgemeinen 
Unbeweglichkeit.  Berühren  sich  je  zwei  Curven  in  m  Punkten,  so  ist  Unbeweg- 
lichkeit,  wenn  \  mn  (n  —  1)  >  3  (n  —  1),  d.  h.  für  mn  6.  Wenn  also  in  einer 
Ebene  von  sechs  Curven  je  zwei  sich  in  einem,  oder  von  drei  Curven  je» zwei 
sich  in  zwei,  oder  wenn  zwei  Curven  sich  in  drei  Punkten  berühren,  so  ist  Be- 
weglichkeit ohne  Aufgeben  des  Inuigkeitsgrades  der  Berührung  nicht  möglich. 
Specielle  Curvengattungen,  z.  B.  der  Kreis,  gestatten  Ausnahmen  hiervon. 

§.  18.  Es  wurde  Cap.  VI,  §.  5.  gezeigt,  dass  man  für  ein  im  Gleichgewicht 
befindliches  Kräftesystem,  welches  an  einem  unveränderlichen  Punktsystem  wirkt, 
wenn  es  um  eine  Axe  gedreht  wird,  immer  zwei  Kräfte  angeben  könne,  welche 
das  durch  die  Drehung  gestörte  Gleichgewicht  jeden  Augenblick  erhalten.  Diese 
Kräfte,  — PXy  — Pt,  an  den  Punkten  Ai(xiyizt)  und  At(xtytzt)  wirkend,  sind  in 
der  ursprünglichen  Gleichgewichtslage  entgegengesetzt  gleich  und  treten  bei  der 
Drehung  zu  einem  Paare  auseinander.  Die  Bedingungen,  welchen  diese  Kräfte 
genügen  müssen,  waren,  wenn  wir  ihre  Componenten  —  X,,  —  K,,  —  Zt;  —  X„ 

—  Yt,  —  Zs  unter  die  Summen  mit  aufgenommen  denken: 

—  f  cos  <p  +  G  costy  +  H  co*i  =  f  <=>  Z  {yY  -f  zZ),  F  =  EyZ  =  EzY 
G  cos  <p  —  h  cos  rf>  -f  F  cos  %  =»  0,  g  =  E  (zZ  -f  xX),  G  =-  EzX  —  ExZ 
II  cos  qp  +  F  cos  ip  —  g  cos  %  «=  0,   h  =  E(xX  +  yf),   ff  =  ExY  =-  EyX, 

worin  (a>  %  if>)  die  Richtung  der  tAxe  ist,  um  welche  das  System  gedreht  wird. 
Bei  dieser  Drehung  bleiben  die  Intensitäten  und  Richtungen  der  Kräfte  constant. 
Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  cos  qp,  cos  ijt,  cos  %  und  addirt  sie,  so  folgt 

E  (xX  +  yV  +  zZ)  =  cos*tp-  ExX  +  cos*  %  •  EyY  -f  cos*  q  •  EzZ 
-f-  cos  q>  cos  tp  E  (zX  +  xZ)  +  cos  tp  cos  %  E  {zY  -f-  yZ)  -\-  cos  %  cos  tp  E  {xY  -f-  yX) 
=  E  [(x  cos  q>  -\-  y  cos  j  -f  :  cos  ip)  (X  cos  <p  -f-  Y  cos  %  -f-  Z  cos  if>)]. 

Der  Ausdruck  rechts  vom  Gleichheitszeichen  bleibt  nun  während  der  Drehung 
constant,  weil  tp,  %t  ty,  die  Componenten  der  Kräfte  und  die  Projectionen 
x  cos  <p  -\-  y  cos  %  -\-  z  cos  ip  der  Linien,  welche  den  Coordinatenursprung  mit  den 
Punkten  x,  y,  z  verbinden,  auf  die  Richtung  der  Drehungsaxe,  constant  bleiben. 

Daher  bleibt  E  {xX  +  yY  -\-  zZ),  oder  wenn  wir  die  Bestandteile,  welche  die 
Componenten  der  zugefügten  beiden  Kräfte  enthalten,  aus  der  Summe  ausscheiden, 

E(xX  +  yY  +  zZ)  _  [(^X,  -f  ytYt  +  z.Z.)  +  (xtXt  +  ytYt  +  ztZt)) 

constant.  Es  müssen  folglich  beide  Glieder  dieser  Differenz  zugleich  ihre  Maxima 
und  Minima  erreichen.  Der  Subtrahend  lässt  sich  aber,  da  die  Kräfte  —  Pit  —  Pt 
ein  Paar  bilden,  also  X,  —  —  X,,  Yt  =  —  Yt1  Z,  =»  —  Zt  ist,  auch  schreiben: 
(xt  -  xt)  X,  +  (y,  —  y,)  Y,  -f  (rt  —  z,)  Z,  und  bedeutet,  da  xt  —  xtt  yt  -  y„ 
:t  —  z,,  durch  den  Abstand  der  Angriffspunkte  An  At  der  zugefügten  Kräfte 
dividirt,  die  Cosinusse  der  Neigung  der  Linie  AxAt  gegen  die  Coordinatenaxen 
und  ebenso  Xt,  Yt ,  Z,  durch  Pt  dividirt  die  Cosinusse  der  Neigung  von  P9  gegen 
die  Axcn  sind:  —  AlAt  •  Pt  cos  (AtAtt  Pt).  Diese  Grösse  erreicht  ihr  Maximum 
oder  Minimum,  wenn  cos(AtAt,  Pt)  =  +  1,  d.  h.  beim  sicheren  und  beim  un- 
sicheren Gleichgewichte.    Daher  also  der  Satz: 

Unter  allen  Lagen,  welche  das  unveränderliche  System  durch 
Drehung  um  irgend  eine  Axe  annimmt,  wird  die  Function 

E  {xX  +  yY  +  zZ) 

für  dio  Lage  des  sicheren  Gleichgewichtes  ein  Maximum,  für  das 
unsichere  Gleichgewicht  ein  Minimum  und  umgekehrt.  Nennen  wir  0 
den  beliebig  wählbaren  Coordinatenursprung,  A{x>  y,  z)  den  Angriffspunkt  der 
Kraft  P{X,  Y,Zh  »o  ist  die  Bedeutung  dieser  Function:  E[0A  Pcos(OAt  P)), 
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d.  h.  sie  bedeutet  die  Summe  der  Produkte  ans  den  von  einem  belie- 
bigem Punkte  der  Drehungsaxe  nach  den  Angriffspunkten  der  Kräfte 
gezogenen  Radienvectoren  und  den  Projectionen  der  Kräfte  auf  sie 
oder  auch  die  Summe  der  Produkte  der  Kräfte  und  der  Projectionen 
dieser  Radius vectoren  auf  die  Richtung  dor  Kräfte. 

Erleidet  nun  das  System  eine  beliebige  virtuelle  Verschiebung  aus  der  Lage 
des  Oleichgewichts,  so  ist  diese  immer  den  Rotationen  um  zwei  conjugirte  Axen 
äquivalent.  Durch  diese  erleidet  aber  Z  (xX  -}-  yY  -\-  zZ)  keine  Aenderung, 
folglich  muss  8Z  (xX  -f-  yY  +  =  Z  {X9x  -f-  Y8y  -\-  Z8z)  =  0  sein,  da  . 
die  Kräfte  selbst  keine  Aenderung  erleiden.  Da  diese  Eigenschaft  im  Allgemeinen 
das  Maximum  oder  Minimum  jener  Function  andeutet,  so  wird  das  Criterium  des 
Maximums  und  Minimums,  welches  durch  die  unendlich  kleine  Aenderung  zweiter 
Ordnung  gegeben  wird,  auf  die  früher  gefundene  Bedingung  der  Sicherheit  oder 
Unsicherheit  des  Gleichgewichtes  hinführen.  Nun  ergab  sich  für  die  virtuelle 
Schraubonbcwegung  um  irgend  eine  Axe  Cap.  VI,  §.  7.: 

Z  {X8x  +  rSy  +  Z8z)  =  ZX  •  dg  -f  ZV  8r\  -j-  ZZ  •  6£ 
+  Z  (j/Z  —  zY)  •  8&  +  Z  (xX  -  xZ)  ■  8»'  +  Z  [xY  -  yX)  ■  8&" 

und  daher  wird  mit  Rücksicht  auf  die  sechs  Gleichgewichtsbedingungen 

ZX  =  ZY  =  ZZ  —  0,     Z  {yZ  -  zY)  =  2  (zX  -  xZ)  =  Z  (xK  -  yX)  =  0 

und  die  Bedeutung  der  Grössen  f,  g,  A,  F,  G,  H  die  fragliche  Aenderung  zweiter 

Ordnung: 

Z{X8*x  +  Y8*y  -f  Z8H)  f8&*  —  gStf*  —  Ad«-"« 

+  2  F8&'8&"  +  2  G8&"8&  +  2  H8&8&. 

Da  aber,  wenn  8Q  die  unendlich  kleine  virtuelle  Drehung  um  die  Axe  und  (tpzty) 
die  Richtung  der  Axe  ist,  8»  «=  8Gcos<p,  8&  —  89  cos  %%  8&"=  89-cosip 
ist,  so  wird  dieser  Ausdruck 

—  {fcositp  +  gco&i  +  hcos*^  —  2Fcos%cosrp  —  26  cosipcosy  —  2  H  cos  <p  cos  x]  8®* 
und  folglich  der  Inhalt  der  Klammer  positiv  für  ein  Maximum,  negativ  fUr  ein 
Minimum,  Bedingungen,  welche  mit  den  früher  gefundenen  Bedingungen  der 
Sicherheit  und  Unsicherheit  des  Gleichgewichtes  identisch  sind. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  lassen  sich  leicht  für  das  veränderliche 
System  erweitern.  Man  zerlege  dasselbe  in  unveränderliche  Partialsysteme, 
welche  sich  nötigenfalls  selbst  auf  einzelne  Punkte  reduciren  können.  Die  vir- 
tuelle Bewegung,  welche  ein  PartialsyBtcm  in  Folge  einer  virtuellen  Bewegung 
des  Gesammtsystems  erleidet,  kann  stets  als  eine  Schraubeubowegung  für  sich 
oder  als  eine  Folge  von  Rotationen  um  conjugirte  Axcn  angesehen  werden. 
Mithin  ist  der  sich  auf  das  Partialsystem  beziehende  Bestandtheil  der  Function 
Z(xX  +  yY  -\-  zZ)  ein  Maximum  oder  Minimum  und  der  entsprechende  Bestand- 
theil in  Z(X8x  -f-  Y8y  -f-  Z8z)  für  sich  Null.  Indessen  kann  hieraus  nicht  auf 
ein  Maximum  oder  Minimum  der  sich  auf  das  ganze  System  beziehenden  Function, 
ebenso  wenig  also  auch  auf  die  Sicherheit  oder  Unsicherheit  des  Gleichgewichts 
dieses  geschlossen  werden.  Denn  es  können  sich  Minima  gewisser  Partialsysteme 
mit  Maximis  anderer  combiniren  und  können  einzelne  Partialsysteme  in  sicherem, 
andere  in  unsicherem  Gleichgewichte  sich  befinden,  bei  welchen  CombinAtionen 
ein  Schluss  auf  dio  Beschaffenheit  des  Gesammtgloichgewichtes  nicht  statt- 
finden kann. 

Dio  Eigenschaft  des  Maximums  und  Minimums  der  Function  Z(xX-\-yY  -f-  rZ), 
von  welcher  hier  die  Rede  ist,  bezieht  sich  auf  Lagenänderungen  des  Systems, 
bei  welchen  die  Intensität  und  Richtung  der  Kräfte  sich  nicht  ändert.  Diese 
Function  ist  mit  Rücksicht  hierauf  das  Intogral  v»n   Z{Xd.v  +  Ydy  -f  Zdz). 
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Wenn  ein  System  in  Bewegung  begriffen  ist  und  die  Kräfte  nach  Intensität  und 
Richtung  Functionen  bloa  von  den  Coordinaten  der  Angriffspunkte  sind,  so  kann 
das  Integral  dieses  Differentialausdrucks  aber  auch  in  Bezug  auf  die  während  der 
Bewegung  eintretenden  Lagenänderungen  und  Aenderungen  der  Kräfte  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum  werden,  sobald  das  System  eine  Lage  erreicht,  in  welcher 
die  Kräfte  im  Gleichgewichte  sind.  Hierzu  wird  erfordert,  dass  der  Differential- 
ausdruck die  Bedingungen  der  Integrabilität  erfüllt,  d.  h.  dass  eine  Kräfte funetion 
existire. 

§.  19.  Gauss  hat  ein  neues  Princip  aufgestellt,  welches  gleich  wichtig  ist 
für  die  Behandlung  der  Probleme  der  Bewegung  der  Systeme  und  für  Probleme 
des  Gleichgewichtes  von  Kräften  an  ihnen.  Er  nennt  es  das  Princip  des  klein- 
sten Zwanges  (Crelle's  Journal  Bd.  IV,  8.  232,  1829);  dem  statischen  Theile 
dieses  Princips,  den  wir  hier  allein  entwickeln,  hat  Möbius  den  Namen  des 
Princips  der  kleinsten  Quadrate  gegeben.  Stellt  man  nämlich  dio  Kräfte 
des  Systems  durch  Längen  dar  und  bezeichnet  die  Coordinaten  des  Endpunktes 
einer  solchen  Länge  P,  welche  die  am  Punkte  (xt  y,  z)  angreifende  Kraft  dar- 
stellt, mit  g,  7},  £,  so  ist  X  =  g  —  ar,  ¥  =  t\  —  y,  Z  =  £  —  t  und  lautet 
das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  in  seiner  Hauptgleichung: 

2?[(g  -X)9x  +  (V-  y)  dy  +  (t  -  z)  dz]  =  0. 

Denken  wir  uns  nun  die  Punkte  (g,  q,  £)  fest,  das  System  aber  beweglich,  wobei 
die  Längen  P  sich  ändern ,  so  stellt  der  Ausdruck  links 

dar  und  die  Gleichung  drückt  den  Satz  aus: 

Werden  die  Endpunkte  F  der  Strecken,  welche  die  Kräfto  dar- 
stellen, festgehalten,  während  das  System  der  Angriffspunkte  A  be- 
liebige Verschiebungen  erleidet,  so  wird  für  die  Lage  des  Gleich- 
gewichts die  Quadratsumme  der  Abstände  AF,  nämlich  ^(AF*)  ein 
Maximum  oder  Minimum,  und  umgekehrt:  Verbindet  man  das  System 
der  Punkte  A  mit  einem  zweiten  System  von  festen  Punkten  /'  durch 
Strecken  AF  und  bringt  das  System  in  eine  Lage,  für  welche  rück- 
sichtlich der  Nacbbarlagen  2(AF*)  ein  Maximum  oder  Minimum  wird, 
so  halten  sich  die  Kräfte  am  System  (A),  welche  nach  den  Linien  AF 
wirken  und  diesen  Strecken  proportional  sind,  Gleichgewicht. 

Ob  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  von  £  {AF*)  stattfindet,  ergibt  sich  aus 

d*'±2(ÄF*)  =  2(dx*  +  dy*  +  dz*)  —  2(Xd*x  +  Yd*y  +  Zd*z), 

wo  X,  y,  Z  wieder  für  £  —  x,  t]  —  y,  £  —  z  geschrieben  sind.  Für  das  sichere 
Gleichgewicht  ist  S  (Xd*x  -f  Yd*y  +  Zd»z)  negativ  (§.  15.),  also  S*  \  2  {A IF*) 
positiv  und  2  (AF*)  ein  Miniraum;  für  das  unsichere  Gleichgewicht  aber  ist 
2  (Xd*x*  -(-  •  ■  •)  positiv  und  kann  mithin  d*  •  \  £  (A  F*")  positiv  oder  negativ  jo 
nach  der  Verschiebungsart  des  Systems  ausfallen.  Indessen  kann  man  die  Linien 
P  unendlich  klein  nehmen  und  dann  fällt  2  (Xd*x  +  •  •  ■)  als  von  der  dritten 
Ordnung  gegen  2  (da?'  +  dy*  -f-  dz*)  fort  und  zeigt  sich  d*  •  \  2  (AF*)  positiv. 
Verbindet  man  daher  die  Punkte  A  eines  beweglichen  Systems  mit 
den  Punkten  F  eines  unendlich  nahen  festen  Systems  und  lässt  auf 
das  erstere  Kräfte  wirken,  welche  den  Strecken  AF  proportional 
sind  und  die  Richtungen  dieser  Strecken  haben,  so  nimmt  die  Summe 
der  Quadrate  E(AF*)  für  jede  Verrückung  des  beweglichen  Systems 
aus  der  Gleichgewichtslage  zu.    Da  d  •  2  (AF)*  =  2  (dx*  +  dy*  +  dz1) 
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bis  auf  Unendlichkleines  höherer  Ordnung  wird,  so  folgt,  dass  wenn  die  Punkte 
A  durch  die  Verschiebung  in  die  Lagen  B  gelangen: 

ZiÄl*)  —  Z(BF*)  «= 

d.  h.  die  Quadratsumme  der  Entfernungen  nimmt  um  die  Quadrat- 
summe der  virtuellen  Wege  zu,  welche  die  Punkte  des  Systems  bei 
der  Verschiebung  beschreiben. 


Vm.  Capitel. 

Oleichgewicht  von  Kräften  an  einigen  veränderlichen  Systemen. 

§.  1.    An  den  Ecken  eines  Vierecks  ABCD  (Fig.  209.)  im  Räume, 
dessen  Seiten  constantc  Länge  haben,  dessen  Winkel  aber  veränder- 
lich sind,  greifen  vier  Kräfte  Pf  Q,  R,  S  an;  es 
sind  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  der- 
selben aufzustellen. 

Schneidet  man  die  Seiten  Aß,  BC,  CD,  DA  durch 
und  führt  längs  ihnen  die  Spannungen  (Pressungen)  T, 
T,  T  ,  T  ein,  so  erfordert  das  Gleichgewicht  der  Kräfte 
T'",  T,  P  am  Punkte  A;  T,  T' ,  Q  an  B\  Y ,  7'",  R  an  C; 
T",  T"\  S  an  />,  dass  P  in  die  Ebene  DAB,  Q  in  ABC, 
R  in  BQD,  S  in  CDA  falle  und  ergeben  sich  nach  Cap. 
III,  §.  8.  die  Gleichungen: 

sin  PÄD  sin  QBC 

=     sin  DAB  ~~  U  sin  ABC 


T'" 

T 

P 

sin  PAB 

~~  sin  PA  D 

sin  DAB 

T 

T 

Q 

sin  QBC 

=  sin  QBA 

sin  ABC 

r 

T" 

R 

sin  RCD 

*  sin  RCB 

sin  BCD 

r" 

7"" 

S 

sin  SDA 

"  «tu  SBC 

sin  CDA 

oder 


T'  =  Q 
T"=  R 


sin  QBA 

sin  ABC 

sin  RCB 
BCD 


Ii 


=  S 


~'in  SDC 
sin  CDA  ~~ 


sin  RCD 
sinliCl) 

sinSD^A 
sin  CD  A 

sin  PAB 
sin  DAB 


Durch  Multiplication  des  Gleichungssystems  rechts  ergibt  sich  für  die  Richtungen 

der  Kräfte  P,  Q,  R,  S  die  Bedingung: 

sin  PAB    sin  QBC    sin  RCD    sin  SDA 

sin  PÄD    sin  QBA  '  sin  RCB  '  sin  SDC  ' 

geeignete  Combinationen  der  Gleichungen  dieses  Systems  liefern  die  Verhältnisse 
der  Kräfte;  die  letzte  liefert  S  :  P;  die  Multiplication  der  beiden  letzten  R  :  P, 
der  drei  letzten  Q  :  P  u.  s.  w. 

Ist  die  Gestalt  des  Vierecks  und  sind  die  Richtnngen  dreier  Kräfte  P,  Q ,  R 
in  den  Ebenen  DAB,  ABC,  BCD  gegeben,  so  kann  mit  Hülfe  der  Bedingungs- 
gleichung die  Richtung  der  vierten  Kraft  S  bestimmt  und  können  die  Verhältnisse 
der  Intensitäten  der  vier  Kräfte  gefunden  werden.  Dasselbe  leistet  auch  folgende 
Construction.  Man  nehme  die  Intensität  von  P  in  der  Richtung  AP  willkürlich 
an;  da  —  P  die  Resultante  von  T"  und  T  sein  rauss,  so  liofert  die  Zerlegung 
dieser  Kraft  mit  Hülfe  eines  Parallelogramms  nach  den  Seiton  AD,  AB  die  Span- 
nungen T" ',  T'.  Da  —  Q  die  Resultante  von  T  und  T  ist,  so  liefert  ein  weiteres 
Parallelogramm  die  Intensitäten  von  Q  und  T'\  hieran  reiht  sich  ein  drittes,  aus 
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welchem  R  und  T"  sich  ergeben.  Aus  T"  und  T'"  am  Punkte  D  folgt  dann  5 
nach  Richtung  und  Intensität. 

Man  kann  übrigens  die  Richtung  der  vierten  Kraft  auch  unabhängig  von 
der  Intensität  einer  der  übrigen  bestimmen.  Weil  das  Gleichgewicht  der  Kräfte 
fortbestehen  muss,  wenn  auch  das  System  unveränderlich  wird,  so  ist  nach  Cap.  V, 
§.  11.  die  Summe  der  Pyramiden,  welche  sie  mit  irgend  einer  Linie  des  Raumes 
bilden,  Null.  Zieht  man  nun  eine  Gerade  L  so,  dass  sie  die  Richtungen  von  P, 
Qy  R  schneidet,  so  verschwinden  die  Volumina  der  Pyramiden  [PL],  [QL],  [RL] 
und  ist  folglich  auch  das  Volumen  von  [SL]  Null.  Daher  liegt  L  mit  S  in  einer 
Ebene  und  schneidet  also  S.  Sucht  man  daher  den  Durchschnittspunkt  S  von  L 
mit  der  Ebene  CDA,  in  welcher  S  liegen  muss,  so  ist  DS  die  Richtung  der 
Kraft  S.  —  Da  eine  beliebige  Gerade  Z»,  welche  drei  der  Richtungen  von  P,  Q, 
R,  S  schneidet,  auch  die  vierte  schneiden  muss,  so  sind  die  Richtungen  von 
vier  Kräften,  welche  in  den  Ecken  eines  veränderlichen  Vierecks 
sich  Gleichgewicht  halten,  stets  vier  Ereeugungslinien  derselben 
Schaar  eines  einfachen  Hyperboloids.  Die  sämmtlichen  Geraden,  welche 
drei  derselben  P,  Q,  R  schneiden,  bilden  die  andere  Schaar  Erzeugungslinien  und 
da  sie  auch  die  vierte  S  schneiden  müssen,  so  treffen  sio  die  Ebene  CDA  in 
Punkten  von  5.  Die  beiden  Diagonalen  AC,  BD  gehören  der  zweiten 
Schaar  au;  sie  werden  daher  von  den  vier  Kräfterichtungen  nach 
denselben  Doppelverhältnissen*)  geschnitten,  sodass,  wenn  AC  in  QS 
von  Q,  S  und  BD  in  PQ  von  P,  Q  getroffen  werden, 

AQ    AjS      BP  Bii 

qc  'sc  8=3  PD  ''  Rü' 

Will  man  die  projectivische  Theilung  der  Erzeugungslinien  des  Hyperboloids 
nicht  als  bekannt  zu  Hülfe  rufen,  so  ergibt  sich  diese  Gleichung  auch  aus  den 
Dreiecken  PAB  und  PÄD;  QBC  und  QBA\  RCD  und  RCB;  SDC  und  SDA. 
Man  hat  nämlich; 

«Vi  PAB  :  sin  PÄD  =  B-y.  :  ^  ,       sin  QBC :  sin  QBA  —  ^  :  ^ 

AB    AD1  BC  AB 

sin  RCD  :  sin  RCB  =»  ^  :        ,        sin  SDC :  sin  SDA  =  ^  :  ~ 

und  wenn  man  diese  Gleichungen  miteinander  multiplicirt  und  die  oben  entwickelte 
Bedingungsgleichung  für  die  Richtungen  der  vier  Kräfte  berücksichtigt,  so  ergibt 
sich  dasselbe  Resultat. 

Man  kann  die  Verhältnisse  der  Kräfte  leicht  durch  die  Abschnitte  ausdrücken, 
welche  dieselben  auf  den  beiden  Diagonalen  bestimmen.  Zunächst  hat  man  aus 
den  ganz  zu  Anfang  aufgestellten  Gleichungen: 


*)  Bildet  man  aus  vier  in  gerador  Linie  irgendwie  gegeneinander  liegenden 
Punkten  A,  /?,  C,  D  zwei  Paare,  z.  B.  AB  und  CD,  bildet  ferner  das  Verhältniss 
der  Abstände  des  ersten  Punktes  C  des  zweiten  Paares  von  den  beiden  Punkten 

des  ersten  Paares,  nämlich  ^ ,  wobei  die  Stellung  der  Buchstaben  zugleich  den 

Sinn  der  Strecken  andeutet,  sodann  ebenso  in  Bezug  auf  den  zweiten  Punkt  D 

des  zweiten  Paares  das  analoge  Verhältniss  ^ ,  so  heisst         :         das  der 

ÜB  C  Ii  DB 

Ordnung  AB,  CD  entsprechende  Doppelvorhältniss  der  vier  Punkte.   Da  zwischen 

vier  Punkten  drei  Paare  möglich  sind,  da  diese  ihre  Aufeinanderfolge  als  erstes 

und  zweites  wechseln  und  in  jedem  Paare  die  Punkte  ihre  Plätze  vertauschen 

können,  so  gibt  es  bei  vier  Punkten  24  Doppolverhältnisse. 
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/»:<?  = 


sin  D  AB 


Nun  ist  aber 

sin  DABisin  PÄD  = 
mithin: 

P:  Q 


BD 
AB 


sin  PÄD 

PD 

ÄPy 

BD  AP 
PD 


sinA  BC^ 
sin  QBC 


sin  ABC  .sin  QBC  — 

AC  ■  QB 
ÖC 


AC 
AB 


QC 
QB' 


Auf  ähnliche  Weise  ergeben  sich  die  übrigen  Verhältnisse. 

Schneiden  sich  die  beiden  in  zwei  Gegenecken  B,  D  angreifenden  Kräfte  Q  und  S 
auf  der  Diagonale  AC,  so  fällt  der  Punkt  S  mit  Q  zusammen  und  löst  sich  die  Glei- 
chung AJl :       —  f  «   lÄ  *af  in  AQ:QC  =»  AS:  SC  und  BP:  PD  =  BR  :  HD; 

aus  letzterer  Gleichung  folgt,  das»  auch  Ii  und  D  zusammenfallen  und  die  Kräfte 
R  und  D  sich  auf  der  Diagonale  BD  schneiden. 

Ist  das  Viereck  eben,  so  gestaltet  sich  der  Satz  über  die  hyperboloidische 
Lage  der  Kräfte  und  die  daran  geknüpfte  Construction  folgendermassen  um. 
Sondern  wir  die  beiden  Ecken  A,  B  (Fig.  210.)  mit  der  sie  verbindenden  Seite 
AB  ab,  so  halten  sich  an  ihr  die  Kräfte  T"\  P,  Q,  T'  Gleichgewicht,  da  die 
beiden  Kräfte  T  längs  AB  sich  tilgen.     Es  sind  daher  die  Resultanten  von 

P,  Q  einerseits  und  von  T'"t  T'  andererseits  ent- 
gegengesetzt gleich  und  fallen  mithin  in  die  Verbin- 
dungslinie der  Schnittpunkte  &,  E  der  Richtungen 
von  P,  Q  und  7'"',  T' .  Nun  halten  sich  aber  auch 
P,  Q,  Rt  S  Gleichgewicht,  also  muss  die  Resultante 
von  R,  S  der  Resultanten  von  P,  Q  entgegengesetzt 
gleich  sein  und  der  Schnittpunkt  ä'  der  Richtungen 
von  R,  S  in  die  Gerade  SIS  fallen.  Wenn  also  die 
Richtungen  von  P,  Q,  R  gegeben  sind,  die  von  S  aber 
gesucht  wird,  so  hat  man  nur  von  D  nach  dem  Schnitt- 
punkte von  R  mit  der  Linie  £  2  eine  Gerade  zu 
ziehen.  Sucht  man  noch  den  Schnittpunkt  £'  von 
CD  und  RA,  so  ergibt  sich  ebenso,  dass  die  Schnitt- 
punkte ,  *'  von  P,  S  und  R,  Q  mit  Z'  in  gerader  Linie  liegen.  Aus  dieser 
Hetrachtung  erhält  man  den  Satz  : 

Wenn  vier  Kräfte  Pt  Qt  R,  S  an  den  Ecken  Ay  B,  C,  D  eines  ein- 
fachen ebenen  Vierecks  ABC D  im  Gleichgewicht  sind,  so  bilden 
ihre  Richtungen  ein  jenem  umschriebenes  einfaches  Vicrseit  PQRS 
und  gehen  die  beiden  Diagonalen  des  letzteren,  welcho  die  gegen- 
überliegenden Ecken  verbinden,  durch  die  beiden  Punkte,  in  wel- 
chen sich  die  gegenüberliegenden  Seiten  dos  orsteren  schneiden, 
hindurch.*) 


*)  a  Punkte  in  der  Ebene  heissen  ein  vollständiges  «Eck,  die  \  n  (n  —  lj 
Geraden,  welche  durch  sie  bestimmt  werden,  seine  Seiten;  «Gerade  in  der  Ebene 
heissen  ein  vollständiges  n  Seit,  die  \  n(n  —  1)  Punkte,  in  welchen  sie  sich 
schneiden,  seine  Ecken,  n  Punkte  in  einer  bestimmten  Aufeinanderfolge  genom- 
men heissen  ein  einfaches  n  Eck  und  die  n  Geraden,  welche  in  dieser  Ordnung 
die  Punkte  aufeinanderfolgend  verbinden,  seine  Seiten;  n  Gerade  in  bestimmter 
Aufeinanderfolge  heissen  ein  einfaches  «Seit  und  die  «Punkte,  in  welchen  sie 
sich  in  dieser  Ordnung  aufeinanderfolgend  schneiden,  seine  Ecken.  Das  voll- 
ständige Viereck  hat  sechs  Seiten,  das  vollständige  Vierseit  sechs  Ecken;  das 
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§.  2.  Vier  Kräfte  P,  Q,  R,  S  greifen  an  den  Punkten  F,  G,  II,  J 
der  Seiten  eines  Vierecks  Ali  CD  (Fig.  211.)  an, -dessen  Seiten  unver- 
änderlich, dessen  Winkel  aber  veränderlich  sind;  man  soll  die  Be- 
dingungen des  Gleichgewichts  aufstellen. 

Löst  man  die  Verbindung  der  Seiten  in  A,  so  sind  statt  dessen  zwei  ent- 
gegengesetzt gleiche  Pressungen  T  längs  einer  gewis- 
sen Richtung  NK  einzuführen;  ähnlich  an  B,  C,  D 
solche  Kräfte  T,  T",  T"  längs  KL,  LM,  31 N.  An 
der  Seite  AB  müssen  dann  T,  T',  P  im  Gleichgewichte 
sein  und  daher  KN  und  KL  sich  auf  der  Richtung  von 
P  schneiden.  Ebenso  folgt,  dass  die  Schnittpunkte  L 
M,  iV  in  die  Richtungen  der  Kraft  Q,  R,  S  fallen  müssen. 

Zum  Gleichgewichte  der  vier  Kräfte  wird 
also  erfordert,  dass  es  möglich  sei,  einViersoit 
K  LM N  zu  construiren,  welches  dem  Viereck 
ABCD  umschrieben  und  dem  Viersoit  der  Kräfte  zugleich  einge- 
schrieben sei,  dessen  Seiten  also  durch  die  Ecken  des  ersteren  gehen 
und  dessen  Ecken  in  den  Seiten  des  letzteren  liegen. 

Diese  Aufgabe,  sowie  die  allgemeinere  für  das  Vieleck  wurde  zuerst  von 
Servais,  Gergonno  und  Lhuilier  (in  Gergonne's  Annale»  de  malhtmatiques, 
T.  II.),  später  von  Steiner  (Systematische  Entwickelung  der  Abhängigkeit  geo- 
metrischer Gestalten  von  einander,  S.  94)  mit  Hülfe  von  projectivischen  Punkt 
reihen  gelöst.  Die  Lösung  hängt  von  den  Doppelpunkten  zweier  vereinigter  pro- 
jectivischer  Punktreihen  ab  und  ist  eine  doppelte  oder  einfache  oder  unmöglich, 
je  nachdem  diese  Reihen  zwei,  einon  oder  keinen  Doppelpunkt  besitzen. 

Die  Pressungen  T  ergeben  sich ,  indem  man  P,  Q,  R,  S  an  den  Ecken  A',  L, 
M,  N  nach  den  Seiten  des  umschriebenen  Vierecks  zerlegt.  Da  dieselben  sich 
paarweise  tilgen,  so  folgt,  dass  die  Kräfte  P,  Q,  Ä,  S  an  dem  Vierecke 
KLMN  im  Gleichgewichte  sein  müssen,  wenn  derfsen  Seiten  unver- 
änderlich, die  Winkel  aber  veränderlich  gedacht  werden. 

§.  3.    Wirken  an  dem  Viereck  ABCD  (Fig.  212.)  nur  dio  beiden 
Kräfte  P,  Ii  in  den  Punkten  F,  H  zweier  Gegenseiten,  d.  h.  sind  Q  und 
S  Null,  so  halten  die  Pressungen  T,  T'"  an  D  sich  allein  Gleichgewicht,  sind 
also  entgegengesetzt  gleich  und  fallen  in  die  Richtung  der  Seite  ~ 
DA.    Ebenso  T\  T"  längs  BC.    Daher  muss  sowohl  P,  welches 
mit  T,  T'  an  AB,  als  auch  R,  welches  mit  T",  T"  an  CD 
Gleichgewicht  hält,  durch  den  Schnittpunkt  E  von  AD  und  CB 
gehen.    P  und  R  müssen  aber  auch  am  Viereck,  wie  an  einer 
unveränderlichen  Figur  Gleichgewicht  halten,   also  entgegen- 
gesetzt gleich  sein.    Daher  geht  die  Verbindungslinie  der  An- 
griffspunkte F,  H  durch  2.  Das  Viereck  muss  mitbin  eben  sein. 

Ist  CD  fest  und  wirkt  blos  P,  so  folgt,  dass  nur  dann 
Gleichgewicht  besteht,  wenn  das  Viereck  eben  ist  und  die  Rich- 
tung von  P  durch  den  Schnittpunkt  Z  der  beweglichen  Seiten  — 
BC,  DA  hindurchgeht.    Die  Punkte  A,  B  sind  in  der  Ebene  *  ^ 
auf  Kreisen  um  D  und  C  beweglich  und  beschreibt  F  eine  Schleifenlinie  (Tbl.  I, 

einfache  Viereck  hat  vier  Seiten,  das  einfache  Vierseit  sechs  Ecken.  Beim  voll- 
ständigen n  Eck  heissen  Nebenscheitel  die  Schnittpunkte  der  Seiten,  welche  nicht 
Ecken  sind,  beim  vollständigen  n  Seit  sind  Diagonalen  die  Verbindungslinien  der 
Ecken,  welche  nicht  Seiten  sind.  Das  vollständige  Viereck  hat  drei  Nebenscheitel, 
das  vollständige  Vierseit  drei  Diagonalen. 
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Cap.  III,  §.  8.)»  -2  ist  das  Momentancentrum  für  die  Beweglichkeit  des  Systems, 
2F  ist  die  Normale  der  «Schleifenlinie.  Die  Bedingung  des  Gleichgewichts  des 
Vierecks  kommt  also  iiberein  mit  der  Bedingung,  dass  der  Punkt  F  auf  der 
Schleifencurve  im  Gleichgewichte  sein  soll. 

Sind  BC,  DA  parallel  (Fig.  213.),  so  müssen  auch  Fff,  die  Verbindungs- 
linie der  Angriffspunkte  der  Kräfte  P,  Ii  und  diese  selbst  mit  ihnen  parallel  sein. 

Zwei  andere  Kräfte  P\  ft\  welche  längs  einer  weiteren  Parallelen 
F'rf  zu  BC  wirken  und  P,  R  entgegengesetzt  gleich  sind,  halten 
*J  B  ebenfalls  Gleichgewicht.  Daher  sind  auch  die  Paare  (P,  P% 
(/?,  R')  im  Gleichgewicht.  Das  Paar  (P,  P')  ist  mit  den  beiden 
Pressungen  in  A  und  B  im  Gleichgewicht  und  bleibt  es  nach 
einer  beliebigen  Lagenänderung  in  seiner  Ebene;  ebenso  (R,  R"). 
Hieraus  folgt,  dass  an  einem  Trapeze  mit  constanten  Seiten,  aber 
veränderlichen  Winkeln  zwei  Kraftepaare  sich  unter  denselben 
Bedingungen  wie  an  einem  unveränderlichen  System  Gleichgewicht 
halten. 

§.4.  Eine  Ecke  D  eines  veränderlichen  Vierecks  A  BCD  (Fig.  214.) 
von  constanten  Seiten,  aber  veränderlichen  Winkeln  ist  fest;  auf 
die  Punkte  F,  G  der  ihr  nicht  anliegenden  Seiten  AB,  BC  wirken  die 
Kräfte  P,  Q;  man  soll  die  Bedingungen  ihres  Gleichgewichts  auf- 
stellen. 

Trennt  man  die  Seiten  des  Vierecks  in  den  Ecken  von  einander  ab,  so  müs- 
da  an  DA  keine  weitere  Kraft  wirkt,  die  Pressungen  der  Linie  DA  in  D 
A  sich  Gleichgewicht  halten,  also  längs  DA  entgegengesetzt  gleich  sein. 

Daher  fällt  auch  die  Pressung  in  A 
für  AB  in  DA.  Sie,  die  Pressung 
für  AB  in  B  und  die  Kraft  P  halten 
sich  an  AB  Gleichgewicht;  daher 
schneiden  sich  die  beiden  letzteren  in 
einem  Punkte  M  auf  DA.  Die  Pres- 
sung in  B  für  BC  fällt  mithin  in  BMf 
die  Pressung  in  C  aber  fällt  in  DC, 
weil  die  Pressungen  in  D  und  C  an 
DC  in  DC  fallen.  Es  müssen  daher 
die  Pressungen  der  Linie  BC  in  B 
und  C  mit  Q  Gleichgewicht  halten  und  sich  also  alle  drei  Kräfte  in  dem  Schnitt- 
punkte N  von  BM  mit  DC  treffen.  Hieraus  folgen  als  Gleicbgewichtsbedingun- 
gen,  dass  das  Viereck  eben  sein  muss,  dass  P  und  Q  in  seine  Ebene 
fallen  und  ihre  Schnittpunkte  M,  N  mit  den  dem  festen  Punkte  an- 
liegenden Seiten  und  die  ihm  gegenüberliegende  Ecke  ß  in  gerader 
Linie  liegen  müssen.  Ist  die  Gestalt  des  Vierecks  und  die  Richtung  von  P 
gegeben,  so  ergibt  sich  die  Richtung  von  Q;  kennt  man  die  Intensität  von  P,  so 
ergibt  sich  die  von  Q,  indem  man  P  nach  MA  und  MB,  Q  nach  NB  und  CN 
zerlegt  denkt;  die  in  MB  fallenden  Compononten  müssen  sich  tilgen.  Sind  T, 
—  T  diese  beiden  Kräfte,  so  hat  man: 

AB 


sen , 
und 


P:T=  sin  AMB  \  sin  AM F 


mithin 


TtC 

Q  :(—  T)  =  «in  BNC  :  sin  GNC  —  ■  — 

B  N 


AF 
FM 

CG 
GN  ' 
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Schneiden  sich  BC,  DA  in  U;  AB,  DC  in  X  and  treffen  die  Kräfte  P  und 
Q  die  Seiten  BC,  AB  iu  V,  W,  so  hat  man  in  ähnlicher  Weise 

UB  UV  n  .  T.  XB  XW 
BM  ''  VM'       U  '  K     J)'~BN  :  ~tVN 


r '  V  \MB  '  VM)  '  \BN  ■  WM 


\MB  '  VW    \BN  '  WN) 

Für  das  Parallelogramm  rücken  U  und  X  ins  Unendliche  und  reducirt  sich  wegen 
UB  :UV      1,  XB  :  XW  —  1  diese  Gleichung  auf 

VM  fVN 
F  '  V  MB  '  NB  ' 

Fällt  M  in  D,  d.  h.  geht  die  eine  Kraft  P  durch  den  festen  Punkt,  so  fällt  auch 
y  in  D  und  geht  auch  die  andere  Kraft  Q  durch  denselben  Punkt.  Ist  das  Viereck 
zugleich  ein  Parallelogramm,  so  bleibt 

P:Q  =  —  VD.WD 
und  da  DV  :  DC  =  sin  C.sin  V,  DW :  DA  =  sin  A  :  sin  W,  so  wird 
P-  BC  sin  (P.  BC)  +  Q-  AB  sin  «?,  AB)  =  0. 

§.5.  Die  Kette.  Ein  System  von  Körpern,  von  denen  in  bestimmter  Ord- 
nung jeder  mit  dem  folgenden  verbunden  ist,  ohne  dass  die  Beweglichkeit  der 
einzelnen  aufgehoben  ist,  heisst  eine  Kette;  die  Körper,  welche  sie  bilden,  sind  ihre 
Glieder.  Die  Kette  ist  geschlossen,  wenn  der  letzte  Körper  mit  dem  ersten  ver- 
bunden ist.  Die  bisher  betrachteten  Vielecke  sind  Ketten;  ein  specieller  Fall, 
welcher  im  Nachfolgenden  besondere  Behandlung  erfahren  wird,  ist  der,  dass 
säramtliche  Glieder  der  Kette  verschwindend  klein  und  ihre  Anzahl  unendlich 
gross  angenommen  wird;  die  Kette  heisst  dann  ein  biegsamer  Faden. 

Eine  Kette  bestehe  aus  «Gliedern  Gt ,  Gt, . . .  Gn,  welche  endliche  Dimensio- 
nen besitzen  und  aufeinanderfolgend  blos  in  je  einem  Punkte  berührend  mit- 
einander verbunden  sind,  wie  z.  B.  bei  einer  gewöhnlichen  aus  Ringen  gebildeten 
Kette.  An  Gx  und  Gn  wirken  zwei  Kräfte  P  und  Q,  es  sollen  die  Gleichgewichts- 
bedingungen angegeben  werden.  Sind  Bx,  Bt,  B3,  . . .  Bn  _j  die  Berührungspunkte 
der  Glieder,  Tx,  Tt,  Tt,  ...  TH_l  die  Intensitäten  der  in  den  Berührungspunkten 
anzubringenden  Spannungen  oder  Pressungen,  so  halten  Fund  —  Tl%  T{  und  —  Tv 
T%  und  —  Tt,  . . .  —  TH  und  <j  Gleichgewicht,  sind  folglich  entgegengesetzt  gleich. 
Hieraus  folgt,  dass  zum  Gleichgewicht  erforderlich  und  hinreichend 
ist,  dass  sämmtliche  Berührungspunkte  in  gerader  Linie  liegen  und 
dass  P  und  Q  einander  entgegengesetzt  gleich  sind.  Die  Spannungen 
sind  alle  einander  gleich  und  gleich  P  oder  Q.  Nach  Cap.  VI,  §.  7.  ist  das  Gleich- 
gewicht sicher  oder  unsicher,  je  nachdem  die  Kräfte  P  und  Q  ziehend  oder  drückend 
wirken.  Die  Unsicherheit  des  Gleichgewichts  ist  um  so  grösser,  je  mehr  Glieder 
die  Kette  hat,  weil  das  Ausgleiten  eines  einzelnen  Gliedes  zur  Störung  derselben 
hinreicht.  Bei  einem  biegsamen  Faden  kann  überhaupt  nur  bei  Zugkräften  Gleich- 
gewicht bestehen,  es  kann  nur  sicher  sein.  Der  biegsame  Faden  bildet  im 
Falle  des  Gleichgewichts  eine  Gerade,  in  welche  die  Endkräfte  fal- 
len und  ziehend  wirken.  Die  Spannung  des  Fadens  ist  in  allen  Punk- 
ten gleich  und  gleich  den  Endkräften. 

§.6.  Das  Seilpolygon.  Eine  vollkommen  biegsame,  nicht  dehnbare  Linie 
(Faden,  Seil),  an  welchem  in  bestimmten  Punkten  Kx,  K%,  A's,  ...  Kn  Kräfte 
PXy  Pt,  Pa,  ...  Pn  wirken  (Fig.  215.),  heisst  ein  Seilpolygon  und  die  Punkte  Ä" 
sind  seine  Knoten.  Wenn  dies  System  unter  Einwirkung  der  Kräfte  eine  Gleich- 
gewichtsfigur  annimmt,  die  im  Uebrigen,  je  nach  Beschaffenheit  der  Kräfte,  eben 
oder  windschief  sein  kann,  so  ist  jede  Seite  gespannt  und  wenn  sie  durchschnitten 
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wird,  so  sind  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  ororderlich,  um  das  gestörte 
Gleichgewicht  herzustellen.  Nach  Einführung  dieser  Spannungen  besteht  an  jedem 
Knoten  A  zwischen  der  Kraft  P  und  den  beiden  Spannungen  Oleichgewicht. 
Diese  Spannungen  seien  ihrer  Intensität  nach  zwischen  K,  und  A't  gleich  Tiy 
zwischen  Kt,  A'3  gleich  7*3,...,  an  Kn  gleich  Tn  längs  der  Schlussseite  KHKM  +  i 
und  an  A,  längs  der  Anfangsseite  A,A0  des  Polygons  wirkend,  gleich  T. 

Fig.  215. 


Das  Gleichgewicht  der  Kraft  Pi  am  Knoten  Ki  und  der  Spannungen  —  T-  _  t 
und  Ti  längs  den  Seilstücken  KiKi_l  und  K(K{+1  erfordert  nun,  dass  die  Kraft 
P.  in  die  Ebene  dieser  beiden  Seiten  falle  und  dass  jede  der  drei  Kräfte  dem 
Sinus  dos  von  den  beiden  anderen  eingeschlossenen  Winkels  proportional  sei.   7 "> 


Folge  dessen  bestehen  die  Gleichungen 

T  T, 

sin  PlKiKt 

sin  P\  Ki  A'0 
Tt 

sin  K0  h  |  Kf 

sin  PtKtKs 

sin  Pf  Aj  Aj 

sin  Ag  Aj  A  j 

sin  /»»A,  A4 

sin  /*3  A  j  Äj 

sin  KtKsKi 

K-i  = 

Tn 

Pn 

sin  PnKHKH  +  x 

Pn*nKn-X 

»in  KH_XKH  A„+1 

Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man,  indem  man  sie  gruppenweise  miteinander 
verbindet,  die  Verhältnisse  der  Spannungen  T  und  der  Kräfte  P.  Ist  das  Polygon 
geschlossen,  so  ist  Tn  =  —  T  und  tritt  zu  den  Gleichungen  noch  die  weitere 
hinzu,  welche  für  die  Winkelsumme  des  Polygons  besteht.  Ist  das  Polygon  offen, 
so  spielen  die  Endspannungen  dieselbe  Rolle,  wie  Kräfte  P. 

Ist  ausser  den  Kräften  P  und  ihren  Richtungen  noch  die  Endspannung  T  und 
ihre  Richtung  gegeben,  so  kann  die  Gleichgewichtsform  des  Polygons,  dessen 
Seitenlangen  gleichfalls  hierbei  als  bestimmt  vorausgesetzt  werden,  durch  folgende 
Constrnction  gefunden  werden.  Man  ziehe  die  Richtung  von  T  und  nehme  die 
Lago  des  ersten  Knotons  A,  auf  ihr  willkürlich  an,  trage  die  Kraft  Px  an  A,  in 
ihrer  Richtung  an  und  suche  die  Resultante  von  T  und  P;  sie  gibt  die  Richtung 
der  Seite  A,A'S  und  hiermit  ist  die  Lage  des  zweiten  Knotens  gefunden  nebst  der 
Spannung  —  7\,  die  an  ihm  im  Sinne  KtKt  wirkt.  Aus  7',  und  der  Kraft  Pt  an 
A2  suche  man  die  Resultante  7',,  hierdurch  ergibt  sich  die  Lage  des  dritten  Kno- 
tens A8  nebst  der  längs  A,A,  wirkenden  Spannung  —  Tt  u.  s.  f.  —  Die  Con- 
struetion  wird  wesentlich  erleichtert,  indem  man  sich  von  irgend  einem  Punkte  0 
des  Raumes  aus  das  Kräftepolygon  (/*)  construirt,  nämlich  .so  dass  man  von  0  aus 
in  der  gegebenen  Richtung  die  Endkraft  T  aufträgt,  daran  die  Kraft  /»,  in  ihrer 
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Richtung  fugt,  hieran  P,,  dann  Pt  u.  8.  f.  Die  von  0  nach  den  Endpunkten  von 
P, ,  Pt,  Pit...Pn  hinführenden  Diagonalen  stellen  nach  Grösse  und  Richtung  die 
Resultanten  von  7*,  Pt  oder  7\;  von  Tx ,  Pt  oder  Tt\  von  7't,  P3  oder  Tat  u.  s.  f.," 
also  8ämmtliche  Spannungen  dar.  Man  braucht  also  nur  Parallellinien  mit  T,  Tu 
Tt, ...  Tn  zu  ziehen  und  auf  ihnen  die  bestimmten  Seitenlangen  A,  A'„  A'f  As,  u.  s.  f. 
aufzutragen,  um  die  Gleichgewichtsform  des  Polygons  zu  erhalten.  Das  Kräfte- 
polygon zeigt  zugleich,  dass  sämmtliche  Kräfte  P  nebst  den  Endkräften  T,  Tn  an 
einen  Punkt  verlegt  sich  Gleichgewicht  halten  müssen.  s 
Wenn  die  Kräfte  P  die  Winkel  TK,Ktt  KiKtKTt  Kt K3K4, .. .  des  Polygons 
halbiren,  so  werden  die  Spannungen  sämmtlich  gleich  und  gleich  den  Endspan- 
nungen. In  den  obigen  Gleichungen  werden  jiämlich  die  Winkel  Pt  Kx  T  =  P,  A',  Ä'f, 
P2At  A',  —  P9KtK3l  PjA'jA'j  =  P3K3K4t  u.  s.  f.,  nämlich  gleich  den  Supplementen 
der  halben  Polygonwinkel  TKtKt,  A,  A'tA,,  ....  Daher  erhält  man  noch  vermöge 
«n  PxKtT=>  sin  P,  A,  A',  =  «n  $  TKXK% ,  «in  PtA2A,  =  sin  PtK2K3  =  sin  \  A,  A,  A3 ,  . . . 


cos  i  Kn 


co*  ^  (TA,  A,)       co«4(A,A-sAs)  co*i(A,A,A4) 

d.  h.  es  müssen  die  Kräfte  den  Cosinussen  der  halben  Polygonwinkel  propor- 
tional sein. 

Die  Kräfte  P  nebst  den  Endspannungen  7",  TH  müssen  die  Bedingungen  des 
Gleichgewichts,  wie  an  einem  unveränderlichen  System  erfüllen;  wenn  man  sie 
daher  für  irgend  einen  Punkt  reducirt,  so  muss  ihre  Resultante  und  ihr  resul- 
tirendes  Paar  verschwinden.  Dasselbe  gilt  für  jede  beliebige  abgetrennte  Parthie 
des  Polygons.  Schneiden  sich  nun  die  Richtungen  der  Endspannungen  einer  sol- 
chen Parthie  (oder  auch  des  ganzen  Polygons)  in  einem  Punkte  und  wählt  man 
diesen  zam  Reductionspnnkte,  so  sieht  man,  dass  die  betreffenden  Endspannungen 
mit  den  Resultanten  aller  Kräfte  P  der  abgetrennten  Parthie  des  Systems  an  jenem 
Punkte  Gleichgewicht  halten  müssen.  Nimmt  man  daher  diese  Resultanto  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  und  zerlegt  sie  nach  den  Richtungen  der  Endspannungen, 
so  erhält  man  diese  selbst;  insbesondere  kann  man  diese  Methode  benutzen,  wenn 
die  Endspannungen  durch  feste  Punkte  ersetzt  werden  sollen,  um  die  Widerstände 
zu  finden,  welche  diese  leisten  müssen. 

Da  drei  Kräfte,  welche  an  einem  Punkte  im  Gleichgewichte  sind,  immer  in 
einer  Ebene  liegen,  so  folgt,  dass,  wenn  die  Richtungen  der  Kräfte  P 
sämmtlich  einer  Ebene  parallel  sind, 
das  Polygon  eben  ist.  Dies  findet 
insbesondere  statt,  wenn  die  Kräfte 
P  parallel  sind.  Findet  sich  in  diesem 
Falle  eine  Polygonseite  vor,  welche  zu  der 
Richtung  der  Kräfte  senkrecht  ist,  so  lassen 
sich  die  Spannungen  besonders  einfach  aus-  /  rj^ 

drücken.    Ist  A.A|  +  1  (Fig.  216.)  die  Seite,  JE  Jj^ 
welche  diese  Eigenschaft  besitzt  und  Tt  ihre 
Spannung,  so  bringe  man  sie  mit  der  Seite 
A,  A5+1,  deren  Spannung   Ts  man  sucht, 
zum  Durchschnitt  und  brauche  diesen  zum 

Ist  Vt  die 


Fig.  216. 


Reductionspunkte  0  der  Kräfte 
Resultante  der  Kräfte  P  von  A 


i+i  bis  A„ 
-+-P,,  so  lie- 


also  yt  =  Pi+l  +  Pi  +  i  + 
ert  das  Parallelogramm  der  Kräfte  T*  =  7,'  -f-  V*  und  für  die  Neigung  tps  der 

V, 

Seite  A,A',  +  1  gegen  A,A.  +  1:   ff,  9,  =   y,  • 
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Wir  wollen  den  spcciellen  Fall  der  Parallelkräfte  am  Seilpolygon  weiter 
verfolgen,  das»  alle  Parallelkräfte  einander  gleich  sind  und  ihre  Richtungen  auf- 
einanderfolgend gleichen  Normalabstand  haben.  Das  Polygon  der  Kräfte  Fig.  215. 
geht  in  diesem  Falle  in  eine  Dreiecksform  über,  auf  deren  einer,  dem  Reductions- 

punkt  0  gegenüberliegender  Seite 


Fi*.  217. 


die  Kräfte  P  sich  summiren,  wäh- 
rend die  beiden  anderen  Seiten  die 
Endspannungen  darstellen.  Sämmt- 
liche  Ecken  des  Polygons  lie- 
gen in  diesem  Falle  auf  einer 
Parabel.  Nehmen  wir  auf  der 
Richtung  der  Endspaonung  T  (Fig. 
217.)  den  Punkt  A  so  an,  dass  eine 
durch  ihn  zu  der  Richtung  der 
Kräfte  parallel  gelegte  Gerade  von 
der  Richtung  der  ersten  Kraft  um 
den  halben  Normalabstand  entfernt 
sei.  Diese  Gerade  sei  die  Y-  Axe 
und  die  Richtung  von  7' die  X  Axe, 
positiv  im  Sinne  A'tAt  genommen, 
parallel  zu  welcher  Linien  auf 
den  Kraftrichtungen  die  Punkte  ktf 
/r,,  Ar4,  ...  bestimmen.    Die  Figur 


0  TPX  Pt 


des  Kräftepolygons 


schneiden  wir  mit  einer  Geraden  parallel  TPtPt  ...  in  einem  Abstände  von  0 
gleich  dem  Normalabstande  der  Kräfte.  Dieselbe  liefert  die  Dreiecke  Ottt.  Ott» 
Ottt,  welche  den  Dreiecken  KxktKt1  A',Jt8/fs,  K9kAKAt  ...  congruent  sind. 

Wird  AK,  =  \Ot  =  a,  sowie  <=•  6  gesetzt,  wodurch  —  2  6,  </,  »  3  6,  ... 
wird,  so  erhält  man  für  die  Abscissen  der  Ecken  des  Polygons  Ä,A',Ä"a,  ... 

*i  —  i  <>,    *t  —  ffl  >        =  i  «  a?j ;  —  \  (2  «  —  0  fl» 

sowie  für  die  Ordinaten  derselben 

yt  =  0,  y,=-6,  ys  =  36,  yA  -  66,  .  y.  =  6  +  26  -f-  ■  +  (f  -  1)  6  —  \i  (f  -  1)6. 
Eliminirt  man  nun  aus  den  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  AT,.,  nämlich 

*.~4(2f-l)a,    „,  =  i«(»-l)6 
den  Index  t,  so  erhält  man  die  Gleichung,  welche  für  alle  gilt,  in  xi,  y.t  d.  h. 
die  Gleichung  der  Curve,  auf  welcher  alle  liegen.    Sind  ar,  y  laufende  Coor- 

dinaten  dieser  Curve ,   so  ist   die  Gleichung  derselben :    x*  =-  --  \y  -f-   -J  • 

Für  x  —  0  wird  y  =  —         Verschiebt  man  daher  den  Ursprung  A  in  der  Rich- 

6  2  ö* 

tung  der  negativen  y  um      ,  so  wird  die  Gleichung  x*  — «  -y-  y.   Sie  drückt  eine 

Parabel  aus,  bezogen  auf  die  Tangente  im  Ursprange  und  die  Richtung  der  Haupt- 
axe,  welche  durch  ihn  hindurchgeht.  Demnach  liegen  sämmtliche  Ecken 
des  Polygons  auf  einer  Parabel,  deren  Hauptaxe  der  Richtung  der 
Kräfte  parallel  ist.  Ist  unter  den  Seiten  eine  zur  Kraftrichtung  normal,  so 
geht  die  Hauptaxe  der  Parabel  durch  deren  Mitte. 

Für  ein  Seilpolygon  (Fig.  218.)  mit  mittlerer  horizontaler  Seite,  in  dessen 
Knoten  gleiche  Gewichte  P  in  gleichen  Abständen  angreifen,  sei  h  die  Höhe  00' 
des  halben  Bogens,  2  6  die  Spannweito  2  •  O'A  und  2  n  -f-  1  die  Anzahl  der  Sei- 
ten, sodass  auf  jeder  Seite  des  Mittelgliedes  deren  n  liegen.  Wird  der  Abstand 
der  Kraftrichtungen  zur  Abkürzung  gleich  a  gesetzt,  so  ist  (2»  -f  1)  «  =  2  6. 
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Es  sollen  nun  gefunden  werden:  für  00'  und  OX  als  Axcn  der  x,  y  die  Coor- 
dinaten  x{  —  0,-5,-,  y{  —  £,-A"f  der  Knoten,  die  Neigungen  tpi  =  Ki^lKiV  der 
Glieder  gegen  die  Horizontale,  die  Längen  =  KiK{  +  x  der  Glieder,  die  Hori- 
eontalspannung  7'0  (Spannung  im  horizontalen  Mittelgliede) ,  die  Spannung  T{  der 
Glieder  KiKi^l  und  die  Gleichung  der  Parabel,  auf  welcher  die  Ecken  liegen« 

Ftp.  218. 


9  K,  P 

Man  hat  yx  =  \  a,  yt  =  $  a  +  «,  i/3  =  \  a  +  2  a,  ...  yi      \  a  +  (i  —  1)  a 

oder  y(  =  \  (2  /  —  1)  a.     Ferner  xx  =  0,  xt  =  a  ig  iplt  xt  —  xt  =  atg<pt,  ... 

P  2  P  iP 

—  —  «*V9,-_i-    Weiter  ist  tyqp,  =       ,  ty®,  —  -  - ,  . . .  r0<p.  =  -  , 

wodurch  a  ~  (1  +  2  +  3  +  \-  (i  -  1))  oder       —  4  £  (t  -  1)  a  ~ 

wird.  Für  i  =  n  +  1  wird  a;,  =  A  und  erhält  mau  also  T0  aus  der  Gleichung 
A-*n(n+l)^,  nämlich  T0  =  \  n  (n  +  1)      />,  wodurch  /<;  qpf  -  •  * 

Die  Länge  der  Glieder  folgt  aus     -  -  a  [l  +  (;-(^+-,j  '  -£)']*.  Die 

Spannungen  7',-  ergeben  sich  mit  Hülfe  von 

Tt  „  yo,  +  t-«p»  =  (in,(n  +  +  jt)p» 

P 

Die  Längen  und  Spannungen  wachsen  mit  t.    Aus  xi      ^  » (»  —  1)  a  ^    and  . 

0 

•/•  =  (et  —  1)  a  erhält  man  durch  Elimination  des  Index  t  die  Gleichung  der 
Parabel  y*  =■  ^  p^"  (x  +  \  y^) .   Die  Abscisse  des  Scheitels  ist  also  x  =  —  £  ^ 

und  also  die  Schcitelgleichung  der  Parabel  y1       — p-°       Für  n  —  OO  geht  das 


Seilpolygou  selbst  in  eine  Parabel  über;  ihre  Gleichung  ist  y* 


x  und  der 


Scheitel  liegt  um  h  von  der  Spannweite  ab  unter  deren  Mitte. 

Für  ein  Seilpolygon  mit  mittlerer  horizontaler  Seite,  in  dessen  Knoten  gleiche 
Gewichte  angreifen,  dessen  Seiten  aber  gleich  lang  und  gleich  a  sind,  hat  man, 
wenn  die  durch  0  gehende  Horizontale  als  x-Axe  angesehen  wird,  a?,  =  ^ 

xt  —  xt  ^  a  cos  (Pi ,  a?j  —  Xf  *■»  o  co*  <p2 ,  • . .  x^  —  x-  x  =«  o  co*  qp(-  _  p  yi  —  0, 

y,  =  a  «tit  yj  —  yf  —  a  sin  <ps,  .  .  .  yi .  —  yf_x  «—  a  sin  fp(_x,  mithin 

iP 

x.  —  \a  —  £a  cos  <p{_x,  y{  Zasin  <pi_x  und  da  tgtpi  =»  •  «=  tf,  wenn 
P:  7^  —  €  gesetzt  wird,  so  ergibt  sich 

'       7  KT+  (i  —  l)«f*  '  KT+  (i  -  l)'*1 

7"u  folgt  aus  der  Gleichung  h  =  y„_j_j{  =       sin  m/(  +  l . 


i 
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Für  abnehmende  a  und  wachsende  Gliederzabi  geht  das  Seilpolygon  in  eine 
Curve  über,  deren  Gleichung  man  folgendermassen  erhält.    Man  setzt 

lim  (^o  +  (i  -  1)  a)  =  s,    a  =  Js, 


sodass  *  die  Bogenlänge,  vom  tiefsten  Punkte  der  Corve  an  gerechnet,  bedeutet; 
ferner  Um  (i  —  1)  P  =  p*,  wo  p  die  Belastung  der  continuirlich  belasteten  Linien- 
einheit bezeichnet,  so  wird  mit  Unterdrückung  der  Indices: 


und  wenn  man        =  h  und  den  Ursprung  des  Coordinatensystems  im  Sinne  der 
1 

negativen  y  um  —  verlegt: 


t     =Y\  +  Ä'V«  +  h* 
hy  =Kl^M»**. 

Da  e    hX  ■  e*"*  =  1  ist,  so  ergibt  sich  aus  der  ersten  dieser  Gleichungen 

~hx       yi  _|_  /^t  _  hs 

und  also  mit  Rücksicht  auf  die  zweite 

als  Gleichung  der  Curven.    Hierzu  gesellt  sich  noch  hs  —  —  e      )  für 

die  Rectification  derselben.  Die  Curve  heisst  die  gemeine  Kettenlienie.  (Vgl. 
Gretschel,  elementare  Ableitung  der  Haupteigenschafton  der  Kettenlinien.  Gru- 
nerfs  Archiv  Tbl.  43,  S.  121). 

Wir  haben  bisher  angenommen,  dass  die  Angriffspunkte  der  Kräfte  bestimmte 
Punkte  des  Seiles  (Knoten)  seien.  Es  kommt  aber  vor,  dass  dieselben  längs  des 
Seiles  verschiebbar  sind;  dies  tritt  ein,  wenn  dio  Kräfte  vermittelst  Ringe  an 
demselben  wirken,  wolche  auf  ihm  hingleiten  können  (Fig.  219.).  Nehmen  wir 
den  einfachsten  Fall,  dass  ein  Seil  von  zwei  Kräften  T%  7"  gehalten  wird  und 

dass  die  Kraft  P  an  dem  Ringe  wirkend  Gleich- 
Fi*  i19'  gewicht  mit  T,  1"  herbeiführt    Das  Gleichgewicht 

_J_  wird  nicht  beeinträchtigt,  wenn  die  Angriffspunkte 

der  Kräfte  T,  T'  fest  gedacht  werden.  Da  der  Ring 
K  auf  dem  Seile  gleiten  kann,  so  kann  er  wegen 
der  Undehnbarkeit  desselben  nur  solche  Lagen  an* 
nehmen,  für  welche  die  Summe  der  Radienvectoren 
AK  -f  DK  constant  bleibt;  daher  ist  K  auf  die 
Fläche  eines  Rotationsellipsoids  um  Aß  als  Axe  mit 
A  und  B  als  Brennpunkten  beschränkt.  Daher  kön- 
nen wir  das  Seil  hinwegdenken  und  annehmen,  am  Punkte  Ä,  welcher  auf  dieser 
Flüche  zu  bleiben  gezwungen  sei,  wirke  eine  Kraft  P  und  befinde  sich  derselbe 
im  Gleichgewicht.    Dies  ist  nur  möglich,  wenn  die  Richtung  von  P  normal  zu 
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dem  Ellipsoid  ist.  Die  Normale  einer  Rotationsfläche  schneidet  aher  immer  die 
Rotationsaxc ,  daher  ist  die  Richtung  von  P  die  Normale  des  elliptischen,  durch 
K  geführten  Meridianschnittes  und  halbirt  folglich  den  Winkel  AKB  der  Radien- 
vectoren.    Hieraus  folgt  aber,  dass  das  Parallelogramm  der  Kräfte  aus  T,  T'  und 

—  P  gebildet,  ein  Rhombus  und  folglich  T  =  T  ist.  Die  Spannungen  T,  T'  der 
Seilstücke  sind  also  gleich  gross.  Ist  a  der  Winkel  der  Seilstücke,  so  ist 
P  =  2  T  cos 

§.  7.  Die  über  eine  Fläche  hingespannte  Kette  und  der  Uber  sie 
hingespannte  Faden.  Berühren  die  Glieder  Glt  Gty  ...  Gn  einer  Kette  (Fig. 
220.)  eine  feste  Fläche  in  Funkten  Au  At,  ...  An,  einander  selbst  in  Bt.  Bt> ...  Bn  _  j 
und  wirken  an  Gt  und  Gn  zwei  Kräfte  P  und  £?,  so 
müssen  an  jedem  Gliede  G{  die  beiden  Spannungen  Fl*- 

—  Tt_t,  T.  und  der  Widerstand  #(.  der  Fläche 
sich  Gleichgewicht  halten.  Es  müssen  sich  daher 
die  Normalen,  in  B(_lt  B(,  A{  errichtet,  in  einem 
Punkte  A't  schneiden  und  die  Gleichungen  des  §.  6. 
gelten,  aus  welchen  Tt  :  Tty  Tt  :  Tt,  ...  T%  :  TH_X 
und  P  :  Q  sich  ergeben.    Insbesondere  ist 

P        sin  AXKXBX     änAiKjßi         sin  AJ^KJ)  

~Q       sin  AxKfP  '  sin  AtKtB{  ""  sin  An Kn  A„  _  x  ' 

Werden  nun  die  Kettenglieder  unendlich  klein,  z.  B.  unendlich  kleine  Ku- 
geln, bei  welchen  die  Punkte  K  die  Mittelpunkte  sind  und  die  drei  Norma- 
len sich  stets  schneiden,  so  erscheinen  K,    ,  A',,  K,K-,,  als  zwei  aufeinander- 

folgende  Elemente  eines  auf  der  Fläche  aufliegenden  Fadens,  welche  mit  der 
Normalen  der  Fläche  in  Ki  in  einer  Ebene  liegen.  Die  Ebene  der  beiden  Elemente 
ist  aber  die  Schmiegungsebene  der  Fadencurve  und  die  Normale  derselben,  welche 
in  diese  Schmiegungsebene  füllt,  die  Hauptnormalo,  welche  die  Richtung  des  Krüm- 
mungshalbmessers hat.  Es  geht  daher  die  Schmiegungsebene  der  Faden- 
curve in  allen  Punkten  derselben  durch  die  Normale  der  Fläche, 
steht  also  senkrecht  auf  der  Fläche  und  fällt  mithin  ihr  Krümmungs- 
halbmesser in  die  Normale  der  Fläche.  Dies  ist  aber  nach  Thl.  III, 
Cap.  V,  §.  3.  die  charakteristische  Eigenschaft  der  kürzesten  Linie  auf  der  Fläche, 
wenigstens  im  Allgemeinen.  Daher  ist  die  Fadencurve  im  Allgemeinen 
zwischen  irgend  zweien  ihrer  Punkte  eine  kürzeste  Linie,  d.  h.  kür- 
zer als  alle  anderen,  durch  dieselben  Punkte  gehenden,  ihr  nächst 
anliegenden  Curven. 

Die  Curve,  deren  Schmiegungsebene  durch  die  Normale  der  Fläche  geht, 
besitzt  die  Eigenschaft  des  Minimums  nur  innerhalb  gewisser  Grenzen.  Denkt 
man  sich  nämlich,  von  einem  Punkte  der  Fläche  ausgehend,  nach  allen  Richtun- 
gen der  Tangentenebene  solche  Curven,  so  schneiden  sich  im  Allgemeinen  je 
zwei  aufeinanderfolgende  derselben  in  einem  Punkte  und  bilden  alle  eine  Enveloppe 
auf  der  Fläche.  Nur  in  dem  Bereiche  zwischen  dem  Ausgangspunkte  und  dem 
Berührungspunkte  mit  der  Enveloppe  ist  eine  solche  Curve  kürzeste  Linie  zwischen 
zweien  ihrer  Punkte,  wie  Jacobi  gezeigt  hat.  Auf  der  Kugelfläche  sind  diese 
Curven  grösste  Kreise  und  zieht  sich  ihre  Enveloppe  auf  den  Gegenpnnkt  des 
Ausgangspunktes  zusammen.  Für  abwickelbare  Flächen,  deren  kürzeste  Linien 
durch  die  Abwickelung  der  Fläche  mit  einer  Ebene  in  Gerade  übergehen,  hört 
die  Enveloppe  auf  zu  existiren  und  besteht  das  Minimum  längs  der  ganzen  Curve. 
Uebrigons  muss  bemerkt  werden,  dass  das  Minimum  sich  nur  auf  die  Nachbar- 
curven  bezieht,  dass  es  also  zwischen  zwei  Punkten  einer  Fläche  mehrere  kürzeste 
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Linien  geben  kann  und  es  z.  H.  nichts  Auffallendes  hat,  wenn  zwischen  zwei 
Punkten  der  Erzeugungslinic  eines  Cylinders  sowohl  die  Schraubenlinien,  als  die 
Erzeugungslinicn  selbst  kürzeste  Liuien  sind.  Sehr  irrig  reden  aber  einige  Schrift- 
steller von  einer  längsten  Linie  zwischen  zwei  Punkten  auf  einer  Fläche,  während 
ein  Maximum  doch  offenbar  nicht  statthaben  kann,  weil  man  durch  Ausweichungen 
zur  Seite,  selbst  durch  unendlich  kleine,  immer  eine  Curve  herstellen  kann,  die 
länger  ist,  als  jede  gegebene  Länge. 

Die  Spannung  des  Fadens  ist  in  allen  Punkten  gleich  gross;  ihre 
Richtung  ist  die  der  Tangente.    Es  ist  nämlich 

Tt:  7,-1  =  *f»  ^,A'.A,._1:„„^A|.A.  +  1; 

die  Summe  beider  Winkel  und  des  Contingenzwinkels  dz  der  Fadencurve  beträgt 
»;  dahor  wird  das  Sinnsverhältniss  rechts  in  der  Orenze  gleich  der  Einheit,  also 
7;.  =  7',  _  , .    Ebenso  folgt 

Zum  Gleichgewicht  des  Fadens  ist  daher  erforderlich,  dass  die  Componenten 
der  Endkräfte,  welche  den  Faden  in  der  Richtung  der  Tangenten  im 
Anfangs-  und  Endpunkte  spannen,  gleich  gross  sind  und  am  Faden 
nach  entgegengesetzten  Seiten  ziehen.  Die  Spannung  des  Fadens 
ist  ihnen  gleich. 

Der  Normalwideratand  jV  der  Fläche  oder  also  auch  der  Druck,  welchen  der 
Faden  im  Punkte  A.  auf  die  Fläche  ausübt,  halbirt  den  Winkel  der  beiden  glei- 
chen Spannungen  in  A'(  und  es  ist  N:  T  =  sin  K.  _lKiKi_^J:sin     A',.  A't.  + , ,  oder 

da  Ki_lKiKim^l  =  n  —  dz  ist  und  AiKjKi  +  l  =  \  n  wird,  .V:  7'=»  rfr,  also 

N  =  T  dt. 

Ist  nun  0  der  Krümmungshalbmesser  der  Fadencurve  und  .ds  das  Bogen- 

T 

dement  A'.A',.^,,  so  wird  ds  =  prfr,  also  N  =  —  •  ds.    Der  Druck  auf  die 

Fläche  ist  also  umgekehrt  proportional  dem  Krümmungshalbmesser 
der  Fadencurve  und  unendlich  klein.  Bildet  der  Faden  eine  Gerade,  so 
ist  .V  =  0.  Für  einen  über  eine  Kugel  hiugespannten  Faden  ist  der  Druck  überall 
gleich ,  da  0  constant  ist.  Auf  einem  Cylindcr  mit  kreisförmigem  Querschnitt 
bildet  die  Fadencurve  eine  Schraubenlinie  und  wenn  a  ihre  Neigung  gegen  die 
Erzeugungslinie,  a  der  Radius  des  Querschnitts  ist,  so  hat  man  nach  Thl.  III, 

T 

Cap.  I,  §.  14,  Nr.  5:  0  sin9  a  =  o,  mithin  wird  N  =  —  sin*  et.    Es  wird  daher 

11 

y  ein  Maximum  für  a  =  \itf  d.  h.  wenn  der  Faden  längs  eines  Kreisschnitts  um 
den  Cylinder  geschlungen  wird. 

T 

Der  Cocfficicnt      des  Bogenelementes  in  der  Formel  für  JV  ist  einer  Inter- 
9  T 

pretation  fähig.  Man  kann  sich  —  als  die  Resultante  von  lauter  gleichen  Parallel- 
kräften denken,  welche  in  den  Punkten  einor  der  Linieneinheit  gleichen  Länge 
angreifen.  Die  Resultanto  aller  solcher  Elementarkräfte,  welche  ein  Bogenelemont 
ds  afficiren,  würde  sich  dann  zu  jener,  wie  ds  :  1  verhalten  und  wäre  demzufolge 
T  JV 

—  ds.  Man  nennt  in  diesem  Sinne  oft  den  auf  die  Linieneinhoit  redu- 
cirten  Druck. 

§.  8.  Der  Faden,  welcher  mehrere  Körper  umspannt.  Ein  ge- 
schlossener Faden  sei  um  drei  Körper  A, ,  A„  As  (Fig.  221.)  geschlungen;  an 
den  Körpern  wirken  drei  Kräfte  P,  Q,  Ii.    Schneiden  wir  die  Fäden  durch  und 
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Fig.  221. 


führen  die  Spannungen  ein,  so  zeigt  sich  zunächst,  dass  alle  Spannungen  gleich 
sind  (§.  7.).  Ferner  müssen  die  Spannungen  in  den  beiden  Punkten,  wo  der  Faden 
den  Körper  Kx  verlässt,  mit  P  im  Gleichgewicht  sein.  Daher  fällt  P  mit  ihnen  in 
eine  Ebene,  schneidet  sich  mit  ihnen  in  einem  Funkte  und 
balbirt  den  Winkel  der  Spannungen.  Die  geradlinigen  Faden- 
stücke fallen  daher  in  die  Seiten  eines  Dreiecks  ABC,  so- 
dass P :  T  =  sin  A:sin  \  A  =  2cos\A  und  überhaupt  also 
P  =  Q  =  R 
2cos  \A  2  cos  \B  2  cos  $  C  = 
Die  Kräfte  müssen  nach  den  Aussenräumen  des  Dreiecks 
wirken,  wenn  Gleichgewicht  bestehen  soll.  Sie  schneiden 
sich  selbst  in  einem  Punkte,  weil  sie  den  Winkel  des  Dreiecks 
halbiren  oder  auch  weil  das  Gleichgewicht  fortbestehen 
muss,  wenn  das  System  unveränderlich  wird. 

Aehnliches  gilt  von  vier  Körpern;  das  Viereck  ist  im  ^ 
Allgemeinen  windschief;  die  Kräfte,  welche  seine  Winkel 

halbiren,  liegen  auf  einem  einfachen  Hyperboloid,  weil  das  Gleichgewicht  fort- 
besteht, wenn  das  System  unveränderlich  wird  (§.  1.).  Da  sie  die  Halbirungslinien  der 
Winkel  sind,  so  folgt,  dass  die  vier  Winkelhalbirenden  eines  Vierecks  immer  so 
liegen,  dass  eine  Gerade,  welche  drei  von  ihnen». schneidet,  auch  die  vierte  trifft. 

§.  9.  Allgemeine  Theorie  der  Fadencurven.  Ein  vollkommen  bieg- 
samer, undehnbaror  Faden  (Fig.  222.)  sei  in  zwei  Punkten  A,  B  befestigt  oder 
werde  an  diesen  Punkten  durch  zwei  Kräfte  festgehalten,  auf  alle  seine  Punkte 
wirken  Kräfte  und  nehme  derselbe  untor  ihrer  Einwirkung  eine  gewisse  Gleich- 
gewichtsform an;  man  soll  die  Bedingungen 
des  Gleichgewichts,  die  Spannung  längs  der 
Tangente  in  einem  beliebigen  Punkte  M  und 
die  Gestalt  der  Fadencurve  ermitteln. 

1.  Die  Spannung,  welche  in  allen  Punk- 
ten die  Richtung  des  Bogcnelementes  oder  der 
Tangente  besitzt,  wird  von  Punkt  zu  Punkt 
variiren  und  eine  Function  der  Coordinaten 


Fi*.  222. 


z  des  Punktes  M  sein.    Im  Sinne  MM' 


genommen  sei  sie  T  und  seien  T 


T9*  Ts 
Im  fol- 


ihre  Componenten  parallel  der  Axen. 

genden  Punkte  M'  ist  sie  dann  im  Sinne  M'M"   X 

gleich  T  +  dT  und  sind  Tx  +  dTr ,  Ty  +  dTyl  £ 
Tz  +  dTx  ihre  Componenten.    Am  Punkte  M' 

halten  sich  nun  die  gegebene  äussere  Kraft  und  die  beiden  Spannungen,  T  im 
Sinne  M'M  und  T  +  dT  im  Sinne  M'M"  Gleichgewicht  und  man  hat  daher  mit 
Rücksicht  darauf,  dass  —  Tx,  —  Ty,  —  Tz  die  Componenten  der  erstgenannten 
Spannung  darstellen,  wenn  fv,  fy,  fz  einstweilen  die  Componenten  der  äusseren 
Kraft  f  bezeichnen,  dTx  +  fm  =  0,  d'Vy  -f  fy  =  0,  dT.  +  f.  =  0.  Die  Rich- 
tung der  Tangente  in  M  bildet  aber  mit  den  Axen  Winkel,  deren  Cosinusse 
da:  d>/  dz 
ds  '  ds  ' 


ds 


sind,  wo  MM'*=*  ds  ist,  wodurch 


dx 
ds  ' 


T  = 


du 


dz 


ds '     "*       '  ds 

wird.  In  Betreff  der  äusseren  Kraft  ist  Folgendes  zu  -bemerken.  Sie  ist  unend- 
lich klein,  weil  die  Masse,  an  welcher  sie  angreift,  es  ist.  Man  denke  sich  nun 
sämmtliche  in  den  Punkten  des  Bogenelementes  MM'  angreifende  äussere  Kräfte 

41* 
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für  den  Punkt  M'  auf  ihre  Resultante  und  ihr  resultirendes  Paar  redueirt.  Das 
letztere  verschwindet  gegen  dio  erstere,  da  nicht  blos  seine  Seitenkraft,  sondern 
auch  sein  Arm  unendlich  klein  ist.  Es  bleibt  also  blos  jene  Resultante.  Denkt 
man  sich  nun  die  Elemente  der  Längeneinheit  alle  in  derselben  Weise  afficirt, 
wie  ds,  so  würde  die  üesammtrcsultante  aller  dieser  Einwirkungen  eine  bestimmte 
Intensität  P  besitzen  und  die  hier  in  Frage  kommende,  in  M'  anzubringende 
Kraft  f  würde  sich  zu  P  verhalten,  wie  ds  :  1.  Es  ist  daher  f  =  Pds,  Bildet  f 
mit  den  Axen  die  Winkel  a,  ß,  y,  so  wird  fx  =  f  cos  a,  fy—f  cos  ß,  /*_=•/"  cos  y, 
oder  fx  =  P  cos  a  ■  ds,  fy  =  P  cos  ß  .  ds,  fz  =  P  cos  y  •  ds,  oder  endlich  wenn  die 
Componenten  von  P  mit  A',  Y,  Z  bezeichnet  werden,  wobei  man  sich  P  in  der 
Richtung  der  Kraft  f  aufgetragen  denkt,  fx  —  Xds,  f  =  Yds,  fg  =  Zds.  Durch 
Einführung  dieser  Werthe,  sowie  der  Wcrthe  für  Tx,  Ty,  Tz  gehen  dio  Gleich- 
gewichtsbedingungen im  Punkte  M'  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Gleichgewichts 
bedingungen  für  das  Element  MM'  über  in 

d- T  ^  +  Xds  =  0,       d- TdJs  +  Yds  =  0,       d  Tfs  +  Zds  =  0. 

2.  Integrirt  man  die  Ausdrücke  links  von  einem  beliebigen  Anfangspunkte 

0  des  Bogens  s  über  einen  beliebigen  Bogen  MaM  hinweg,  so  erhält  man: 

i 


wo  *o  =  OM0  ist.  Dies  sind  aber  die  drei  Gleichungen  des  translatorischcn 
Gleichgewichts  des  unveränderlich  gedachten  Fadens  zwischen  der  Spannung  in 

M0,  deren  Componenten  —  —  »   —  (^cL*)'  **er  !:'PannunS  *n 

*o  'o  *o 

Mt  deren  Componenten  T  ~ ,    T  *[-  ,   T  ^~  sind  und  den  sämmtlicben  äusseren 
'  ds         ds  ds 

Kräften  Pds,  welche  längs  des  Bogens  M0Mi  angreifen,  deren  Componentensummcn 
die  drei  Integrale  darstellen.  Combinirt  man  die  Gleichungen,  wie  beim  Princip 
der  Flächen,  indem  man  z.  B.  die  letzte  mit  y  multiplicirt,  von  der  vorletzten, 
mit  z  multiplicirt  abzieht,  so  ergibt  sich 

yd-T^  -  zd>         +  0/Z  -  zY)  dx  =»  0 

0<ler  d(y   T<ds  -  z   T'd)  +  {yZ  ~  Z}')(is  =  °' 

woraus  durch  Integration  über  den  Bogen  M0M  hin 

*  -  =r  2)  -        t) + h  -  =*>  *  - » 

nebst  zwei  aualog  gebildeten  Gleichungen  sich  ergeben.  Diese  Gleichungen  drücken 
aus,  daas  auch  die  Bedingungen  des  rotatorischen  Gleichgewichts  an  dem  Faden, 
wie  an  einem  unveränderlichen  System  erfüllt  sind. 

3.  Die  beiden  Gleichungen,  welche  man  aus  den  Gleichungen  unter  Nr.  1. 
erhält,  indem  man  T  eliminirt,  sind  die  Differentialgleichungen  der  Fadenciu  ve. 
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Diese  Elimination  kann  in  verschiedener  Weise  ausgeführt  werden.  Integrirt  man 
über  den  Bogen  ;>/„.')/  und  bezeichnet  mit  —  A,  —  B ,  —  C  abkürzend  die  Com- 
ponentcn  der  Spannung  in  /*/„,  so  folgt: 

-  A  +  J*Xds       -  K  +frdx       -  V  +  fZds 

*"  *°  *°  ~  y 


dx  dy  dz 

ds  ds  ds 

Die  Grössen  A}  B,  C  spielen  hierin  dio  Rolle  von  drei  willkürlichen  ConBtanten; 
die  Integration  dieser  zwei  Gleichungen  führt  noch  zwei  weitere  ein.  Diese  fünf 
Constanten  bestimmen  sich,  sobald  zwei  Punkte  der  Fadencurve  und  die  Bogen- 
länge zwischen  ihnen  gegeben  sind.  Denn  die  Coordinatcn  der  beiden  Punkte 
müssen  den  beiden  endlichen  Gleichungen  der  Fadencurve  genügen,  wodurch  vier 
Bedingungen  für  die  Constanten  erhalten  werden;  die  gegebene  Bogenlänge  liefert 
hierzu  die  fünfte. 

Die  vorstehende  Form  der  Differentialgleichungen  der  Fadencurve  ist  nur  in 
den  einfachsten  Füllen  brauchbar;  übrigens  kann  man  für  diese  Curve  leicht  die 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  erhalteu.  Führt  man  nämlich  die  Differen- 
tiation in  den  Gleichungen  Nr.  1.  aus,  so  kommt 

Td-£+  df  dT+  Xds  =  0 
ds  ds 

Td  ■  iV  +  iy  dT  -f         =  0 
ds  ds 

Td-  df  +  dJ  rf7'+  Zds  =  0. 
ds  ds 

Die  Elimination  von  dT  und  hierauf  von  T  ergibt: 

f.z-*r  f.X-**Z  te.y-'kx 

ds  ds  ds  ds  •         ds  ds  J 

dy  ^  dt         dz  rf  d;/        dz  ^   dx         dx  ^   dz       dx  ^  dy         dy  ^   dx  ds 

ds      ds       ds       ds       ds       ds        ds       ds       ds       ds       ds  ds 

4.  Um  die  Spannung  T  längs  der  Tangente  des  Punktes  {xyz)  zu  finden, 
multipliciro  man  die  droi  Gleichungen  unter  Nr.  3.  mit  ~  t  y  und  addire  sie; 

«He,  m  da  (*)'+  (£)'  +  (gf-L*> 

dx      dx   ,   dy      dy    .    dz  dz 

-,—  a  ■  —  •+•  -yd'—  -t-  —  d  •  —  -  ---  0 

ds       ds    1    ds      ds        ds  ds 

i8t:  —  dT  =  Xdx  +  rdy  +  Zdz. 

Existirt  also  für  die  Kraft  P  eine  Kräfte funetion  U,  sodass 

y     du  dü  cU 

wird,  so  erhält  man,  wenn  T,  U  sich  auf  den  Punkt  (x,  yt  z)  und  jT0,  U0  sich 
auf  den  Punkt  (xQy0z0)  beziehen: 

T       T0  =  -  [U  -  U9). 

In  allen  Fällen,  in  welchen  für  die  Kraft  P  eine  Kräftefunction  be- 
steht, ist  die  Spannung  des  Fadens  blos  eine  Function  des  Ortes  und 
nicht  von  der  Gestalt  der  Fadencurve  abhängig;  die  Aenderung  der 
Spannung  von  Punkt  zu  Punkt  ist  gleich  der  Aenderung  der  Kräfte- 
function mit  entgegengesetzten  Zeichen  genommen. 
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In  dem  besonderen  Falle,  dass  die  Kraft  P  normal  zu  derFadencurve 

ist,  hat  man  *  P  dl  =  °*  Hlö°  Xdx  +  Vdy  +  Zd'*  =  °  Und 

folglich  T  «=•  T0t  d.  h.  die  Spannung  ist  constant.  Dies  findet  z.  B.  statt, 
wenn  der  Faden  auf  oincr  Fläche  aufliegt,  in  welchem  Falle  der  Normal  wider- 
stand der  Fläche  die  Kraft  Pds  ist. 

Eiuen  anderen  Ausdruck  für  die  Spannung  T  findet  man,  wenn  man  die 
Gleichungen  in  Nr.  3.  mit  rf-^,  d  d~  multiplicirt  und  sio  addirt.  Der 

Coefficient  von  dT  wird  dann  Null  und  bleibt 

- [('•£)'+  ('■!)•+  K;)']  +  [*<■*  +  ™  t  +  «■  5] *  ■ 

Es  ist  aber  nach  Thl.  III,  Cap.  4,  §.  9.  der  Krümmungshalbmesser  p  der  Curve  im 
Punkte  ixyz): 

ds 

Q 


Hiermit  erhält  man: 


p*  ds  ds  ds 

Quadrirt  und  addirt  man  dieselben  obigen  Gleichungen,  so  folgt  mit  Rück- 
sicht auf  die  eben  gefundenen  Formeln  und  den  Ausdruck  für  p,  sowie  darauf, 
dass  P*  =  X*  -f  >*«  +  Z«  ist: 

T!  dT1 
pl  +  ds*  ~ 

Für  Normalkräfte  P  ist  dT  =  0,  mithin  7'  =  Pp.  Der  Faden  nimmt  also 
für  Normalkräfte  P  eine  solche  Gestalt  an,  dass  der  Krümmungs- 
halbmesser der  Kraft  P  umgekehrt  proportional  wird. 

Durch  die  vorstehende  Formel  ist  P  in  zwei  Componenten  zerlegt,  deren 
Bedeutung  leicht  zu  ermitteln  sein  wird.  Ist  a  der  Winkel,  den  P  mit  der  Rich- 
tung der  Tangente  bildet,  so  liefert  die  Projection  von  /*  auf  die  Tangente 

v  fix   .    „f/y   .  dz 

A  \-  V  ^  -\-  Z  ^    —  P  cos  u 

ds  ds    '  ds 

fi  T 

und  mithin  ist  der  ersten  Formel  dieser  Nummer  zufolge  —       =  P  cos  a.  Setzt 

ds 

T 

man  dies  in  die  vorstehende  Gleichung  ein,  so  folgt  —  =  /'  sin  cc.    Nun  fällt 

P 

Pds  mit  den  beiden  Spannungen  längs  den  Tangeuten,  welche  sich  im  Curven- 
punkte  schneiden,  in  eine  Ebene.    Diese  Ebene  ist,  weil  sie  die  beiden  aufein- 
anderfolgenden Tangenten  enthält,  die  Schmieguugsebene  der  Curve.  Daher 
T 

stellt  —  die  Componente  von  P  vor,  welche  in  die  Richtung  der  Hauptnormale 
Q 

oder  des  Krümmungshalbmessers  fällt.  Für  Normalkräfte  P  ist  a  =  \n,  also 
dT  =>  0.  Man  gelangt  zu  den  Ausdrücken  für  die  beiden  Componenten  von  P 
auch  unmittelbar,  indem  man  das  Gleichgewicht  der  drei  im  Curvenpunkte  an- 
greifenden Kräfte  dadurch  ausdrückt,  dass  man  die  Componentensummen  in  den 
Richtungen  der  Tangente  und  Hauptnormalen  der  Null  gleich  setzt.  Dies  liefert 
nämlich,  wenn  dz  den  Contingenzwinkel  bedeutet: 

Pds  cos  a  —  T  -f  (T  +  dT)  cos  dt  =  0 

"nd  Pds  sin  a  -f-  (7*  +  dT)  sin  dz  =  0, 
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oder  reducirt:  Pds  cos  tt  -f-  dT  —  0  und  Pds  sin  a  -f-  Tdx  —  0,  wo  für  dt  noch 

—  zu  setzen  ist  u.  s.  f. 
9 

5.  Liegt  der  Faden  auf  einer  Flüche  F  =  0  auf,  so  tritt  zu  Pds  noch  der 
Normalwiderstand  dor  Fläche  hinzu.  Ist  dieser  Nds,  wo  2V  den  auf  die  Linien- 
einheit reducirten  Normalwiderstand  bezeichnet  und  sind  Nxdst  NtJdst  N2ds  seine 
Componenten,  so  sind  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts: 

d  T  ds  +  Xd*  +  *****  =  ° 
T  d-y-  +  Yds  +  Nds  =  0 

ds  y 
dT  %  +  Zds  +  N*d*  =  °' 

^  iV_  A,  ,V 


wozu  noch  kommt: 


^         dy  dz        [fe)  +  U)+  fe)J' 

Diese  Gleichgewichtsbedingungen  unterscheiden  sich  von  denen  für  den  freien 
Faden  nur  dadurch,  dass  X -f-  Arr,  /-'  +  A^,  2  +  A^  an  die  Stelle  von  X,  Y,  Z 
getreten  sind.    Daher  ist 

-  dT  -  (X  -f-  A^)  dx  +  (Y  +  Ay)  dy  +  {Z  +  Nx)  dz  —  X,te  +  Xrfy  +  Zrfs, 

da  Nxdx  +  iVyrfy  +  A^rfr  =  0  ist,  weil  iV  auf  der  Fläche  senkrecht  steht.  Die 
Resultante  von  Pds  und  Nds  fällt  in  die  Schmiegnngsebene  der  Fadencurve. 
Ist  daher  P  =»  0,  so  geht  die  Schmiegnngsebene  durch  die  Normale  der  Fläche 
und  wird  die*  Curve  eine  kürzeste  Linie  (&,  §.  7.).  Für  P  —  0,  d.  h.  X  =  Y  —  Z  —  0 
ist  T  constant  und  nehmen  die  Gleichungen  des  Gleichgewichts  die  Form  an: 

Td-d*  +  *xds  =  0,      Td^  +  Nvds  -  0,      Td>  dj  +  JVX*  -  0, 
aus  welchen  folgt: 

<Vy 


rf.^? 

rfs  rf»  rfs 


=  -  r 


rf*  rf«  rf« 

zum  Beweise,  dass  A'4  die  Richtung  des  Krümmungshalbmessers  der  Fadencurve 
besitzt.  Aus  dieser  und  der  obigen  Proportion  für  Arjr,  iVy,  A's  ergeben  sich  die 
Differentialgleichungen  der  Fadencurve,  nämlich 

,  dx  dy  dz 

ds^     dF=      ds     dF  ^  Jjis  .  dF 
ds      dx        ds      dy        ds      dz  1 
welche  die  kürzeste  Linie  charakterisiren.    Stellt  man  die  Gleichung  der  Fläche 
unter  der  Form  F  =  f  (xt  y)  —  z  =  0  oder  x  —  /  (x,  y)  dar,  so  gewinnen  sie 

..      dF      df       dz  dF      df       dz  dF  ,  ,  . 

vermöge       =  ^  =  ^  -  Pt  ^  =  ^  =  ^  -       ^  =  -  1,  wo  n  uud  * 

Abkürzungen  sind,  die  einfachere  Form: 

ddf        ddf  dd; 

ds  ds  ds 

ds     :P=     ds  ds  ■ 

T 

Der  Widerstand  N  der  Fläche  folgt  aus  P  sin  et  =       für  A*  —  P  sin  cc ,  nämlich 
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T 

y  =  ^  ,  ist  also  dem  Krümmungshalbmesser  dor  Fadencurve  umgekehrt  pro 
portional. 

§.  10.  Die  Fadencurve  für  Parallelkräf to.  Es  seien  die  Kräfte  Pds, 
welche  an  der  Fadencurve  angreifen,  sämmtlich  parallel.  Wühlt  man  ihre  Rich- 
tung zur  Richtung  der  y-Axe,  so  sind  A'  =  Z  —  0  und  werden  die  Gleichungen 
des  Gleichgewichts 

rf.  T  ~  =  0,     d>  T  dj'  +  Fds  =  0,     d-T  f  =  0 
ds  ds  1  rf* 

und  die  unter  Nr.  3.  des  §.  3.: 


-  B  -f  jrds 

=  —  T. 


—  A    t  -  C 


da:  dt/  rf: 

ds  dtt  ds 

Hieraus  folgt  A  =  C  —  - ,  also  =  Cx  -f-  Z),  d.  h.  die  Punkte  der  Faden- 
curve liegen  in  einer  mit  der  »/-Axe,  also  mit  der  Kraftrichtung 
parallelen  Ebene.  Dies  ergibt  sich  bereits  aus  §.  6.,  S.  637,  wenn  man  die 
Fadencurve  als  ein  Infinitesimalpolygon  ansieht.  Wählt  man  die  Ebene  der  Curve 
zur  Ebene  der  xy,  so  ist  ihre  Gleichung  z  =  0,  mithin  C  =  l)  =  0  und  bleiben 
daher  blos  die  Gleichungen 

-  B  +jYds 

-z_A  =  _  j' 

d.r  dy 
ds  ds 

Die  Gleichung  der  Curve  wird,  wenn  Y  als  Function  von  a-,  y  gegeben  ist 

ist  aber  die  Gestalt  der  Curve  im  Voraus  bestimmt,  so  liefert  dieselbe  Gleichung 
V  als  Function  von  x  und  y. 

Die  Spannung  T  ergibt  sich  aus  denselben  Gleichungen.   Zunächst  nämlich  ist 


ds 


Tx   und    Tdl  =  -  B  +Jrds  =  -  A  £  =  Ty. 


Quadrirt  und  addirt  man  beide  Ausdrücke,  so  folgt: 


dx 

Es  ist  aber  — -  =  sin  1(>,  wenn       den  Winkel  bedeutet,  welchen  die  Tangente 
ds 

der  Fadencurve  mit  der  Richtung  der  Kraft  bildet.  Der  Inhalt  dieser  Formeln 
ist  folgender: 

Die  Spannung  des  Fadens  ist  proportional  der  Cosecante  des 
Winkels,  den  die  Tangente  der  Fadencurve  mit  der  Kraftrichtung 
bildet,  ihre  Componente  senkrecht  zur  Kraftrichtung  ist  constant, 
ihre  Componente  parallel  zur  Kraftrichtung  ist  der  Cotangente  jenes 
Winkels  proportional.    Bringt  man  die  Richtungen  der  Tangenten  in 
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zwei  Punkten  M  und  N  zum  Durchschnitt  Z>,  so  verhalten  sich  die 
Spannungen  in  M  und  N  wie  die  T angentenlängcn  MD  und  ND. 

§.  11.  Die  Kettenlinien.  Für  den  Fall  eines  schweren  Fadens  ist  Pds 
das  Gewicht  des  Fadenelementes,  nämlich  —  Sgds,  wenn  8  die  specifische  Masse 
im  Punkte  (xy)  Dedeutet,  welche  von  Punkt  zu  Punkt  im  Allgemeinen  variiren 
wird  und  die  positive  y-Axe  aufwärts  gerichtet  ist.  Die  Kadencurve  heisst  eine 
Kettenlinie.  Für  einen  homogenen  Faden  ist  9  constant.  In  diesem  Falle  heisst 
die  Kettenlinie  eine  gemeine  (Fig.  223.).  Für  sie  ist  also  hei  vertikal  aufwärts 
gerichteter  y-Axe: 


und  folglich 


j  yds  =  — J  Sgds  —  —  Sg{s  —  sa) 
-  A^L  +  B  =  -  Sg(s  -  s0). 


Rechnen  wir  den  Bogen  *  vom  tiefsten  Punkte,  dem  Scheitel,  an  und  wählen  diesen 
auch  zu  dem  Punkte  jW„,  für  welchen  A  und  B  die 
Spannungscomponenten  waren,  so  wird  «„  —  0  und  da 

im  tiefsten  Punkte  -~  mit  *  zugleich  verschwindet, 

auch  B  =  0.    Demnach  reducirt  sich  die  Differential- 


gleichung der  Fadencurve  auf 


dy  _  8ß 


dx 


Darin  ist 


9g  das  Gewicht  der  Längeneinheit  des  Fadens  und 

dar, 


stellt       den  reeiproken  Werth  h  einer  Länge  ~ 
A  h 


die  der  Parameter  der  Kettenlinie  heisst.  In  kürze- 
ster Form  ist  die  Gleichung  also  ^  =  hs.  Sie  drückt 

aus,  da 88  die  Tangente  der  Neigung  derCurve 
gegen  die  Horizontale  dem  Bogen  vom  tief- 
sten Punkte  his  zum  Berührungspunkte  proportional  ist. 

Um  dieselbe  abermals  zu  integriren  und  zu  der  Gleichung  der  Kettenlinie 
zwischen  x  und  y  zu  gelangen,  wollen  wir  zunächst  x  und  y  als  Functionen  des 


Winkels  tp  darstellen. 


Nun  ist  dx  —  ds  ■  sin      dy  =  ds  ■  cos  ip,  also  — '  =  entg  ip, 


Daher  liefert  die  Differentialgleichung  der  Curve  hs  =»  eotg  rp,  also  wenn  man 

sie  differentiirt,  hds  =  ~-  und  hiermit: 

sin1  ip 

dtp  cos  ipdip 

ndy  =  — 


h  dx 


Hieraus  folgt: 


sin  ip  * 


sin*  ip 


Ä  _  Cd*    =  _  C    /'d  ^ipicos*  ±ip  -f  «V 

J  sin  ip         J  2  sin  \rp  cos  \ip         J  sin  1 ip  cos  \  ip 

^        «in  ^  co*  $  ^>  w  a  <r   j  » 

=  -r^-r  +  C. 
«in 

Legen  wir  nun  das  Coordinatensystem  so,  dass  für  ip  =  ^  n  die  Abscisse  x  =  0 

und  die  Ordinate  y  =  ^  ,  d.  h.  gleich  dem  Parameter  wird,  so  verschwinden  C,  C 
und  wir  erhalten: 
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-  -  — -  r*-  -t^f^-i*  -     -  '.»♦)■ 

Hieraus  orgibt  sich     4  ^  =  e        und  schliesslich: 

hy  =  \  [e**  +  c         >    A*  =  A_         —  e  . 
Mit  Hülfe  der  Gudermann'schen  hyperbolischen  Functionen  (Sof  «OD  =  A,  l«  +  «  / 
und  ©in  -  m  =  \(e°>  —  e   ")  kann  man  diese  Gleichungen  auch  schreiben* 

hy  —  (Jof  •  hx,       ht  =  oitt  •  hx , 
oder  in  cyclischen  Sinus  und  Cosinus  mit  imaginärem  Argumente: 

hy  =  cos-hxi,       hs  *-»  f  tinhxi. 
Man  gelangt  zur  Gleichung  der  Curve  leicht  auch  auf  folgendo  Weise.  Die 

Differentialgleichung  ^  =  hs  nochmals  differentiirt  gibt 
oder 


,2  =  + 


d*y 
dx* 

=■  h  i 


1  + 

deren  Integral  für  ^  =  p  ist:  /  (p  +  Yt  +  p»)  =  hx,  wozu  keine  Constantc 

tritt,  wenn  das  Coordinatensystem ,  wie  oben,  angenommen  wird.    Hieraus  folgt 

P  +  V1+  P<  =  e** 
und  da  (p  -f-  KF-f"/»«)  (p  —  }  i  +  p»)  =  —  1  ist,  auch 

mithin  ^         ,       '  . 

2  p  =  e**  —  c_A* 

und  hieraus  durch  nochmalige  Integration 

Die  Gleichung  Ay  =  4  -f-  e  )  zeigt,  dass  die  Ordinatenaxe  eine 
Symmetrieaxe  der  Kettenlinie  ist  und  dass  diese  Curve  construirt  werden  kann, 
indem  man  die  arithmetischen  Mittel  der  Ordinaten  der  beiden  symmetrisch  gegen 

f,x   

das  Coordinatensystem  liegenden  logarithmischen  Linien  hy  =  e     und  hy  =  e 

als  Ordinaten  aufträgt.  Die  Formel  hs  —  \  {e  —  e  )  liefert  unmittelbar  ihre 
Rectification.    Aus  beiden  ergibt  sich  durch  Addition  und  Subtraction: 

A(y  +  i)  =  e*"*,      A  {y  —  s)  =  e 

und  indem  man  diese  Resultate  miteinander  multiplicirt:  Al  (y*  —  s«)  =  1,  oder 
1 

y*  =  Ä«  -f  _  ,  d.  b.  wenn  man  die  unter  dem  Scheitel  liegende  und  von  ihm 

um  den  Parameter  abstehende  Horizontale  die  Directrix  der  Curve  nennt,  das 
Quadrat  des  Curvenabstandes  von  der  Directrix  ist  gleich  der  Qua- 
drataummc  des  Bogens  vom  Scheitel  an  bis  zum  Curvcnpunkte  und 
des  Parameters.    Dieser  Satz  folgt  auch  unmittelbar  aus  der  Eigenschaft  der 
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hyperbolischen  Functionen,  vermöge  welcher  &of*  to  —  ©in2  <o  —  1  ist.  (Ueber 
die  hyperbolischen  Functionen  vgl.  Gronau,  Theorie  und  Anwendung  der  hyper- 
bolischen Functionen;  Danzig  1865;  oder  Sohnke,  Sammlung  von  Aufgaben  aus 
der  Differential-  und  Integralrechnung,  3.  Aufl.  von  Heis,  8.  85.) 

Auch  für  die  Quadratur  der  Kettenlinie  lässt  sich  ein  einfacher  Satz  auf- 
stellen.   Es  ist  nämlich  den  obigen  Formeln  zufolge 

mithin  hjydx  =  (s —  *0),  d.  h.  die  Fläche,  welche  von  den  Perpen- 

dikeln,  die  von  zwei  Curvenpunkten  auf  die  Directrix  gefällt  wer- 
den, von  dem  zwischenliegenden  Stück  der  Directrix  und  des  Bo- 
gens begrenzt  wird,  ist  gleich  dem  Rechteck  aus  dem  Parameter 
und  diesem  Bogenstück,  also  dem  Bogen  proportional. 

da 

Für  dio  Spannung  T  ergibt  sich  dem  vorigen  §.  zufolge  T  =  A  —  ,  worin 
A  =  7'0  die  Spannung  im  tiefsten  Punkte  bezeichnet;  sie  ist  horizontal.  Mau 
kann  T  verschiedene  Form  geben.    Es  wurde  der  Parameter       definirt  durch 

die  Gleichung  k  =       und  war  ferner  —  =  cotgif},  wodurch 


dx 

wird.    Dies  liefert  zunächst 

T  =  *  -  cosec  ip  =  T0  cosec  rft,     T0  =  y  • 

Es  ist  aber  auch  hy      cosec  tf>,  mithin: 

T  —  9gy, 

und  wenn  man  hs  =  cotg  ip  heranzioht: 

7'«  =  7'0*  +  (ö»«. 

Die  Spannung  in  irgend  einem  Punkte  ist  daher  proportional 
der  Secante  der  Neigung  der  Tangento  gegen  die  Horizontale,  sie 
ist  auch  gleich  dem  Gewichte  eines  Fadentheiles  gleich  dem  Ab- 
stände des  Punktes  von  der  Directrix  und  der  Unterschied  ihres 
Quadrates  vom  Quadrate  der  Horizontalspannung  (im  Scheitel)  ist 
gleich  dem  Quadrate  vom  Gewichte  des  Bogens  vom  Scheitel  bis 
zum  Curvenpunkte. 

In  der  letzteren  Form  folgt  der  Satz  unmittelbar  aus  der  §.  5.,  S.  637  gegebenen 
Methode  zur  Bestimmung  der  Spannung.  Aus  T  =  8gy  folgt,  dass  der  Faden 
vom  Scheitel  bis  zu  irgend  einem  Punkte  M  im  Gleichgewicht  erhalten  wird, 
wenn  man  denselben  in  M  über  eine  kleine  Rolle  führt  und  ein  Stück  derselben 
bis  zur  Directrix  überhangen  lässt.  Ebenso  folgt,  dass  die  Enden  eines  im  Gleich- 
gewicht befindlichen  Fadens,  welcher  tibor  zwei  unendlich  kleine  Rollen  hängt, 
bis  zur  Directrix  hinabreichen,  also  beide  in  einer  Horizontalen  liegen;  ferner 
dass,  wenn  ein  geschlossener  Faden  über  zwei  kleine  Rollen  hingehängt  wird, 
die  beiden  Kettenlinien,  die  er  bildet,  eine  gemeinschaftliche  Directrix  haben. 
Denn  die  Spannungen  beider  Kettcnlinien  in  je  einem  Aufhängepunkt  sind  gleich, 
also  würden  auch  die  Fadenstücke,  welche  die  Kettenstücke  im  Gleichgewicht 
erhalten  würden,  falls  der  Faden  an  den  Aufhängestellen  durchgeschnitten  würde, 
bis  zu  derselben  Horizontalen  hinabreichen. 
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Wir  fanden  §.  10.,  Nr.  4.  für  die  Componente  von  P,  welche  in  die  Rich- 

T 

tuug  des  Krümmungshalbmessers  fällt,  die  Formel  P  sin  a  =    ■  ,  worin  a  den 

Q 

Winkel  bedeutet,  den  P  mit  der  Tangente  bildet.    Hier  ist  nun  a  =  —  (n  — 
P  =  —  8g  =  —  TJi  =  —  Th  sin       also  p  sin*  tf>  =  *  ,  welches  zu  einer  leich- 
ten Construction  des  Krümmungshalbmessers  der  Kettenlinie  führt.  Da  T=  T0cosecif} 

T* 

ist,  so  hat  man  auch  p  =  y,,^»      »•  der  Krümmungshalbmesser  ist  dem  Quadrate 

der  Spannung  proportional.  Uebrigens  bemerkt  mau  leicht,  dass  der  Krüm- 
mungshalbmesser gleich  dor  Normalen  N  ist,  letztere  vom  Curven- 
p unkte  bis  zur  Directrix  gerechnet.  Denn  da  die  Tangente  mit  der  Rich- 
tung der  y  den  Winkel  tp  bildet,  so  ist  y  =  iV  sin  ip>  Nun  gibt  aber  die  eben 
gefundene  Form  für  p  wegen   T  =  T0hy  sofort  p  =  hy*  =  hti*  sin*  rft  und  da 

p  sin*  tf)  =  *  bereits  gefunden  wurde,  so  folgt  p  =  \.    Im  Scheitel  ist  p  gleich 

dem  Parameter. 

Wir  nehmen  jetzt  an ,  es  sei  ein  schwerer  Faden  von  der  Länge  /  gegeben 
(Fig.  223.),  welcher  als  Kettenlinie  zwischen  zwei  Punkt©  A,  B  aufgehängt  werden 
soll  und  wollen  die  Elemente  dieser  Curve  bestimmen. 

Nimmt  man  die  noch  unbekannte  Directrix  zur  .r-Axo  und  die  Vertikale  des 
Scheitels  S  zur  y-Axe  und  bezeichnen  x,  y  die  Coordinateu  von  A,  x  -f  a ,  y  h 
die  von  B,  sodass  a,  b  die  Horizontal-  und  Vertikalprojection  des  Bogens  AB  =  l 
darstellen,  so  hat  man  für  S  A  =  s  und  SB  —  s  +  l  den  oben  entwickelten  Glei- 
chungen zufolge: 

h  (y  -f  *)  =  e**,  h(y  —  s)  —  e  *"* 

Ä(y  +  *-f*+0  =  <?  »      h[y  +  b  —  s  —  l)  =  e  , 

worin  h  den  reeiproken  Werth  des  gleichfalls   noch  unbekannten  Parameters 

OS  =  bezeichnet.  Durch  Elimination  von  y  und  *  aus  diesen  vier  Gleichun- 
gen gelangt  man  zu  zwei,  die  Unbekannten  x,  h  bestimmenden  Gleichungen. 
Die  Subtraction  der  übereinanderstehenden  Gleichungen  liefert  nämlich: 

,  ..        A         hx  (  ha         \  -  hx  f  —ha         \  hx     —  ha  /  h-i\ 

h  (b  -f-  /)  =  e    \e    —  l)  ,    h  (b  —  l)  —  e       \e       —  l)  =  e        e       \1  —  e  ) 

und  weiter  liefert  die  Multiplication  dieser  Gleichungen,  wodurch  x  eliminirt 
wird,  zur  Bestimmung  von  h  die  Gleichung: 

h*  [P  —  b*)  =  c~  ha  (e**  —  l)*. 

Setzt  man  nun  ah  =  z  und  ~  Vi*  —  b*  =  c,  so  ergibt  sich  für  z  die  tranecen- 
dente  Gleichung: 

._!(.*•_. -4-). 

Durch  sie  ist  zunächst  z  durch  a,  b,  /  auszudrücken,  wodurch  sodann  h  = 

(i 

und  hiermit  ar  aus  der  Gleichung  k  {b  -\-  l)  =  e  ,  sowie  y  mit  Hülfe 

der  Gleichung  der  Curve  hy  =  gewonnen  werden.    Die  ganze 

Schwierigkeit  beruht  also  in  der  Behandlung  der  transcendenten  Gleichung  für  r. 
Hierzu  kann  mau  sich  dreier  Methoden  bedienen:  1.  der  Entwickelung  der  rech- 
ten Seite  dieser  Gleichung  in  eine  Potenzreihe,  wodurch  man  erhält: 
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0  -  1  +  h  (* r)*  +  h (*  z)l  + ' " 

2.  der  graphischen  Darstellung,  indem  man  z  als  Abscisse  des  Durchschnitts  der 

Curve  y  =  \         —  mit  der  Geraden  y  =  \  cz  betrachtet,  oder  3.  indem 

man  sich  eine  Tabelle  entwirft,  in  welcher  zu  einem  System  von  Wertheu  c  die 
entsprechenden  Wertho  von  z  eingetragen  sind  oder  aus  welcher  dieselben  wenig- 
stens leicht  ermittelt  werden  können.    Setzt  man 

wird  wegen  =  Vi  +  cotg*&  der  Ausdruck  $  (e^:  —  e"       =  cotg  &,  mithin 

j  1  J  .  1 .  cos  & 

e*:  —  cotg  &  4-  - — -  =  ■  -  -  .   „       =  cotg  4 -O"  und  folglich  \z  =•  l  cotg  Xfr. 
sin  v  stn  9" 

Hierdurch  nimmt  die  zu  behandelnde  transcendente  Gleichung  die  Gestalt  an: 

—  =»  tg  &  •  l  cotg  i  9  . 

Die  Tafel  hierfür,  welche  von  Broch  berechnet  wurde  und  in  Moigno,  lecons  de 
micanique  analytique.  Statique  p.  261,  sowie  auch  in  Duhamel,  Lehrbuch  der  ana- 
lytischen Mechanik,  deutsch  von  Schlömilch,  p.  162  aufgenommen  ist,  liefert  zu 

—  den  Werth  von  &  und  es  ergibt  sich  dann  z  durch  die  Gleichung  z  =  21  cotg  \  &. 

c 

Aus  der  Gleichung  c  =  littst  sich  noch  eine  leichto  Fol- 

gerung ziehen.    Der  Werth  von  c,  also  auch  z  ändert  sich  nicht,  wenn  h  =  0, 
aber  zugleich  Vi*  —      für  /  gesetzt  wird.   Ist  aber  b  ^=  0,  so  liegen  die  beiden 
Aufhängepunkte  in  derselben  Horizontalen.   Bei  glei- 
chem a  haben  überhaupt  alle  die  Kettenlinien  denselben  r>8' 
Parameter,  für  welchen  !■  —  ft*  denselben  Werth  be-  ^g 
sitzt.  Ist  a*  dieser  gemeinsame  Werth,  also  /*  =  a«  +  Ä« 
und  construirt  man  (Fig.  224.)  zu  Aß0  =»  a  die  Linie 
A0B0  =  o,  so  ergibt  sich  zu  jedem  Aufhängepunkte  B  A^-^ 
die  Bogenlänge  aB  =»  l  für  den  Kettenbogen  ASB.  , 

Entwickelt  man  die  rechte  Seite  der  Gleichung 

hy  =  \  0»**+  e~ **)  in  eine  Reihe,  so  ergibt  sich  y  —  -j-  =»      fix*  -f  ^-  Wx*  -{  

und  für  sehr  kleine  x,  also  in  der  Nähe  des  Scheitels,  stimmt  diese  Gleichung 
uäherungsweise  mit  der  Gleichung  y  —  -J-  —  {fix*  überein,  welche  eine  Pa- 

rabel  vom  Parameter  -r  bedeutet.    Galilei,  welcher  zuerst  die  Gestalt  eines 

h 

schweren,  an  zwei  Punkten  aufgehängten  Fadens  zu  bestimmen  suchte,  hielt  die- 
selbe für  eine  Parabel.  Jac.  Bernoulli  behandelte  dies  Problem  zuerst  analy- 
tisch und  von  ihm  rührt  der  Name  „Kettenlinie"  her  {Acta  eruditorum.  Lipsiae 
1690,  p.  217,  oder  Opera  T.  I,  p.  424).  Joh.  Bernoulli,  Leibnitz  und  Huyghens 
gaben  1691  gleichfalls  in  den  Act.  erudit.  Lösungen. 

§.  12.  Die  Kettenlinie  anf  der  schiefen  Ebene.  Ein  homogener, 
schwerer  Faden  sei  an  zwei  Punkten  einer  schiefen  Ebene  befestigt  und  liege 
auf  der  Ebene  auf;  dieselbe  bilde  mit  der  Vertikalen  den  Winkel  a  und  werde 
zur  xy-Ebcne  gewählt,  sodass  in  ihr  die  x-Axe  horizontal  angenommen  wird.  Die 
y-Axe  sei  positiv  nach  oben  gerichtet;  die  z-Axe,  senkrecht  zur  xy-  Ebene,  liegt 
dann  mit  der  y-Axe  in  einer  Vertikalebene,  welche  der  Neigungswinkel  a  enthält. 
Man  hat  alsdann  behufs  Anwendung  der  Gleichungen  §.  9.,  Nr.  6.:    X  =  0, 
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y  =  —  8g  cos  a ,  Z  =  —  8g  sin  a  und  da  F  —  z  =  0  die  Gleichung  der  Ebene 

Ay       Ay  fiy 

des  Fadens  ist,       =  —  =  0,         =1  und  demnach  A'    =  AT   =  0,  X  =  A*, 

c\t      Vy  cz  * 

sodass  die  Gleichungen  des  Gleichgewichts  werden: 

d  (j         =  0,       d  (r        —  Sg  cos  ccds  =  0,        —  8g  sin  ads  +  Nds  =  0 . 

Die  beiden  ersten  sind  die  Gleichgewichtsbedingungen  eines  freien  Fadens,  auf 
dessen  Punkte  die  Schwerkraft  nicht  mit  der  vollen  Beschleunigung  g,  sondern 
mit  deren  Componente  g  cos  a  wirkt;  der  Faden  bildet  daher  auf  der  Ebene 
eine  Kettenlinie  und  da  dio  Bestimmung  dieser  Curve  dem  vorigen  §.  znfolge 
diese  Beschleunigung  nicht  enthält,  so  bleibt  die  Fadencurve  dieselbe, 
wenn  die  Ebene  um  die  Horizontale  beliebig  gedreht  wird  und  stimmt 
überein  mit  der  Kettenlinie  des  frei  hängenden  Fddens.  Die  letzto 
Gleichung  gibt  den  Druck  auf  die  Ebene:  AT  =  8g  sin  a;  derselbe  ist  in  allen 
Punkten  der  Fadencurve  gleich,  variirt  aber  mit  dem  Winkel  a  und 
verschwindet  mit  a,  d.  h.  für  die  vertikale  Lage  des  Fadens. 

Ueber  die  Kettenlinie  auf  der  Kugelfläche  und  auf  Rotationsflächen  Uber- 
haupt s.  G uder mann,  de  curvis  catenariis  spkaericis  dissertatio  analytico-geomelrica. 
Crelle,  Journ.  Bd.  33,  S.  189  und  281;  Biermann,  problemala  quaedam  mechanica 
funetionum  eliipticarum  ope  soluta.  Berolini  18G6,  p.  11.  („  De  catenariis  in  super- 
ficiebwt  curvis  nonnullüs  rotatione  generalis")  —  In  mehrfacher  Hinsicht  wichtig  ist 
die  Abhandlung  von  Aebsch:  „Ueber  die  Gleichgewichtsfigur  eines  biegsamen 
Fadens"  (Crelle's  Journal  Bd.  57,  S.  93,  1860). 

§.  13.    Die  Kettenlinie  von  constanter  Spannung.    Ein  schwerer, 
biegsamer  Faden  sei  an  zwei  Punkten  befestigt;  er  sei  nicht  homogen,  vielmehr 
sei  dio  Masse  so  über  ihn  vertheilt,  dass  die  Spannung  in  jedem  Punkte  der  spe 
eiflschen  Masse  desselben  proportional  sei.    Man  soll  die  Gestalt  des  Fadens  und 
das  Gesetz  der  Massenvertheilung  längs  desselben  ermitteln  (Coriolis). 

Die  Gleichgewichtsbedingungen 

i(r£)-„,     *(r  *)_„*_„. 

wozu  noch  7  =  a8  tritt,  wo  8  die  speeifische  Masso  des  Punktes  (xy).  ist,  liefern 


dx   

1  ~ds  -  7°' 


*2 %-*./*■*> 


o  o 

wenn  wir  den  Bogen  vom  tiefsten  Punkte  an  rechnen,  in  welchem    V  =  0  ist. 

dx 

Hiermit  folgt  weiter  durch  abermalige  Differentiation  ^  =  ^ *-  oder  vermöge 

dx*      J0  dx  ° 

dx 

T0  =  T  ^  und  T  =*  a8  die  Differentialgleichung  der  Fadencurve: 

dx* 

oder  d*y 

dx*  1 


zum  Ursprung  wählt:  ~  =  arclg  ^  , 


Sie  ergibt,  indem  man  den  tiefsten  Punkt  — —  TT  ~.:ti.i*.  *r  —  — 

also  nach  einer  nochmaligen  Integration: 

v 

e"  •  cos        —  1  . 
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Die  Curve  hat  unendlich  viele  congruente  Aeste,  welche  in  Vertikalstreifen  von 
der  Breite  a  theils  diesseits,  theils  jenseits  der  Abscissenaxe  liegen,  die  sie  sämmt- 
lich  berühren.  Die  Grenzlinien  der  Streifen  sind  Asymptoten  der  Curve.  Für  die 
speeifische  Masse  6*  erhält  man: 

« -  ■'■  = T-  f  _ T« i/T+m'-  s „c * 

a        a   dx       a  f  \lx'        a  a 

und  daher  ist: 

T  =  TQ  tec  -  • 
a 

TQ  kann  durch  6*0,  die  speeifische  Masse  des  Scheitels,  ausgedrückt  werden,  näm- 
lich Tu  =  aSü. 

§.  14.  Die  parabolische  Kette.  Ein  gewichtloser  Faden  sei  in  seinen 
Elementen  ds  dnreh  Gewichte  continuirlich  belastet,  welche  proportional  den  Pro- 
jectionen  dx  dieser  Elemente  auf  die  Horizontale  sind;  man  soll  die  Gestalt  des 
Fadens  bestimmen. 

Es  sei  p  die  Last,  welche  auf  einen  Bogen  fällt,  dessen  Ilorizontalprojectton 
die  Längeneinheit  ist,  dann  wird  —  pdx  die  Belastung  von  ds  sein  und  bestehen 
folglich  die  Gleichungen: 


Ans  diesen  folgt: 


wovon  die  erste  Gleichung  aussagt,  dass  die  Horizontalcomponente  der  Spannung 
constant  ist.    Weiter  ergibt  sich  aus  der  letzten  mit  Hülfe  der  ersten 

dx  -  kx  +  c" 

Q 

wenn  man  —  =  C,  setzt;  die  nochmalige  Integration  gibt 

y  =  *  TQ      +  CtX 

und  zeigt,  dass  die  gesuchte  Curve  eine  Parabel  ist.  Eine  weitere  Constante 
tritt  nicht  hinzu,  wenn  einer  der  Aufliängepunkte  als  Coordinatenursprung  gilt. 
Ist  die  Spannweite  des  Curvenbogena  2  a,  so  geht  die  Curve  durch  den  Punkt 
x  =  2«,  y  =  0  und  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Constanton  C,  die  Gleichung: 

0  =  £  •  2«*  -f  2C,«,   d.  h.  Ct  =  —  wodurch  die  Parabclgleichung  die 

Form  annimmt:  y  =  £  (x*  —  2  aar).    Verlogt  man  den  Ursprung  in  die  Mitte 

der  Spannweite,  so  wird  sie:  y  =      (x*  —  a*).    Um  die  Horizontalspannung  T0 

■»  o 

durch  Elemente  der  Curve  auszudrücken,  wollen  wir  die  Länge  des  Fadens  mit 
L  bezeichnen,  d.  h.  _____ 

setzen.    In  den  Anwendungen  ist  gewöhnlich  der  Unterschied  L  —  2  a  zwischen 

der  Bogenlänge  und  der  Spannweite  sehr  klein  und  folglich  auch  die  Ordinate 

p  ß'  p  u 

\  ~-  des  Scheitels  oder  der  Pfeil  des  Bogens  und  also  auch  ~  sehr  klein  und 

kann  man  daher  die  Wurzelgrösse  und  den  Logarithmus  in  Reihen  entwickeln, 

nämlich  für       =  z: 
1» 
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setzen,  wodurch  /,  =  2  «  -f-  ^         -{-•••  und  folglich  annähernd  Y'„  =     ^"  V"- 

*o  y  &  i  —  2« 

wird. 

§.  15.  Die  Kettonlinie  constanter  Spannung  bei  einer  continujr- 
lichen  Belastung,  welche  in  horizontalem  Sinne  gleichmässig  Ver- 
th eilt  ist.  Der  biegsame  Faden  sei  belastet  durch  sein  eigenes  Gewicht  und 
ausserdem  durch  continuirlich  Uber  ihn  vertheilte,  den  Horizontalprojcctionen  der 
Bogenelemente  proportionale  Gewichte;  welches  ist  die  Gestalt  der  Fadencurve, 
wenn  das  Gesetz  der  Massenvcrthciluug  des  Fadens  so  bestimmt  ist,  dass  die 
Spannung  in  jedem  Punkte  der  speeifischen  Masse  ä  desselben  proportional 
sein  soll? 

Unter  Beibehaltung  der  früheren  Bezeichnungen  sind  die  Gleichungen  des 
Problems: 

dx  ds 
von  denen  die  erste  7'       =  T0  liefert,  sodass  also  T  —  T0  —  .    Die  zweite 

ds  "  dx 

Gleichung  liefert  dann  mit  Rücksicht  auf  die  Bedingung  T  =  ad,  welche  T0  =  ad0 

nach  sich  zieht: 

r.£-*0 +  £)'+' 

und  durch  Integration  derselben  erhält  man,  indem  man  ^J  =  y  setzt; 


oder 

l7=^=  --  Arct9  Jfl  -  x  +  C. 

Väo9  ip  +  *o9)  Vp  +  ^o£7 

Im  tiefsten  Punkte  ist  y  —  0;  legt  man  also  die  Ordinatenaxe  durch  ihn  hin- 
durch, so  muss  C  =  0  werden  und  erhält  man  zur  weiteren  Integration  die 
Gleichung: 

*  =  /"  Irr9-  •  tan<>  ¥  y^TTF^g) , 

aus  welcher  sich  die  Gleichung  der  Fadencurve,  nämlich 

r  y  r  

ergibt,  wenn  der  tiefste  Punkt  zum  Coordinatenursprung  gewählt  wird.  Vgl.  §.  13. 

Die  hier  behandelte  Aufgabe  hat  Wichtigkeit  für  das  Problem  der  Ketten- 
brücken. 
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IX.  Capitel. 

Reduction  der  Attractions-  und  Repulsionskräfte  von  Massen, 
Agentien  etc.   Theorie  des  Potentials. 

§.  1.  Nachdem  im  V.  Capitel  die  allgemeine  Theorie  der  Reduction 
von  Kräften,  welche  an  einem  unveränderlichen  System  angreifen,  ent- 
wickelt worden  ist,  erscheint  es  angemessen,  dieselbe  auf  einige  beson- 
dere Gattungen  von  Kräften  anzuwenden.  Für  die  Parallelkräfte  ist 
dies  bereits  geschehen  und  dabei  der  besondere  Fall  ausführlicher  be- 
handelt worden,  dass  die  Parallelkräftc  von  gleichem  Sinne  sind  und 
den  Punkten,  auf  die  sie  wirken,  constante,  von  der  Lage  im  Räume 
unabhängige  Beschleunigung  ertheilen.  Dies  geschah  mit  besonderer 
Rücksicht  auf  die  Schwere,  welche  für  gewöhnliche  Dimensionen  in  allen 
Punkten  als  eine  Kraft  von  derselben  Richtung,  demselben  Sinne  und 
derselben  unveränderlichen  Beschleunigung  g  angenommen  wurde,  sodass 
ein  Punkt  von  der  Masse  m  durch  das  Gewicht  mg  in  der  Richtung 
nach  dem  Schwerpunkte  der  Erde  afficirt  erscheint.  Parallelkräftc  cou- 
vergiren  nach  einem  unendlich  fernen  Punkte;  die  nächst  allgemeinere 
Kategorie  von  Kräften  wird  daher  von  solchen  gebildet,  deren  Rich- 
tungen sich  in  einem  Punkte  in  endlicher  Entfernung  schneiden  und 
deren  Sinn  entweder  diesem  Punkte  zugewandt  oder  von  ihm  abgowandt 
ist.  Man  nennt  sie  im  ersten  Falle  Attractions-  oder  Anziehungskräfte, 
im  letzteren  Ropulsions-  oder  Abstossungskräfte ,  jedoch  unter  der  Be- 
schränkung, dass  die  Beschleunigung,  welche  sie  einem  Punkte  ertheilen, 
nach  einem  bestimmten  Gesetze  von  der  Entfernung  von  jenem  Punkte 
und  von  dessen  Masse  oder  der  Menge  eines  in  ihm  befindlichen  Agens, 
im  Allgemeinen  aber  nicht  von  der  Richtung  abhängig  ist.  Jener  Punkt 
heisst  das  Attractions-  oder  Repulsionscentrum.  Wenn  also  ein  System 
oder  eine  Parthie  desselben  Attractionskräften  eines  Centrums  C  unter- 
worfen ist,'  so  greift  an  jedem  Punkte  M  von  der  Masse  m  eine  Kraft 
m(p  an,  gerichtet  längs  der  Geraden  MC,  deren  Beschleunigung  90  eine 
bestimmte  Function  der  Entfernung  MC  =  r  und  der  Masse  oder  Menge 
Agens  p  des  Punktes  C  ist.  Ein  sehr  allgemeiner  Fall  dieser  Art  ist 
cp  =  pF  (r),  d.  h.  q>  ist  proportional  fi.  Greifen  an  den  Punkten  eines 
Systems  Attractionskräfte  an,  welche  blos  einem  einzigen  Centrum  zu- 
gehören,  so  sind  dieselben  als  Kräfte,  deren  Richtungen  nach  einem 
Punkte  convergiren,  stets  einer  Einzelresultanten  äquivalent,  welche  durch 
das  Centrum  hindurchgeht;  ist  dasselbe  aber  den  Attractionen  verschie- 
dener Centra,  oder  einer  c.ontinuirlichen  Folge,  oder  einer  eine  Fläche 
oder  eine  Parthie  des  Raumes  continuirlich  erfüllenden  Menge  von  Cen- 
tris  ausgesetzt,  so  lassen  sich  zwar  die  Attractionskräfte  für  jedes  ein- 
zelne Centrum  appart  auf  eine  Einzelkraft  reduciren,  aber  alle  zusammen 
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and  mithin  auch  die  sämmtlichen  Attractionskräfte  des  ganzen  Systems, 
sind  im  Allgemeinen  nicht  wieder  einer  blosen  Resultanten,  sondern 
einer  Resultanten  in  Verbindung  mit  einem  resultirenden  Paare  äqui- 
valent. Die  Reduction  auf  diese  beiden  Elemente  ist  auf  unzählige 
Arten  möglich,  insbesondere  aber  gibt  es  eine  Reduction  füf  die  Central- 
axo  dieser  Kräfte,  für  welche  das  Axenmoment  des  Paares  der  Resul- 
tanten parallel  wird.  So  setzt  eine  sorgfältige  Theorie  der  irdischen 
Schwere  voraus,  dass  jeder  Punkt  eines  schweren  Körpers  von  Attrac- 
tionskräften  afficirt  wird,  deren  Centra  die  verschiedenen  Punkte  des 
Erdkörpers  sind ;  die  Resultante  aller  dieser  Kräfte  ist  das  Gewicht  des 
Körpers;  vermöge  der  Gestalt  des  Erdkörpers  geht  diese  Resultante 
nahezu  durch  dessen  Mittelpunkt  und  verschwindet  das  resultirende  Paar. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  sind  diejenigen  Attractions-  und  Repul- 
sionskräfte,  welche  wechselseitig  so  wirken,  dass  von  irgend  zwei  Punk- 
ten M,  M'  jeder  für  den  anderen  Centrum  der  Anziehung  oder  Ab- 
stossung  ist.  Die  Voraussetzung  solcher  Kräfte  liegt  der  Newton'schen 
Theorie  der  allgemeinen  Gravitation  zu  Grunde,  von  welcher  die  der 
irdischen  Schwere  nur  ein  specieller  Fall  ist.  Es  mögen  die  beiden 
Punkte  materiell  sein,  jeder  die  Einheit  der  Masse  enthalten  nnd  beide 
in  der  Entfernung  gleich  der  Linieneinheit  voneinander  entfernt  sein. 
An  M  greift  dann  eine  Kraft  an,  welche  durch  M'  als  Centrum  geht, 
an  M'  eine  andere,  welche  durch  M  geht,  beide  seien  einander  gleich 
an  Intensität,  nämlich  gleich  c;  ihr  Sinn  ist  im  Falle,  dass  beide  Punkte 
Centra  der  Anziehung  oder  Abstossung  sind,  entgegengesetzt  und  zwar 
übereinstimmend  mit  dem  Sinne  MM'  an  M  und  M'M  an  ftf  im  Falle 
der  Anziehung,  mit  M'M  an  M  und  M3f  an  M'  im  Falle  der  Abstossung; 
ihr  Sinn  ist  derselbe,  wenn  der  eine  ein  Centrum  der  Anziehung,  der 
audere  ein  Centrum  der  Abstossung  ist.  Wird  nun  die  Masse  des 
Punktes  M  das  m  fache  der  Masseneinheit,  wo  m  eine  beliebige  Zahl 
sein  kann,  so  wird  die  Kraft,  welche  M  afficirt,  me,  wenn  auf  jede  in 
M  befindliche  Masseneinheit  dieselbe,  durch  M'  gehende  Kraft  wirkt 
und  die  an  M  angreifende  Kraft  wird  gleichfalls  mt,  wenn  jede  in  M 
befindliche  Masseneinheit  als  ein  Centrum  der  Wirkung  auf  M'  ange- 
sehen wird.  Aus  denselben  Gründen  wird  die  Kraft  mt'  an  beiden 
Punkten  zu  rom'e,  wenn  die  Masse  von  M'  zu  m  wird.  Werden  also 
alle  materiellen  Punkte  als  Centra  der  Anziehung  oder  Ab- 
stossung für  einander  angesehen,  so  sind  die  Kräfte,  mit  . 
welchen  je  zwei  Punkte  gegenseitig  beschleunigt  werden, 
in  der  Einheit  der  Entfernung  gleich  an  Intensität  und 
dem  Produkte  ihrer  Massen  proportional.  Aehnliches  findet 
statt,  wenn  die  Punkte  nicht  als  materiell,  sondern  als  mit  gewissen 
Agentien  behaftet  angesehen  werden.  Treten  nun  die  Punkte  M,  M' 
aus  der  Einheit  der  Eutfernung  in  die  Entfernung  r  auseinander,  so 
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werden  die  beiden  Kräfte  immerhin  einander  gleich  bleiben,  ihre  ge- 
meinsame Intensität  wird  aber  von  r  abhängen  und  kann  dnrch  imm'F(r) 
dargestellt  werden.   Nach  dem  Gesetze,  welches  Newton  der  allgemeinen 

Gravitationstheorie  zu  Grunde  gelegt  hat,  ist  F  (r)  =  -2-,  d.  h.  es  nimmt 

die  Kraftintensität  mit  dem  Quadrate  der  Entfernung  der  beiden 
Punkte  ab. 

§.  2.  Wir  wollen  zunächst  eine  Reihe  von  Attractionsproblemen 
behandeln,  welche  mit  elementaren  Mitteln  durchführbar  sind;  später 
werden  wir  die  Theorie  der  Kräftefunction  entwickeln,  von  welcher  alle 
derartige  Untersuchungen  abhängen. 

1.  Die  Punkte  des  homogenen  Kreisbogens  AB  (Fig.  225.)  vom 
Radius  r,  zum  Centriwinkel  ACB=*2ct  gehörig,    ziehen  einen  im 
Mittelpunkte  C  befindlichen  Punkt  von  der  Masse  »  nach  dem  New- 
ton'schen  Gesetze  an;  man  soll  die  Resultante  Ii  aller 
Anziehungskräfte  bestimmen,  wenn  die  constante  spe- 
cifische  Masse  des  Bogens  q  ist. 

Die  Masse  des  im  Punkte  M  verschwindenden  Linienelemen- 
tes MM'  ist  q-MM'  und  die  Kraft,  mit  welcher  dasselbe  den 

Punkt  C  in  der  Richtung  CM  afücirt,    *»<>MAL.  8ie  zerfällt 

in  zwei  Componenten,  eine  parallel  der  Sehne  ABt  die  andere 
längs  des  Radius  CD.     Für  Winkel  MCD  =  #  ist  letztere 
o '  MM* 

— ^-^j  cos      die  erstere  kommt  für  die  Bildung  der  Resul-  ^ 

tanten  R  nicht  in  Betracht,  da  je  zwei  symmetrisch  gegen  clen 
Radius  CD  gelegene  Punkte  M  entgegengesetzt  gleiche  Componenten  parallel  der 
Sehne  liefern  und  sich  dieselben  paarweise  tilgen.  Die  totale  Attractionskraft 
hat  die  Richtung  von  CD  und  ist  die  Summe  aller  Componenten  längs  dieser 
Linie.  Nun  ist  aber  MM'-  cos  &  die  Projection  QQ'  des  Elementes  MM'  auf  die 
Sehne  AB,  weil  die  Tangente  in  M  mit  AB  gleichfalls  den  Winkel  #  bildet, 

daher  ist  R  =  ^  ZQQ'  =  * »*^AD .  Denkt  man  sich  die  Sehne  AB  mit  Masse 

von  derselben  Beschaffenheit  wie  die  des  Bogens  belegt,  so  ist  dieselbe  o  •  A  B 
und  wenn  diese  in  den  Punkt  D  concentrirt  gedacht  wird,  so  zieht  D  den  Punkt 
C  mit  derselben  Kraft  R  an.    Daher  der  Satz: 

Die  Attractionskraft,  mit  welcher  ein  homogener  Kreisbogen 
einen  im  Mittelpunkte  befindlichen  Punkt  afficirt,  ist  nach  der 
Mitte  deB  Bogens  gerichtet  und  gleich  der  Attraction,  welche  dieser 
Mittelpunkt  ausüben  würde,  wenn  in  ihm  die  Masse  der  Sehne  ver- 
einigt wäre,  letztere  von  derselben  speeifischen  Masse  gedacht,  wie 
der  Bogen. 

AB 

Da  —  =  2  sin  a  ist,  so  kann  man  R  die  Form  geben: 

r 

2.  Eine  homogene  Strecke  AB  (Fig.  22C.)  von  der  speeifischen 
Masse  q  zieht  einen  ausser  ihr  gclogenen  Punkt  C  von  der  Masse  (i 
nach  dem  Newton'schen  Gesetze  an;  man  soll  Richtung  und  Inten- 
sität der  Attraction  bestimmen. 

42* 
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Beschreibt  man  nm  C  einen  Kreis  A'B'D,  welcher  die  Richtung  der  Strecke 
AH  in  D  berührt  und  denkt  sich  den  Bogen  A  H',  dessen  Centralprojection  von 
C  aus  die  Strecke  AB  ist,  von  derselben  speeifischen  Masse,  wie  diese  Strecke, 
Fju>  ^  so  sind  die  Attractionskräfte ,  wolche  irgend  zwei  dem 

^  Strale  CmM  anliegende  Elemente  MM',  mm  der  Strecke 
und  des  Bogens  auf  C  ausüben, 

Sft,  p  •  MAP  t (i  g  ■  mm 

CM*  Cm* 

//2~>g'        Bildet  nun  der  Stral  CM  mit  AH  den  Winkel  und 
-^^y^C—^^^J    beschreibt  man  mit  CM  als  Radius  das  Element  Mmx, 
welches  mit  MM'  und  mm'  in  demselben  Centriwinkel 

MCm,  lie^t,  so  wird 

'      »«        Cm       .777.    ,   A    Cm       7777»    CD  Cm 
mm  =  MmrcM=MM.sin*-ÖJl=MM  .  ^  — 

=  MM'CD   ^  =  ÄÜ!'.C'* 
CM*  CM* 

und  wenn  man  dies  für  mm'  in  den  Ausdruck  der  Attractionskraft  des  Elementes 
mm'  einführt,  so  wird  er  gleich  dem  Ausdruck  der  Kraft  des  Elementes  MM'. 
Demnach  üben  je  zwei  entsprechende  Elemente  der  Strecke  und  des  Bogens  gleiche 
Attraction  auf  C  aus  und  ist  daher  auch  die  Resultante  aller  für  beide  dieselbe. 
Nach  Nr.  1.  folgt  daher  der  Satz: 

Eine  homogene  Strecke  AB  zieht  einen  äusseren  Punkt  C  mit 
derselben  Kraft  an,  wie  der  homogene  Bogen  eines  Kreises  derselben 
speeifischen  Masse,  welcher  AH  zur  Centralprojection  von  6' aus  hat 
und  die  Richtung  der  Strecke  berührt.  Die  Richtung  der  Attractions- 
kraft halbirt  demnach  den  Winkel,  unter  welchem  die  Strecke  vom 

2  f  up 

antrezoffenenP  unkte  aus  erscheint  und  ihro  Intensität  ist  sin  4  er, 

wenn  a  dieser  Winkel  und  a  der  Abstand  des  Punktes  von  der  Rich- 
tung der  Strecke  ist. 

Beschreibt  man  in  der  Ebene  der  Figur  eine  Hyperbel,  deren  Brennpunkte 
A,  B  sind  und  welche  durch  den  Punkt  C  geht,  so  halbirt  die  Tangente  derselben 
in  C  den  Winkel  ACB.  Construirt  man  daher  das  ganze  System  der  für  A,  H 
confocalen  Hyperbeln,  so  gibt  für  jeden  Punkt  der  Ebene  die  Tangente  der  durch 
ihn  hindurchgehenden  Hyperbel  die  Richtung  der  Attractionskraft  an,  welche  die 
Strecke  AB  auf  ihn  ausübt.  Diese  Hyperbeln  heissen  daher  die  Kraftlinien 
für  das  Attractionsproblera.  Construirt  man  durch  C  eine  Ellipse,  welche  A,  H 
zu  Brennpunkten  hat,  so  ist  die  Halbirungslinie  des  Winkels  ACB  zu  ihr  normal; 
der  Punkt  C  befindet  sich  daher  auf  ihr  unter  Einfluss  der  Attraction  von  AH 
und  des  Normalwiderstandes  im  Gleichgewicht.  Daher  sind  die  zu  A,  B  confo- 
calen Ellipsen  die  Niveaulinien  des  Problems  für  die  Punkte  C  in  der  Ebene. 
Liisst  mau  die  Ellipsen  um  AB  als  Axo  rotiren,  so  erzeugen  sie  Rotationsellipsoide, 
deren  Normalen  dio  Halbiruugslinien  der  Winkol  ACB  aller  Punkte  C  des  Raumes 
sind.  Sie  sind  die  Niveauflächen  der  Attraction  der  Strecke  AB  bezüglich  der 
Punkte  des  Raumes. 

Nehmen  wir  an  (Fig.  227.),  der  homogene  Stral,  welcher  von  A  nach  dem 
Unendlichen  hinläuft,  stosse  den  Punkt  C  ab,  der  Stral  von  B  nach  dem  Unend- 
lichen aber  ziehe  C  mit  derselben  homogenen  Masse  an,  so  kann  statt  dessen  dr.r 
Bogen  A'U',  dessen  Centralprojection  der  abstossendo  Stral  ist,  als  abstossend 
und  der  Bogen  H' V  ,  dessen  Centralprojection  dor  anziehende  Stral   ist,  als 
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anziehend  snbstituirt  werden.  Für  den  abstossenden  Bogen  ÄU'  aber  kanu  man 
den  ihm  congruenten,  im  entgegengesetzten  Schoitelraume  liegenden  Bogen  V'W' 
als  anziehend  einführen.  Daher  ist  die  Gcsammtwirkung  beider  Straten,  des  an- 
ziehenden and  des  abstossenden 


zusammen,  gleich  der  Anziehung  *lg"  227, 

des  Bogens  B'll'.    Die  Attrac-  Jwt        ^  ^> 

tionskraft  desselben  halbirt  aber 


tionsRratt  acsseiben  uaiüirt  aber  ~  r~  ! 

den  Winkel  tfCW'  und  steht,  \\-y/  / 


da  dieser  der  Nebenwinkel  zu 
AGB  ist,  auf  der  Halbirungs- 
linie  des  letzteren,  welcher  die 

Richtung  für  die  Attraction  der  Strecke  AB  angibt,  senkrecht.  Ihre  Richtung 
ist  die  Tangente  der  zu  At  B  confocalen,  durch  C  gehenden  Ellipse  und  normal 
zu  der  ihr  confocalen  Hyperbel.  Daher  ist  diese  Ellipse  Kraftlinie  für  die  Wir- 
kung der  beiden  Straten  und  das  Rotationshyperboloid  um  AB  als  Axe,  dessen 
Generatrix  die  Hyperbel  ist,  eine  Niveaufläche. 
Diese  Betrachtung  liefert  den  Satz: 

Die  Schaar  Rotationsellipsoide  um  dieselbe  Axe,  welche  unter 
einander  confocal  sind  für  zwei  Punkte  A,  B  dieser  Axe  als  Brenn- 
punkte, bildet  die  Niveauflächen  für  die  Newton'sche  Attraction 
der  homogenen  Strecke  AB,  die  Schaar  von  Rotationsdoppelhyper- 
boloiden um  dieselbe  Axe,  welche  für  dieselben  Brennpunkte  con- 
focal sind,  bildet  die  Nive  au  flächen  für  die  G  esammtwirkun  g  der 
von  A  und  i?  nach  dem  Unendlichen  verlaufenden  homogenen  Stralen, 
wennvon  ihnen  der  eine  nach  dem  Newton'schen  Gesetze  anziehend, 
der  andere  nach  demselben  Gesetze  abstossend  wirkt. 

3.  Attraction  einer  homogenen  Kugelflächc  (Fig.  228.).  Es  sei  6* 
dor  Mittelpunkt,  R  der  Radius  und  p  die  speeifische  Masse  derselben,  P  der  an- 
gezogene Punkt  von  der  Masse  u-,  a  seine  Entfernung  PC  vom  Mittelpunkte  und 
liege  P  zunächst  im  Aussenraume  der  Kugel.  Durch  P  ziehen  wir  einen  belie- 
bigen Stral  PMM\  welcher  die  Kugel- 
fläche in  M  und  M'  schneidet  und  sei 

PM  =  r.   Das  Flächenelement  dSl  in  M 

dSl 

zieht  alsdann  P  mit  der  Kraft  eu-p- 

an  und  die  längs  PC  gerichtete  Compo- 
nente  derselben,  auf  welche  allein  es 
hier  ankommt,  da  die  zu  PC  senkrech- 
ten, von  den  verschiedenen  Flächenelc- 
menten  herrührenden  Componenten  sich 
vormöge  der  Symmetrie  der  Figur  paar- 

weise  tilgen,  ist  epQ  •  — j-  cos  <jp,  wenn 

Winkel  AI  PC  =  tp.  In  dem  Dreieck  PCM  tragen  wir  an  M  den  Winkel  CMO  =  <p 
an  und  erhalten  /\CMO  oo  £±PCM,  wofür  demnach  die  Proportion  besteht: 

CO      R  OM 
R        a         r  * 

woraus  C  0  •  a  =  R*  folgt,  sodass  0  ein  und  derselbe  Punkt  für  allo  Elemente  dSl 
bleibt,  nämlich  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  P  als  dem  einen  und  den  Durch- 
schnitten P01  Pt  von  PC  mit  der  Kugel  als  dem  anderen  Paare  zugeordneter 
Punkte.  Durch  den  Umfang  dos  Flächenelementes  dSl  legen  wir  ferner  von  O 
aus  einen  uuendlich  schmalen  Kegel.  Derselbe  schneidet  aus  einer  um  0  mit  OM 
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beschriebenen  Kugelfliiche  ein  Element  rf&,  aus  und  da  die  beiden  Elemente  dSl, 
dQt  mit  einander  demselben  Winkel  <p  einschliesscn,  wie  dio  Radien  CM  und  OM 
der  Kugolflächen,  denen  sie  angehören  und  auf  welchen  sie  senkrecht  stehen,  so 
wird  dSl  ■  cos  (p  —  dSlt  und  mithin  die  Attractionscomponente  von  dSl  längs  PC 
d&. 

gleich  efiff  •       .     Nun  sei  dm  dass  Mass  des  körperlichen  unendlich  kleinen 

Winkels  0,  welcher  über  rf&j  steht,  d.  h.  die  Grösse  eines  Kugelflächenelementes 
vom  Radius  gleich  der  Längeneinheit,  welches  von  dem  unendlich  schmalen  Kegel 
ausgeschnitten  wird;  dann  ist  dSlt  =  OM*  •  dm  und  folglich  die  fragliche  Attrac- 
tionscomponente sfiQ  ■         •  dm.    Obiger  Proportion  zufolge  geht  dieser  Ausdruck 

R* 

aber  über  in  t (iq  •  — %-  •  dm.    Eine  ähnliche  Componente  von  derselben  Richtung 

und  demselben  Sinne  liefert  das  Flächenelement  bei  M'  und  wenn  dm  das  Mass 

des  über  ihm  stehenden  Winkelraumes  ist,  so  ist  ihr  Ausdruck  epQ--^dm. 

Legt  man  nun  von  P  aus  an  die  Kugel  den  Tangentenkegel ,  so  berührt  er  die- 
selbe in  dem  Kreise,  in  welchem  sie  von  einer  in  0  auf  CP  senkrechten  Ebene 
geschnitten  wird;  Diese  Ebene  zerfällt  die  KugelSäche  in  zwei  Theile,  von  denen 
der  eine  die  Elemente  dSl  enthält,  welche  Punkten  M  anliegen,  während  der 
andere  solche  enthält,  welche  Punkten  M  angehören.  Erstere  liefern  auf  der 
um  0  mit  dem  Radius  gleich  der  Einheit  beschriebenen  Kugel  Flächenclemente 
dm ,  letztere  solche  dm.  Summiren  wir  jetzt  alle  Componenten  längs  PC,  welche 
von  den  verschiedenen  Elementen  der  Kugelfläcbe  herrühren,  so  ergibt  sich,  weil 
2dm -\-  £rfco'=4*,  nämlich  gleich  der  ganzen  Kugelfläche  vom  Radius  Eins  und 
also  das  Mass  des  vollen  Winkelraumes  ist,  als  Gesammtcomponente  der  Attraction : 

4  «f  p/Y* 

Die  Masse  M  der  Kugelfläche  ist  M  —  ingH*  und  wenn  man  dieselbe  im  Mittel- 

c  u. '  V 

punkte  C  concentrirt  denkt,  so  würde  dieser  Punkt  auf  P  die  Anziehung  -  " 

ar 

ausüben.    Daher  der  Satz: 

Eine  homogene  Kugelfläche  zieht  einen  Punkt  des  Aussenraumes 
ebenso  an,  als  ob  ihre  Masse  im  Kugelmittelpunkte  vereinigt  wäre.*) 

Denkt  man  sich  den  Punkt  P  als  Spitze  eines  schmalen  Kegels,  welcher  das 
Element  dSl  an  M  enthält,  so  schneidet  derselbe  aus  der  Kugelfläche  bei  M'  ein 
Element  dSl'  aus,  dessen  Ebene  gegen  den  Stral  PMM'  dieselbe  Neigung  ip  hat, 
wie  dSl.  Man  hat  sin  ip  =  \  MM':  R.  Wird  daher  der  Winkelraum  dieses  Kegels 
mit  <Tm  bezeichnet,  so  sind  für  PM  =  rt  PM'=*r  die  Grössen  r*d~my  r'*(Tm  die 

TIM    ■  * ' 

Projectionen  von  rfß,  d&'  auf  Ebenen  senkrecht  zu  r  und  folglich  r*d"m  =  — —  dSl, 

r'*dm  =  d&\  woraus  dSl  :  dSl'—  r2  :  r'*  folgt.    Es  war  ferner 

dSl  H* 
cos  m  =  at  dm , 

daher  ist  xt  ju'  n 

m  irt  •  Ii 

dm  —   n  f  dm, 

2  a*  cos  m 

*)  Die  hier  gegebene  Ableitung  dieses  Satzes  verdanke  ich  einer  freundlichen 
Bemerkung  meines  Collegen,  Hrn.  Prof.  Lüroth,  die  Behandlung  desselben  Satzes 
bei  Thomson  and  Tai t  {Treatisc  on  natural  phüosophy,  T.  I,  p.  349)  betreffend. 
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also        =  2  °  C°*  -  •    Das  zu  d&'  gehörige  da'  ergibt  sich  vermöge  der  Relation 
rfw       MM-  Ii 

dQ'  R*  .  .  ,.    c..  MM'R       ,  da'  2«*eo*qp 

- cos  9  =  -  .  da :  man  erhalt  hierfür  da  =  „  ,      -  -  •  </<o  ,  woraus  3=  =  - 
r*        ^      «*  2a*cosm  rfco      MM 'Ii 

folgt.    Es  ist  mithin  rfto  =  rf«'. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  der  Punkt  P  liege  im  Innenraume  der  Kugel  (Fig.  229.) 
und  construiren  den  Punkt  0  auf  dieselbe  Weise,  wie  vorher,  so  wird  derselbe  jetzt 
in  den  Aussenraum  fallen,  da  CO  •  CP  =  R*  und  6,/»<  R  ist.   Die  beiden  Punkte 
M,  M'  und  die  ihnen  anliegenden  Ele- 
mente dP:  und  d&'  liegen  auf  ent-  Fig.  220. 
gegengesetzten  Seiten  von  P  und  üben 
auf  diesen  entgegengesetzte  Attrac- 

tionen  epp  flJ  da>  und  f  jttp      tfio  aus, 

welche  gleich  sind  und  sich  folglich 
tilgen,  da  wegen  der  gleichen  Nei- 
gung von  dSl,  dSl'  gegen  MM'  die 
Elemente  da  und  da\  wie  oben,  gleich 
werden.  Eine  homogene  Kugel- 
fläche übt  daher  auf  einen  in- 
noron  Punkt  keine  Anziehung 

aus  und  der  Punkt  befindet  sich  in  jeder  Lage  im  Innenraume  im 
Gleichgewicht. 

Dieser  Satz  folgt  auch  sofort  aus  der  oben  gegebenen  Proportion  ^  =  , 

wenn  dieselbe  beiderseits  mit  f/xp  raultiplicirt  wird.  Auch  sieht  man  ein,  dass 
wenn  die  Punkte  M,  M'  über  die  Kugel  hinlaufen,  der  Winkelraum  des  von  O 
aus  an  dio  Kugol  gelegten  Tangentenkegcls  mit  den  Elementen  da,  da'  so  belegt 
wird,  dass  die  einen  Elemente  sich  Uber  die  anderen  hinlagern  und  wenn  sie  als 
mit  entgegengesetztem  Zeichen  versehen  angesehen  werden,  sich  tilgen. 

Rückt  der  Punkt  P  auf  die  Kugelflächc  von  der  Seito  des  Aussenraumes,  so 
wird  die  Kraft,  mit  welcher  ihn  die  Kugel  anzieht,  4ff«pp,  da  a  =  /t;  gelangt 
er  anf  der  Innenseite  auf  dieselbe,  so  ist  diese  Kraft  gleich  Null. 

Nach  der  obigen  Methode  kann  man  die  Attraction  jedes  beliebigen  Kugel- 
flächenstücks auf  einen  Punkt  P  bestimmen,  sobald  dasselbe  in  Bezug  auf  den 
Durchmesser  PC  symmetrisch  liegt,  sodass  die  Attractiouscomponenten  senkrecht 

zu  PC  sich  paarweise  tilgen.    Man  erhält  -tJ^^~i  wenn  a  den  Winkelraum 

eines  Kegels  bezeichnet,  der  von  0  aus  durch  die  Grenzcurvo  des  Flächonstücks 
hindurchgeht. 

Die  obigen  Sätze  bestehen  fort,  wenn  an  die  Stelle  der  Kugelfläche  eine 
unendlich  dünne  Kugelkruste  von  constanter  specirischer  Masse  p  tritt;  die  Masse 
des  Flächenelementes  p  •  rf&  wird  hierbei  vertreten  durch  p-  dSl'dR,  die  Masse 
des  unendlich  kleinen  Volumens  dSl  •  dR,  wo  dR  die  constanto  Dicke  der  Kruste 
bedeutet.  Indem  man  solcher  Krusten  unendlich  viele  übereinander  lagert,  wobei 
die  speeifische  Masse  von  Kruste  zu  Kruste  variiren  kann,  gelangt  man  dazu,  dio 
Sätze  auf  eine  Kugelschicht  von  endlicher  Dicke  auszudehnen.  Für  den  Fall,  dass 
der  afficirte  Punkt  in  der  Masse  der  Schicht  liegt,  hat  man  die  Schicht  durch 
eine  durch  diesen  Punkt  gehende  Kugelfläche  in  zwei  Schichten  zu  spalten.  In 
Bezug  auf  die  äussere  ist  er  ein  dem  Innenraume  angehöriger,  der  Innenflächo 
anliegender  Punkt,  in  Bezug  auf  die  innere  befindet  er  sich  auf  der  Aussenfläche. 
Die  Sätze  lauten  demnach : 
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Eine  K  u  g  e  1  s  c  h  i  c  h  t  von  coustnnter  oder  von  Schale  zu  Schale 
veränderlicher  speeifischer  Masse  zieht  einen  Punkt  ihres  Aussen- 
rnuraes  nach  dorn  New  ton 'sehen  Gesetze  in  der  Rieh  tu  u  g  nach  ihrem 
Mittelpunkte  an  und  zwar  so,  als  ob  ihre  Masse  in  diesom  Mittel- 
punkte vereinigt  wäre;  auf  einen  Punkt  ihres  Innenraumes  übt  sie 
keine  Wirkung  und  ein  Punkt  ihrer  Masse  afficirt  sie  nur  mit  der 
Masse  derjenigen  Partialschicht,  in  Bezug  auf  welche  er  ein  äusse- 
rer ist. 

Eine  Vollkugel  zieht  einen  Punkt  ihrer  Masse  mit  der  Masse 
desjenigen  Theiles  an,  welcher  von  der  durch  den'  afficirten  Punkt 
gehenden  concontrischen  Kugel  umschlossen  wird. 

Ist  x  die  Entfernung  des  Punktes  vom  Mittelpunkte,  so  ist  demnach  ^nsQfix 
bei  constanter  speeifischer  Masse  die  Attractionskraft,  also  der  ersten  Potenz  des 
Abstände»  vom  Mittelpunkte  proportional.    (Vgl.  S.  229,  Z.  6  v.  u.) 

Man  dehnt  diese  Sätze  leicht  auf  die  Fälle  der  Attraction  zweier  Kugeln 
aufeinander  aus. 

4.  Andere  Methodo,  die  Attraction  einer  homogenen  Kugel- 
fläche zu  bestimmen  (Fig.  228.  und  220.)  Für  Winkel  PCM=~&%  PM  =  r 
hat  man  als  Inhalt  der  schmalen  Zone,  welche  das  Linienelement  bei  M  durch 
Rotation  um  CP  erzeugt,  2nli*  sin  &d&  und  da  alte  Elemente  dieser  Zone  den 
Punkt  P  gleich  stark  anziehen  und  ihre  Anziehungskräfte  gleiche  Neigung  gegen 
CP  haben,  so  ist  die  totale  Attraction  der  Zone,  längs  PC  gerichtet: 

epQ  •  2  n  Ii*  •  —  —  •  cos  <p , 

oder  da  4  7ro/f?  =  M  die  Masse  der  Kugcltläche  darstellt  und 

CP  —  a  —  Ii  cos  &  -\-  r  cos  q> 

18*'»  a  ]{  cos  {r 

\t(iM  •  —  sin  &dfr. 

Au  die  Stelle  der  Variaboln  &  führen  wir  r  ein.    Hierzu  dient 

,-i  =  «*-f  Ii*  —  2  all  cos  0-, 
woraus  rdr  =  tili  sin  &d&  folgt.    Man  erhält  dann: 

.       M(\        fli  —  flt\ 

Hieraus  erhält  mau  für  die  Gesammtanziehung  A  der  Kugel  durch  Integration 
nach  r: 

1.   für   ciuen   äusseren    Punkt,'  für  welchen  die  Grenzen  des  Integrales 
r  =  a  —  Ii  und  r  —  a  -\-  H  sind : 


f  u  M 

2 


a  R 

2.  für  einen  inneren  Punkt,  wofür  die  Grenzen  r  —  Ii  —  a  und  r  =  Ii  -f  a 

sind : 

li-\-a 


*<*M(-H+       lir     )  =  ö- 


H- 

5.  Anziehung  einer  massiven  horaogoneu  Halbkugel  auf  einen 
Punkt  ihres  Raftdes  (Fig.  230.).  Wir  suchen  die  Componentc  der  Attraction 
des  Punktes  A  in  der  Richtung  des  Durchmessers  AX  des  Randes,  der  Tangente 
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y  desselben  und  der  zn  beiden  senkrechten,  mit  der  Hübe  der  Halbkugel  paral- 
lelen Richtung  AZ.    Vermöge  der  Symmetrie  der  Figur  ist  Y  =—  0. 

Sind  r,        tp  die  Polarcoordinaten  eines  pig-.  230. 

beliebigen   Punktes  M  der  Halbkugel,   so  ist  7 
or*  sin  &  dr  d&  dtp  die  Masse  des  demselben  an- 
liegenden Volumenelementcs  und  sind 

epQ  sin&dr  dfr  dtp  cos 
epo  sin  &  dr  d&  dtp  sin  &  sin  tp 

dio  Coraponcnten  seiner  Attraction  in  der  Rieh-  %~ 
tung  der  X  und  Z;  mithin: 

cos  9 

X=*t(iQl    I    I  sin  &  cos*  9  drd&dtp  =  %itsiiQ  H, 


/ 

/  M 


\ 


r 


<fff* 

O     0  0 

it  ^  n  a  R  cos  & 


/"*  ,t 

Z=  tpo  I    I    isin*&  sin  tpdr  d&  dtp  —  ^nspoH. 

ooo 

C.  Attraction  einer  homogenen  Kreisfläche  (Fig.  231.)  auf  einen 
Punkt  /'  des  im  Mittelpunkte  C  auf  sie  errich- 
teten Porpendikels.  Für  Polarcoordinaten  r,  4r  in 
der  Kreisfläche  für  C  als  Pol  ist  die  Masse  des  einem 
Punkte  M  (r,  #)  anliegenden  Fläcbenelementcs  ordrd& 
und  wenn  CP=  h,  also 

CM*  =  r«  +  A», 

so  ist  die   Componente  der  Attraction  längs  PC,  auf 
welche  sich  die  ganze  Attraction  reducirt: 

o  o 

wenn  H  den  Radius  der  Kreisscheibe  und  M  =  onIii  deren  Masse  bedeutet. 

Für  /{  =  co  erhält  man  die  Anziehung  der  ganzen  homogenen  Ebcno  auf 
einen  Punkt;  sie  ist  2  netto  und  also  unabhängig  von  der  Entfernung  des  Punk- 
tes von  ihr.    Schneidet  man  die  Kreisscheibe  aus  der  Ebene  heraus,  so  bleibt 

2«f^pÄ  (ür  dio  Attraction  des  Aussenraumcs  der  Kreisfläche  auf  einen  über 
V  IP  +  h* 

den  Mittelpunkt  um  h  entfernt  liegenden  Punkt. 

7.  Attraction  eines  homogenen  Kr oiscylindors  von  der  Länge  / 
und  dem  Radius  R  auf  einen  Punkt  seiner  Axc.  Ist  «  die  Entfernung 
des  Punktes  von  der  nächsten  Grundfläche  und  der  Punkt  nicht  der  Masse  des 
Cylinders  angehörig,  so  hat  man  für  die  Anziehung,  welche  die  Richtung  der 
Cylinderaxe  hat  in  Folgo  der  vorigen  Nr.: 
<t  +  l 

n 

Für  /  =  oo  wird  dieser  Ausdruck  2  n  f  p  q  (Vtt*  -j~  «*  —  °)  UQd  wenn  hierbei  noch 
a  —  0  ist,  2n£aQÜ,  welche  Grösse  die  Attraction  eines  nach  einer  Seite  unend- 
lich langen  Cylinders  auf  den  Mittelpunkt  seiner  Kreisbasis  ausdrückt. 
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8.  Die  Attractionoinos  abgestumpften  geraden  homogenen  Kreis- 
kegels auf  einen  Punkt  seiner  Axo  zu  bestimmen. 

9.  Von  zwei  gleich  grossen  parallelen  Kreisscheiben  gleicher 
speeifischer  Masse,  welche  beide  senkrecht  auf  ihrer  Centrallinie 
stehen,  zieht  die  eine  einen  Punkt  dieser  Centralen  an,  währond  die 
andere  ihn  abstösst.    Welches  ist  die  Resultante  dieser  Kräfte? 

§.  3.  Für  Attractioncn  gibt  es  immer  eine  Kräftefunction ,  deren 
partielle  Differentialquotienten  die  Componenten  der  Kraft  sind.  Diese 
Function  ist  eine  blose  Function  des  Ortes,  d.  h.  der  Coordinaten  des 
afficirten  Punktes,  weil  Attractionen  blos  von  der  Entfernung  abhängen. 
Von  dieser  Kräftefunction  ist  das  ganze  Problem  der  Attraction,  wie 
das  Problem  der  Bewegung  des  Attractionskräften  unterworfenen  Punk- 
tes abhängig. 

Es  sei  dm  (Fig.  232.)  das  Element  einer  auf  den  Punkt  P  (,r  y  z) 
von  der  Masse  ft  anziehend  wirkenden,  irgend  einen  Raum  erfüllenden 

continuirlichen  oder  auch  aus  discreten  Thei- 
^ — .         len  bestehenden  Masse,  i  die  Anziehungskraft 
/         |        für  die  Einheit  der  Entfernung  zweier  in 
I     .    /        Punkte  coucentrirter Masseneinheiten  und/'' (r) 
7.  V  das  Anziehungsgesetz ;  dann  ist  E(idmF(r) 

die  Intensität  der  Kraft,   mit  welcher  das 
/fcy^kiL  Massenel  ement  dm  und  die  Masse  fi  des  Punk- 

tes P  in  der  Entfernung  r  sich  gegenseitig 
0)  —  r  anziehen.     Sind  ferner  «,  6,  c  die  Coor- 


T  dinaten  von  dm.  so  stellen  X .  *  ,y, 

r  r 

€  — -  Z  .  .  . 

— —  die  Richtuugscosinusse  der  Linie  r  von  P  nach  dm  hinführend  ge- 
dacht und  sind  mithin  die  Richtungscosinusse  für  die  an  P  angreifende 
Anziehungskraft.    Daher  sind  die  Componenten  derselben 

epF(r)l=^dmt     tpF(r)±=JLdm,     spF (r)  C  ~~  dm. 
r  r  r 

Für  den  Fall  der  Abstossung  erhalten  die  Cosinusse  das  umgekehrte 
Zeichen,  welches  mau  aber  mit  dem  Factor  t  vereinigt  denken  kann, 
sodass  £  als  positiv  für  Anziehungen,  als  negativ  für  Abstossungcn  an- 
gesehen wird.  Die  Summen  aller  Componenten,  mit  welchen  die  ver- 
schiedenen Massen  demente  auf  p  wirken,  erhält  man,  indem  man  die 
vorstehenden  drei  Ausdrücke  durch  die  ganze  Masse  hindurch  integrirt 
oder,  wenn  dieselbe  auf  discrete  Punkte  vertheilt  ist,  von  Punkt  zu 
Punkt  summirt.  Diese  Summen  stellen  die  Componenten  .V,  F,  Z  der 
Gc8ammtattraction  zwischen  der  Totalmasse  und  dem  Punkte  P,  d.  h.  die 
Componenten  der  Kraft,  mit  welchor  diese  P  angreift  und  —  X,  —  F, 
—  Z  sind  die  Componenten   der  entgegengesetzt  wirkenden,  ebenso 
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grossen  Kraft,  mit  welcher  P  auf  jener  Masse  anziehend  wirkt.  Es 
sind  demnach: 


X=*pjF(r)  °  —dm, 
b-y 


dm, 


>Z  =  BtijF(r)  C  r  *  dm, 

worin  das  Integralzeichen  eine  einfache,  doppelte  oder  dreifache  Inte- 
gration anzeigt,  je  nachdem  dm  unendlich  klein  von  der  ersten,  zweiten 
oder  dritten  Ordnung  ist,  d.  h.  das  Massenelement  einer  Linie,  einer 
Fläche  oder  eines  Körperraumes  ist,  über  welchen  die  Masse  vertheilt 
ist.    Nun  ist 

r2  =  («  —  Xy  -f  (b  —  yf  +  {c  —  zf 

und  sind  folglich  (nach  einer  zuerst  von  Lagrange  gemachten  Bemer- 
kung) die  Cosinusse  der  Richtungswinkel 

a  —  x  dr       b  —  y  dr      c  —  z  dr 

r      ~  ~~  dx  '        r  dy  '        r      ~  _  dz 

und  hiermit  werden 

/ '  dr 
X  =  tpJ  —  f(r)^rfm, 

Z  =  t,j'~F(r)^ä„,, 

und  wenn  man  also  —  F  (r)  als  den  Diffcrentialquotienteu  einer  Function 
q>  (r)  darstellt,  sodass  — F  (r)  =  <p'  (r)  und  <p  (r)  =  f — F(r)dr  wird, 

so  nimmt  die  Grösse  —  F  (r)       die  Gestalt  9  (r)  — -  an  und  geht  in 

ox  ox 

d  •  <p  (r) 

den  partiell  nach  x  genommenen  DifTerentialquotientcn  ^7™  von  V  (r) 
über.    Ebenso  wird 

w  0y     '  w  dz  dz 

und  man  erhält: 

A  -  f"J  —9*—  *"  =  1(1  ' 

Setzt  man  daher  _      -   ,  x  . 

^  =./9'(r)d'», 
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■ 

so  erhält  man  schliesslich  -V,  Y}  Z  durch  blosse  Differentiation  von  U 
nach  x,  y,  z>  nämlich: 

v       <u  cv  du 

Die  Function  U  von  x,  y,  z,  welche  hierin  auftritt,  hoisst  die  Kräftc- 
funetion  der  Attraction  der  gegebenen  Masse  und  kann  der  Inhalt 
der  geführten  Untersuchung  in  den  Satz  zusammengefasst  werden: 

Wenn  die  Elemente  dm  einer  Masse  M  nach  dem  Attrac- 
tionsgesetze  F  (r)  auf  einen  Punkt  /»von  der  Masseft  wirken 
und  man  aus  F  (r)  zunächst  die  Function  <p(r)=f — F  (r)  dr 
und  aus  ihr  die  Kräftefunction  U=fcp(r)dm  bildet,  so  sind 
die  Co mpone nten  dcrAttractionskraft,  welche  an  P  angreift, 
die  partiellen  Differentialquotienten  der  Kräftefunction, 
genommen  nach  den  Coordinaten  x,  y,  z  des  afficirten  Punk- 
tos, multiplicirtmitdessenMasse  und  dem  Factors,  welcher 
die  Wirkung  zweier  Masseneinheiteu  in  der  Entfernung 
gleich  der  Linieneinheit  darstellt. 

§.  5.  Die  Intensität  der  Kraft  P,  mit  welcher  der  Punkt  (xy?) 
angezogen  wird  und  ihre  Richtung  «,  y  sind  bestimmt  durch  die 
Gleichungen 

-(-+-+^=4(||)+(|T+(f;p, 

cos  et       cos  ß      cos  y  1 
~X~  _  ~F~  ~  ~Z         P  ' 

Mit  derselben  Kraft  mit  welcher  die  Masse  auf  den  Punkt  wirkt, 
wirkt  dieser  im  entgegengesetzten  Sinne  auf  sie  ■  denn  jedes  Masscu- 
element  wird  von  ihm  mit  derselben  Kraft  afficirt,  wie  er  von  ihm,  und 
die  sämratlichen  von  ihm  herrührenden,  an  den  verschiedenen  Masscn- 
elementen  angreifenden  Elementarkräfte  liefern,  weil  sie  sich  alle  in 
ihm  schneiden,  eine  der  Kraft  P  entgegengesetzt  gleiche  llesultante, 
welche  man  an  irgend  einem  Punkte  der  Masse,  welcher  auf  ihrer  Rich- 
tung liegt,  angreifend  denken  kann. 

Die  Kraft  P  ist  eine  Function  des  Ortes  (xy*);  ihre  Componentcn 
parallel  den  Richtungen  der  Coordinatcnaxcn  sind  proportional  den  par- 
tiellen Differentialquotienten  der  Kräftefunction.  Der  Sinn  hiervon  ist 
folgender.  Es  sei  U  der  Werth  der  Kräftefunction  im  Punkte  xyz, 
ü'  ihr  Werth  in  einem  folgenden  Punkte  (x  -|-  dar,  y,  t),  für  welchen 
Mos  x  sich  geändert  hat,  dann  ist  V —  U  die  partielle  Aenderung  von 
U  nach  x  und  sie  ist  durch  dx  zu  dividiren  und  mit  ffi  zu  multipli- 
ciren,  um  X  zu  erhalten.    Es  stellt  daher 

v)  du 

Xdx  =  fu  ,         dx  =  ffi  — -  dx 

r      dx  ox 
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die  Elementararbeit  der  Kraft  P  längs  des  Weges  dx  dar.   Ebenso  wird 

1  dy  =  £fi  ^-  dy    und    Zdz  —  ffi  ^  dz 

und  wenn  daher  dx,  dy,  dz  die  Projectioncn  eines  unendlich  kleinen 
Weges  ds  sind,  längs  welches  der  afficirte  Punkt  aus  der  Lage  {xyz) 
in  die  Lage  x  -f-  ds,  y  -j-  dy,  z  -\-  dz  übergehend  gedacht  wird,  so  ist 
die  Elementararbeit  der  Kraft  P  längs  dieses  Weges,  welcher  mit  der 
Richtung  von  P  den  Winkel  0  bilden  mag: 

dx  dy  ily      d~~     / ' 

also  die  Componcnto  P  cos  O  in  der  Richtung  von  ds: 

Pc0S&  =  ^Köx-ds+  dy  ~d7+  dz   ds)  =  ' 'l  *  > 

Diese  Componeute  wird  also  erhalten,  indem  man  die  Aendcrung  der 
Kräftefunction  längs  des  Weges  ds  durch  ds  dividirt  und  mit  s(i  mul- 
tiplicirt. 

Die  Kräftefunction  hat  im  Allgemeinen  als  Function  des  Ortes  (xyz) 
in  den  verschiedenen  Punkten  des  Raumes  verschiedene  Werthe.  Der 
Inbegriff  aller  Punkte  {xyz),  in  welchem  sie  ein  und  denselben  con- 
stanten  Werth  c  besitzt,  heisst  eine  Niveau  fläche  (s.  S.  244)  und 
U  =  c  stellt  deren  Gleichung  dar.  Indem  man  c  alle  reellen  Wertho 
durchlaufen  lässt,  erhält  man  die  ganze  Schaar  Niveauflächen  des  Attrac- 
tionsproblems,  welchem  U  zugehört.  Durch  jeden  Punkt  des  Raumes 
geht  eine  Niveauflächc  und  wenn  U  in  diesem  Punkte  eindeutig  ist, 
nur  eine.    Die  Richtungscosinusse  der  Normalen  im  Punkte  (xyz)  der 

Niveaufläche  U — c  =  0  sind  proportional  ^~  und  mithin 

proportional  der  Componenten  A',  Y,  Z  der  Kraft  P.  Es  hat  daher 
in  jedem  Punkte  des  Raumes  die  Kraft  P  die  Richtung  der 
Normalen  der  durch  diesen  Punkt  gehenden  Niveauflächo 
und  wenn  dn  die  unendlich  kleine  Strecke  dieser  Normalen  vom  Fuss- 
pnnkte  bis  zur  folgenden  Niveaufläche  bedeutet,  so  stellt  Pdn  die  Ele- 
mentararbeit von  P  längs  dieses  Weges  dar  und  ist  also  dem  Obigen 
zufolge  gleich  tpdU,  wenn  dU  die  Aendcrung  von  U  bedeutet,  welche 
U  bei  diesem  Uebergange  zur  folgenden  Niveaufläche  erleidet,  sodass 

also  P=efi^-  wird.    Es  ist  daher  die  Intensität  der  Kraft 
dn 

dem  Aenderungs Verhältnisse  der  Kräftefunction  längs  der 
Normalen  der  Niveaufläche  proportional;  dieselbe  ist  für 
alle  Punkte  derselben  Niveaufläche  constant. 

Eine  Curve,  welche  das  System  der  Niveauflächen  in  allen  Punkten 
normal  durchschneidet,  gibt  durch  ihre  Tangente  in  diesen  Punkten  die 
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Richtung  der  Kraft  P  an  und  heisst  eine  Kraftlinie.  Zn  jedem 
System  der  Niveauflächen  gehört  ein  System  von  Kraftlinien,  welche 
die  orthogonalen  Trajectorien  desselben  sind.    Die  Differentialgleichung 

dx      dy  dz 
dT'  ~ds  '  ds 
gente  einer  Kraftlinie  bedeuten: 

dx         dy  dz 
~dÜ  ~   dü  ~  du 


gen  desselben  sind,  da  —  ,  —  ,  —  die  Richtungscosinusse  der  Tan- 


dx  dy 


Ist  das  System  der  Niveauflächen  unter  der  Form  F  (x,  y%  zy  c)  =  0 
gegeben,  sodass  die  Gleichung  desselben  nicht  nach  der  Constanten  auf- 
gelöst ist,  so  hat  man  aus 

dx  dy  dz        _  .  . 

dx         dy  dz 
vor  der  Integration  die  Constante  c  zu  eliminiren. 
§.  5.    Für  die  Newton'sche  Attraction  ist 

und  folglich  /.  nd 

U=J<p{r)dm  =J   r  ' 

Die  Kräftefunction  für  die  Anziehung,  welche  umgekehrt 
proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung  wirkt,  heisst 
das  Potential  der  anziehenden  Masse  in  Bezug  auf  den  an- 
gezogenen Punkt  und  ist  das  Integral  des  Massenelementes 
dividirt  durch  seine  Entfernung  vom  angezogenen  Punkte, 
ausgedehnt  über  die  gesammte  anziehende  Masse.  Wird  das- 
selbe, wie  üblich,  mit  v  bezeichnet,  so  ist  seine  Definitionsgleichung 

J  r 

und  die  Componenten  der  Attraction  sind : 


oder 


dv        Tr  dv        „  cv 

-W  -  ({tf-  7'  Ix  dm  =  "f*  7  *  J"h 


da 


F=  (flj±r^  dm,      Z=*fif  C 


r3 


r'  =  («-*)'  +  (b--yy+{c--2)\ 

dr       a  —  x  dr       b  —  y  dr        c  —  z 

Vx  =      r  ~  dy  =        r  'dz  ^  '  r~ 
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Wählt  man  (Fig.  232.)  Polarcoordjnaten  r,  cp,  deren  Pol  iiri  an- 
gezogenen Punkte  (xyz)  Hegt,  deren  Polaraxe  und  Fundamentalebene 
der  a:-Axe  und  xy~  Ebene  parallel  laufen,  sodass 

a  —  x  =  r  cos  ■0',    b  —  y  =  r  sin  #  cos  9»,    c  —  z  =  r  sin  #  sin  q> 
ist,   so  wird  das  Massenelement  dm  =  q  •  r*  sin  &  dr  d&  do?  und  erhält 
man  für  die  Richtungscosinusse  des  Kadiusvectors  r  gegen  die  Axen 
der  x,  y,  z: 

(t  oc 

cos  g  =  —  - —  =  cos  0", 


cosh 


cos  1 


r 

b-y 

r 

C    2 


=  sin  #  cos  <py 
=  sin  #  sin  <p. 


tij  J  J \  cos  #  sin  %  dr  d&  dtp  =  ^ 


dv 


do 

sin2  0  cos  <p  dr  d&  dq>  =  t  jti  -— 


Daher  nehmen  Potential  und  Kraftcomponenten  die  Gestalt  an: 

v  = j  J*J*Q  sin  #  dr  d&  dcp 

p  I J  J 0  sin  &  dr  d&  dtp  •  cos  g 
SfiJ  J  Jq  sin  #  dr  d&  d(p  •  cos  h 

pjj  j*0  sin  *  dr  d&  dcp  • 

—  £(ij  J'jd  «m»*  #  *»»    rfr  rf£  <fy>  =  f    ^  • 
§.  6.  Beispiele. 

1.  Potential  einer  concentrisch  geschichteten  Hohlkugel  (Fig. 233.). 
Eine  Hohlkugelschicht  sei  enthalten  zwischen  zwei  concentrischen  Kugelflächen 
von  den  Radien  a,  b\  die  specifische  Masse 
q  sei  blos  eine  Function  des  Abstandes 
vom  Mittelpunkte,  also  für  concentrische 
Krusten  constant.  Für  Polarcoordinaten 
u,  qp,  deren  Pol  im  Mittelpunkte  c  liegt 
und  deren  Polaraxe  und  Fundamental- 
ebene durch  den  afficirten  Punkt  P,  für 
welchen  CP=x  sei,  gehen,  hat  man: 


cos  t 


Fig.  233. 


/*  /'  /*  * 
=  1   /  /  9  ~  »in  &  du  d»  dq> 

=  ln  j  jo  U*  sinZdudft. 


Führt  man  die  Entfernung  r  des  anzie- 
henden Elementes  vom  afficirten  Punkte  als  Variabele  durch  die  Gleichung 
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»■«  =  w  -j-  x1  —  2  ». v  cos  9 
ein,  welche  rdr  =  xu  sin  liefert,  so  wird 


TjjQU(I"'lr 


Hinsiehtlicli  der  Integrationsgrenzen  für  r  und  u  sind  die  Fälle  zu  unterscheiden, 
ub  der  Punkt  P  dem  äusseren  Kannte  oder  dem  inneren  Hohlräume  angehört. 

Für  einen  äusseren  Punkt  sind  x —  u  und  x  -j-  «  die  Grenzen  für  »•  und  wird 

h 


oder  weil  {' 


qic1  du 


M 

die  Masse  der  Schicht  ist,  v=     .     Die  Gomponentcn  der  Attractionskraft  sind 

x 

demnach : 

und  die  ganze  Kraft  P—fß'^  ist  nach  dem  Mittelpunkte  gerichtet  und  gleich 

x 

der  Anziehung  der  in  diesem  Punkte  vereinigt  gedachten  Gesammtmasse  der 
Schicht. 

Für  einen  Punkt  im  inneren -Hohlräume  sind  u  —  x  und  u -\- x  die  Grenzeu 
für  r  und  wird 

b 


qu  du 


a 

also  constant.  Daher  sind  X  —  V  —  7.  =  P  =  0  und  übt  die  Schicht  auf  den 
Punkt  keine  Wirkung  aus. 

Liegt  der  Punkt  in  der  Masse  der  Schicht  selbst,  so  zerfällt  diese  iu  eine 
von  den  Radien  a  und  x  und  eine  andere  von  den  Radien  x  und  b.  Für  erstcre 
ist  der  Punkt  ein  äusserer,  für  letztere  ein  innerer.    Daher  ist  das  Potential 

*  // 

4  n 


J  p«*  du  -f-  4  n J  qh  du , 


Bei  constantcr  speciGschcr  Masse  p  erhält  man  für  den  äusseren  Punkt 
v  =  5  (63  -  ««)  und  für  die  Vollkngel,  für  welche  a  =  0  ist:  v  =  4,  ttdä';  für 
den  inneren  Punkt  v  =  2  tcq  (A*  —  ö2)  und  für  den  der  Masse  angehörenden  Punkt: 

v  =  $  n  q  (x*  —  ^)  +  2  «o      -x')  =  2jre(Ä'-^1-? 

und  insbesondere  bei  der  Vollkugel  in  diesem  Falle:  v  =  2  tiq  (4s  —  4,  .r*). 

Für  zwei  Kugelschichten  von  den  Mittelpunkten  C,  C'  und  den  Massen  /)/, 

fll  1/' 

M'  sind  die  Potentiale  für  einen  äusseren  Punkt  P  gleich,  wenn  r/>=  r  • 

Der  Ort  der  Punkte  gleicher  äusserer  Potentiale  ist  daher  eine  Kugeltläche,  deren 
Mittelpunkt  auf  der  Centralen  C(f  liegt  und  welche  diese  Strecke  im  Verhältuiss 
M : M'  harmonisch  theilt.  Für  drei  Kugclschichtcn  enthält  der  Schnittkreis  zweier  der 
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drei  Potentialkugeln  dio  Punkte  gleicher  äusserer  Potentiale  für  alle  drei  Schichten, 
daher  schneiden  sich  die  drei  Potentialkugeln  in  einem  und  demselben  Kreise.  Bei 
vier  Schichten  gibt  es  sechs  Potentialkugeln ,  welche  eine  gemeinsame  Sehne  be- 
sitzen, welche  die  beiden  Punkte  gleicher  Potentiale  für  alle  Schichten  verbindet. 

2.  Potential  einer  homogenen  Kreislinie  P0M  Pt  in  Bezng  auf 
einen  äusseren  Punkt  P  ihrer  Ebene  (Fig.  234.).  Für  Cp  =  x,  CM  =  R, 
PM  =  «,  Winkel  CP0M  =  &  ist  zunächst: 

J*2Rd& 

-*« 

da  der  Centriwinkel  MC  <W'=»  2  •  MP0M'=*  2  rffr  ist.  Ferner  ergibt  sich  u  aus 
dem  Dreieck  PPXM  durch  die  Gleichung: 

M*  —  (R  -f-  xy  +  (2  R  sin  fr)»  -  2  (R  +  x)  2  Ä  sin  fr  cot  (\  *  —  fr), 

nämlich: 


u«  =  (R  +  xf  —  4  fix  sin*  fr 
Hiermit  wird: 

AqR     /*_  rffr  


sin*  fr 


R+x 


( ,       2  VlTx\ 


Die  Niveaulinien  sind  Kreise,  concentrisch  mit  dem  anziehenden.  Auf  dem  Um- 
fange wird  v  —  cc  und  von  da  nimmt  es  ab  und  verschwiudet  für  x  =  ao .  —  Das 

Potential  hängt  blos  von  dem  Verhältnisse  ^-  ab,  denn  es  ist 

Ii 


Ii 


-"(»+*) 


und 


2  V  Hx 
R  +  x 

Kreise  von  den  Radien  R,  R'  um  die  Mittel 


R  +  * 

Für  zwei  in  einer  Kbene  liegend 

punkte  C,  C'  ist  der  geometrische  Ort 

aller  Punkte  P  der  Ebene,  welche  in 

Bezug  auf  sie  gleiche  Potentiale  bei 

gleicher  speeifischer  Masse  besitzen, 

C  P  C'P 
so  beschaffen,  dass  ■      =  Der 

Ort  ist  daher  ein  Kreis,  dessen  Mittel-  "* 
punkt  auf  der  Centralen  CC  liegt  und 
welcher  die  Centraistrecke  im  Verhält  - 
niss  R :  R"  harraouisch  theilt.  Für  drei 
Kreise  gibt  es  droi  solcher  Potential- 
kreise  und  da  die  Schnittpunkte  zweier  von  ihnen  gleiches  Potential  in  Bezug 
auf  alle  drei  Kreise  besitzen,  so  geht  der  dritte  Kreis  durch  die  Schnittpunkte 
derselben.    Alle  drei  besitzen  daher  eine  gemeinschaftliche  Sehne. 

3.  Wirkung  eines  idealen  Magnetes  auf  einen  magnetischen 
Punkt.  Von  zwei  Punkten  A  und  B  ziehe  A  einen  Punkt  P  an ,  B  stosse  ihn 
ab,  beides  mit  Kräften,  welche  in  der  Einheit  der  Entfernung  gleich  und  dem 
Quadrate  der  Entfernung  umgekehrt  proportional  sind.  A  nnd  B  seien  z.  B.  die 
Pole  eines  idealen  Magnetes  und  P  ein  mit  Magnetismus  von  der  Art  wie  B 
behaftet.    Sind  r,  r  die  Entfernungen  PA,  PB,  ist  m  die  Quantität  magne- 

Scholl,  Theorie  d.  Üew.  u.  .1.  Krkfle.  43 
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tischen  Agens  in  A  und  B,  so  ist  das  Potential  v  =  ■  —  =   ,). 

Die  Niveauflächen  sind  Rotationsflächen  um  A  B  als  Rotationsaxe  und  liegen  sym- 
metrisch gegen  die  Ebene,  welche  auf  AB  in  dessen  Mitte  senkrecht  steht.  Die 
Gleichnng  des  Systems  der  Niveauflächen  in  dem  bipolaren  System  der  Pole  AB 

ist:  —  V  =  C.    Für  C  =  0  ist  die  Niveaufläche  die  eben  erwähnte  Symmetric- 

r  r 

ebene,  auf  der  Seite  von  A  ist  das  Potential  positiv,  weil  r  <  r',  auf  der  anderen 
ist  es  negativ.  Wird  C  sehr  gross  im  Negativen,  so  wird  r  sehr  klein,  also  redu- 
cirt  sich  die  Niveanfläche  auf  einen  sehr  kleinen,  den  Punkt  A  umgebenden  Raum; 
für  sehr  grosse  positive  C  findet  dasselbe  in  B  statt. 

§.  7.  Das  Potential  besitzt  viele  interessante  und  für  die  Anwen- 
dung auf  mathematische  Physik  wichtige  Eigenschaften,  von  denen  wir 
einige  entwickeln  wollen.  Dieselben  erleiden  mancherlei  Modificationen, 
je  nachdem  die  anziehende  Masse  oder  das  Agens  einen  körperlichen 
Raum  erfüllt  oder  auf  einer  Fläche  ausgebreitet  oder  längs  einer  Linie 
vertheilt  ist  oder  sich  in  discreten  Punkten  befindet.  Der  letztere  Fall 
bietet  keine  besonderen  Schwierigkeiten  dar;  wir  handeln  hier  zunächst 
und  vorzugsweise  von  dem  ersten.  Einen  wesentlichen  Unterschied  in 
allen  derartigen  Untersuchungen  begründet  der  Umstand,  dass  der  affi- 
cirte  Punkt  ausserhalb  der  anziehenden  Masse  liegen  oder  ihr  selbst 
angeboren  kann.  Was  die  Vertheilung  des  Agens  im  körperlichen  Räume 
betrifft,  so  nehmen  wir  zunächst  an,  dass  dasselbe  ein  allseitig  begrenz- 
tes Continuum  bilde  oder  aus  mehreren  getrennten  Parthieen  von  der- 
selben Eigenschaft  bestehe  und  dass  es  in  allen  Punkten  von  endlicher 
speeifischer  Masse  sei.    Man  kann  dann  behaupten: 

Das  Potential  v  und  seine  nach  den  Coordinaten  des 

afficirten  Punktes  genommenen  partiellen  Derivirten 

f -  >  8ina    continuirliche    Functionen    von  endlichem 

dy  dz 

Werthe  im  ganzen  Räume  und  die  Grössen  xvy  yv>  zv,  sowie 

x2  ?r  ,  y2  ~ ,  z1  ~-  überschreiten  in  keinem  Theile  dessel- 

dx        dy  dz 

ben  eine  bestimmte  angebbare  Grenze. 

Für  einen  der  Masse  nicht  angehörenden  Punkt  (xyz)  leuchtet  die 


Endlichkeit  und  Continuität  von  v  ==  1  .  worin  dt  das  Volumenelement 
und  $dt  dessen  Masse  dm  darstellt,  dt  sofort  ein,  da  o  und  ^  endlich 

sind,  y  dt  immer  unendlich  klein  ist  und  die  Integration  über  endliche 

Räume  erstreckt  wird.  Für  den  Fall,  dass  o  in  einzelnen  Punkten  oder 
längs  einer  Linie  oder  Fläche  eine  plötzliche  Aenderung  erleidet,  zeigt 
eine  Spaltung  des  Integrals,  dass  dieser  Umstand  die  Endlichkeit  und 
Continuität  desselben  nicht  beeinträchtigt.    Dasselbe  gilt  von 
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Bv       Ca  —  x     .        dv       fb  —  y  dv       fc  — 


Qdl; 


sowie  von  den  Kraftcomponenten 

v  v  dv  dv 

Für  einen  in  der  Masse  des  Agens  selbst  liegenden  Punkt  (xyz) 
leuchtet  die  Richtigkeit  der  Behauptung  nicht  unmittelbar  ein,  denn  für 

die  diesem  Punkte  nächst  anliegenden  Massenelemente  wird  -i-  unend- 
lich gross  und  wenn  auch 

a  —  x  b  —  v  c  —  z 

 =  cos  g,  =  cos  hy   =  cos  i 

r  r  r 

endlich  bleiben,  so  findet  sich  doch  im  Nenner  des  Elementarfactors 

der  Ausdrücke  für  ~ ,  4~ »  4~  un<*  x*  Y*  2  uocn  die  Grösse  r2 

ox     oy  cz 

vor,  welche  die  Endlichkeit  derselben  zweifelhaft  macht  Indessen  zeigt 
der  Uebergang  zu  Polarcoordinaten  für  den  Punkt  (xyz)  als  Pol,  dass  in 


=fff  y  r2  sin  V  dr  d&  dq> 


X 

dv 

«#* ~~ 

dx 

y^ 

dv 

dy~ 

Z 

dv 

dz 

r2  sin  &drd&d<pt 


die  störenden  Factoren  des  Nenners  getilgt  werden  können.  Nichts- 
destoweniger scheint  es  nicht  vollkommen  streng  auch  für  unendlich 
kleine  r,  diese  Factoren  sofort  zu  beseitigen  und  dadurch  die  unter  der 

Form  -5.  auftretende  Unbestimmtheit  zu  heben.  Vielmehr  muss  mau  für 

innere  Punkte  v,  Xy  Y,  Z  neu  deiiniren.  Zu  diesem  Zwecke  lege  man 
um  diesen  Punkt  eine  kleine  Kugelfläche  und  schliesse  die  Masse  der- 
selben zunächst  bei  der  Aufstellung  dieser  Grössen  aus,  sodass  man  nur 
über  die  übrige,  ausserhalb  dieser  Kugel  liegende  Masse  hinweg  integrirt, 
tilge  die  Nenner  r  gegen  den  im  Zähler  stehenden  Factor  r2  und  ver- 

X      Y  Z 
stehe  unter  v.        ,  — ,         die  Grenzwerthe 
fft     fjii  «jt 

v  =  lim  '  j  J  j  £  r  s,u  &  dr  d&  (1<P  i 
^    =  lim  •  I  I J  9  cos  (/  '  r  s,n  &  dr  d&  dtp , 

43* 
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ifi  =  l'm  J  I ^  J  ^  C°S  ^  '  r  SiH         d9  ^ 
=  lim- J  j  I  q  cos  i  •  r  sin  &  dr  d&  dqp , 

welche  man  erhalt,  wenn  die  kleine  Kugel  sich  auf  den  Punkt  (a-y:) 
zusammenzieht.    Man  hat  dann  aber  zu  erweisen,  dass  die  Derivirten 

X  Y 

des  Potentials  nach  ar,  y}  z  auch  in  diesem  Falle  die  Grössen  --,  — , 

Z  dv 

-  darstellen.  Nun  erhält  man  aber  z.  B.  — - ,  wenn  P*  einen  dem 
€(l  ex 

afficirten  Punkte  P  in  der  Richtung  der  x  in  der  Entfernung  Ax  be- 
nachbarten Punkt  bezeichnet,  für  welchen  MP'=r  und  v  der  Werth 

v>  v 

des  Potentials  ist,  indem  man  die  Grenze  von  — -  •      für  abnehmende 

d  x 

/ix%  d.  h.  die  Grenze  von 

~läc  (Jlfjv  r*  S'n  *  dr  d9  dtf>  ~Jjj  ~r~  r?  *'n  °  Ür  d&  d<P) 

-ffj"* *  * rfa  (v  ~  t)  ■  h 

bestimmt.    Es  ist  aber 

r'  =  (r2  —  2  r  Ax  cos  g  +  Jxrf  =  r  [1  —  2  Ax  (cos  g  —  £  Jx*y)b 
und  folglich 

y  -  --  =  *  J[l  —  2  zte  (cm  $  —  i  ^a?)»]""*  —  l)  —        coij  +  • 


Daher  wird 


Um  *         =  //„  fffo  r«  sin  0  r/r  tffr  tf<p  .  *0*-?  =  - 


und  Aehuliches  gilt  für  die  beiden  anderen  Derivirten.   Hiernach  ist  kein 

dv 

Zweifel  mehr  möglich  über  die  Endlichkeit  und  Continuität  von  r,  , 

tx 

dv  dv 

„    ,   n   ,  X,  r,  Z  für  alle  Punkte  des  Raumes  und  dürfen  die  Fac- 

toren  r,  r2  der  Nenner  unter  den  Integralzeichen  getilgt  und  Differen- 
tiationen nach  xy  y,  z  ausgeführt  werden. 

Behufs  der  Grenzen  für  xv,  yv}  zv;  x2      ,  y7  cv- ,  z*  —  bemerke 
.  2a:         (>y  dz 

man,  dass  aus 

r  =  [(«  -  *)*  +  (6  -  y)2  +  (c  -  ;)2]*, 
abgesehen  vom  Zeichen,  also  mit  bioser  Rücksicht  auf  absolute  Werthe, 

folgt:   r  >  «  —  x,  also  auch        <  und  wenn  A  das  Maximum 

r       a  —  x 

der  Ooordinate  «  ist,  auch  —  <  — - —  .    Hiermit  ergibt  sich 

r        A  —  x 
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d.  h.  weil  JqUI  —  M  die  anziehende  Masse  darstellt, 

M 

v<T^x 

und  mithin 

Mx 

xv  <  T=~x 
x 

Da  sich  der  absolute  Werth  von  — —    mit  wachsendem  x  der  Einheit 

A  —  x 

nähert,  so  bleibt  xv  stets  unter  M  als  Grenze   Ebenso  für  die  Grössen 

1 

r*      («  —  xf 


yv,  zv.    Ferner  ist  aus  ähnlichen  Gründen       <  .    3 ,  also 


J  -  —       <J{a  l^y  *.  d.  b.  ^  <  ^ 

und  folglich  #7  ^  <  M      -  und  wenn  man  für  «  das  Maximum 

dv  (    x  V 

A  einsotzt,  aus  noch  stärkerem  Grunde  x"1  ^~  <  M  * "~~J   u«  8-  w- 

Man  kann  die  Grenze,  welcher  sich  xv  für  wachsende  x  nähert, 
angeben.  Denkt  man  den  angezogenen  Punkt  in  der  Richtung  der  x-Axe 
nach  dem  Unendlichen  sich  entfernend,  nennt  u  den  Radiusvector  vom 
Ursprünge  0  nach  dem  Masseneleraento  dm  und  £  seine  Projection  auf 
die  x-Axc>  so  ist  die  Entfernung 

und  folglich 


Man  hat  dann 

e>  = 


M 

Der  Werth  des  ersten  Integrales  in  dieser  Reihe  ist  — ,  daher 

xv  =  M  —  ' 


Für  wachsende  x  nähern  sich  alle  auf  M  folgenden  Integrale  der  Null  und 
wird  also  lim  (xv)  =  M.  Ebenso  für  yv>  zv.  Diesor  Satz  lässt  sich  auch 
von  anderer  Seite  her  direct  einsehen.  Je  weiter  sich  nämlich  der  an- 
gezogene Punkt  in  irgend  einer  Richtung  entfernt,  desto  mehr  nähern 
sich  die  Richtungen  der  anziehenden  Kräfte  dorn  Parallelismus  und  da 
letztere  den  Massen  proportional  sind,  so  bilden  sie  im  Grenzfalle 
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ein  System  von  Parallelkräften,  deren  Resultante  durch  den  Mittelpunkt 
der  Masse  geht.   Diese  Resultante  ist  die  Summe  aller  Kräfte  und  folglich 

M 

und  ist  also        die  Function  vy  deren  partielle  Differentialquotienten 

die  Componenten  der  Attraction  geben.  Dies  liefert  aber  zugleich  den 
Satz  : 

Je  weiter  der  afficirte  Punkt  sich  von  der  anziehenden 
Masse  entfernt,  desto  mehr  nähert  sich  dio  Attractionskraft 
und  das  Potential  der  Attractionskraft  und  dem  Potentiale 
des  Massenmittelpunktes,  wenn  in  demselben  die  Gcsammt- 
masse  vereinigt  gedacht  wird  (s.  S.  273  am  Ende). 

§.  8.  Auch  die  zweiten  und  höheren  Differentialquotienten  des 
Potentials  sind  für  Punkte,  welche  der  Masse  nicht  angehören,  bestimmte 
endliche  Functionen  von  a*,  y,  z.  Für  Punkte  der  Masse  findet  dies 
nicht  immer  statt,  vielmohr  gibt  es  besondere  kritische  Punkte,  Linien 
und  Flächen,  in  'welchen  bei  Discontinuität  der  speeifischen  Masse  auch 
eine  Discontinuität  der  zweiten  Differentialquotienten  eintritt,  sodass 
diese  an  solchen  Stellen  zwei  verschiedene  Werth©  erlangen.  Beim 
Durchgang  des  angezogenen  Punktes  durch  die  Oberfläche  der  Masse 
z.  B.,  woselbst  die  speeifische  Masse  plötzlich  Null  wird,  ereignet  sich 

d2t> 

dies.    Bildet  man  ^  z.  B.,  indem  man 

dv 


dx 

nochmals  differentiirt,  welches  liefert 


r3  9 


rrr—  1  +  .  ~ 

=  111         -!■  ■  —  q  sin  #  dr  d&  dq> , 


und  transformirt  diesen  Ausdruck  auf  Polarcoordinaten ,  wobei 

u  x 

dt  =  r2  sin  #  dr  d&  dw ,   =  cos  & 

r 

wird,  so  erhält  man  die  Form 

/•/'/•—  1  +  $cos2& 

dx1 

in  welcher  sich  der  Factor  r  nicht  mehr  hinweghebt  und  aus  welcher 

''■2 
C  V 

man  also  in  unserem  Falle  nichts  über  die  Natur  von  ^  erkennen 

kann.  Es  muss  daher  hierfür  eine  ganz  andere  Methode  der  Discussion 
eintreten.   Diese  besteht  darin,  dass  man  das  dreifache  Integral,  welches 

dv 

—  darstellt,  in  ein  Doppeliutegral  umwandelt,  welches  über  die  Ober- 
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fläche  der  Masse  zu  erstrecken  ist  Die  nachfolgende  Untersuchung 
wird  in  dieser  Hinsicht  den  Satz  beweisen: 

Abgesehen  von  Punkten,  in  welchen  die  specifische 
Masse  plötzlich  ihren  Werth  ändert,  sind  auch  die  drei 

d2v     d2v  d2v 

Grössen  r— =■ ,  t-ö- ,  ^      endliche  und  eindeutige  Functionen 

dx1     dy2  dz2 

von       y,  z  und  bestehen  für  sie  die  beiden  Gleichungen: 

dh  a2» 
d&  +  dy1  +  dz2  ~  u* 
d2v  ,  d2v  .  dh 

erstere  für  einen  äusseren,  lctztero  für  eiuen  in  der  Masse 
lffegenden  Punkt,  der  sich  an  einer  Stelle  {x  y  z)  befindet, 
an  welcher  die  specifische  Masse  gleich  q  ist. 

Von  diesen  beiden  Gleichungen  wurde  die  erstere  von  Laplace 
gegeben,  die  letztcro,  welche  eine  Verallgemeinerung  der  ersteren  ist, 
indem  sie  für  einen  äusseren  Punkt,  für  welchen  der  mit  ihm  zusammen- 
fallende Massenpunkt  die  specifische  Masse  q  =  0  besitzt,  mit  der  er- 
steren zusammenfällt,  rührt  von  Poisson  her. 

Drücken  wir  das  Massenelement  dm  =  qdt  durch  qdadbdc  aus, 
so  ist: 


dr 

Aus  r2  =  («  —  x)2  -\-  (b  —  y)2  +  (c  —  z)2  folgt  aber  r  —  =  —  (a  —  x) 

öx 

und  andererseits  r  ~  =  a  —  x;   daher  wird   ~  =  —  4~  una*  ako 

da  dx  da 

1   dr        1  dr 

weiter  „-  —  =—-—,  d.  n.: 

rl  dx       r*  da 


d- 


;  •(-;■) 


dx  da 

dv 

Hierdurch  geht  aber  der  Ausdruck  für  --  über  in 

Ii  -fff^ß-  • da  db  ac  =fßb  • rf°  • 

Denkt  man  sich  nun  Uber  dem  verschwindend  kleinen  Rechteck  dbdc 
senkrecht  zur  Ebene  der  yz  ein  unendlich  schmales  Parallelepiped  er- 
richtet, so  ist  die  Integration  nach  a  auszudehnen  über  die  Masse,  welche 
dasselbe  aus  der  Gesammtmasse  herausschneidet.    Es  trete  (Fig.  235.) 
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die  Kante  dos  Parallelepipeds,  deren  Punkte  die  Coordinaten  b,  c  haben, 
bei  iV|  in  die  Masse  ein,  bei  M.}  aus,  bei  M:i  wieder  ein,  bei  iV,  wieder 
aus  u.  s.  f.  und  seien  rl ,  r2,  r3,  r4,  . .  .  die  Kadienvectoreu  PM{ ,  PjV.^, 

Fi*.  23.'». 


/'Mg,  .  .  .,  welche  nach  diesen  Punkten  hiuführen,  sowie  p, ,  pv,  p^,  ... 
die  Werthe  von  p  in  denselben  und  «3,  ...  ihre  Coordinaten- 
werthe  a.    Nun  ist  allgemein : 


und  indem  man  dies  Iutegral  von  <»,  bis  «?,  von  bis  nl  u.  s.  f.  nimmt, 
erhalt  man: 


die  beiden  liier  angedeuteten  Integrationen  längs  der  mit  Masse  beleg- 
ten Kante  des  Parallelopipeds  geführt  gedacht.    Demnach  wird  jetzt: 

z-Sf»<%-?+x-  ':+■•■•) +J'f»"fiz<- 

Die  Elemente  der  Oberfläche  der  Masse,  welche  das  Parallelepiped  bei 
M\ ,  J/,,,         ...  trifl't,  seien  nun  rfs, ,  d*3,  ...  und  die  Winkel, 

welche  die  nach  aussen  gerichtete  Normale  der  Überfläche  in  diesen 
Punkten  mit  der  x-Axe  bildet,  seien  er,,  cr?,  a3,  ...  Diese  Winkel  sind 
der  Reihe  nach  abwechselnd  stumpf  und  spitz,  stumpf  bei  jedem  Ein- 
tritt in  die  Masse,  spitz  beim  Austritt  aus  derselben  und  sind  also  cos  er,, 
cos  cr3,  cos  «s ,  .  .  .  negativ,  cos  «2,  cos  ...  positiv.  Nun  stellt  dhde 
die  gemeinschaftliche  Projection  aller  Fliichenelementc  dsn  rfs2,  ...  auf 
die  y  z -Ebene  dar  und  wird  also  erhalten,  indem  man  diese  Elemente 
mit  den  Cosinussen  ihrer  Neigung  gegen  die  yz-  Ebene  multiplicirt. 
Jedes  Element  bildet  aber  mit  dieser  flbene  einen  Winkel,  wie  die 
Normale  mit  der  x-Axe  und  da  dbdc  den  absoluten  Werth  der  Pro- 
jection darstellt,  so  sind  die  Cosinusse  der  stumpfen  Winkel  «  durch 
die  Cosinusse  ihrer  spitzen  Nebenwinkel  zu  ersetzen.    Man  hat  daher 

db  de  =  —  ds{  cos  er,  —  -f-  ds7  cos  «,  =  —  </*3  cos  «3  =  -f  dst  cos  c<{  = 
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dv 

und  wenn  man  in  dem  ersten  Integrale  von  ■  -  unter  dem  Integral- 

zeichen  die  Multiplication  mit  dbdc  ausführt  und  in  jedem  Bestandteile 
der  Snmme  für  dieses  Elementarrcchteck  seinen  Ausdruck  durch  das 
dem  betreffenden  r  und  q  entsprechende  Flächenelement  ds  einführt, 
wodurch  man  erhält: 

Qt  Qo  Oi 

—  cos  «,  •  — L  dsl  —  cos  o2  •  -  -  ds2  —  cos  «3  •  — -  rfs3  —  •  •  • 

rl  r2  r3 

so  ist  die  Bedeutung  des  Integrales  die,  dass  die  Summe  aller  Elemente 
—  —  cos  u  ■  ds  über  die  ganze  Oberfläche  hinweg  erstreckt,  gebildet 

T 

werden  solle.    Bezeichnen  wir  dies  Oberflächen  integral  mit 

— j  %  ~  cos  et  -  ds 

dv 

und  schreiben  in   dem  zweiten   Bestandteile  von   _  -  wieder  dl  für 

dsc 

da  db  de,  so  kommt 

-  =  -J-cos«.ds+J  -r^dt, 

das  erste  Integral  über  die  Oberfläche  der  Masse,  das  zweite  über  die 
körperliche  Masse  selbst  zu  erstrecken.  Diese  Gleichung  gilt  für  einen 
äusseren  Tunkt,  wie  für  einen  inneren;  für  einen  inneren  Punkt  hat 
man  nun  wieder  die  Masse  einer  kleiuen  Kugel  um  diesep  Punkt  herum 
auszuscheiden  und  den  Grenzwerth  zu  suchen,  welchem  sich  die  rechte 
Seite  nähert,  wenn  diese  Kugel  selbst  die  Null  zur  Grenze  hat.  Uebri- 
gens  setzt  die  Gleichung  voraus,  dass  g  durch  die  ganze  Masse  hindurch 

•  do 

continuirlich  sei,  damit  -  -  niemals  unbestimmt  werde. 

da 

Differentiiren  wir  jetzt  die  Gleichung  nach  x%  welcher  Operation 
nichts  im  Wege  steht,  da  r  blos  in  erster  Potenz  im  Nenner  vorkommt, 

dv  dv 

und  bilden  die  beiden  analogen  Gleichungen  für  ~  und       ,  so 
halten  wir: 

d2v  Ca  —  x  l'a  —  .r  dg 

fb  —  y  l'b  -  y 


er 


dt 


d'v  C c  —  z  ,    ,    i'c  —  z    do  , 

4t,  -  -J  -  7» +J     r*  Je"'' 


worin  «,  ß,  y  also  die  Richtungswinkel  der  nach  aussen  gerichteten  Nor- 
male der  Oberfläche  der  Masse  bedeuten.  Die  Addition  dieser  drei 
Gleichungen  liefert  weiter: 
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d7v      d2v      a?y  /  7 a  —  x  ,  l>  —  y  c—  z        \  o 

.    /*/ a  —  x  Bq        b  —  y   dq    .c  —  z   dg  \  dt 
V  \~~r~~  da  r      ~db  r+"  ~r"  de)  72  * 

Zur  Interpretation  des  ersten  der  beiden  Integrale  rechts  dient  die  Be- 
merkung, dass  der  Cosinus  des  Winkels  o*,  den  der  Radiusvector  r  mit 
der  Normalen  der  Oberfläche  bildet, 

a  —  x  ,    b  —  y        _   ,    c  —  z 

cos  o*  =  cos  et  -4   cos  ß  -\  cos  y 

r  r  r 

ist  und  mithin  das  erste  Integral,  das  wir  mit  N  bezeichnen  wollen, 
die  Bedeutung  hat: 

tu      l'cos  a  ^ 

Behufs  des  zweiten  Integrales,  dessen  Werth  mit  M  bezeichnet  werden 
möge,  differentiiren  wir  die  Gleichungen  für  die  Richtungscosinusse  des 
Radiusvectors  r,  nämlich: 

r  cos  g  =  a  —  x,       r  cos  h  =  b  —  y,       r  cos  i  =  c  —  z 

so,  dass  blos  der  Radiusvector  r  und  a,  6,  c  als  veränderlich  gedacht 
werdon,  nicht  aber  seine  Richtung.    Dies  liefert: 

da  db  .  de 

cosg=~,       cosh  =  dr  ,  cos,-- 

und  hiermit  wird: 

a  —  x  dq  s  b  —  y  dq  ,  c  —  z  dq       dq  da   ,    dq  db  ,    dq  de  dq 
r     da  r  db 

wodurch  M  übergeht  in 


_  _i_  » _i_  r        rr  —  *  _  _i_  i?  _  -i_  - 

r     da  r     db  r     de       da  dr       db  dr  '  de  dr       dr  ' 


J  dr  rl 
Demnach  ist  jetzt: 

d*v     d*v  .d*v 

dx*  +  dy  +  dz-*  =  -N  +  M> 

tu      fcoso  ('do  dt 

Jetzt  verwaudcln  wir  das  dreifache  Integral  M  in  ein  doppeltes.  Sein 
Werth  fällt  verschieden  aus,  je  nachdem  der  Punkt  P{xyz)  der  Masse 
angehört  oder  ausserhalb  derselben  liegt.  Um  P  beschreiben  wir  eine 
Kugelfläche  mit  dem  Radius  1  und  zugleich  durch  das  Oberflächen- 
clement ds  einen  unendlich  schmalen  Kegel;  derselbe  schneidet  aus  der 
Kugel  ein  sphärisches  Element  dr  heraus,  welches  den  körperlichen 
Winkel  des  Kegels  misst.  Das  Volumenelement  wird  dann  dt  =  r*dxdr 
und  mithin: 


/>  dt  CdQ 
=J  ~ör  7^  =J  dr 
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und  wenn  wir  nach  r  integrircn  und  mit  p,  Qt ,  p2,  .  . .  die  specifischen 
Massen  in  P  und  den  Punkten  bezeichnen,  in  welchen  der  Radiusvector 
die  Oberfläche  trifft  (Fig.  236.): 


==vf(—  9  +  Qi  —  92  +  ?3  )  rfr» 


welches  Integral  über  die  Kugelfläche  oder  einen  Theil  derselben  aus- 
zudehnen ist,  je  nachdem  P  im  Innern  der  Masse  liegt  oder  nicht. 
Für  den  inneren  Punkt  erstreckt  sich  das  „  oafl 

Flg.  236. 

Integral  über  dte  ganze  Kugelfläche.  Der  erste 
Bestandteil  J —  oQdr  liefert  —  4?t(>,  der  Rest 

f(Q\  —  Q2  ~t~  Q3  ~\~  ' ' ')  ^r  *a88t  s'cn  l«»cht  auf 
das  Integral  N  reduciren.  Sind  nämlich  r,,  r2, 
r3,  ...  die  Radienvectoren  für  die  Schnittpunkte 
mit  der  Oberfläche,  dslt  ds2,  ds2,  ...  die  Flächen- 
elemente und  <T, ,  o*2,  o*3,  . .  .  die  Winkel,  welche 
die  Normale  daselbst  mit  dem  Radiusvector  bildet,  so  ist,  weil  r, ,  rfs,,  <y, 
dem  ersten  Austritt  aus  der  Oberfläche,  r2,  ds2,  a2  dem  folgenden  Wieder- 
eintritt u.  s.  f.  entsprechen: 

r,2  dz  =  -f-  ds{  •  cos  tfj ,  r22dr  =  —  ds2  ■  cos  tf2,  r^dx  =  -f-  tfi?3  •  cos  tf3 , . . . , 

indem  beide  Seiten  dieser  Gleichungen  die  Projcctioncn  der  Flächen- 
elemente auf  die  mit  den  Radien  r,,  r2,  r3,  ...  beschriebenen  Kugeln 
ausdrücken.    Hieraus  folgt: 

ds.  ds9  ds., 

dz  =     2  COS  ff,  =  —     *  cos  tf2  =  -*  cos  ff3  =  •  •  • 

und  indem  man  diese  Wcrthe  einführt,  hat  man  die  Summe 

cos  a.              cos  g.}  ,            cos  . 
¥1— «-«fci+ft    r2   *j  +  ft-;r*H  ' 

r1  r2  r3 

welche  sich  auf  die  Richtung  ein  und  desselben  Radiusvectors  bezieht, 

/cos  o 
^ —  ds  zu  bilden, 

welches  Integral  mit  N  übereinstimmt.  Es  ist  daher  für  einen  inneren 
Punkt: 

M  —  —  Vtcq  -f-  A' 

und  also  schliesslich: 

d*v       d2v  d"*v 

unter  q  die  specitischo  Masse  des  mit  P  zusammenfallenden  Massen- 
punktes verstanden. 

Für  einen  äusseren  Punkt  liefert  die  Integration  nach  r: 
M        ~  9i  +  Q2  —  Q^  +  °i  )  dx 
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und  weil  jetzt  beim  ersten  Schnittpunkte  des  Radiusvectors  mit  der 
Oberfläche  ein  Eintritt  ins  Innere,  beim  zweiten  ein  Austritt  erfolgt  u.  s.  f., 
so  ist: 

ds.  .    ds.,  ds.. 

dz  =  —  ^     eus  ö,  =  -f      •  ras  <J,  =  -  ^  :]  cos  03  =  •  •  • 

und  hiermit  erhält  man  für  M  folgendes,  ebenfalls  über  die  ganze  Ober- 
fläche auszudehnende  Integral 


uud  hiermit:  ...  ^ 

dx!  +  'ry*  +  0**  ~~  °" 

Der  Beweis  des  Satzes  setzte  zwar  voraus,  dass  die  speeifische 
Masse  au  keiner  Stelle  sich  sprungweise  ändere,  indessen  lässt  sich 
diese  Beschränkung  hinwegräumen,  sodass  der  Satz  auch  dann  noch 
Gültigkeit  behält,  wenn  die  speeifische  Masse  Discontinuitäten  zeigt. 
Es  sei  die  Masse  längs  einer  Fläche  discontinuirlich.  Auf  einen  äusse- 
ren Punkt  hat  dies  keinen  Einfluss,  da  man  mit  Hülfe  dieser  Fläehe 
die  Masse  in  zwei  Thcile  zerlegeu  kann,  sodass  in  jedem  die  speei- 
fische Masse  continuirlich  ist,  also  für  jeden  Theil  das  Potential  der 
Laplace'sehcn  Gleichung  genügt,  mithin  auch  das  Gesammtpotential, 
welches  die  Summe  der  Potentiale  beider  Thcilo  ist,  ihr  gleichfalls  ge- 
nügt. Aehnliches  gilt,  wenn  die  speeifische  Masse  längs  einer  Linie 
oder  in  einzelnen  Punkten  discontinuirlich  wird,  indem  man  diese  Ge- 
bilde als  Grenzfällo  von  Flächen  ansejien  kann.  Für  einen  inneren 
Punkt,  der  aber  nicht  an  einer  Discontinuitätsstelle  liegen  darf,  kann 
man  die  Poisson'sche  Gleichung  dadurch  beweisen,  dass  man  um  den 
Punkt  einen  Kaum  abgrenzt,  innerhalb  welches  die  speeifische  Masse 
durchaus  continuirlich  ist.  Das  Potential  für  diesen  Raum  sei  v\  das 
Potential  für  den  übrigen  Kaum,  für  welchen  der  Punkt  ein  äusserer 
ist ,  t>",  dann  ist  das  Gesammtpotential  v  =  v  -}-  v".  Nach  dem  Vor- 
stehenden ist  aber 

mithin  wenn  man  beide  Gleichungen  addirt: 

d2v 

Liegt  der  Punkt  aber  an  einer  Scheidcstelle,  so  haben  daselbst 

.,  doppelte  Werth c  und  lassen  acht  verschiedene  Combinationcn 

dif     dz*  rr 

ffiv      $ir  f)iv 

zu,  sodass  in  Folge  dessen  die  Summe  ,  ■.,  +  .■.,+  „  .,  achtwerthig  wird. 

Cx*     cy  czl 
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§.  9.  Die  Bedingungen,  dass  die  Function  v  und  ihre 
Derivirten  der  ersten  Ordnung  endliche  und  continuirliche 

 *l 

an  feste  Grenzen  gebunden  sind,  die  sie  nicht  überschrei- 
ten dürfen,  dass  ferner  die  zweiten  Derivirten,  abgesehen 
von  Discontinuitäten  längs  Flächen,  Linien  oder  in  ein- 
zelnen Punkten,  bestimmte  eindeutige  Werthe  haben  und  v 
der  partiellen. Differentialgleichung 

d2v    ,  c2v  d2v 

ä^  +  cV  +  ^  =  "  9 

genügt,  sind  für  das  Potential  charakteristisch,  sodass  es 
keine  zweite  Function  derselben  Eigenschaften  gibt  und 
die  Function,  die  ihnen  genügt,  ist  daher  das  Potential. 

Dieser  Satz,  welcher  von  Dirichlet  herrührt  (Crelle's  Journal, 
Bd.  32,  S.  80)  ergibt  »ich  folgendermassen.  Gesetzt,  es  seien  v  und  v 
zwei  Functionen,  welche  den  Bedingungen  genügen  und  v  —  t>  =  w; 
man  kann  zeigen,  dass  u  constant  und  gleich  Null  ist.  Zunächst  ist  klar, 
dass  dann  auch  w  den  beiden  ersten  Bedingungen  genügt,  während  aus 

d2v    .    d2v    .    d2v  d'lv        d2v    .  d2v 

für  u  die  Differentialgleichung  folgt: 

dht      d2u  b2u 

dx2  +  dy2  +  dt*  ' 
Integriren  wir  den  Ausdruck  zur  Linken,  mit  u  multiplicirt,  über  den 
Raum  eines  um  den  Coordinatenursprung  als  Mittelpunkt  beschriebenen 
Würfels,  dessen  Kanten  die  Länge  2  a  und  die  Richtung  der  Azen  haben, 
so  sind  die  Discontinuitäten,  da  sie  nicht  durch  einen  körperlichen  Raum 
hindurch,  sondern  höchstens  auf  Flächen  stattfinden,  ohne  Einfluss  auf 
diese  dreifache  Integration  und  ist 

J  J  JU\&  +  &  +  Bz>)***-0- 

—  a 

Nun  ist  aber  vermöge  der  partiellen  Integration: 

J  -JOS)'**' 


—  a 


—  a 


+  a  + "        "+■  * 

J»  J  *  -  ("  5) 

"  —  a    ~  a 

7--s*-(-s5-/e)* 

—  a  _      —  a 
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und  folglich,  wenn  man  diese  Gleichungen  addirt  und  nachher  noch 
zweimal  zwischen  den  Grenzen  —  a,  -f-  a  integrirt,  vermöge  der  vorigen 
Relation : 

—  a 

-J'JX"  ä  **  +J%     +//(-  £)«*■ 

Vermöge  der  Bedingungen  für  v  und  v  hinsichtlich  der  Grenzen, 

unter  welchen  xv,  xv,  ...  bleiben,  folgt,  dass  auch  xu  <  A,  also  u  <  - 

x 

du 

bleibt,  wo  X  eine  bestimmte  Constante  ist;  ebenso  ist  x2      <  also 

dx 

l-  <  4  und  folglich 

dx      x£  +« 

du      Xp.  (    du\  x 

—  a 


wo  x  ebenfalls  ein  bestimmter  constanter  Werth  ist.    Daher  wird 


und  mithin  bleibt 


///KS)"*  ©  +  <'!-■■ 

—  4* 

Da  das  Integral  links  positiv  ist  und  die  Grenze  rechts  für  «  =  co  ver- 
schwindet, so  folgt,  dass  sein  Werth  Null  ist  und  hiermit  weiter,  dass 

> '     »  ^-  sämmtlich  verschwinden,  d.  h.  dass  «  constant  ist.  Dieser 

ox    oy  dz 

Werth  kann  aber  nur  Null  sein ,  denn  es  ist  auch  für  x  =  oo  stets 

xu  <  A. 

§.  10.  Als  Beispiel  zum  vorigen  §.  wollen  wir  das  Potential  einer  sphä- 
rischen Schicht  bestimmen,  wenn  die  speeifische  Masse  auf  conecn- 
trischen  Kugelflächen  constant  ist  und  nur  mit  dem  Abstände  vom 
Mittelpunkte  variirt. 

Vermöge  der  vorausgesetzten  Massenvcrtheilung  und  der  geometrischen  Natur 
der  Kugelflächc  ist  das  Potential  blos  eine  Function  des  Abstandes  *  des  ange- 
zogenen Punktes  P  (xyz)  vom  Mittelpunkte.    Wir  können  daher  die  Gleichung 

d*v       d*v  d*v 
<U«  +  dy*  +  (Tz*  =  9 

so  transformiren,  dass  sie  blos  Derivirte  von  v  nach  *  enthält.    Es  ist  nämlich: 
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d*v  /M«  ,  dv  d*s_ 
ds*  Xdx'      ds  dx* 


co 

5t. 
0* 

a*w 

cx 

di 

dv 

dt> 

a* 

¥~ 

d* 

ay« 

dv 

dv 

a* 

a*» 

dz  ~ 

ds 

'  dz'  ' 

ax* 

»      d«t>  (ds\%,  dv  d*s 


und  hierzu  liefert  die  Gleichung  s*      a?«  +  y*  +  z*: 

a*  a#  a* 

*a*~~2 

und  durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  vorigen  Gleichungen  bildet  man 
leicht: 

a*»  ,  a* 

tix*  ~l~  dy* 

dv  r  a**  ,  a**  ,  a**i    d*«  ,  2_  </« 

s  ds 


ay«  +  a2«  ~~  rf**  [U*'    W    W  J 
_i_  *!  r~  ■  a*<  i  a**~i    rf*«  _■_ 
+  d»  [a**    ^Y      J  = 


Demnach  geht  die  Laplace-Poisson'sche  partielle  Differentialgleichung  über  in 
die  folgende  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen  zwei  Varia- 
bein v,  Si 

d*v   .    2  do 

■TT  H  v-  —  —  4  «p  . 

d.v*   1    s  ds 

Für  einen  der  Masse  nicht  angehörenden  Punkt  ist  p  =»  0,  mithin  die  Differen- 
tialgleichung 

^  ,  1  *  =  n 
d,'       *  d.  ü- 

dv 

Setzt  man  für  einen  ausser  der  Masse  liegenden  Punkt  —  =  u,  so  nimmt 
sie  die  Gestalt  an: 

du  i   2  ,       du  ,   .  ds  . 

-v  H  u  =  0   oder  L2—  =0, 

ds       s  u  s 

woraus  us*  =-  a  folgt,  unter  a  eine  willkürliche  Constante  verstanden.  Hiermit 
dv       et  a 
ds 

wiederum  a  geschrieben  ist.  Der  Punkt  kann  nun  entweder  im  inneren  Hohl- 
räume der  Schicht  oder  im  Aussenraume  liegen,  wenn  er  der  Hasse  nicht  ange- 
hören soll.  Für  den  inneren  Hohlraum  muss  a  =■  0  sein,  weil  sonst  das  Poten- 
tial im  Mittelpunkte  der  Schicht  (für  *  =  0)  unendlich  werden  könnte,  was  offenbar 
unzulässig  ist.    Daher  ist  also  constant,  die  Differentialquotienten  von  t; 

sind  Nult  und  die  Schicht  übt  auf  den  Punkt  keine  Wirknng  aus.  Um  die  Con- 
stante ß  zu  finden,  kann  man  v  für  den  Mittelpunkt  direct  bilden.  Es  ist,  wenn 
r  die  Entfernung  des  Massenelementes  dm  von  diesem  Punkte  bedeutet, 

dm  ■=  pr*  da  dr 
für  de  als  Element  des  Körperwinkels  und  folglich 

b 


ist  weiter  u  =»  —  —  ^  ,  also  »      -  -f  ß,   wobei  für  das  willkürliche  —  o 


4«^ qrdr  =  ß, 


wenn  a  und  b  den  inneren  und  äusseren  Radius  der  Schicht  bedeuten.  Für  die 
Punkto  des  Aussenraumes  ist  ß  =  0,  weil  »  für  s  =»  <x>  verschwinden  muss.  Es 
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et 

bleibt  demnach  v  =      und  da  sv  »ich  für  wachsende  s  der  Masse  M  als  Grenze 

* 

M 

nähert  (§.  7.),  so  mtias  a  =  M  sein.    Demnach  ist  i»  =      ,  wo 

l, 


M  =  \  n  f  prl  dr . 


a 

Die  Derivirten  von  *  nach  x,  y,  z  sind: 

dv  M     x  o>  M    V  do  _  M  z 

Zx  ~  '  $  '  dy  ^  **  '  *  '  ^  ™  #»  "  * 

und  folglich: 

Y  -  5  —       ^        i'  =  C/4  M-y-         Z  =  —        Vz         />  =  * -ti-  • 

Die  Schicht  zieht  einen  Punkt  des  AasBenranraes  so  an,  als  ob  ihre  Masse  im 
Mittelpunkte  vereinigt  wäre. 

Für  einen  der  Masse  angehörigen  Punkt  ist  die  Differentialgleichung: 

(Pv  .    2  dv 

ds=-in*' 

Sie  geht,  wenn  man  sie  mit  **  multiplicirt,  übor  in 

£(*£)--««•* 

nnd  liefert  also,  wenn  man  von  *  =  a  an  integrirt,  für  welchen  Werth  p  =  0, 
also  -~  =  0  ist: 


Hierin  bedeutet,  da  p  mit  s  variirt,  die  rechte  Seite,  abgesehen  vom  Zeichen,  die 
Masse  einer  Schicht,  welche  zu  Radien  a  und  *  besitzt,  deren  äussere  Grenzfläche 

dv  W* 

also  durch  don  angezogenen  Punkt  geht.  Ist  ihre  Masse  rf,  so  wird  ^  =  —  ~ , 

d.  h.  eine  durch  den  angezogenen  Punkt  concentrisch  zur  Schicht  golegte  Kugel- 
fläche thoilt  dieselbe  in  zwei  Schichten,  von  denen  die  äussere  nicht  auf  den 
Punkt  wirkt,  während  die  Wirkung  der  inneren  dieselbe  ist,  als  ob  ihre  Masse 
im  Mittelpunkte  concentrirt  wäre.  Dies  harmonirt  mit  der  vorigen  Untersuchung, 
indem  für  die  erster©  Schicht  der  Punkt  ihrem  inneren  Hohlräume  angehört. 

Für  constante  speeifische  Masse  wird  für  einen  Punkt  in  der  Masse 

dv 

da  J/'=  |  irp*'  ist.  Integrirt  man  und  berücksichtigt,  dass  für  *  =  a  das  Poten- 
tial v  =  ß  =  2  jrp  (b*  —  a1)  wird,  so  kommt  v  =  2wp  (A*  —  a«)  —  $  jrp*?.  Für 

b*  —  a3 

einen  Punkt  des  Aussenranmes  ist  v  =■  J»p  

Für  eine  homogene  Vollkugel  sind  diese  Formeln  wegen  «  =  0  einfacher, 
nämlich: 

b3 

v  =  2itQb*  —  §Jrp*«,      ü  =  |«p  g  • 
Die  Constantenbcstimmung  bei  den  Integrationen  gründete  si<  h  darauf,  dass  v  cou- 
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tinttirlich  für  alle  Punkte  des  Kanmes  bleibt,  auch  wenn  der  Punkt  durch  die 
Oberflächen  hindurchgeht.    In  dem  Falle  einer  homogenen  Vollkugel  hat  man 

(v  .  ds  . 

=  e^  fix  ~  ()x 

y  =  —  Jjroefi.v,  --=  —  InQtpz 
für  den  inneren  Punkt  und 

7.3  -  AS,.  b*z 

X  =  —  ^ÄOffl     .    ,         r  =  _  $1lQSp  J,         Z  =  -  iWOfft  . 

S  o  a 

für  den  äusseren  Punkt.  Anf  der  Oberfläche  fallen  beiderlei  Werthe  zusammen. 
Die  zweiten  Derivirten  von  v  sind  im  ersten  Falle 

<■,'-  -*«»•  --*«*• 

im  letzten  ;)l  ,8 

|°  -  J*(>  *'(3j,«-.«), 

£  =  <»*-*), 
auf  der  Oberfläche  fallen  dieselben  nicht  zusammen,  Bondern  sind  um 

von  einander  verschieden.  Daher  hat  +  -4-  ^  an  der  Oberfläche  acht 
verschiedene  Werthe. 

§.  11.  Man  hat  für  die  Laplace-Poisson'sche  Gleichung  ver- 
schiedene Beweise  gegeben.  Für  der  Masse  nicht  angehörige  Punkte 
folgt  sie  unmittelbar,  indem  man  aus  r2  —  {a  —  x)2  -f-  (6  —  y)2  (c  —  2)2 
die  Derivirten 

dr  a  —  x  c)2r       r2  —  (a  —  x)2       1    .  . 

=  —  =  —  cos  g ,  ,  =  — =  —  sm2g 

öx  r  Ox1  rs  r  * 

und  hiermit 

r             1    r'r  cos  a 

da:             r2  öx  r2  ' 

^'  —  +  h  (I)- ^ (- 1  + 3  cos'  »>> 

sowie  die  analogen,  auf  die  Axen  der  y  und  z  bezüglichen  bildet  und 
bei  der  Darstellung  des  Ausdrucks  für  die  Summe  der  zweiten  Derivir- 
ten verwerthet.    Man  erhält: 


cxl  +  <V  1 


dz2   J  dm  V  äxl  +  V  +  T*2  / 


f*?  [-3  +  3  (cos2  g  +  cos2  h  -f-  cos2  t)]  =  0. 


Schell,  Theorie  d.  Bew.  a.  d.  Kralle.  44 
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Für  einen  der  Masse  augehörigen  Punkt  legt  man  um  diesen  eine  kleine 
Kugel  und  setzt  das  Potential  v  der  Gesammtmasse  aus  dem  Potentiale 
v  der  ausserhalb  dieser  Kugel  liegenden  Masse  und  dem  Potentiale  v" 
der  Kugelmasse  zusammen,  nämlich  v  =  v  -\-  v".   Für  die  erstero  Masse 

gilt  die  bereits  aufgestellte  Laplace'sche  Gleichung  — 2-  -j-  ••••«=  0, 

weil  der  Punkt  in  der  Masse  nicht  liegt;  für  die  zweite  erhält  man  das 
Potential  nach  §.  10.,  da  die  speeifische  Masse,  wenn  die  Kugel  sich 
der  Grenze  Null  nähert,  von  constanter  speeifischer  Masse  o  angenom- 

men  werden  kann  und  hierfür  weiter  -[-•..=  —  4  wo.  Beide 

Gleichungen  zusammen  liefern        -\-  ^  =  —  4  *tp. 

Ist  das  Potential  v  als  Function  von  x}  y,  z  bekannt,  ohne  dass 
die  Massenvertheilung,  d.  h.  die  speeifische  Masse  o  als  Function  des 
Ortes  gegeben  ist,  so  liefert  die  Poisson'sche  Gleichung  dieselbe, 
nämlich : 

1    /d7v       d^v  Pv\ 

9  ~      4  n  W2  ~*~  dy2  "+"  dz2  )' 

Der  in  §.  9.  gegebene  Beweis  rührt  bis  auf  kleine  formelle  Verschieden- 
heiten von  Gauss  her  (Allgemeine  Lehrsätze  in  Beziehung  auf  die  im  verkehrten 
Verhältnisse  des  Quadrates  der  Entfernung  wirkenden  Anziehungs-  und  Abstossungs- 
kräfte.  Leipzig  1840,  oder  Resultate  der  magnetischen  Beobachtungen  für  1836, 
oder  Liouville,  Journal  de  mathe'm.,  T.  VII).  Andere  Beweise  gaben  Wein- 
garten (Crelle's  Journal,  Bd.  49,  S.  367)  mit  Hülfe  der  Fourier'schen  Doppcl- 
integrale und  ganz  neuerdings  Kronecker  (Crelle's  Journal,  Bd.  70,  8.  246) 
auf  einer  Grundlage  von  ausserordentlicher  Allgemeinheit. 

§.  12.  Von  besonderer  Bedeutung  für  die  Attractionstheorie  ist  das  Problem 
der  Attraction  des  homogenen  oder  concentrisch  geschichteten  Ellipsoids,  wel- 
ches seit  Newton  Gegenstand  der  tiefsten  Studien  der  hervorragendsten  Mathe- 
matiker geworden  ist.  Wir  werden  zunächst  das  Potential  eines  bomogeneu 
Ellipsoids,  sowie  die  daraus  folgenden  Attractionscomponenten  nach  Dirichlct's 
Methode  entwickeln  und  später  eine  synthetische  Lösung  dieser  Aufgabe  für  das 
concentrisch  geschichtete  Ellipsoid  von  Chasles  geben.  Dirichlet's  Methodo 
gründet  sich  auf  die  Theorie  des  von  ihm  entdeckten  Discontinuitätsfactors  der 
vielfachen  Integrale  und  findot  sich  in  den  Abhandlungen  der  konigl.  Akademie 
der  Wissenschaften  zu  Berlin  aus  dem  Jahre  1839,  erschienen  1841,  8.  61  der 
mathem.  Abhandlungen  (Uebcr  eine  neue  Methodo  zur  Bestimmung  vielfacher 
Integrale  von  Lejeune  Dirichlet,  vorgel.  am  14.  Febr.  1839)  nobst  weiteren 
Ausführungen  in  Crelle's  Journal  Bd.  32,  S.  88  {Sur  un  moyen  gener al  Je  virifier 
l'expression  potential  relatif  ä  une  masse  guelconque,  homogene  ou  heterogene).  Vgl. 
auch  Scblömilch,  analytische  Studien,  Leipzig  1848,  1.  Abth.,  S.  12G. 
Der  Ausdruck 

da  db  de 


r 

a*  ,    b*  c* 


ist  das  Potential  des  homogen  gedachten  Ellipsoids  ^  +  ^  -f  —  =  1  in  Bezug 
auf  den  Punkt  (xyz),  für  welchen  r*      (a  —  x)*  -f-  (b  —  y)*  -f  (r  —  r)1  ist,  wenn 
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das  dreifache  Integral  Uber  alle  Elemente  da  db  de  des  von  der  Fläche  umsehlos* 
senen  Raumes  erstreckt  wird.  Die  Ausführung  dieser  Integration  findet  aber 
darin  bedeutende  Schwierigkeiten,  daSB  die  Grenzen  derselben  von  der  Integra- 
tionsordnung abhängig  und  veränderlich  sind.  Um  diesem  misslichen  Umstände 
vorzubeugen  und  die  Grenzen  auf  constante  WOrthe  zu  bringen,  roultiplicirt  man 
unter  dem  dreifachen  Integralzeichen  mit  einem  Factor  f{a,  b,  c),  dessen  Werth 
in  jedem  im  Innern  und  auf  der  Oberfläche  des  Ellipsoids  gelegenen  anziehenden 
Punkte  {a  b  c)  gleich  1 ,  in  jedom  Punkte  des  nicht  mit  Masse  erfüllten  Anssen- 
raumes  aber  gleich  Null  ist.  Durch  Zufügung  dieses  Factors  werden  die  Elemente 

da  db  de       Integrales,  welche  der  anziehenden  Masse  zugehören,  nicht  geändert, 
r 

während  solche  Elemente,  welche  Punkten  des  Anssenraumes  entsprechen,  un- 
bedenklich zugefügt  werden  können,  da  der  Factor  f  (a,  bt  c)  sie  annullirt.  Fügen 
whr  sie  zu,  so  können  die  Grenzen  des  Integrales  von  —  oo  bis  od  ausgedehnt 
werden  und  wird 

f  C   Cn     *     *  dadbdc 
V  =  J    I  J   r  

—  OD  — OC   — OD 

Es  kommt  nun  zunächst  darauf  an,  einen  solchen  Factor /"(a,  6,  c),  dem 
Diriehlet  den  Namen  eines  Discontinuitätafactors  gegeben  hat,  zu  finden. 
Die  Theorie  der  Fourier'schen  Doppelintegrale  liefert  solche  Factoren  von  be- 
liebiger Menge  und  Beschaffenheit;  für  unseren  Zweck  genügt  es,  den  einfachsten 
zu  wählen,  welcher  zur  Zeit,  als  Diriehlet  seine  Methodo  zuerst  entwickelte, 
zugleich  der  einzig  bekannte  gewesen  zu  sein  scheint.   Es  ist  N 


1  f8in  ' 
*J  9 


cos  aq>  •  rfqp, 


o 

Es  wird  dieser  Ausdruck  für  alle  Werthe  von  o  <  1  selbst  gleich  1,  für  Werthe 
a  >  1  aber  Null.  Man  gelangt  zu  diesem  Integrale  leicht  auf  folgende  Weise. 
Es  ist,  wie  leicht  gezeigt  wird: 


/sin  i 


o 

Das  etwas  allgemeinere  Integral 

OB  OD 

''sin  nip  fsin  Htp 


X? 

geht,  wenn  x  positiv  ist,  durch  die  Substitution  %tf>  —  tp'  in 

0 

'sin  if> 


J 


d  xp  «=  —  , 


ip  2 

ö 

für  negative  x  aber,  wenn  man  xtf  =  —  ip'  setzt,  in 

0» 

'  sin  ip 


- 


dtp 


*  2 

o 

über  und  verschwindet  für  x  =  0.    Man  hat  daher 

CD 


*    o   -  - 
2  '  °»        2  • 


44* 
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je  nachdem  x  positiv,  Null  oder  negativ  ist.  Nun  hat  man  weiter  vermöge  der 
Formel  2  «in  mip  cos  nip  —  sin  (m  -f-  ")  V  -f~  *««  {m  —  »)  ^  die  Gleichung: 

ee  »  ao 

„  /'sin  mtp  cos  nip   ,         /'sm  (m  -|r  n)  tb    .  a    .    /**i'n  (m  —  n)  rp 

2j  *  =j  *  ^  +J  

0  0  0 

Sind  nun  m  und  n  positiv  und  igt  m  >  n ,  so  ist  m  —  n  positiv  und  hat  jedes  der 
Integralo  rechts  den  Werth         ist  aber  m  —  n,  so  ist  die  reclite  Seite  *  -|- 0. 

für  m  <  n  aber  ist  sie  -  —  —  =  0.   Domnach  hat 

_  — 


'sin  mtp  cos  nip 

—  ulp 


m 

0C 


l   /'  sin  <p 


cos  o<p  •  dtp  =  1 ,  J,  0, 


die  Wcrthe  ^- ,  ^  ,  0,  je  nachdem  m  ^  «  oder  also  "  ^  1  ist.  Setzt  man  min 
noch  mtp  =  tp  und  •--=»«,  so  folgt,  das»  - 

2 
r 

0 

je  nachdem  a  ^  1.  Für  unser  Problem  ist  nun  für  alle  dorn  Ellipsoid  ange- 
hürigen  Punkte 

«t  +  pt  +   yl   ^  1  ' 

für  alle  Punkte  ausserhalb  desselben  aber  wird  dies  Trinom      1.  Setzen  wir  also 

C  ~  ««  +  0»  +  V»  ' 
so  stellt,  da  das  dem  Werthe  a  =  1  entsprechende  Element  des  Integrales  im  Ge 
sammtwerthe  nur  einen  verschwindenden  Einflnss  hat, 

ee 

2 


l'siny        /«»  ,    b*  .  f«\ 


einen  Discontiuuitätsfactor  nnsers  Problems  dar  und  wird  »  nach  Umkehrung  der 
Integrationsordnung : 

2o  T'sincp    .     ?*    T'   p     /ß*  .    b1       cl\  dndbdc 

'  - *J-*-*J  J         + ?  +       —  ■ 

0  — ac  — es  —  a 

OWi 

Nun  ist  ro*  aq>  die  reelle  Parthie  von  e  =  cos  atp  -f-  f  *t»  oqp.  Daher  wird"  » 
die  reelle  Parthie  des  folgenden  Ausdrucks  t>,  sein,  don  wir,  als  den  etwas  be- 
quemer zn  behandelnden,  weiter  verfolgen  wollen  und  aus  welchem  wir  mit  Leich- 
tigkeit jeden  Augenblick  den  Werth  von  v  wieder  herauslesen  können,  nämlich: 

Ge  OC         Ot  CT 


2p  (  sinj^  r  f*  (  (5  +  ^  +  y' )  da  db 
*  J       <P    J    J  J  *  r 


'  db  de 


0  —  Gt>    —06    —  OC 

Um  dies  Integral  an  andere  bekannte  Formen  aus  der  Theorie  der  bestimmten 
Integrale  anlehnen  zu  können,  empfiehlt  es  sich,  den  Nenner  r  in  den  Exponen- 
ten zu  bringen.  Dies  gelingt  mit  Hülfe  der  bereits  von  Euler  aufgefundenen 
Gleichung: 
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TO 


dif>  —  —  e 

Vv> 

Entnimmt  man  aus  ihr  den  Werth  für  -    und  führt  ihn  in  den  Ausdruck  für  v, 

r 

ein,  so  kommt: 

00  —  x  —  *  —  » 

Indem  man  nun  für  r*  seinen  Werth 

(«  —  y)*  +  (c  —  2)*  =  x*  -f  y*4-  s*  —  2  ax  —  2  A.y  —  2     -fa«  +  6*  +  c* 

einsetzt,  zerfällt  das  innere  dreifache  Integral  in  drei  Factoren 

+ 5)*-'-  H'rfBj 

—  » 

ö,-/>+?>,'-"^'*1 

—  » 

—  » 

und  den  weiteren  Factor  c  ,  welcher  sich  vorschiebt,  sodass  man  hat 

o  0 

Nach  einer  bekannten  Formel  hat  mau  abor 


/ 2 *«/).       ./»    (4       a  )' 


—  x> 

mit  Hülfe  derselben  findet  mau: 

>  r  ! 


und  indem  man  dieae  Werthc  in  p,  einsetzt,  ergibt  sich 

CD  <X>  g  . 

"1  =  2?e        /     /       y  ■      A-  -—-•-/-  ~  ,  _d<p<7>, 

•     //  9r*^  +  5)(»  +  ?-)(»+?) 
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worin  abkürzend 

s-[t"^)+'('"^)+"('"-l)]* 

~  V^"+ +  <p  +        +  f+"yV* 
gesetzt  ist.    Zur  weiteren  Vereinfachung  führe  man  die  Substitution  ^  =  s  ein, 

sodass  an  die  Stelle  von  if>  die  Variabele  t  tritt,  wodurch  die  Grenzen  für  s  gleich 
ce  und  0  werden,  wofür  wir  mit  Aenderung  dos  Zeichens  wieder  0  und  co  schrei- 
ben.  So  ergibt  sich 

St     J?  Smi 

Nach  Umkehrung  der  Integrationsordnung  nimmt  t>t  die  Gestalt  an: 

7/0  +  ^)0  +  ^)0  +  ^)7  9 

o  r  '  0 

Der  reelle  Bestandtheil  hiervon  ist  »;  derselbe  wird  vermöge 

uud  e       =  cos  {u  +  i  *m  i  «  =  i 

erhalten  als  ^'  =  «»  5»  +  1 f™  ^ 

„  =  -2o  /%__,_,_.  rf'====     /. ."V-       S<p ^ 

//o+±)o+*)o+*V 

00  03 

Die  Ausführung  der  inneren  Integration  wollen  wir  auf  indiroctem  Wege 
bewerkstelligen,  indem  wir  zunächst  ^  bilden  und  aus  diesen  Grössen 

hierauf  o  zusammensetzen.  Die  Grösse  5  allein  enthält  nun  die  Coordinaten 
x,  y,  2  des  angezogenen  Punktes  und  da       =  g*  80  ergibt  sich: 

dv  r     ds         Fsintp        .  . 

te=-U*J{at+,)D  J—-cosS<pd<p 

o  o 

und  zwei  ähnliohe  Formeln  finden  sich  für  die  anderen  Derivirten  von  v  nach  y 
und  2.    Nun  ist  aber  der  Discontinuitätsfactor 


™JLCosS<pd<p  -  **  flir  S<  S 
V  9        0    für  S  >  1  ' 
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um  daher  den  Resultaten  eine  definitive  Form  zu  geben,  werden  wir  die  weitere 
Untersuchung  spalten  und  unterscheiden,  ob  der  afficirto  Punkt  im  inneron  oder 
im  äusseren  Räume  liegt. 

t         i  t 

Für  einen  inneren  Punkt  ist  —  -f-  Jj^  +  ~-  <  1 ,  mithin  auch 

«t  +  ,  t-  ßt  +  8  f  y«  +  s  » 

d.  b.  S  <  1 ,  weil  *  nur  positive  Werthe  im  Integrale  annimmt.  Daher  werden 
für  innere  Punkte: 

dv 


00 

0 


dv 

dy 


2nQy 


o 

Hiermit  erhält  man  die  Componenten  X,  .K,  Z  der  Attraction,  indem  man  diese 
Grössen  mit  multiplicirt.  Es  sind  dieselben  mithin  den  Coordinaten  x%  y,  z 
proportional. 

Für  einen  äusseren  Punkt  ist  -r  -f-      -f  -=  >  1.    Nun  ist  dieser  Ausdruck 

«*       p*  y* 

der  Werth,  den  S  für  *  0  annimmt  und  da  S  um  so  kleiner  wird,  je  grösser 
*  wird  und  für  a  =  oo  verschwindet  (vorausgesetzt,  dass  a?,  y,  z  endlich  sind),  so 
folgt,  dass  es  einen  positiven  Werth  *  =  a  gibt,  aber  auch  nur  einen,  für  wolchen 
5=1  wird.   Es  hat  demnach  die  Gleichung 

eine  positive  Wurzel  und  sie  scheidet  die  Werthe  *  <[  ff,  für  welche  5  >  1  wird, 
von  den  Werthen  *  >  o,  für  welche  S  <  1  wird.    Die  Werthe  $  <  a  kommen 

dv 

bei  dem  obigen  Integrale  für  ^—  nicht  in  Betracht,  weil  für  sie  wegen  S  >  l  der 

Discontinuitätsfactor  verschwindet,  es  ist  die  Integration  nach  *  vielmehr  blos 
über  alle  a  von  o  bis  oo  zu  erstrecken ,  wobei  wegen  S  <  1  dieser  Factor  )  n 
beträgt.    Demnach  erhält  man  für  einen  äusseren  Punkt: 


dv  _  f  ds  

o 

00 


0 

00 

o 

OB 

a 

Um  nun  das  Potential  v  solbst  aus  seiner  Derivirten  zu  bilden,  haben  wir  zufolge 
des  Satzes 


Digitized  by  Google 


69f>  Attraction  des  Ellipsoids.    Dirichlet's  Metbode.  IX.  Cap. 

für  einen  inneren  Punkt: 

/*/  2  xdr,    .     2ydy  2zdz\ds 
dv  =  -  nQJ  {^r+-s+  p  +  --+  p+-J  D 

o 

und  mithin  ^ 

\  ds 
)  /) 


.t*1  y* 


ei1  +  s      (3*  +  s      y  *  4-  * 
und  ähnlich  für  einen  äusseren  Punkt: 


««  -f  «       0«  +  *       y«  +  */  Z> 


Für  Punkte  der  Oberfläche  des  Ellipsoids  '*  +  jf*  4-   s*  =  1  müssen  beide 

Ausdrücke  für  v  zusammenfallen.  Nun  ist  für  diesen  Fall  <r  =  0,  wie  die  Ver- 
gleichung  der  Gleichung  des  Ellipsoids  mit  der  Gleichung,  welcher  o  genügen 
rauss,  lehrt.  Daher  sind  in  dem  zweiten  Ausdruck  für  v  hierfür  die  Integrations- 
grenzen dieselben,  wie  im  ersten  und  da  x,  y,  z  in  beiden  dieselben  Wertbe  haben, 
so  folgt,  dass  auch  die  Coustanten  C  und  C'  dieselben  Werthe  haben  müssen. 
Es  genügt  daher,  Cf  zu  bestimmen.  Hierzu  dient  die  Eigenschaft  des  Potentials, 
dass  es  im  Unendlichen  verschwindet.  Nun  wird  für  x  =  y  —  z  =  oc  auch 
a  =  <x>  und  werden  die  untere  und  obere  Grenze  des  Integrales  für  v  unendlich 
gross.  Das  ganze  Integral  redneirt  sich  daher  auf  ein  einziges  Element,  welches 
verschwinden  niuss.  Dasselbe  hat  vermöge  der  Gleichung,  welche  e  bestimmt, 
den  Factor  C —  1,  dessen  Werth  allein  von  den  unendlich  gross  werdonden  ar,  y,  z 
abhängt  und  der  mithin  das  Verschwinden  herbeiführen  niuss.  Aus  C'  —  1  =  0 
folgt  aber  Cf  =  1.  Demnach  ist  der  Werth  des  Potentials  des  Ellipsoids  ge- 
funden; or  ist: 

/Vi  r*  '/*  2*    \  lis 


oder 

/Vi  v*  J    \  d* 


je  nachdem  der  Punkt  im  Innern  der  Masse  oder  im  Aussenraume  liegt  und  wobei 

x2  v*  *l 

a  die  positive  Wurzel  der  Gleichung    .  -p     -f      J,       4-    ■  V     =  1  ist. 

o*  4"  °       ß  4"  0       7  4"  * 
Um  jeden  Anstoss  zu  vermeiden,  welchen  diese  Bestimmung  der  Constanten 
veranlassen  könnte,  wollen  wir  a  posteriori  die  für  v  gefundenen  Ausdrücke  mit 
Hülfe  der  Laplace-Poisson'schen  Gleichung  und  der  übrigen,  §.  9.  angeführ- 
ten, das  Potential  unzweideutig  definirenden  Bedingungen  verificircu. 
Zunächst  liefert  die  Differentiation  der  Gleichung 

-   I-      "  U    -  =1 

a*  4-  a  ^  ß*  4-  a  ^  y*  +  a 

die  Grössen  ^  .  |^  ,  |?  ,  nämlich: 

d<J  2  x  ?a  2y  ro  2: 

dx^a'  +  e*       lty-p  +  e'  /rr","yi4-ö' 
wenn  »  *  » 

x         i         lr  z 


*  r«»  -u      +      X  «\«  + 


(«'  4-  «)«  '    (0t  4-  o)*  ^  (y,  +  Ä), 
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Die  Differentiation  des  Potentials  v  für  den  inneren  Punkt  gibt  unmittelbar  den 
Werth: 


dv  r  ds 


0 

während  die  für  den  äusseren  Punkt,  weil  auch  a  veränderlich  ist,  liefert: 

?x  -      **X  J  (ftv+  s)~n  +  *e  ydaJ  \}    ttt  _j_  Ä    ß*  +  ~s    yt  +  J  j)  J  dx  • 

a  0 
Nach  einem  bekannten  Satze  über  die  Differentiation  bestimmter  Integrale  ist  aber 
allgemein: 


a 

Daher  wird  im  vorliegenden  Falle  der  zu  suchende  Differentialquotient  nach  a 
gleich 

fi-    ^    -         +--**  ).-! 

V        ß'+ff       0«  -f  ö  ^  y2  -f  0/  /?a 
und  verschwindet  vermöge  der  Definitionsgleichung  für  o  und  da  ^  nicht  unbe- 
stimmt wird,  so  bleibt  auch  für  den  äusseren  Punkt 


dv  p  ds 


dx 

a 

dv  dv  dv 

Dass  die  Ausdrücke  für  v  und  7-  ,  sowie  die  analog  gebildeten  für  ^  ,  ^ 

continuirliche  Functiouen  von  x,  y,  z  für  den  inneren  sowohl  wie  für  den  äusseren 
Punkt  sind,  erhellt  aus  demselben  unmittelbar,  ebenso  dass  die  Coutinuität  beim 
Durchgange  des  Punktes  durch  die  Oberfläche  des  Kllipsoids  nicht  unter- 
brochen wird. 

n.   D  ,.  ,  ,  dv     ,  dv     ,  dv 

Die  Bedingungen,  dass  xv7  yv,  zu,  x*  -.- -- ,  y*      ,  z*  -r  an  gewisse  Grenzen 

Cx        Cy  cz 

gebunden  sind,  bewahrheiten  sich  für  den  inneren  Punkt  unmittelbar,  denn  es  ist 

OO  06 

V  <  Tt 


nJ%  ,    also    xv  <  nxj  -~ 


und  ebenso  (*  d 

0 

und  es  ist  x  an  die  Grösse  der  Halbaxe  des  Kllipsoids,  welche  in  die  Richtung 
der  ar-Axe  fällt,  als  Grenze  gebunden.  Um  sie  aber  für  einen  äusseren  Punkt 
zu  verificiTcn,  sei  X  dio  kleinste  der  drei  Halbaxen  «,  0,  y  des  Kllipsoids.  Ks 

ist  dann  vermöge  I)  =  aßyV{a*  -f  s)  ~(ß*~+~s)  (y* "+"*)  >  aßy  (i«  +  *)* 


00 

J  (A*  +  ,) 
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Ferner  ist  absolut  genommeu: 

1    dv    .  .        Ä    /*  ds 

*  J  (*«  +  ,)* 


d.  h.: 


1    n>  4«£K0y 

"Z*  .._ 


x  fX       3(1«  +  *)* 
Nun  erhält  man  aus  der  Gleichung  für  e  hierzu  r  <  1  und  hiermit  werden 


welche  Ungleichheiten  ihre  Gültigkeit  bewahren,  wenn  auch  x  und  damit  ff  ins 
Unendliche  wächst. 

Um  zu  zeigen,  da&s  die  Ausdrücke  für  v  auch  der  Laplaco-Poisson'schcn 
Gleichung  genügen,  hat  man 

d*v 
dx* 

und  ö 


0 

d\  p      ds  .  2    ?a 

dx*  =      Z  n9J  (a*  +  ö)  D  +  (a»  -f-  o)  Da  '  dx 
a 

und  daher  mit  Hülfe  der  analog  gebildeten  Ausdrücke  einerseits  für  den  inneren 
Punkt: 

0 

andererseits  für  den  äusseren: 

&ü  a»B       _  / 7  i_       j  ,     i  _\  </« 

^  +  %« dz«  J,r<>J  V««  +  ,+  ^  +  i+y'  +  */  ü 

a 

,  (    2x     co  2y      da  2z     ?a\  Ttg 

\a*  +  o  dx       ß*  +  o  dy  ~*~  y*  +  a  dz'  Da' 

folglich,  da  Z)  für  *  =  oo  verschwindet: 

/*/  1_     ,     _±  _J  \  rf»  _ 
U«***1"  0«  +  *+  y«+*/  D 

o 

Daher  wird  die  rechte  Seite  der  ersten  Gleichung  —  4  wie  es  die  Poissou'scho 
Gleichung  verlangt.  In  Betreff  der  zweiten  Gleichung  hat  man  vermöge  der  zu 
Anfang  dieser  Untersuchung  aufgestellten  Relationen: 

/_  2x     da         2y     da         2z  da\ 
Vo«  +  a  cx       ßl  +  o  dy^~  y*  -f  o 

*  V  4-     ^      +     ^  (y«  +  *)*' 

Daher  wird  der  vom  Integralzeichen  freie  Bestandtheii  auf  der  rechten  Seite  gleich 

4  7t  0 

— tt —  •    Dor  orste  Bestandtheii  ist  aber 
"a 


Nun  ist  aber 
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2  4  »p 

**<t,  n; 


und  wird  mitbin  für  den  äusseren  Punkt  die  Laplace'sche  Gloicbung  erfüllt. 

Man  bemerke,  dass  die  zweiten  Derivirten  der  Potontialausdrücke  auf  der 
Oberflüche  des  Ellipsoids  nicht  zusammenfallen. 

Hiermit  ist  gezeigt,  dass  die  Grössen  v  allen  charakteristischen  Bedingungen 
des  Potentials  genügen  und  also  dasselbe  wirklich  darstellen. 

§.  13.    Die  Integrale 

00  00  QC 

0  0  0 

welche  in  den  Ausdrücken  für  ~  ,  ~ ,  ~  in  Bezug  auf  einen  inneren  Punkt 

cx    cy  dz 

auftreten,  hängen  nicht  von  den  absoluten  Längen,  sondern  nur  von  den  Verhält- 
nissen a  :  ß  :  y  der  Halbaxen  des  anziehenden  Ellipsoids  ab.  Denn  setzt  man 
z.  B.  in  dem  ersten  von  ihnen  *  =  aV,  so  entsteht 


So  lange  also  die  Verhältnisse  der  Axen  dieselben  bleiben,  behalten  diese  In- 
tegrale dieselbon  Wcrthe  und  mithin  auch  die  Attractionscomponenten  X,  V,  Z, 
welche  ihnen  proportional  sind.  Zwei  Ellipsoide  von  denselben  Axenverhältnissen 
sind  aber  ähnlich.    Daher  der  Satz: 

Zwei  homogene  conce ntrische  ähnliche  und  ähnlieh  liegende 
Ellipsoide  derselben  speeifischen  Masse  ziehen  einen  innerenPunkt 
mit  derselben  Intensität  und  in  derselben  Richtung  an.  Hieraus  folgt 
weiter:  Eine  homogene  eil ipsoidische  Schicht  von  zwei  ähnlichen 
und  concentrisch  ähnlich  liegenden  Ellipsoiden  begronzt  übt  auf 
einen  Punkt  ihres  inneren  Hohlraumes  keine  Wirkung  aus. 

Wird  die  Schicht  unondlich  dünn,  so  kann  man  die  Attractionscomponenten 
für  einen  äusseren  Punkt  frei  von  Integralzeichen  darstellen.  Man  hat  nämlich 
zunächst,  wenn  man  as  statt  s  als  Variabele  einführt: 

dv  _  /»*  ds 


*  f  _    ds  ■   

J  (1  +  *)  ]/d  +  .)  (l  +  £.)  (l  +  ~*j 


für  ein  zweites  ähnliches,  dem  ersten  unendlich  nahes  Ellipsoid  mögen  a,  fi,  y 
die  Halbaxen  sein,  welche  wir  uns  kleiner  als  er,  ß,  y  denken  wollen,  sodass 
a'  =  a  -f-  da,  ß'  =  ß      rfjS,  y  =  y  -j-  dy  und  wenn  1  —  X  das  Aehnlichkeits- 
verhältniss  ist,  wo  X  unendlich  klein,  «  -f-  da  =  (1  —  X)  a,  also  da  =  —  Xa  und 

ebenso  dß  —  —  Xß,  dy  =  —  Xy  wird.    Denkt  man  sich  ^—  für  das  zweite  Ellip- 

soid  hingeschrieben  und  von  dem  dem  ersten  entsprechenden  Werthe  von  |-  ab- 

Ox 

gezogen,  so  stellt  die  Differenz  mit  ep  multiplicirt  die  Attractionscoraponente  X 
der  Schicht  dar.    Auf  der  rechten  Seite  aber  erscheint  das  Differential  dos  Inte- 
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grales  nach  a,  welches  die  einzige  darin  enthaltene  Are  ist,  die  sich  ändert. 
Man  hat  daher: 


x--s„„*  *  f    -  -7  ^  4*   


I 

1     1  d  «' 

et* 

Ks  ist  aber     ,,r*      -f  ■     ^  [-  =  I  oder 

«*  -j-  a    1    0*  -f  a  ,      y1  -f  ff 

a*  jr»        L  r* 


ff   +  fi*  *     o  +  y'  ff 

~«  ~t     •      „2  „2  ~S 


und  die  Differentiation  dieser  Gleichung  liefert: 

d  ff    (o  +  3),+(£  +  ;),+(;  +  ;)B)  ' 

«*  2 

d.  h.  —  —  7^5  und  hicrm»t  werden,  wenn  die  analogen  Entwickollingen 

für  ^  ~  ,  ^  durchgeführt  werden: 

Kä +  «  //>„• 

und  folglich  die  Attractiouskraft  71  selbst: 

p  =  4  «afp  _ 

Dieses  Resultat  ist  einer  einfachen  geometrischen  Interpretation  fähig.  Die 
Gleichung  ^t  yl  ^ 

««  +  ff"1"  p*«  +  ff  +  y*  +  ff 
bedeutet  nämlich  ein  durch  den  Punkt  (xy;)  gehendes  Ellipsoid,  dessen  Halb- 
axen  tt\  ß',  y  durch  die  Relationen 

a*  =  «*-f-ff,         0'*=(J*-fff,  y't=y*-fö 

gegeben  sind,  aus  denen 

«'*  -  (3'«  =  «*  _  fj«,       0'*  —  y'*  =  fit  -  y«,  -  y'*  =  ««  —  y* 

folgt.  Diese  Gleichungen  drücken  aus,  dass  die  QuadratdilFurenzen  der  Halb- 
axeupaare  für  dieses  Ellipsoid  und  das  anziehende  Ellipsoid  dieselben  sind.  In 
Folge  dessen  haben  beide  Ellipsoidc  gleiche  Excentricitäten  und  dieselben  Brenn- 
punkte der  Hauptschnitte  oder  sind  confocal.  Die  Gleichung  der  Tangenteueboue 
au  unser  neues  Ellipsoid  im  afficirten  Punkte  (xyz)  ist  nun 

x         t  _i_       y  _l        z        y  1 
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uud  d«aher  wird  ihr  Ahstand  vom  Mittelpunkt: 

  1   t 

p     '/    a.«  vt  .«        y  i 

V  (««""  +  ff)«  +  ip«  -f-  "ff)«  +  (y«  +  «)s 


Femer  ist: 


-±-       +  «)  ü»  +"«)  (r*  +  «)  = 


Mit  Hülfe  dieser  Ansdrücko  wird  jetzt 

worin  man  noch  die  Masse  des  anziehenden  Ellipsoids,  nämlich  .4/  =  £*ea0y 
verwerthen  kann;  sodass  P  die  Form  annimmt: 

opy 

Ans  diesen  Entwickelangen  folgt  leicht  der  Satz: 

Die  Attractionskraft  einer  unendlich  dünnen,  zwischen  zwei 
ähnlichen,  concentrisch  und  ähnlich  liegenden  Bllipsoiden  enthal- 
haltenen  homogenen  Schicht  in  Bezug  auf  einen  äusseren  Punkt  hat 
die  Richtung  der  Normalen  an  ein  durch  diesen  Punkt  gelegtes,  mit 
der  äusseren  Grenzfläche  der  Schicht  confocales  Ellipsoid  und  ist 
der  Masse  der  anziehenden  Schicht  und  dem  Abstände  der  Tangenten- 
ebene jones  Ellipsoids  im  angezogenen  Punkte  vom  Mittelpunkte 
proportional. 

Die  Niveauflächen  der  Attraction  der  Schicht  sind  mithin  die  mit  ihrer 
Aussenflüche  confoealen  Ellipsoidc.  Die  Aussenflache  selbst  ist  daher  eine 
Niveaufläche.  Für  einen  Punkt  auf  ihr  kann  man  noch  in  dem  Ausdrucke  für  P 
die  Grösse  pl  durch  die  Dicke  ff  der  Schicht  in  der  Richtung  der  Normalen  er- 
setzen, wie  man  leicht  aus  der  Aehnlichkeit  der  Uegrenzungsflächen  erkennt.  Sind 
nämlich  r,  s  die  Radienvectoren  der  äusseren  und  inneren  Grenzfläche,  welche 
die  Richtung  vom  Mittelpunkte  nach  dem  angezogenen  Punkte  bilden,  so  ist 
p  :  d  =»  r  •.  s.  Vermöge  der  Aehnlichkeit  der  Grenzfläche  ist  aber  r :  *  =»  1  :  A, 
also  p  :  d  —  1  :  l  oder  pl  =  d.  * 

§.  14.  Das  Potential  eines  Ellipsoids,  wie  einer  zwischen  ähnlichen  Ellip- 
soiden  enthaltenen  Schicht  kann  durch  elliptische  Integrale  dargestellt  werden. 
Wir  werden  dies  nicht  ausführen,  sondern  verweisen  in  dieser  Hinsicht  auf 
Legendr t-,  Trailc  de  fonetions  clliptiques,  T.  I,  p.  539,  sowie  Sturm,  Cour»  de 
mecanique  de  Vicole  polytechnique ,  T.  I,  p.  97. 

Für  die  ellipsoidtschen  Rotationsflächen  gehen  diese  elliptischen  Integrale 
in  Kreisfunctionen,  Logarithmen  und  algebraische  Functionen  über.  Ausführlich 
über  diese  Fälle  handelt  Moigno,  Lecons  de  mecanique  analytique\  statique, 
p.  477—498,  sowie  Legcndre  a.  a.  O. 

§.  15.  Das  Problem  der  Attraction  des  Ellipsoids  ist  durch  die  Schwierig- 
keiten berühmt  geworden,  welche  es  der  Lösung  entgegensetzte.  Dieselbe  wurde 
von  Newton  und  Maclaurin  auf  synthetischem  Wege  gesucht,  allein  vergebens 
strebte  man  darnach,  die  schönen  Einzelresultate  des  letzteren  zu  einer  voll- 
ständigen Lösung  auf  analytischem  Wege  zu  verallgemeinern  (D'Alerabert, 
Opuscutes  mathematiques ,  T.  VI.  u.  VIL  und  Lagrange,  Mim.  de  VAcadimie  de 
Berlin,  1773,  1774,  1775  nnd  1795),  bis  sie  endlich  Legendre  {Mim.  des  savants 
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Fig.  237. 


etrangers,  T.  X,  1783)  und  Laplace  {Mccanique  ctleste,  T.  II,  livro  3)  gelang. 
Seit  dieser  Zeit  war  man  der  merkwürdigen  Ansicht,  dass  das  Problem  einer  syn- 
thetischen Behandlung  überhaupt  unzugänglich  sei  und  Legendre  und  Poisson 
sprachen  sich  in  diesem  Sinne  etwas  voreilig  und  entschieden  aus  (Mem.  de  CAcad. 
des  sciences,  1788  und  1834);  Chasles  widerlegte  glänzend  diese  Meinung,  indem 
er  1838  eine  vollkommen  synthetische  Lösung  gab  {Comptes  rendus  de  CAcad.  des 
Sciences,  T.  VI,  p.  902  (26.  Juin);  Rapport  de  M.  Poinsot,  T.  VI,  p.  808  (11.  Juin); 
ab»  Vorläufer  Journal  de  Vicole  polytechn.,  Cah.  25,  p.  244  u.  266)  (1837).  Wir 
geben  im  Folgenden  eine  Bearbeitung  der  Chasles 'sehen  Synthese  und  folgen 
dabei  der  Redaction  seiner  Arbeit,  die  er  in  Liouville's  Journal  de  mathem., 
T.  V  (1840)  unter  dem  Titel:  „Nouvelle  Solution  du  probleme  de  C  attraction  d'un 
ellipsoi'de  heterogene  sur  un  point  exterieur11  publicirt  hat.  Er  knüpft  darin  an  die 
Betrachtungen  Newton's  und  Maclaurin's  an. 

Wir  beginnen  mit  dem  Newton'scben  Satze  über  die  Wirkung  einer  homo- 
genen oder  concentrisch  geschichteten,  zwischen  zwei  ähnlichen  und  concentrisch 
ähnlich  liegenden  Ellipsoiden  enthaltenen  Masse  auf  einen  Punkt  des  inneren 
Hohlraumes.  Ein  unendlich  schmaler  Kegel  (Fig.  237.),  dessen  Mittelpunkt  der 
afficirto  Punkt  P  ist,  schneidet  aus  der  zunächst  unendlich  dünn  gedachten  Schicht 

zwei  unendlich  kleine  Volumina  dv,  dv  aus, 
welche  dem  durch  P  gehenden  Strale  anliegen, 
der  die  äussere  Grenzfläche  in  m,  m,  die  innere 
in  n,  n  trifft.  Das  Volumen  dv  an  nm  ist  un- 
endlich wenig  verschieden  von  dem  Volumen, 
welches  der  Kegel  aus  einer  mit  den  Radien 
Pn,  Pm  um  P  beschriebenen  Kugolschicht  heraus- 
schneidet; ebenso  verhält  es  sich  mit  dv  an  n'm. 
Ist  nun  da  das  Mass  des  Winkelraumes  im  Kegel, 
d.  h.  das  Kugelflächenelcment,  welches  der  Kegel 
in  dor  Entfernung  1  bestimmt,  so  hat  man 

dv  =  Pm*  •  da  •  tun,       dv  =  Pm*  •  da  •  m  n 

und  wenn  q  die  speeifische  Masse  der  ellipsoidischen  Schicht  darstellt,  so  sind 

euodv  ,  tu  odv 

— ~—  =»  taq  •  mn  •  da   und  — 1~ — 

Pm*  Pm* 

die  Kräfte,  mit  welchen  die  Masse  u  von  P  von  den  Massen  odv,  odv  der  beiden 
kleinen  Volumina  längs  der  Linio  mm  in  entgegengesetztem  Sinne  afficirt  wird. 
Wir  werden  aber  sogleich  zeigen,  dass  mn  =  mn  ist  und  dass  diese  Kräfte  mithin 
sich  Gleichgewicht  halten.    Da  dasselbe  von  je  zwei  Massenelementen  qdv,  odv 
der  Schicht  gilt,  deren  Verbindungslinie  durch  P  geht,  so  folgt  der  Satz: 

Eine  homogene,  zwischen  zwei  concentrischen  ähnlichen  und 
ähnlich  liegenden  Ellipsoiden  enthaltene  unendlich  dünne  Schicht 
übt  auf  einen  Punkt  ihres  inneren  Hohlraumes  keine  Wirkung  aus. 

Indem  man  solcher  Schichten  unendlich  vielo  bis  zu  einer  Schicht  von  end-* 
licher  Dicke  übereinander  lagert,  folgt  weiter: 

Eine  zwischen  zwei  ähnlichen,  concentrischen  und  ähnlich  lie- 
genden Ellipsoiden  enthaltene  Schicht  von  endlicher  Dicke  und  con- 
stantcr  oder  auf  concentrisch  ähnlich  liegenden  Schalen  constanter 
speeifischer  Masse  übt  auf  oinen  Punkt  des  Hohlraumes  keine  Wir- 
kung aus. 

Der  zum  Beweise  herangezogene  Satz,  dass  zwei  ähnliche  concen- 
trisch liegende  Ellipsoidc  jede  Transversale  so  schneiden,  dass  die 


euo  •  mn-  da 
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zwischen  die  Grenzflächen  fallenden  Strecken  gleich  sind,  folgt  so. 
Man  lege  durch  den  Mittelpunkt  C  (Fig.  238.)  der  Schicht  und  die  Transversale 
mm  eine  Ebene  und  ziehe  in  ihr  den  zu  nn  conjugirten  Diameter  CD;  er  halbirt 
die  Sehne  nn  des  inneren  elliptischen  Schnittes 
in  JD.  Man  ziehe  ferner  Cn,  Cn,  wodurch  auf  der 
äusseren  Schnittellipse  der  Schicht  die  homologen 
Punkte  der  Aehnlichkeit  Nt  N"  zu  n,  n'  gefunden 
werden,  deron  Verbindungslinie  Nif  homolog  zu  nn 
und  wegen  der  ähnlichen  Lage  der  Figurensystemc 
parallel  mit  nn  ist.  Es  wird  daher  auch  NN"  von 
jenem  Diameter  halbirt,  d.  h.  er  ist  auch  für  die 
äussere  Ellipse  zu  der  Richtung  der  Transversalen 
mm  conjugirt  und  wird  folglich  auch  mm'  von  ihm 
halbirt;  daher  ist: 

Dm  —  Dn  =  mn  «=  Dm  —  Dn 

§.  16.  Die  weiteren  Entwickelungen  gründen  sich  auf  eine  gewisse  projec- 
tivische  Verwandtschaft  zweier  Räume,  welche  die  Affinität  genannt  wird.  Wir 
nehmen  drei  rechtwinklige  Axen  als  Coordinatenaxen  an  und  bestimmen  zu  jedem 
Punkte  (xyz)  einen  anderen  (x'y'z')f  sodass  x  =  xx,  y  =  x'y,  z  =  x"z  wird, 
wo  x,  x',  x"  drei  absolute  Zahlen  bedeuten.  Dadurch  werden  zwei  Räumo  ein- 
deutig aufeinander  bezogen,  d.  h.  so,  dass  jedem  Punkte  (xyz)  des  einen  ein 
einziger  bestimmter  Punkt  (xyz')  des  anderen  Raumes  entspricht.  Diese  räum- 
lichen Systeme  sind  nicht  ähnlich,  vielmehr  würden  sie  dies  erst,  wenn  x  =  x'=  x" 
gesetzt  würde.    Sie  sind  vielmehr  durch  folgende  Umstände  ausgezeichnet. 

1.  Einem  unendlich  fernen  Punkte  des  einen  Raumes  entspricht  ein  unend- 
lich ferner  Punkt  des  anderen. 

2.  Allen  Punkten  (xyz)  einer  Ebene  Ax-\-Üy-\-Cz-\-D=*0  entsprechen 
Punkte  einer  Ebene 

~  X  -\  ry  +  -n  z  +  ö  =  0 


m'n. 


und  mithin  allen  Punkten  einer  Oeraden,  als  der  Durchschnittslinie  zweier  Ebenen, 
wiederum  die  Punkte  einer  Geraden,  nämlich  die  der  Schnittlinie  der  beiden 
homologen  Ebenen.  Die  Punktreihen  zweier  homologer  Geraden  sind  ähnlich, 
aber  das  Aehnlichkeitsverhältniss  variirt  mit  der  Lage  der  Geraden.  In  den  Coor- 
dinatenebenen  und  in  der  unendlich  fernen  Ebene  fallen  homologe  Ebenen  zu- 
sammen. 

3.  Der  Kugel  x*  +  y1  -f  z*  =  «'  entspricht  das  Ellipsoid 


=»  1. 


1/ 

t.  Dem  Ellipsoid  ^  -f-      -f-  ~  —  1  entspricht  ein  anderes  Ellipsoid 


.T 


'2 


5. 


(xa)«  ^  (x'A)«  ^ 
Sind  zwei  EHipsoide  ähnlich,  z.  B. 


(x  c)» 


1 . 


«*      A*  c* 


und 


a*       L*  t* 


so  sind  auch  ihre  homologen  EHipsoide 


(«•> 


y*  *'* 
*  +  W  +  (x  c)«  =  1 


und 


(Hfl)«   '  («'*} 


2't 


ähnlich  und  zwar  nach  demselben  Aelmlielikeitaverhiiltnisse  n. 
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6.  Homologe  Volumina  stehen   in  constantom  Verhliltniss.     Denn  es  ist 

,»_,,,  .  „ ,    ,    ,       ,      Edx'dy'dz'  ,  ,. 

dx  dydz  =  xx  x  dx  du  dz ,  also  ■      ■-  .     -  =  x  x  x  . 

2.  dx  dy  dz 

7.  Nimmt  man  die  Verhiiltnisszahlen  x,  x',  x"  so  an,  dass  die  beiden  homo- 
logen Ellipsoide 

>T»  yt  Jl  v'i  y't 

~2  +  'hi  +  ^  =*  1    «nd    {Kay  +    -6)t  +  (x"c)t  =  1 

confocal  werden,  d.  h.  dass  ihre  Hatiptschnittc  dieselben  Brennpunkte  besitzen, 
welche  Bedingung  durch  x*«*  —  «*  =  x'2//*  —  A*  =  x"lc*  —  c*  ausgesprochen  wird, 
so  werden  die  QuadratdifTcrenzcn  der  Halbaxen  zweier  jener  ähnlicher  und  sich 
homologer  Ellipsoide 

x*       //*       -*  x'1  ?/'*  »'* 

+  $  =  «'    -d     (hö-  +  (x.&-)f  +  (-^-  -  ». 

ebenfalls  gleich,  nämlich: 

nM*1«'  -  «»)  =  n*(x'*A«  -  6«)  =  n*(x"*r»  —  c*). 
Die  beiden  letzteren  Ellipsoide  sind  daher  gleichfalls  confocal.    Um  x,  x',  x"  der 
angeführten  Bedingung  gemäss  zu  bestimmen,  seien  a ,  b\  c  die  Halbaxen  des 
zweiten  mit  dem  Ellipsoid  von  den  Halbaxen  a,  A,  c  confocalen  Ellipsoides.  Dann 

u  b'  c 

ist  xa  =  a,   x'A  =  b\  x"c  =  e.  also  x  =  — ,    %  =   -  ,   x"=        zu  setzen 

a  b  c 

und  sind  Bedingungen  a*  —  a*  =  b'*  —  A*  =  r'2  —  c*  für  den  Confocalismus 

dieser  Voraussetzung  nach  erfüllt. 

8.  Es  seien  M,  N  zwei  Punkte  des  einen  und  M\  S'  die  ihnen  homologen 
Punkte  des  anderen  der  beiden  confocalen  Ellipsoide,  dann  ist  der  Abstand 
,l/A?'==  M'N.  Man  hat  nämlich,  wenn  x,  //,  z  und  £,  17,  £  die  Coordinaten  von 
M  und  A',  x\  y,  r';       rj\  £  die  von  M\  A'  sind: 

.)/A"*  =  (r~  -r')2  +  (>7  -  y')*  +  C  - 
.W.V>  =  (f  -  *)>  +  (,'  -  j,)'  +  ({'  - 

,„-._;„».-(J-  J)W_.,+(J  -  *)w-n  +  (5->.-rt. 

Du  aber  ««  -  o'«  —  4'  —  /,"«=.  r«  —  c«  ist ,  so  wird 

**■»  -    -  <«'  -  «*«>  [(5 + -j! + 5)  -  C  +  ;C  + 10]  -  «■ 

.r*       v9  :? 

weil  sowohl  (xyz)  als  (f;ijS)  vom  Punkte  des  Ellipsoide»        -f  '    -f-       —  1  ist. 

/i*  /j*  /" 


Folglich  ist  <VA'  =  M'N. 

V'i$.  Dieser  Satz  rührt  von  Ivory  her;  er  nennt  die  ho- 

mologen Punkte  der  confocalen  Ellipsoide  „correspon- 
dirende  Punkte"  beider. 

§.  17.  Es  seien  (Fig.  239.)  (AB)  und  (A'ß')  zwei 
unendlich  düunc  Schichten,  beule  von  ähnlichen  Ellip- 
soiden  begrenzt  und  zwar  so,  dass  ihre  äusseren  und  ihre 
inneren  Grenzflächen  A,  Ä  und  /?,  B'  confocal  sind. 
Sind  dann  /',  /*'  zwei  correspondirende  feste  Punkte  der 
äusseren  Grenzflächen,  m,  m   zwei  correspondirende  laufende  Punkte  derselben 
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und  dv,  dv  die  ihnen  anliegenden  homologen  Volumenelemente,  so  hat  man  nach 

nnd  weil  nach  §.  16.,  Nr.  8.  wP'  =  mP  ist,  wenn 


16.,  Nr.  6. 


dv 


ab  c 


q,  ©'  die  specifischen  Massen  der  Schichten  bezeichnen: 

•  o  dv    Qdv        q  ab  c 

m P  '  m'P       q  ab  c 

und  folglich,  wenn  man  durch  die  ganzen  Schichten  hindurch  summirt: 

—  Qdv     _  o  tfv  Qübc 
m r  mP        q  ab  c 

abe  :  a'b'c  ist  das  Verhältnis*  der  Volumina  und  q  abc  :  Qa'b'e  folglich  das  Ver- 
hältniss  der  Massen  der  Schichten.    Die  vorstehende  Gleichung  sagt  daher  aus: 

Die  Potentiale  v,  v  zweier  unendlich  dünner  ellipsoidischer 
Schichten  (AP),  (A'B")  von  constanten  specifischen  Massen  q,  q\  be- 
grenzt von  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  concentrischcn  Ellip- 
soiden,  deren  äussere  Grenzflächen  A,  A\  wie  ihre  inneren  B,  Jf 
uuter  sich  confocal  sind,  in  Bezug  auf  zwei  correspondirende  Punkte 
P,  P  ihrer  äusseren  Grenzflächen,  sodass  v  sich  auf  P  und  v  auf  P 
bezieht,  stehen  im  Verhältniss  der  Massen  der  Schichten. 

Die  Verallgemeinerung  dieses  Satzes  für  ein  beliebiges  Anztehungsgesotz 
gab  Amsler  [Crelle's  Journal  Bd.  42,  S.  314  (1848)]. 

Es  sei  die  Schicht  ÄB"  von  der  Schicht  AB  umschlossen;  nach  dem  Newton- 
sehen  Satze  §.  16.  übt  die  Schicht  AB  auf  den  inneren  Punkt  P"  keine  Wirkung 

aus;  daher  sind  die  Derivirten  des  Potentials  £  nach  den  Coordinaten  dieses 

mP 

Punktes  genommen,  Null  und  ist  mithin  dies  Potential  constant.    Hieraus  folgt, 

o  dv 

dass  auch  das  Potential  S  *  ,  -  der  Schicht  (ÄB")  in  Bezug  auf  P"  constant  sein 

müsse,  wo  auch  immer  Pr  auf  der  Fläche  A  liegen  möge,  d.  h.: 

Für  eine  unendlich  dünne,  zwischen  zwei  ähnlichen  Ellipsoiden 
enthaltene  Schicht  von  constanter  speeifischer  Masse  ist  das  Poten- 
tial in  Bezug  auf  einen  äusseren  Punkt  constant  für  alle  Punkte 
eines  mit  der  äusseren  Grenzfläche  der  Schicht  confoealen  Ellip- 
soids. Das  System  aller  mit  der  äusseren  Grenzfläche  confoealen 
Eltipsoide  ist  das  System  der  Niveauflächen  für  die  Attraction  der 
Schicht.  Die  Richtung  der  Attractionskraft  der  Schicht  ist  die  Nor- 
male des  durch  den  afficirten  Punkt  mit  der  äusseren  Grenzfläche 
confoealen  Ellipsoids.  Die  äussere  Grenzfläche  ist  selbst  eine  Ni- 
veaufläche. 

Es  seien  (Fig.  240.)  (AB),  (ÄB'),  (A"B")  drei  Schichten  von  der  Beschaffen- 
heit, wie  die  vorigen,  m,  m,  m";  P,  P P'  correspondirende  Punkte  ihrer  Aussen- 
flächen,  dv,  dv,  dv"  die  correspondirenden  Volumenelemento  an  m,  m,  m";  o,  q,  q" 
die  specifischen  Massen  der  Schichten  und  werde 
angenommen,  dass  die  Schicht  (AB)  die  beiden 
anderen  umschliesse.  Unter  Beibehaltung  der 
früheren  Bezeichnungsweise  hat  man  dann: 

£m~F 
Qdv 

m  P  Qabc  mP 

Da  aber  P'  und  P"  beide  innere  Punkto  für  die  Schicht  AB  sind,  so  ist: 
Scholl,  Theorie  d.  üew.  u.  d.  KrSftc.  45 


Fig.  240. 
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v  Qdv        _  gdv 

daher  erhält  man  die  Proportion: 

y  Qdv  g  dv  gäbe 

m  P  m  P  gäbe 


d.  h.  die  Potentiale  zweier  unendlich  dünner  cllipaoi  diso  her  Schich- 
ten von  Constanten  speeifischen  Massen,  begrenzt'  von  ähnlichen 
Kllipsoidcn  mit  confocalen  Auss  c  nf  lach  c  n  in  Bezug  auf  einen  äusso- 
ron  Punkt  stehen  im  Verhältniss  der  Massen  dieser  Schichten. 

Sind  daher  xy  y,  z  wie  früher  die  Coordinaten  des  angezogenen  Punktes  P 
in  ßezng  anf  dio  Hauptaxcn  der  Schichten,  so  erhält  man  für  die  Componenteu 
A',  J",  Z';  A",  r",  Z"  der  Attractionskräfte  P\  P": 

...  m  P  ...  m  P  ,y  tu  P 

X=<*      <,v      '      1   =^      cy      »  f*  ^ 

C£  m'P  0ZV7' 
A  -  ,       1    =  ^      iy  ~  ,        /  =  ^       ^-  , 

sowie  für  diese  Kräfte  /»'  =  Ka''  +  i"«  +  Z*.  />"=  fA"»  +  >"»  +  Z>>* 
seihst,  mithin  mit  Rücksicht  auf  die  vorstehende  Gleichung: 

X':  A"'=        i  '=  Z':  Z"=  />':      =  g'ab'c:  g'a'b'V, 

d.  h.  die  Intensitäten  der  Attractionskräfte,  mit  welchen  die  beiden 
Schichten  auf  einen  äusseren  Punkt  wirken,  stehen  im  Verhältniss 
der  Massen  beider  Schichten. 

Von  den  beiden  zuletzt  aufgestellten  Sätzen  bestimmt  der  erste  die  Richtung 
und  kann  der  zweite  dazu  dienen,  die  Intensität  der  Attraction  einer  Schicht  be 
züglich  eines  äusseren  Punktes  zu  bestimmen.    Die  Richtung  ist  für  alle  Schich- 
ten der  Art  dieselbe. 

Indem  man  unendlich  dünne  Schichten  übereinander  lagert,  gelangt  man  zu 
dem  dem  letzten  Satze  entsprechenden  Satze  für  Schichten  von  endlicher  Dirke. 
Es  seien  A,  A  zwei  confocale  Kllipsoide,  man  zerlege  sie  beido  in  unendlich 
dünne  Schichten,  von  denen  jede  zwischen  ähnlichen  Kllipsoidcn  enthalten  ist; 
«,  //,  e\  a,  b',  c  seien  die  Ilalbaxen  beider  Kllipsoide.  Die  Halbaxcn  der  äusse- 
ren Grenzfläche  einer  Schicht  des  einen  seien  na,  nh,  ne;  die  einor  Schicht  des 
anderen  na,  nb',  nc'.  Ertheilt  man  n  für  beide  denselben  Werth,  so  bleiben  ihre 
Grenzflächen  confocal  und  ihro  Attractionskräfto  in  Bezug  auf  einen  äusseren 

Punkt  und  deren  Componenten  stehen  im  Verhältniss  ihrer  Massen.  Die 

gäbe 

Grössen  g,  g'  variiren  dabei  mit  n.  Achnliches  gilt  für  die  beiden  nächstfolgenden 
Schichten,  ebenso  für  die  weiteren.  Bleibt  nun  das  Verhältniss  g  :  g'  constant, 
während  beide  Grössen  selbst  veränderlich  sein  können,  so  stehen  die  Compo- 
nentensummen  der  Attraction,  welche  von  einer  Reihe  solcher  entsprechender 
Schichtenpaarc  herrühren,  in  demselben  Verhältnisse,  also  auch  schliesslich  wieder 
die  Gesammtattractionskräfte  selbst.  Dies  Verhältniss  ist  aber  zugleich  das  der 
Massen  der  beiden  Schichten  von  endlicher  Dicke,  welche  durch  die  beiden 
Schichtenreihen  gebildet  werden.    Daher  also  der  Satz: 

Dio  Attractionskräfte,  welche  zwei  ähnliche  ellipsoidische 
Schichten  endlicher  Dicke  auf  einen  äusseren  Punkt  ausüben, 
stehen  im  Verhältniss  von  deren  Massen. 
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Für  zwei  volle  Ellipsoide  wurde  dieser  Satz  von  Maclaar  in  znerst  auf- 
gestellt. 

Den  Satz  über  die  Richtung  der  Attractionskraft  einer  anendlich  dünnen 
Schicht  in  Bezug  auf  einen  äusseren  Punkt  hat  Poisson  (l' Institut,  12.  Oct.  1833; 
Memoire*  de  V Acad.  des  sciences,  T.  XIII.)  in  einer  anderen  Fassung  aufgestellt 
und  Steiner  gab  dafür  einen  synthetischen  Beweis  (Crello's  Journ.  d.  Math. 
Bd.  XII,  S.  141  (1834),  wie  folgt: 

Die  Richtung  der  Attractionskraft  einer  unendlich  dünnen  ho- 
mogenen cllipsoidischen  Schicht  in  Bezug  auf  einen  äusseren  Punkt 
ist  die  Axe  des  Kegels,  welcher  diesen  Punkt  zum  Mittelpunkte  hat 
und  der  äusseren  Grenzfläche  der  Schicht  umschrieben  ist. 

Der  Steiner'sche  Beweis  gründet  sich  auf  folgenden  Satz:  Wenn  PA,  PB 
(Fig.  241.)  die  Ellipse  ACFB  in  A,  B  berühren  und  die  Gerade  PQ  ihren  Winkel 
halbirt  und  die  Berührungssehne  A  B  in  Q  schneidet,  so  bildet  PQ  gleiche  Winkel 
mit  je  zwei  Geraden  PC,  PD,  welche  nach  den  Schnittpunkten 
einer  beliebigen,  durch  Q  gelegten  Geraden  mit  der  Ellipse 
hinlaufen.  Ist  nämlich  PH  senkrecht  zu  PQ,  so  sind  PA,  PB\ 
PQ,  PK  vier  harmonische  Stralen,  weil  PQ,  PH  die  Winkel 
von  PA,  PB  halbiren.  Daher  sind  die  Punkte  A,  B\  Q,  H 
harmonisch.  Ferner  sind,  weil  P  der  Pol  von  AB  ist,  F,  G; 
Q,  P  harmonisch.  Daher  ist  PH  die  Polaro  von  Q  oder  der 
Ort  aller  vierten  harmonischen  Punkte  E  zu  Q;  C,  D  auf  allen 
durch  Q  gehenden  Geraden  DE.  Deshalb  sind  PQ,  P£;  PC 
PI)  harmonische  Stralen  und  da  zwei  zugeordnete  PQ,  PH  von 
ihnen  zu  einander  rechtwinklig  sind,  so  halbiren  sie  die  Winkel 
der  beideu  anderen  PC,  PD. 

Legt  man  nun  durch  die  Axe  des  umschriebenen  Kegels  und  irgend  einen 
Punkt  C  auf  der  äusseren  Grenzfläche  der  Schicht  eine  Ebene,  welche  die  äussere 
Fläche  in  einer  Ellipse  ACBD,  den  Kegel  in  zwei  diese  berührenden  Stralen 
PA,  PB  und  die  Ebene  der  Berührungscurve  in  der  Sehne  AB  schneiden  wird, 
so  bestimmt  die  Kegelaxe  auf  letzterer  den  Punkt  Q,  sodass  PQ  mit  PC,  PD 
gleiche  Winkel  bildet.  Denkt  man  sich  nun  Q  als  Mittelpunkt  eines  unendlich 
schmalen  Kegels,  welcher  bei  C  und  D  aus  der  ellipsoidischen  Schicht  zwei  kleine 
Volumina  dv,  dv  ausschneidet,  so  sind  die  Attractionskräfte  p,  p  ihrer  Massen 
Qdo,  Qdv: 

fiiQdv  .  tfiadv 

p  =  p  =    • 

QC*  QIP 

Nach  dem  N  e  w  ton  -  Macl  au  r  i  n 'sehen  Satze  sind  diese  Kräfte  gleich  und  folglich 

dv  dv 

QC1      .  QD1 

Nun  ist  Hber  vermöge  des  oben  angezogenen  Satzes  QC-.QD  =  PC:  PD,  also 

auch :  ,  ,  ' 

Sfiqdv  epQdv 

PC*  P7>* 

Diese  Grössen  sind  aber  die  Kräfte,  mit  welchen  die  Elemente  der  Schicht  bei  C 
und  D  den  Punkt  P  anziehen. 

Der  Beweis  ergibt  zugleich  noch  den  Satz: 

Eine  beliebige  durch  Q  gehendo  Ebene  zerlegt  die  Schicht  in 
zwei  Theile,  welche  auf  P  gleiche  Anziehung  ausüben. 

§.  18.  Wir  schreiten  nun  zur  Bestimmung  der  Anziehung  einer  unendlich 
dünnen  cllipsoidischen  Schicht  in  Bezug  auf  einen  Punkt  ihrer  äusseren  Grenz- 

45» 
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fläche,  auf  welches  Problem  das  der  Anziehung  für  einen  äusseren  Punkt  leicht 
zurückgeführt  werden  kann. 

Nach  §.  17.  ist  diese  Grenzfläche  selbst  eine  Niveaufläche  der  Schicht  und 
mithin  hat  die  Richtung  der  Kraft  in  irgend  einem  ihrer  Punkte  P  (Fig.  242.) 
die  Richtung  der  Normalen  dortselbst.  Um  die  Intensität  zu  finden,  betrachten 
wir  P  als  die  Spitzo  eines  gegen  die  Dicke  der  Schicht  unendlich  dünnen  Kegels, 

welcher  aus  der  Schicht  zwei  unendlich  kleine 
anziehende  Volumina  bei  Pn  und  n'm  heraus- 
schneidet. Um  P  beschreiben  wir  mit  der  Ein- 
heit als  Radius  eine  Kugelfläche;  sie  bestimmt 
in  dem  Kegel  ein  sphärisches  Flächenelement  da, 
welches  gegen  die  Dicke  der  Schicht  unendlich 
klein  ist.  In  der  Entfernung  r  von  P  liegt  nun 
im  Kegel  ein  Volumenelement  r*dadr  von  der 
Masse  QT*dadr,  dessen  Anziehung  auf  P  pro- 
portional tpffdadr  ist.  Die  Summe  aller  dieser 
Attractionen,  welche  die  gemeinschaftliche  Rich- 
tung Pm  haben,  durch  die  Längen  Pn  und  n'm  hindurch  integrirt,  ist  die  Attrac- 
tionskraft  der  auf  dem  Strale  Pm  liegenden  Massentheile  der  Schicht;  sie  ist 
demnach  epodo •  {Pn  n'm)  oder  da  n'm  =  Pn  ist:  2  f(io  de  •  Pn.  Von  dieser 
Kraft  brauchen  wir  nur  die  Componente  längs  der  Normalen  der  Aussenfläche  der 
Schicht,  nämlich  2  ffiQ  da  ■  Pn  cos  (nPA),  indem  die  Totalattraction  die  Richtung 
der  Normalen  hat  und  Bich  folglich  alle  tangentiellen  Gomponenten  tilgen.  Da 
aber  die  Dicke  PA  der  Schicht  unendlich  klein  ist,  so  ist  dies  auch  mit  dem 
Dreieck  P An  der  Fall,  welche  Richtung  auch  immer  Pn  haben  möge;  es  ist 

P  A 

daher  An  immer  unendlich  klein  und  senkrecht  zu  PA,  d.  h.  cos  (n PA)  =  ,y  • 

Hierdurch  wird  die  fragliche  Componente  2  epodo  •  PA.  Um  nun  hieraus  die 
Summo  aller  ähnlichen  Componenten  für  die  Massen,  welche  längs  den  verschie- 
denen Stralen  Pm  in  der  Schicht  enthalten  sind,  d.  h.  die  Gesammtattraction 
der  Masse  der  Schicht  zu  finden,  hat  man  diesen  Ausdruck  über  die  Halbkugel 
hinweg  zu  integriren ,  denn  es  liegen  nur  diesseits  der  Tangentenebene  des  Punktes 
P  Massen.  Dies  liefert  fUr  die  gesuchte  Grösse  4nt(iQ  •  PA ,  d.  h.  die  Inten- 
sität der  Kraft,  mit  welcher  eine  aus  ähnlichen  Elipsoiden  gebildete 
unendlich  dünne  Schicht  einen  Punkt  ihrer  äusseren  Grenzfläche 
anzieht,  ist  der  Dicke  der  Schiebt,  gemessen  längs  der  Normalen 
der  äusseren  Grenzfläche  im  angezogenen  Punkte,  proportional. 
Dieser  Satz  wurde  in  einer  allgemeineren  Fassung  zuerst  von  Laplace  be- 
wiesen, indem  er  zeigte,  dass  wenn  irgend  eine  Schicht  von  beliebiger  Gostalt 
auf  einen  inneren  Punkt  keine  Wirkung  ausübt,  ihre  Wirkung  auf  einen  Punkt 
der  äusseren  Grenzfläche  dem  Ausdrucke  inod  proportional  ist,  für  S  als  Dicke 
der  Schicht,  wie  oben,  in  normaler  Richtung  gemessen. 

Wir  wollen  die  Dicke  PA  der  Schicht  in  diesem  Satzo  etwas  anders  aus- 
drücken. Fällt  man  nämlich  vom  Mittelpunkte  0  der  Schicht  auf  die  Normale 
das  Perpendikel  OQ  =  p  und  zieht  den  Stral  0  P,  welcher  die  innere  Grenzfläche 
der  Schicht  in  S  treffen  mag,  so  ist  wegen  der  ähnlichen  Lage  der  Grenzflächen 

PA       PS  PS 

=■        und  da  po  durch  die  ganze  Figur  hindurch  constant  bleibt,  so  kann 

es,  wenn  a,,  btt  c,  die  Halbaxen  der  Aussenfläche  sind  und  dat  die  Dicke' der 

Schicht  längs  der  Halbaxe  at  bedeutet,  durch  ^  dargestellt  werden.  Daher  hat  man 
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PA        da.      .  ,       -—  da* 
-nn**—1*    dh-:    ^  —  -  P 

und  folglich  für  die  Kraft: 

da, 

intfig  -----  •  p  . 
°i 

Um  jetzt  die  Anziehung  einer  ollipsoidischen  Schicht  für  einen  äusseren 
Punkt  auf  den  ehen  entwickelten  Fall  zurückzuführen,  legen  wir  durch  den  an- 
gexogenen Punkt  P  (Fig.  243.)  ein  mit  der  äusseren  Grenzflächo  der  Schicht  con- 
focales  Ellipsoid  A.  sowie  ein  diesem  ähnliches  unendlich  nahes  zweites  Ellipsoid 
B.  sodass  wir  eine  unendlich  dünne  Schicht  (AlBi) 
erhalten,  auf  deren  Aussenfläche  P  liegt.    Die  ge-  /'*  843 

gebene  Schicht  (AB),  deren  Aussenfliiche  die  Halb- 
axen «,  6,  c  haben  möge,  übt  auf  P  eine  Anziehung 
aus,  welche  sich  zu  der  Anziehung  der  eben  con- 
struirten  Schicht  verhält,  wie  sich  die  Massen  beider 
Schichten  verhalten.  Legen  wir  jener  Hülfsschicht 
die  speeifische  Masse  q  von  (AB)  bei,  so  wird  dies 

Verhältniss  gleich  dem  Verhältnisse  der  Vo- 

atbtct 

lumina  der  Schichten,  wo  a.b.c.  die  Halbaxen  der  Aussenfläche  der  Hülfsschicht 
bedeuten.  Die  gesuchte  Anziehung  der  gegebenen  Schicht  folgt  daher  ans  dem 
Ausdrucke  am  Ende  des  §.  18.  durch  Multiplication  mit  diesem  Verhältnisse 
und  wird 

abc  da. 

Wir  wollen  nun  die  Dicke  der  Hülfsschicht  so  bestimmen,  dass  die  Flächen  Aly 
Bt  in  demselben  Verhältnisse  n  einander  ähnlich  seien,  wie  die  Flächen  A,  B. 

Dann  ist        =  n  —  1  —  .~    und  folglich  geht  der  vorige  Ausdruck  für  die 

Attraction  der  Schicht  Uber  in 

abc  da 
4  »flipp      -. —  •  -  -  • 
atbtc{  a 

Die  Richtung  der  Kraft  ist  die  Normale  des  durch  den  angezogenen  Punkt  go 
legten,  mit  der  Aussenfläche  der  anziehenden  Schicht  confocalen  Ellipsoids  (a,o,ct). 

§.  19.  Um  dio  Attraction  eines  Ellipsoids  darzustellen,  zerlegen  wir  dasselbe 
in  unendlich  dünne  Schichten,  welche  zwischen  concentrischen ,  ähnlichen  und 
ähnlich  liegenden  Flächen  enthalten  sind.  Alle  diese  sind  mithin  auch  der  äusse- 
ren Grenzfläche  des  Ellipsoids  ähnlich.  Für  jede  Schicht,  deren  Aussenfläche  dio 
Halbaxen  a,  6,  c  habe,  construiren  wir  durch  den  angezogenen  Punkt  (xyz)  ein 
mit  dieser  Aussenfläche  confocales  Ellipsoid,  dessen  Halbaxen  ax%  c,  seien. 
Wir  bestimmen  nun  die  Componenten  der  Anziehung  der  Schicht  parallel  den 
Hauptaxen  des  Ellipsoids,  indem  wir  den  Ausdruck  am  Ende  des  vorigen  §.  mit 
den  Richtungscositiussen  cos  l,  com  p,  cos  v  der  Normalen  des  Ellipsoids  (axb.c.) 
multipliciren  und  die  so  gewonnenen  Ausdrücke  durch  die  Masse  des  anziehenden 
Ellipsoids  hindurch  integriren.  Eine  Ebene  durch  die  x-Axe  uud  den  angezogenen 
Punkt  schneidet  das  Ellipsoid  (a.^c.)  in  einer  Ellipse,  deren  Tangente  die  x-Axo 
«i* 

im  Abstände  —  trifft  und  da  diese  Tangente  in  die  Tangentenebene  des  Punktes 

x 

(xyz)  fällt,  so  trifft  diese  Ebene  die  x-Axe  in  demselben  Abstände.  Ebenso  trifft 

b,*  c,* 

sie  die  beiden  anderen  Axen  in  den  Abständen  ^  ,  ~   vom  Mittelpunkte.  Das 
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Perpendikel  p  vom  Mittelpunkte  auf  die  Tangentenebeno  gefällt,  ist  die  gemein 
schaftliche  Projection  dieser  drei  Strecken  und  folglich 

,        px  pj/  pz 

cos  A  =  a,  ,       cos(i  =  -  -f  -  ,       cosv  =  ^ 

woraus  j        ^       yS  ^, 

p«  +  V  +  <V 

vermöge  der  Gleichung  cos1  A  -|-  cos*  p,  -f  ros*  v  =  1  folgt.  Mau  hat  daher  für 
die  Componcnten  der  Anziehung  der  Schicht  (abc): 

abc     p*    da  abc     p9    da  abc     p*  da 

Als  Integrationsvariabein  wählt  nun  Chasles  die  Halbaxe  a  der  Ausseu- 

flache  der  anziehenden  Schicht  und  vertauscht  diese  Variabein  später  mit  «  =  "  . 

Wir  ziehen  es  vor,  um  dio  Untersuchung  der  Dir i ch  1  et  scheu  Form  der  Lösung 
auzuscbliessen,  den  Parameter  A  des  durch  (xyz)  gehenden,  mit  (abc)  coufoealen 
EHipsoids  (alblcl)  zu  wählen.    Setzt  man  nämlich 

a*  —  at  =  b*  -  b*  =  c,*  —  c*  =  A, 
sodass  ^  ^  fll  +  ^       b  %  ^  bi  +  ^       ^  =  t,  +  ; 

wird,  so  besteht  die  Gleichung 

J  L      *       _i  "  -=l 

«*  4~  *        o*  +  A        c*  +  A  "  ' 

welche  ausdrückt,  dass  (xyz)  auf  diesem  Ellipsoide  liegt.     Um  die  Variabein 

a,  o,  c  zu  entfernen,  setzen  wir  weiter  vermöge  der  Achnliehkeit   der  Fläche 

(abc)  mit  der  Aussenfläche  (aßy)  des  anziehenden  EHipsoids: 

iL  _  ß      .  1.  -  .  v 
«         A         c   "~  ' 

wodurch  jene  Gleichung  die  Form 

x2         ,         ^1        i    _    1 

«2       x*  A       (3*  -j-  x*A       y* +  x«A  ~~  x« 

annimmt.  Grösserer  Einfachheit  wegen  wählen  wir  schliesslich  x'A  =  *  zur  Iu- 
tegratiousvariabeln  und  schreiben  diese  Gleichung 


a1  -f  *        ß!  +  s        y«  -f  s 


2  » 


worin  ä  und  das  Aehnlichkeitsverhältniss  x  =  "  von  Schicht  zu  Schicht  variiren. 

n 

Die  Differentiation  derselben  liefert  nun: 

2rfx  8«  da  2 


x1    a*  x*  a 


x*  ?/*  zl 

1  =  '(«« -F^2  +  W+  "«')*  +  (?T^ö* 

Nach  der  oben  für  p  entwickelten  Formel  ist  aber 

1  _  _ c*    _i_  i     :*       r   «r?     .  V? 

P« 

d.  h.  /  =  wodurch  wir  erhalten: 

p'x1 

da  ds 
ä  ~        *  p«x* 


(«*  +  *)'  +  (A*-f--A)*  +  (<•*  +  ä)«  =         4-  *}» +  iß* +  *)*  +  (/'  4-  *)'_]*'' 
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Weiter  wird 

und  hiermit  die  ar  -  Componcnto  der* Attraction  der  Schicht: 

Qf!* 


—  2  jrf  n  ccßy  x 


(««  +  .)  K  («■  +~  «)  (|Jl  +  .~)(y«  +  *) 


—  2jrfßa.' 


^o  +  ?-)0  +  -;)0  +  -;) 


0*/V     '  y« 

Dieser  Auadruck  ist  nun  für  das  volle  Ellipsoid  zwischen  den  Werthen  von  *  als 
Grenzen  zu  integrieren,  welehe  n  —  «  und  a  =  0  entsprechen ,  wofür  x  =  1  und 
x  =  »  und  vermöge  %*l  =  *  die  Werthe  von  g  gleich  a  und  oo  werden,  wo  a 
die  positive  Wurzel  der  Gleichung 


"f"  Ä«  j-  1  "t"  «t  -J-  3  1 


«*  4-  l    1   0«  +  1  T   y«  +  X 
ist.    Demnach  erhalten  wir,  indem  wir  zugleich  die  analogen  Iutegrale  bilden: 

a 


—  2  X  E  ß 


Die  spoeifischo  Masse  p  ist  von  Schicht  zu  Schicht  veränderlich,  mithin  eine 
Function  von  dem  Aehnlichkeitsverhältniss  *  der  Grenzfläche  der  Schicht  zum 

Ellipsoid  (ctßy)  oder  auch  von  ^  .  Diese  Grösse  ist  aber  Function  von  *  ver- 
möge der  obigen  Gleichung 


x«        «*  -f  s  ^  ßl  +  s  ^  y*  +  « 
Daher  kann  p  als  Function  von  *  dargestellt  werden  durch 


9  =  *(««  +  * +  ^V« + 


Ist  das  Ellipsoid  kein  volles,  sind  vielmehr  o,,  0,,  y,  die  Ilalbaxen  der 
inneren  Grenzfläche,  so  ist  die  Integration  bis  a  =  o,  auszudehnen,  also,  wenn  ff, 
die  positive  Wurzel  der  Gleichung 


ist,  erhält  man: 


xt  „t  zt 


Für  einen  der  Masse  angehörigen  Punkt  (xj/z)  trenut  ein  durch  denselben 
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mit  der  Aussenfläche  ähnliches  Ellipsoid  die  anziehende  Masse  in  zwei  Theile, 
eine  äussere  Schicht,  welche  nach  dem  Newton'scben  Satze  keine  Wirkung  auf 
den  Punkt  ausübt  und  ein  Restellipsoid  oder  eine  Restschicht,  deren  Anziehung 
die  Totalanziehung  der  Gesammtmasse  darstellt,  welche  nach  dem  Vorstehenden 
leicht  bestimmt  wird. 

§.  20.  Nach  Behandlung  des  Potentials  von  Massen,  welche  im  Räume  von 
drei  Dimensionen  vertheilt  sind,  würden  wir  zu  dem  Potentiale  der  massig  gedach- 
ten Flächen  und  Linien  fortzuschreiten  haben.  Bei  Flächen  zeigt  sich,  dass 
bereits  die  ersten  Derivirten  des  Potentials  nach  den  Coordinaten  des  angezoge- 
nen Punktes  beim  Durchgange  durch  die  Fläche  discontinuirlich  werden  und  mit 
ihnen  die  Componenten  der  Kraft.  Wir  können  übrigens  die  Untersuchung  der 
Flächen-  und  Linienpotentinle  nicht  in  den  Bereich  unseres  Lehrbuches  ziehen, 
sondern  verweisen  in  dieser  Hinsicht  auf  Gauss,  Allgemeine  Lehrsätze  in  Be- 
ziehung auf  die  im  verkehrten  Verhältniss  des  Quadrates  der  Entfernung  wirken- 
den Anziehung« •  und  Abstossungskräfte,  Art.  12  u.  s.  w.,  Clausius,  die  Po- 
tentialfunction  und  das  Potential.  2.  Aufl.  Leipzig  1867,  S.  57,  Moigno, 
Lepons  de  mecanique  analylique  p.  562. 

Ebenso  müssen  wir  eine  grosse  Anzahl  von  Sätzen  über  Körperpotentiale, 
welche  Gauss  und  Chasles  gefunden  haben,  übergeben;  man  vgl.  neben  der 
G ausstehen  Abhandlung  auch  die  Gauss'sche  Lösung  des  Attractionsproblems 
des  Ellipsoids  {Theoria  attractionis  corporum  sphaeroidicorum  homogeneorum  methodo 
novo  tractata.  Gauss*  Werke,  B.  6,  S.  1  u.  279),  sowie  Juliion,  probfeines  de 
micanique  rationelle,  T.  II,  p.  307. 

Dagegen  wollen  wir  dor  Anziehung  zweier  räumlich  ausgedehnter  Massen 
aufeinander  noch  in  Kürze  gedenken. 

Wir  wollen  annehmen,  zwei  unveränderliche  Systeme  27,  £  wirken  gegen- 
seitig aufeinander  ein,  sodass  jeder  Punkt  P  des  ersten  auf  jeden  Punkt  P*  des 
zweiten  und  umgekehrt  jeder  Punkt  P*  des  zweiton  auf  jeden  Punkt  P  des  ersten 
wirkt;  die  Kräfte,  welche  diese  Einwirkungen  darstellen,  sollen  an  Intensität 
gleich,  dem  Produkte  beider  Massen  und  einer  Function  der  Entfernung  beider 
Punkte  proportional,  dem  Sinne  nach  aber  entgegengesetzt  sein.  Sämmtlicbe  an 
den  Punkten  des  Systems  27  wirkenden  Kräfte,  welche  von  den  Punkten  des 
Systems  27"  herrühren,  reduciren  wir  für  irgend  einen  Punkt  0  (Fig.  244.)  des 
Raumes  auf  ihre  Resultante  R  und  ihr  resultircudes  Paar  H.    An  allen  Punkten 

des  Systems   2f  wirken  dieselben  Kräfte,  nur  in  ent- 
¥>6\1 gegengesetztem  Sinne  genommen;  wir  wollen  auch  sie 
für  denselben  Punkt  0  reduciren  und  erhalten  hierdurch 
H  ebenfalls  eine  Resultautc  it  und  ein  resultirendes  Paar  ff . 
l(  und  //  sind  an  Grösse  und  Richtung  gleich  Jt  und  ff, 
dem  Sinne  nach  jedoch  entgegengesetzt.  Führt  man  daher 
die  in  Cap.  V,  S.  652  angegebene  Construetion  für  die 
Centralaxe  aus,  so  erkennt  man,  dass  die  Centralaxen  für  beide  Systeme  in  die- 
selbe Gerade  fallen  und  dass  die  Paare  ff0,  //*„' ,  welche  ihr  entsprechen,  ent- 
gegengesetzt gleich  sind.    Hieraus  ergibt  sich  der  Satz : 

Die  Kräfte,  mit  welchen  die  Massen  zweier  unveränderlicher 
Systeme,  deren  Punkte  sich  proportional  dem  Produkte  ihrer  Mas- 
sen und  einer  Function  der  Entfernung  anziehen  oder  abstossen, 
aufeinander  wirken,  sind  äquivalent  zwei  Resultanten  Ä,  Ii'  und  zwei 
Kräftepaaron  ff0t  ff0'  und  zwar  sind  die  beiden  Resultanten  gleich 
an  Intensität,  entgegengesetzten  Sinnes  und  fallen  in  dieselbe  Ge- 
rade, nämlich  die  gemeinschaftliche  Centralaxe  beider  Systeme  und 
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haben  die  beiden  Paare  gleiche  Momente,  aber  entgegengesetzte, 
der  Centralaxe  parallele  Axen. 

Die  Kraft  R  kann  man  in  jedem  Punkte  der  Centralaxe  angreifend  denken, 
ebenso  die  ihr  gleiche  und  entgegengesetzte  tf.  Nun  kann  man  fragen,  in  wel- 
cher Entfernung  von  einander  die  Massen  M,  M'  der  beiden  Systeme  in  zwei 
Punkten  vereinigt  gedacht  werden  können,  wenn  sie  sich  mit  den  Kräften  Rt  R" 
anziehen  oder  abstossen  sollen.  Ist  tp  (r)  die  Function  der  Entfernung,  welche 
dem  zu  Grunde  liegenden  Attractionsgesetze  entspricht,  so  hat  man  r  aus  der 
Gleichung  i  M  M' tp  (r)  =  /i  zu  suchen.    Für  die  Newton'sche  Attraction  ist 

/x       1      i      $MM'       _      ....  sMM*     _  .  , 

tp  (r)  =■     ,  also  — ^ —  =■  Rt  mithin  r  =»  y  — ^ — .   Demnach  kann  man 

sich  die  Wirkung  der  beiden  Systeme  aufeinander  vorstellen  als  die 
Wirkung  zweier  Punkte  aufeinander,  in  welchen  die  Massen  der 
Systeme  concentrirt  gedacht  werden,  beide  auf  der  gemeinschaft- 
lichen Centralaze  liegend,  in  Verbindung  mit  zwei  entgegengesetzt 
drehenden  Kräftepaaren  von  gleichen  Momenten  und  Axen  parallel 
der  Centralaxe.  Die  gegenseitige  Einwirkung  zweier  Systeme  ist 
also  eine  translatorische  und  eine  drehende,  beides  bei  beiden  in 
entgegengesetztem  Sinne. 

In  besonderen  Fällen  können  die  beiden  Paare  verschwinden  und  blos  die 
beiden  Resultanten  übrig  bleiben.  Dies  tritt  ein  1.  wenn  eines  der  8ysteme  sich 
auf  einen  einzigen  Punkt  reducirt;  2.  wenn  eines  der  Systeme  eine  homogene 
oder  concentrisch  geschichtete  Kogel  ist  (denn  die  Resultante  n  der  Kräfte,  mit 
welchen  ein  Punkt  der  nicht  kugelförmigen  Masse  auf  die  Elemente  der  Kugel 
wirkt,  geht  durch  den  Kugelmittelpunkt,  folglich  auch  R  als  die  Resultante  aller 
dieser  Resultanten).  —  Sind  die  Massen  zwei  Kugeln  von  der  eben  erwähnten 
Beschaffenheit,  so  findet  dasselbe  doppelt  statt.  Die  Kugeln  wirken  aufeinander 
blos  translatorisch,  wie  wenn  ihre  Massen  in  ihren  Mittelpunkten  vereinigt  wären. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  die  beiden  Systeme  wirken  aus  sehr  grosser 
Entfernung  aufeinander.  Je  weiter  sich  £  von  £  entfernt,  desto  mehr  nähern 
sich  die  Richtungen  der  an  Z  angreifenden  Kräfte  dem  Parallelismus  und  reduci- 
ren  sich  dieselben  immer  mehr  auf  eine  blose  Resultante  Ry  welche  durch  den 
Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte  hindurchgeht;  um  so  mehr  nähert  sich  also  das 
Paar  H0  der  Null.    Aehnliches  gilt  vom  System  2T\    Daher  der  Satz: 

Je  weiter  sich  zwei  Systeme  von  einander  entfernen,  desto  ge- 
ringer ist  die  drehende  Wirkung,  welche  sie  aufeinander  ausüben 
und  um  so  genauer  fällt  die  Richtung  ihrer  anziehenden  oder  ab- 
stossenden  Wirkung  in  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  ihrer 
Massen.    (Anwendung  hiervon  auf  die  Körper  unseres  Sonnensystems.) 

§.  21.  Man  kann  die  Untersuchung  der  New  tonischen  Attraction  zweier 
Massensysteme  £,  2f  aufeinander  von  einer  Grösse  abhängig  machen,  welche  das 
Potential  v  beider  Massen  aufeinander  genannt  wird.  Ist  nämlich  r  der  Ab- 
stand zweier  Massenelemente  dm,  dm,  deren  Coordinaten  x,  y,  z;  x't  y ,  z  sein 
mögen,  wodurch  r»  =  (x  —  x  )«  -f-  {y  —  y')*  +  (z  —  i)*  wird,  so  ist  diese  Grösse 

dm  dm 


wobei  von  den  Integrationen  die  eine  über  E,  die  andere  über  £  auszudehnen 
ist.  Um  den  Zusammenhang  von  v  mit  den  Componenten  X,  ¥,  Z  der  Resultan- 
ten R  und  L,  M,  N  des  resultirenden  Paares  H  aller  an  2  angreifenden  Kräfte 

zu  erkennen,  drücken  wir  die  Aequivalenz  aller  Anziehungskräfte  t  ^m^m  m^ 
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Ii  und  //  oder  das  Gleichgewicht  zwischen  ihnen  und  —  A'f  —  Y,  —  7*\  —  L, 
—  M ,  —  A'  mit  Hülfe  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  aus.  Nun 
ist  die  virtuello  Arbeit  der  Attractiouskraft,  welche  am  Elemente  dm  angreift, 

gleich  tdn^dm    ^  wenn  gr  60  verstanden  wird,  dass  in  r  blos  x,  y,  z  sich 

ändern,  oder  also  ä  ( *  )  •  edmdm  und  die  Summe  aller  dieser  virtuellen  Arbeiten 

ist  mithin  tj  j  d  (  *  )  •  dmdm  oder  fflp.   Sind  ferner  d£,  rfij,  r/£  unendlich  kleine 

Verschiebungen  parallel  den  Axen,  d&,  d&\  d&"  unendlich  kleine  Rotations- 
amplituden um  Axen  parallel  denselben,  so  wird 

-  A',<J|  —  rtän  -  Zxdt  -  L8&  —  MÖ&'- 

die  virtuelle  Arbeit  von  Ii  und  //  darstellen  und  wird  man  haben 

edv  =  A'd£  -|-  V8n  -f-  Zd£  +  LS&  +  Md&'+  N8&". 

Es  stellt  demnach  die  Aonderung  das  Potentials  beim  lieber- 
gange  des  Systems  aus  einer  Lage  in  die  unmittelbar  folgende  Lage, 
multiplicirt  mit  der  Kraft,  welche  zwischen  zwei  Massen  ein  heilen 
in  der  Einheit  der  Entfernung  wirkt,  die  E 1  em  e  n  t ar arb c it  aller  am 
System  angreifenden  Attraction  skräfte  dar. 

Das  Potential  v  hängt  nun  von  den  Dimensionen,  der  Massenvcrthoilung  und 
der  relativen  Lage  beider  Systeme  gegen  einander  ab.  Ist  0  (£ri£)  irgend  ein 
Punkt  von  S,  O'  (|V£')  ein  anderor  von  Zt  und  sind  [Xpv),  (A'uV),  die 
Richtungen  dreier  in  £  fester,  durch  Ü  gehender  Axen,  sowie  (AjftiV,),  (A/p/fi  )» 
(li  Pt"vt")  die  Richtungen  dreier  solcher  durch  O'  gehender,  2'  angehöriger  Axen, 
so  ist  v  eine  Function  von  £,  r],  £;  n',  £'  und  von  sechs  Winkeigrössen,  welche 
aus  den  X  und  fi  gebildet  werden  können.  Erthcilt  man  nun  dem  System  £  vir- 
tuelle Verschiebungen  parallel  den  absoluten  Coordiuatenaxen,  so  ändern  sich 
|,  rj ,  £  und  ergibt  sich 

indem  in  der  Gleichung  der  virtuellen  Arbeit  jedesmal  alle  Verschiebungen  bis 
auf  eine  verschwinden.  Ebenso  wenn  dem  System  nach  und  nach  drei  Rotationen 
um  Axen  parallel  den  Coordinatenaxcn  ertheilt  werden: 

?v  ?o  dv 

wo  aber  die  hier  bezeichneten  Differentiationen  in  solche  nach  den  drei  Winkei- 
grüssen, welche  die  Lage  von  2  bestimmen,  umzusetzen  sind. 

Uebrigcns  erhält  man  unmittelbar: 

X  =  5  J'j-*  r,        dmdm,  L  =  * j'j'  !,Z'- »Z  dmdm, 

V  =  *  jj  »  -  »  -  dm  dm\         M  =  f  j'j''X^  - 

Z  =  ,JJJL=I-  dm  dm,         S  =  tjj dm  dm\ 

Die  Bedingung,  dass  die  rotatorische  Wirkung  wegfällt,  ist: 

AA"  -f  +  A'Z  =  0. 
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Ein  hierher  gehöriges  Beispiel  bietet  die  Attractiou  zweier  homogener  Ellip- 
soide dar  (vgl.  Mertens,  Crelle's  Journ.  Bd.  63,  S.  360).  Dirichlet  gibt  in  der 
§.  12.  citirten  Abhandlung  am  Schlüsse  Andeutungen  über  die  Behandlung  dieser 
Aufgabe,  hat  aber  darüber  nichts  weiter  initgethcilt. 


Dio  Entwickolung  der  Attractionstheoric  und  der  Theorie  des  Potentials 
lehnte  sich  vorzugsweise  an  die  Lösung  des  Attractionsproblems  des  Ellipsoids  an, 
welche  zunächst  oin  Bedürfniss  der  Astronomie  war.  Bereits  Newton  fand  den 
Satz,  das«  eine  ellipsotdische  Schicht  keine  Wirkung  auf  einen  inneren  Punkt 
ausübt  {Prinripia  phil.  mit.  lib.  I,  propos.  91).  Er  fand  ferner,  dass  zwei  conecn- 
trischo  Rotationsellipsoide  ähnlicher  Gestalt  und  Lage  auf  zwei  homologe  Punkte 
ihrer  Oberfläche  Anziehungen  von  derselben  Richtung  und  proportional  dem  Ab- 
stände vom  Mittelpunkte  ausüben.  Hieran  knüpfte  Maclau rin  an  (Trealise  on 
ßuxions,  1.  I,  ch.  XIV,  De  causa  phystca  fluxus  et  re/luxus  maris;  Acadcm.  des  seien- 
res,  T.  IV)  und  bestimmte  die  Attractiou  eines  Rotationsellipsoids  für  einen  Punkt 
Boiner  Oberflüche  und  einen  äusseren  in  der  Ebene  des  Aequators  liegenden  Punkt 
und  bewies,  dass  zwei  coufocale  Ellipsoide  auf  einen  Punkt  einer  Hauptaxe  Wir- 
kungen ausüben  in  der  Richtung  dieser  Axo  und  proportional  ihren  Massen. 
Lagrange  dehnte  diesen  Satz  für  alle  Punkte  eines  Ilauptschnitts  aus  (Nou- 
veaux  mimoires  de  VAcademie  de  Berlin,  1773).  Die  vollständige  Lösung  dieses 
Problems  gelang  erst  Laplace  {Mem.  de  VAcademie  des  scienees,  1782;  Mecanique 
Celeste,  liv.  III,  chap.  1).  Seitdem  wurde  das  Problem  von  fast  allen  bedeutenden 
Mathematikern  behandelt.  Jvory  gab  ein  Reductionstheorera  für  die  Attraction 
eines  inneren  Punktes  auf  die  für  einen  äusseren  (o«  the  atlrnetions  of  homoye- 
neous  ellipsoids,  Philosoph.  Transart io ns ,  1809);  Gauss,  theoria  attmetionis  corporum 
sphaeroidicorum  ellipticorum  homogeneorum  methodo  novo  trartatn  (Commentatt.  Goetting. 
recent.  T.  II  (1813)  oder  Werke,  Bd.  5,  p.  1  u.  279);  Legondro  {lYaile  des  fonc- 
tions  elliptiques,  T.  I,  p.  539);  Poisson,  Memoire  sitr  Vattraetion  d'un  ellipsoide  ho- 
mogene {Mem.  de  VAcademie  des  scienees,  T.  XIII);  Chasles,  Memoire  sur  Vattrae- 
tion des  ellipso'ides  [Journ.  de  Vccole  polytechn. ,  Cah.  XXV,  p.  244  (1837)];  Comptcs 
rendns  de  VAcad.  des  scienees,  T.  VI,  p.  902  (1838);  Nouvelle  Solution  du  probleme 
de  V attraction  d'un  vltipsoide  heterogene  sur  un  point  exterieur,  Journ.  de  math.  p. 
Liouville,  T.  V  (1810);  Dirichlet,  Ueber  eine  neue  Methode  zur  Bestimmung 
vielfacher  Integrale  (Akademie  der  Wissensehaften  zu  Berlin  1839,  oder  Complcs 
rendus  de  VArad.  des  scienees,  T.  VIII,  p.  156);  Jacobi,  Extrait  d'une  lettre  adressee 
d  M.  Liouville  {Journ.  de  math.,  T.  XI,  p.  341). 

Bezüglich  der  Ausbildung  der  Theorie  des  Potentials  sind  vorzugsweise  zu 
citiren:  Laplace,  {Mecan.  Celeste,  1.  II,  §.  11.,  die  partielle  Differentialgleichung 
2.  Ordnung  enthaltend).  —  Poisson's  Gleichung  {Bulletin  de  la  sociele  philoma- 
tique,  T.  III,  p.  3G8).  —  Green,  An  essay  on  the  application  of  mathematical  ana- 
lysis  to  the  theories  of  electricity  and  maqnelism.  Nottingham,  1828,  abgedruckt  mit 
kurzer  Biographie  und  anderen  einleitenden  Notizen  von  Thomson  in  Crelle's 
Journal  Bd.  39,  p.  73;  41,  p.  356;  47,  p.  161  u.  195.  Von  Greon  rührt  der  Name 
Potential  her.  —  Gauss,  Allgemeine  Lehrsätze,  s.  oben  §.  20.  —  Chasles, 
M  emoire  sur  ['attraction  d'une  couche  ellipsoidale  infinitnent  mince,  et  les  rapports  qui 
onl  Heu  entre  cette  attraction  et  les  lois  de  la  chalcur  en  mouvement  duns  un  corps 
en  equüibre  de  temperature ,  Journ.  de  fecole  polytechn.,  Cah.  25,  p.  266  (1837); 
Enoncc"  de  deux  thtoremes  generaux  sur  Vattraetion  des  corps  et  la  theoric  de  la  cha 
leur,  Comptes  rendus  1839;  Theoremes  generaux  sur  Vattraetion  des  corps,  Addit. 
d  la  connaiss.  des  temps  p.  Van  1815  {publ.  en  1842).  —  Dirichlet,  sin-  un  moyen 


Digitized  by  Google 


716 


Einige  Literatur  über  Attraction. 


IX.  Cap. 


general  de  virifier  V  cxprettion  du  potential  relatif  ä  wie  matte  quelconque ,  homogene 
ou  UUrogene,  Cr  eile' 8  Journ.  Bd.  32,  p.  80.  —  Despeyrous,  Recherchet  tur  let 
turfacet  isothermes  et  sur  V attraction  det  ellipsoides  (Cr  eile 's  Journ.  Bd.  31, 
p.  136).  —  Sturm,  Note  sur  un  mimoire  de  M.  Chattet  {Journ.  de  math.  T.  VII, 
p.  345).  —  Thomson,  Note  tur  la  theorie  de  V attraction  (Journ.  de  math.  T.  IX, 
p.  239).  —  Liouville  (Addit.  u  la  connaittance  det  tempt  p.  1845).  —  Briot, 
tur  r attraction  (Journ.  de  math.  T.  XI,  p.  174).  —  Heine,  Beitrag  zur  Theorie 
der  Anziehung  und  der  Wärme  (Cr  eile 's  Journ.  Bd.  29,  p.  185;  Theorie  der 
Anziehung  des  Ellipsoids,  ebend.  Bd.  42,  p.  70).  —  Weingarten,  Zur  Theorie 
des  Potentials  (Cr eile's  Journ.  Bd.  49,  p.  367).  —  Amsler,  Zur  Theorie  der 
Anziehung  und  der  Wärme  (Crelle's  Journ.  Bd.  42,  p.  316;  neue  geometrische 
Eigenschaft  der  Niveauflächen,  Bd.  42,  p.  314).  —  Scheibner,  Ueber  das  Flächen- 
potential (Crelle's  Journ.  Bd.  54,  p.  77).  —  Christoffel,  Zur  Theorie  der  ein- 
werthigen  Potentiale  (Crelle's  Journ.  Bd.  64,  p.  321).  —  Boch,  Ueber  eine 
Transformation  des  Potentials  (Crelle's  Journ.  Bd.  63,  p.  9).  —  Kronecker, 
Zur  Potentialtheorie  (Crelle's  Journ.  Bd.  70,  S.  246). 

Speciellere  Arbeiten,  welche  vorzugsweise  das  EUipsoid  oder  verwandte 
Flächen  betreffen,  sind  noch  anzuführen: 

Boole,  on  the  attraction  of  a  tolid  of  revolution  on  an  externa!  point  (Cam- 
bridge and  Dublin  mathem.  Journal  T.  II,  p.  1)  (1847)  —  Collins,  The  attrac- 
tion of  eUiptoidt  considered  geometrically  (Ibid.  T.  IX,  p.  255;  1854).  —  Cayley, 
on  a  multiple  integral  connected  icith  the  theory  of  attraction,  Ibid.  T.  II,  p.  219; 
on  the  attraction  of  an  ellipsoid  (Legendre' t  method),  Ibid.  T.  IV,  p.  50;  on  the 
attraction  of  an  ellipsoid  (JacobVt  tnethod),  Ibid.  T.  V,  p.  217;  on  Rodriguet1 
method  for  the  attraction  of  eUiptoidt;  Quarterly  Journal  of  pure  and  appl.  math. 
T.  II,  p.  333  (1859);  Note  on  the  theory  of  attraction ,  Ibid.  p.  338;  on  Laplace't 
method  for  the  attraction  of  eUiptoidt;  Ibid.  T.  I,  p.  285  (1857);  on  Gauts'  method 
for  the  attraction  of  eUiptoidt',  Ibid.  T.  I,  p.  162.  —  Joachimsthal,  on  the  attrac- 
tion of  a  tlraight  line  (Cambridge  and  Dublin,  math.  Journ.  T.  III,  p.  93;  Attrac- 
tion der  Geraden  (Crelle's  Journ.  Bd.  68,  S.  135).  —  Mehler,  Ueber  die  An- 
ziehung einer  mit  Masse  belegten  abwickelbaren  Fläche  auf  einen  materiellen 
Punkt  (Crelle's  Journ.  Bd.  58,  S.  240);  über  die  Anziehung  einer  von  zwei  ähn- 
lichen Flächen  zweiten  Grades  begrenzten  Schale  (Crelle's  Journ.  Bd.  60,  p.  321); 
über  die  Anziehung  eines  homogenen  Polyeders  (Crelle's  Journ.  Bd.  66,  p.  375, 
aus  den  Schriften  der  naturf.  Gesellsch.  zu  Danztg).  —  Grube,  Ueber  die  An- 
ziehungscomponente  eines  geraden  elliptischen  Cylinders  in  der  Richtung  der  Axc, 
wenn  die  Elementaranziehung  irgend  einer  Potenz  der  Entfernung  umgekehrt  pro- 
portional ist  (Crelle's  Journ.  Bd.  65,  p.  62);  über  die  Anziehung  des  homogenen 
Ellipsoids  (Crelle's  Journ.  Bd.  69,  p.  359).  —  Roth  ig,  das  Potential  eines  homo- 
genen rechtwinkligen  Parallelepipedes  (Crelle's  Journ.  Bd.  58,  p.  249);  über 
das  Potential  eines  homogenen  rechtwinkligen  Cylinders  (Crelle's  Journ.  Bd.  61, 
p.  180);  Bemerkung  hierzu  von  Clebseh  (Bd.  61,  p.  187).  —  Mertens,  Bestim- 
mung des  Potentials  eines  homogenen  Polyeders  (Crelle's  Journ.  Bd.  69,  p.  286); 
Bestimmung  des  Potentials  eines  homogenen  Ellipsoids  (Crelle's  Journ.  Bd.  70, 
p.  1):  de  funetione  potentiali  duarum  ellipsoidum  homogenearum  (Crelle's  Journ.  Bd.  63, 
p.  360).  —  Bourget,  Note  tur  V attraction  det  parabolo'idet  clliptiquet  [Journ.  de 
math.  2i*me  Serie,  T.  II,  p.  8t  (1857)];  Note  d  Poccation  du  mimoire  de  M.  Hirst 
tur  Vattraction  det  paraboloidet  ellipliquet  (Ibid.  T.  III,  p.  47).  —  Hirst,  tur  le 
potentiel  d'une  conche  infiniment  mince  comprise  entre  deux  paraboloidet  elliptiquet 
[Journ.  de  math.  2i*me  Serie,  T.  II,  p.  385  (1857)]. 
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Reduction  der  Widerstände  von  Flächen  und  Curven. 

§.  1.  Wir  haben  bereits  mehrfach  des  Widerstandes  gedacht,  wel- 
chen Flächen  nnd  Curven  von  Systemen  gegenseitig  leisten  müssen, 
wenn  sie  durch  Kräfte  in  Berührung  erhalten  werden,  sei  es,  dass  letz- 
tere sich  im  Gleichgewichte  befinden  oder  Beschleunigungen  hervor- 
rufen. Es  wurde  dabei  aber  vorzugsweise  der  Normalwiderstand  berück- 
sichtigt und  war  von  der  tangentialen  Componente  des  Gesammtwider- 
standes,  der  Reibung,  nur  vorübergehend  die  Rede.  Wenn  nun  auch 
eine  umfassende  theoretische  Behandlung  der  letzteren  und  insbesondere 
ihre  Reduction  auf  Resultante  und  resultirendes  Paar  bei  dem  dermaligen 
Zustande  der  Wissenschaft  noch  nicht  in  allen  Fällen  geleistet  werden 
kann,  so  dürfen  wir  dennoch  diesen  wichtigen  Gegenstand  nicht  bei 
Seite  schieben,  müssen  vielmehr  eine  Darstellung  der  betreuenden  Leh- 
ren geben,  welche  wenigstens  der  Hauptsache  nach  als  befriedigend  an- 
gesehen werden  darf. 

Sind  zwei  unveränderliche  Systeme  2',  £'  genöthigt,  sich  mit  Flächen 
oder  Curven  zu  berühren,  so  kann  dieser  Zwang  durch  Kräfte  darge- 
stellt werden,  welche  zu  den  ohnehin  an  ihnen  wirkenden  Kräften  hinzu- 
treten. Diese  Kräfte  heissen  Widerstände  und  zwar  sagt  man,  dass  an 
£  Widerstände  angreifen,  welche  von  £'  und  an  £'  solche,  welche  von 
£  herrühren.  Wie  auch  immer  dieselben  beschaffen  sein  mögen,  in  allen 
Fällen  werden  sie  an  jedem  Systeme  einer  Resultanten  und  einem  resnl- 
tirenden  Paare  äquivalent  sein. 

Wir  wollen  einen  besonders  einfachen  Fall  betrachten,  nämlich  den, 
dass  beide  Systeme  £t  £'  sich  mit  zwei  Flächen  S,  S'  berühren,  dass 
die  Berührungsstelle  ein  einziger  Punkt  A  sei  und  die  Kräfte  sich  im 
Gleichgewicht  befinden,  wobei  übrigens  die  Systeme  in  Ruhe  oder  in 
Bewegung  begriffen  sein  können.  Sind  die  beiden  Flächen  glatt,  so 
erfährt  £  von  £"  in  A  einen  Widerstand  Ä,  welcher  eine  längs  der 
gemeinsamen  Normale  wirkende  Einzelkraft  ist.  Ebenso  findet  dies  für 
£'  statt.  Sind  dagegen  die  sich  berührenden  Flächen  rauh,  so  braucht 
der  Widerstand  nicht  normal  zu  sein,  vielmehr  kann  er  je  nach  Be- 
schaffenheit der  Kräfte  und  dem  Grade  der  Rauhheit  der  Fläche  mehr 
oder  weniger  gegen  die  Nonnale  geneigt  sein.  Legen  wir  durch  die 
Richtung  des  Widerstandes  und  die  Normale  eine  Ebene,  so  zerfällt  in 
ihr  R  in  zwei  Componenten,  eine  in  der  Richtung  der  Normalen  wir- 
kende, der  Normal  widerstand  RH  und  eine  andere,  welche  in  die 
Schnittlinie  dieser  Ebene  mit  der  Tangentenebene  in  A  fällt,  die  Rei- 
bung Rr.  Bei  glatten  Flächen  bringt  die  geringste  Aenderung  in  den 
an  £  angreifenden  Kräften  eine  sofortige  »Störung  des  Gleichgewichtes 
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hervor,  sodass  der  l'nnkt  .7  auf  der  Flüche  beschleunigt  wird.  In  die- 
sem Falle  ist  R=Rfl1  R,.  =  0;  bei  rauhen  Flüchen  kann  man  aber 
jene  Kräfte  sich  ändern  lassen  und  es  ändert  dann  R.  seine  Intensität 
und  Neigung  gegen  die  Normale.  Lassen  wir  jene  Kräfte  sich  so  an- 
dern, dass  Ii  in  derselben  Normalebene  bleibt,  also  R,.  dieselbe  Rich- 
tung in  der  Tangentenebene  beibehält.  Je  mehr  sich  R  von  der  Nor- 
malen abbiegt,  desto  grösser  wird  «las  Verhältniss  Ii,  :  R„.  Bei  gegebe- 
nem Rauhigkeitszustande  in  der  Richtung  von  Ii,  wird  diese  davon 
abhängige  Ooinponente  des  Widerstandes  bis  zu  einer  gewissen  Grenze 
trotz  der  Aenderung  der  Kräfte  das  Gleichgewicht  zu  erhalten  vermögen, 
über  jene  Grenze  hinaus  aber  wird  sofort  Beschleunigung  von  A  ein- 
treten. Aenliches  gilt  für  Aenderungen  der  Kräfte,  denen  entsprechend 
R  auf  die  andere  Seite  der  Normalen  fällt  und  der  Sinn  von  R,  sich 
umkehrt.  In  der  betrachteten  Normalebene  lassen  sich  demzufolge  durch 
A  zwei  Stralen  ziehen,  welche  die  äussersten  Grenzen  der  Richtung  des 
Widerstandes  bezeichnen,  für  welche  derselbe  überhaupt  noch  Gleich- 
gewicht herbeizuführen  im  Stande  ist.  Diese  beiden  Stralen  bestimmen 
zwei  Scheitelräume,  in  deren  einen  die  Normale  fallt.  Alle  Stralen 
dieses  Scheitelraumes  sind  mögliche  Widerstandsrichtungen ,  in  den  an- 
deren Scheitclraum  kann  der  Widerstand  nie  fallen. 

Man  kann  sich  nun  die  an  Z  angreifenden  Kräfte  auch  so  geändert 
denken,  dass  R  in  andere  Normalebenen  fällt.  Da  für  jede  derselben  sich 
die  nämlichen  Betrachtungen  anstellen  lassen,  so  folgt,  dass  der  Be- 
rührungspunkt A  der  Flächen  $,  S'  der  Mittelpunkt  eines 
Kegels  ist,  dessen  Erzeugmigslinien  die  äussersten  Grenz- 
lagen  des  noch  möglichen  Widerstandes  der  Flächen  be- 
zeichnen und  dessen  die  Normale  umschliessender  Scheitel- 
raum die  Richtungen  aller  möglichen  Widerstände  erhält. 
Dieser  Kegel  heisst  der  Reibungskegel  der  beiden  Flächen  im  ge- 
meinsamen Berührungspunkte.  Seine  Beschaffenheit  hängt  ab  von  dem 
Grade  der  Rauhigkeit  beider  Flächen.  Kr  ist  ein  gerader  Kreiskegcl 
mit  der  Normalen  als  Axe,  wenn  in  der  gemeinschaftlichen  Tangenten- 
ebene  nach  allen  Richtuugen  vom  Berührungspunkte  aus  gleiche  Rauhig- 
keit stattfindet,  seine  Erzeugungslinien  biegen  sich  mehr  oder  weniger 
von  der  Normalen  ab,  wenn  längs  den  Schnittlinien  der  durch  sie  ge- 
legten Normalebenen  mit  der  Tangentenebene  ein  grösserer  oder  ge- 
ringerer Rauhigkeitsgrad  stattfindet,  also  auch  ein  grösserer  oder  gerin- 
gerer Reibnngswiderstand  geleistet  werden  kann.  Für  glatte  Flächen 
zieht  sich  der  Kegel  auf  die  Normale  zusammen. 

§.  2.  Das  Verhältniss  Rr  :  R„  der  Componenten  des  Widerstandes 
R  mag  der  Coefficient  des  Widerstandes  heissen;  er  ist  die  Tan- 
gente des  Winkels,  welchen  R  mit  der  Normalen  bildet  und  welcher 
der  Widerstandswinkel  genannt  wird.    Für  den  Fall,  dass  der  Wider- 
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stand  eine  Erzeugungslinie  des  Reibungskegels  ist,  heissen  dieser  G'ocfli- 
cient  und  dieser  Winkel  Roibungscoefficicnt  uud  Reibungs- 
winkel.    Bezeichnen  wir  sie  resp.  mit  ft  und  q,  so  wird 

Rr  =  ^  =  (<J(fi        Br  =  p  H„y        Jf„  =        H       =  R  cos  0. 

*i»  y  l  -f- 

Der  Reibungswiderstand  /?r,  welcher  der  äusseren  Grenze 
für  irgend  eine  Richtung  in  der  Tangenten  ebene  entspricht, 
wird  daher  erhalten,  indem  man  den  Normal w  iderstan  d  Ji„ 
mit  dem  Reibungseocfficientcn  multiplicirt. 

Der  Rcibungscoefficiont  variirt  für  ein  und  denselben  Berührungs- 
punkt der  sich  reibenden  Flächen  mit  der  Richtung  in  der  gemeinschaft- 
lichen Tangentenebene  mit  der  Rauheit  der  beiden  Punkte,  welche  im 
Berührungspunkte  zusammentreten  und  kann  bis  jetzt  nicht  theoretisch 
bestimmt  werden.  Man  bedient  sich  daher  in  den  Anwendungen  con- 
stanter,  durch  Vorsuche  festgestellter  Mittclwerthe,  wie  sie  die  zahlreichen 
Tafeln  der  Reibungscoefticienten  enthalten. 

§.  3.  Sobald  das  Gleichgewicht  zwischen  den  am  System  angrei- 
fenden Kräften  und  dem  Widerstände  aufhört,  sagt  man,  es  werde  die 
Reibung  überwunden.  Für  diesen  Zustand  hat  der  Widerstand  die 
Grenzlage  einer  Erzengungslinie  des  Reibungskegels  und  während  der 
Bewegung  passirt  seine  Richtung  fortwährend  andere  und  andere  Er- 
zengungslinien  der  verschiedenen  Kegel,  welche  den  verschiedenen  Be- 
rührungspunkten der  Reibungsflächen  angehören.  Befindet  sich  das 
System  in  Ruhe,  so  kann  Bewegung  nur  dann  eintreten,  wenn  die  Rei- 
bung überwunden  wird  und  also  die  Widerstandsrichtung  in  die  Kegel- 
fläche eingetreten  ist.  Mit  diesem  Eintritt  besteht  noch  Gleichgewicht 
und  erst  dann,  wenn  die  angreifenden  Kräfte  die  Richtung  des  Wider- 
standos nöthigen,  in  den  Aussenraum  des  Kegels  zu  treten,  erfolgt  Be- 
schleunigung. Von  aussen  einwirkende  Momentankräfte  können  aller- 
dings auch  in  dem  eben  erwähnten,  dem  Beschleunigungsznstande 
nächst  anliegenden  Gleichgewichtszustande  Bewegung  von 
endlichen  Geschwindigkeiten  hervorrufen  und  diese  können  fortdauern, 
während  der  Grenzgleichgewichtszustand  gleichfalls  fortbesteht. 

Für  alle  Lagen  der  Widerstandsrichtung  im  Innern  des  Reibungs- 
kegcls  besteht  Gleichgewicht  und  zwar  ist  dasselbe  sicher,  für  alle  X,a- 
f  gen  in  der  Kegelfläche  selbst  ist  es  unsicher.  Ist  der  Reibungskegel 
ein  gerader  Kreiskegel  mit  der  Normalen  als  Axe,  so  findet  das  Maxi- 
mum der  Sicherheit  des  Gleichgewichtes  statt,  wenn  der  Widerstand  in 
die  Axe  des  Kegels  fällt. 

§.  4.  Für  das  Gleichgewicht  von  Kräften  in  Verbindung  mit  dem 
Widerstande  /?,  dessen  Richtung  (Xfiv)  sei  und  welcher  von  der  Fläche 
V      y,  z)  =  0  geleistet  wird,  hat  man  die  Gleichungen 

.V  +  n  cos  A  =  0,      Y  -f-  /?  cos    =  0 ,      Z  -f-  R  cos  v  =  0, 
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woraus  „„.  j        „nm  „        „.  ,,  1 

co*  A         CO*  ft        co*  v  i 


—  X       —Y       —  Z       R  ' 
Ä  =  f/jT»  +  F2  +  Z2 
und  für  den  Widerstandswinkel  #: 

folgt. 

Für  den  Zustand  der  Bewegung  dagegen  hat  man 

d2x  efly  d'*~ 

di,t  =  X  -j-  R  cos  A,         =  7  +  Ä  co*  p,    --~  =  Z  -\-  R  cos 

ü  (x,  y,  z)  =  0 

und  weil  die  Reihung  stets  der  Bewegungsrichtung  entgegenwirkt,  also 
R  in  die  Normalebent  fällt, '  welche  durch  die  Richtung  der  Bewegung 
des  Berührungspunktes  hindurchgeht,  also  ein  Perpendikel  auf  der  Nor- 
malen und  der  Tangente  der  Bahn  jenes  Punktes  zugleich  auf  R  senk- 
recht steht: 

/.  w       dv\  (   du     .  du\ 

\d'Jdz  -dZ  dy)  C°sX^\dzJx-dxdz)  C°Sil 
,   /     dU       ,  dU\ 
+  \dX  ^-dydx)  tosv==°- 

Diese  Gleichung  folgt  so.  Es  sei  {aß?)  die  Richtung  jenes  Perpen- 
dikels, so  ist  zunächst,  weil  es  senkrecht  zur  Normalen  ist: 

du        .  du     .  .  du 

—  cos«+       cosß  +  —  cosy  =  0. 

sodann ,  weil  es  senkrecht  zur  Richtung  ^  ,  ^ ,  ^*  ist : 

dx  cos  et  -f-  dy  cos  ß  -\-  dz  cos  y  =  0 , 
aus  welchen  beiden  Gleichungen 

co*  a  cos  ß  cos  y 


dU  dU  dU      ^    dU        J    dU      J  dU 

dy  -■■  dz  — -       dz  rj    —  dx  w        dx  -  dy  ■ 

dz  dx  dx  dz  dy  dz 

folgt.    Endlich  muss 

cos  a  cosX  -f-  cos  ß  cosp  -\-  cosy  cos  v  =  0 

sein,  weil  die  Richtung  (a  ß  y)  auch  auf  R  senkrocht  steht  und  hiermit 
ergibt  sich  die  vorstehende  Gleichung.  Weil  aber  R  im  Falle  der  Be- 
wegung eine  Erzeugungslinie  des  Reibungskegels  ist,  so  tritt  zu  diesen 

•j'         f<  /  ^  x\ 

Gleichungen  die  Gleichung  --,         =  (p  i  — ;  I  oder  durch  (Xpv)  aus- 

z  —  z  \  z  —  z  / 

gedrückt : 
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cos  (u 
cos  v 

hinzu.  Endlich  ergibt  sich  der  Reibungswinkel  für  die  Richtung  der 
Bewegung  durch  die  Gleichung: 

coso  =  {-cosX  +  dyCosfi  +  -z  cosu)  :  W. 

Hierdurch  ist  es  möglich,  x,  y,  z,  k,  (i}  v,  R,  p  als  Functionen  der  Zeit 
zu  bestimmen,  vorausgesetzt,  dass  der  Reibungskegel  für  alle  Punkte 
der  Fläche  U  und  jede  Beschaffenheit  des  berührenden  Punktes  be- 
stimmbar ist. 

§.  5.  Berühren  sich  die  reibenden  Flächen  mit  mehreren  Punkten 
oder  längs  einer  Linie  oder  im  Beroiche  eines  endlichen  Flächenraumes, 
so  kann  man  den  Widerstand,  welcher  in  je  einem  Punkte,  in  je  einem 
Linien-  oder  Flächenelemente  auftritt,  in  eine  Normal-  und  eine  Tan- 
gentialcomponente  zerlegen  und  alle  sammt  den  ohnehin  am  System  an- 
greifenden Kräften  für  irgend  einen  Punkt  des  Systems  reduciren.  Die 
Bedingungen  des  Gleichgewichts  werden  alsdann  auch  noch  innerhalb 
eines  gewissen  Spielraums  bis  zu  einem  Grenzreibuugswiderstande  er- 
füllt werden  können,  darüber  hinaus  aber  nicht  mehr.  Es  tritt  aber 
hierbei  nicht  blos  eine  Resultante,  sondern  auch  ein  resultirendes  Paar 
des  Widerstandes  auf  und  letzteres  kann  in  zwei  andere  gespalten  wer- 
den, von  denen  das  eine  der  Reibung  allein  seinen  Ursprung  verdankt. 
Eine  allgemeinere  Untersuchung  dieses  Gegenstandes  fehlt  bis  jetzt  aber 
in  der  Literatur,  einen  speciellen  Fall  werden  wir  weiter  unten  be- 
handeln. 

§.  6.  Wenn  ein  System  £  genöthigt  ist,  mit  einer  Curve  einen 
Punkt  gemeinschaftlich  zu  haben,  so  kann  ein  Widerstand  R  die  Curve 
vertreten.  Derselbe  kann  in  eine  Compouente  Rr  längs  der  Tangente 
und  eine  andere  Rny  welche  in  die  Normalcbeue  fällt,  zerlegt  werden. 
Die  erstere  heisst  wieder  die  Reibung,  letztere  der  Normalwiderstand, 
das  Vcrhältniss  beider  Rr  :  R„  der  Widerstandscoefficient  und  der  Win- 
kel, den  R  mit  der  Normalebene  der  Curve  bildet,  der  Widerstands- 
winkel. Der  von  der  Curve  zu  leistende  Widerstand  ist  seiner  Inten- 
sität und  Richtung  nach  von  den  am  System  angreifenden  Kräften  und 

*)  Damit  eine  durch  den  Ursprung  gehende  Gerade  eine  bestimmte  Kcgel- 
flüche  erzeuge,  muss  zwischen  den  ihre  Lage  bestimmenden  Elementen  eine  Be- 
dingungsgleichung gegeben  sein.    Diese  Bestimmungsstückc  sind  aber  n.  a.  die 

Verhültnissc  «  =  C0S  * .  s'=  — ihrer  Richtunescosinussc  und  wenn  also  B*=$(s') 
cos  v  cos  v  ° 

jene  Bedingnngsgleicbung  ist,  so  erhält  man  die  obige  Gleichung  der  Kegelflüche, 

welche  mit  Hülfe  von   c,os  *  =  -,0-—  =  C™-1L  leicht  in  rechtwinklige  Coordinaten 

x  —  x      y  —  y      z    -  z 

x\  y,      umgesetzt  werden  kann. 

Schell,  Theorie  tL  Bew.  u.  d.  Kriifle.  40 
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der  Beschaffenheit  der  Curve  und  des  Systems  in  dem  gemeinschaft- 
lichen Punkte  abhängig,  jedoch  so,  dass  bei  Aenderung  der  Kräfte  eine 
Grenze  von  Rr  nicht  überschritten  werden  darf,  ohne  dass  Gleichgewicht 
zwischen  jenen  Kräften  und  dem  Widerstande  aufhört  "möglich  zu  sein. 
Die  Grenzlagen  aller  Widerstandsrichtungen ,  für  welche  Gleichgewicht 
noch  möglich  ist,  bilden  einen  Kegel,  welcher  in  den  extremsten  Fällen 
in  die  Normalebene  degenerirt.  Das  Verhältniss  R,  '  Rn  für  eine  Grenz- 
lage des  Widerstandes  heisst  der  Reibungscoefficicnt  f*  auf  der  Curve 
und  der  Winkel  p,  den  sie  mit  der  Normalebenc  der  Curve  bildet  und 
für  welchen  fang  o  =  ft  ist,  der  Reibungswinkel. 

Für  den  Fall  des  Gleichgewichtes  auf  der  Curve  x  —  q>(z)t  y  = 
hat  man 

X  +  R  cos  k  =  0,     Y  -\-  R  cos  (i  =  0,    Z      R  cos  r  =  0, 

-  ™s  j *  -  v*> + «" + * 

und  für  den  Winkel  den  der  Widerstand  mit  der  Normalebene 
bildet: 

R  ds       R  ds       R  ds  Y       ^   J  ~ 

für  den  Fall  der  Bewegung  aber: 

rf2.r  rf2y  d2* 

■  '   =  X  +  J?  cos  k ,      ,  .r  =  J~  -f-  Ä  COS  tt  ,     —7  =  Z  -f-  Ä  cos  v , 

dt*  1  1  r  dt* 

cos2  k  -|-  cos2  p,  -f"  cos?  f  —  1 ,    a'  =  <p  (z) ,    y  —  q(z), 
cos  ."       ^  /  cos  *  \  ,   ,    dy  .  rfz 

=  <P  I  I        y,;,  /,  =         COS  A  -4-  -  -  COS  U  -+-  -      COS  V 

cos  v  \  cos  v  J  *      ds  1   ds        n  1  ds 

zur  Bestimmung  von  a;,  y,  z,  A,  fi,  v,  7?,  o  als  Functionen  der  Zeit. 

§.  7.  Damit  Kräfte,  welche  an  einem  System  angreifen,  welches 
sich  mit  einem  Punkte  auf  eine  Fläche  oder  Curve  stützt,  und  sich  auf 
eine  blose  Resultante  reducircn,  welche  durch  den  Stützpunkt  geht,  im 
Gleichgewichte  seien,  ist  erforderlich,  dass  diese  gegen  die  Fläche  oder 
Curve  andrückt  und  in  den  Innenraum  des  Reibungskegels  oder  auf 
dessen  Oberfläche  fällt.  Im  ersteren  Falle  ist  das  Gleichgewicht  sicher, 
im  zweiten  unsicher.  Um  nun,  während  die  Kräfte  ihre  Richtung  und 
Intensität  beibehalten,  den  Stützpunkt  in  irgend  einer  Richtung  soweit 
zu  verschieben,  dass  für  dieselbe  die  Grenze  des  Gleichgewichts  erreicht 
wird,  ist  eine  positive  Arbeit  einer  Kraft  erforderlich  und  zwar  von  end- 
licher Grösse.  Sobald  diese  geleistet  ist,  genügt  eine  fernere  unendlich 
kleine  Arbeit,  um  den  Punkt  zu  beschleunigen.  Da  dieselbe  gleich- 
falls positiv  sein  muss,  weil  sie  den  Puukt,  der  die  Beschleunigung 
Null  besass,  beschleunigt,  so  folgt,  dass  die  Elementararbeit  der  Resul- 
tanten der  gegebenen  Kräfte  und  des  Widerstandes  zusammea  negativ 
ist,  an  der  Grenze  des  Gleichgewichts  aber  Null  wird,  und  da  die  vir- 
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tuelle  Arbeit  der  Kräfte  der  virtuellen  Arbeit  ihrer  Resultanten  gleich 
ist,  so  folgt  weiter,  dass  für  jede  virtuelle  Verschiebung  des  Stützpunk- 
tes aus  der  Lage  des  sicheren  Gleichgewichts  die  Summe  der  Elementar- 
arbeiten aller  Kräfte  und  des  Widerstandes  negativ  ist  und  dass  das- 

# 

selbe  bis  an  die  Grenze  des  möglichen  Gleichgewichts  gilt.  Die  Arbeit 
des  Widerstandes  zerfallt  dabei  in  zwei  Theile,  die  des  Normalwider- 
standes und  die  der  Reibung.  Für  unveränderliche  Flächen  und  Curven 
ist  erster e  Null. 

Jedes  beliebige  veränderliche  System  kann  in  Theilsysteme  zerlegt 
werden  von  endlicher  oder  unendlicher  Anzahl  mit  äusseren  und  inneren 
Kräften,  welche  an  freien  Punkten  oder  an  Punkten  angreifen,  welche 
auf  Flächen  oder  Curven  zu  bleiben  gezwungen  sind,  welche  letzteren 
im  Allgemeinen  Reibungswiderstände  darbieten  werden.  Zum  Gleich- 
gewichte des  ganzen  Systems  ist  dann  erforderlich  und  hinreichend,  dass 
in  jedem  Angriffspunkte  von  Kräften  die  Resultante  aller  verschwinde 
bei  einem  freien  Punkte,  oder  in  das  Innere  oder  auf  die  Fläche  des 
Reibungskegels  falle,  bei  Stützpunkten. 

Zum  Gleichgewichte  des  Systems  ist  aber  auch  erforderlich  und  hin- 
reichend, das 8  die  Summe  aller  virtuellen  Arbeiten,  der  äusseren,  inneren 
und  der  Widerstandskräfte  für  jede  mit  der  Natur  des  Systems  verträg- 
liche Verschiebung  Null  oder  negativ  sei.  Null  ist  sie  für  solche  Gleich- 
gewichtszustände, welche  an  der  Grenze  des  Eintritts  von  Beschleunigung 
stehen,  negativ  für  alle  übrigen. 

§.  8.    Beispiele  und  Anwendungen. 

1.  Ein  biegsamer  Faden  ist  Uber  eine  ebene  Curve  hingespannt; 
dieselbe  ist  rauh  nnd  bietet  in  Bezug  anf  den  Faden  in  allen  Punk- 
ten constanten  R  eibungs  widerstand  dar;  an  den  Enden  ziehen  zwei 
Kräfte  P,  Q  tangential.  Man  soll  die  Spannung  und  den  Widerstand 
für  den  Fall  dos  Gleichgewichts  bestimmen. 

Projicirt  man  die  im  Punkte  M  der  Curve  sich  Gleichgewicht  haltenden 
Kräfte ,  die  Spannungen  T  -f  dT,  —  T  und  den  Gesammtwiderstand  R  (auf  die 
Längeneinheit  bezogen)  auf  die  Tangente  und  Normale,  so  erhält  man,  wenn 
dt  der  Contingenzwinkel,  o  der  Krümmungshalbmesser,  p  der  Widerstandscoefti- 
cient,  Rn  nnd  Rr  die  Componenten  von  Ii  sind,  (7'  -f-  dT)  sin  dt  —  RHdg  —  0» 
( T  -f-  dT)  cos  d t  —  T  -}-  fiRHds  =»  0,  oder  abgekürzt,  wegen  ds  =  odt: 

T  =  RH'  o  ,       dT  +  fiRnds  =  0 

und  hiermit  weiter  ~  =  —  (i  -*  =  —  pdt.  folglich  T  =  Ce~       wenn  *  den 

Winkel  bedeutet,  den  die  Tangente  in  M  mit  einer  festen  Richtung  bildet,  dessen 
Differential  also  der  Contingenzwinkel  dt  ist.  Auf  die  Endspannungen  P,  Q  an- 
gewandt gibt  diese  Gleichung 

P  =  Ce~*"\       Q  -  Ce~/l\ 
wenn       tt  die  Winkel  t  für  die  Endrichtungen  sind.    Hieraus  folgt 

T  =  Fe 

46* 
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und  die  Bedingung  des  Gleichgewichts: 

fi  /    -*(••- O 

wodurch  fi  näher  bestimmt  wird.  Das  Gleichheitszeichen  gilt  für  den  Grenz 
zustand  des  Gleichgewichts.    Sobald  (t  bekannt  ist,  erhält  mau  weiter 

"„  =  -  =  p  «  I        "r       /* —    ^  c 

n  =  n„  KT+V  =  |  Vi  +  u*. " <•  •■». 

Sind  />  und  Q  parallel  und  von  demselben  Sinne,  so  ist  f,  —  f,  =  n,  mithin  die 
Glcichgewichtsbcdingung 

P    ,  P" 

o  < ' 

2.  Ein  biegsamer  Faden  wird  von  zwei  Endkräften  P,  0  über  eine 
rauhe  krumme  Fläche  gespannt,  für  welche  bezüglich  des  Fadens  in 
jedem  Punkte  der  Reibungskegcl  bekannt  ist:  man  soll  Spannung 
und  Flächenwiderstand  für  den  Fall  bestimmen,  dass  die  Fade neurve 
in  der  Grenzlage  des  Gleichgewichts  ist,  dass  eine  geringe  Aen- 
derung  einer  der  Endkräfte  hinreicht,  sie  in  sich  selbst  gloiten  zu 
machen. 

Indem  man  die  in  einem  beliebigen  Punkte  M  der  Fadencurve  sich  Gleich- 
gewicht haltenden  Kräfte  7'  -j-  r/7',  —  7',  //,  welche  in  der  Schmiegungscbene  des 
Punktes  M  liegen,  auf  die  Tangente  und  Hauptuormale  projicirt,  erhält  man,  wie 
bei  der  vorigen  Aufgabe, 

T  =  nHQ,       dT  +  (tnnds  =  0, 

unter  o  den  Krümmungshalbmesser  der  Fadencurve  verstanden.  Aus  diesen  Glei- 
chungen folgt  dT  dg 

wenn  wieder  de  den  Contingeuzwinkel  bedeutet.  Die  Integration  liefert  mit  Rück- 
sicht auf  P  uud  Q  : 

•j  «i 

f, ,  f„  sind  die  Winkel,  welche  auf  der  abgewickelten  Tangentcntläche  der  Faden- 
curve die  Kndtangenten,  oder  also  die  Richtungen  von  P  und  Q  mit  einer  festen 
Richtung  bilden  uud  tt  —  c,  ist  die  Summe  der  Contingeuzwiukel. 

Der  Widerstandscoefficieut  fi  ist  die  Tangente  des  Winkels ,  den  Ii  mit  der 
Normalen  der  Fläche  bildet.    Die  Normalebene,  welche  durch  Ii  geht,  bildet  mit 

der  die  Curvu  berührenden  Normalcbene  einen  Winkel  t/>. 
welcher  im  vorliegenden  Falle  Null  sein  muss.  Denn  die 
Funkte  der  Fadencurve  beginnen  eben  in  den  Tangenten 
derselben  zu  gleiten  und  die  Richtung  der  Reibung  ist  immer 
<;ntgegengesetzt  der  beginnenden  Bewegung.  Die  Schnittlinie 
der  Norinalobcne,  welche  durch  /{  geht,  mit  der  Tangenten 
«diene  ist  aber  die  Richtung,  in  welcher  lir  wirkt,  weshalb 
sie  mit  der  Tangente  der  Fadencurve  zusammenfallen  muss. 
Der  Winkel  xf;  ergibt  sich  nun  im  Allgemeinen  so.  Die  Schmie* 
gungsebene  und  die  Normalebcuc  der  Fadencurve  bestimmen 
mit  der  Normalebene,  welche  den  Widerstand  enthält,  ein 
sphärisches  Dreieck  lt  Ao  (Fig.  245.),  dessen  zwei  Ecken  X,  o  durch  die  Richtungen 
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der  Flächennormalen  und  der  Hauptnormalen  der  Curve  bezeichnet  werden.  Die 
Seite  RN  ist  der  Reibungswinkol,  also  tg  R  N  =  p,  die  Seite  Arp  =  «  ist  die  Nei- 
gung der  Schmiegiingsebene  der  Fadencurve  gegen  die  sie  berühreudo  Normalebene 
der  Fläcbe,  die  dritte  Seito  wird  gebildet  von  dem  Winkel  zwischen  dem  Wider- 
stände Ii  und  der  Hauptnormalcn  der  Curve;  ibre  Tangcnto  sei  x.  Von  den  Win-- 
kein  des  Dreiecks  ist  (/fp,  a)  =*  \it  und  (RN,  a)  =  \  n  —  ib.    Demnach  hat  man 

cos  RN  =  cos  Ro  •  cos  a,        sin  RN  =» 

*  cos  xb 

woraus  .  „ 

cosrp-tgRN=  '9  Hq 
cos  a 

oder  also 

cos  ib  = 

fi      cos  a 

folgt.  Nach  dem  Meunicr'schen  Satze  besteht  aber  zwischen  den  Krümmungs- 
halbmessern pu  und  p  des  berührenden  NormalBcbnitts  und  der  berührten  Curve 
die  Kelation  p  —  p0  cos  a,  daher  wird  schliesslich 

*  9 

cos  ib  —        •  —  • 

f*  Qo 

Die  Bedingungen  der  Aufgabe  fordern,  dass  diese  Grösse  l,  also 

Qo  ~  * 

werde.  Diese  Gleichung  wird  nur  durch  die  kürzeste  Linie  als  Fadencurve  befrie- 
digt, denn  wenn  ip  verschwindet,  so  fällt  R  in  die  Ebene  des  berührenden  Normal- 
schnitts und  wird  u  =  x,  also  p  =  p„  und  fällt  die  Schmiegungsebene  mit  jener 
Normalebene  zusammen.  Die  kürzeste  Linie  ist  demnach  die  Glcichgewichtsform 
des  Fadens,  auch  bei  Reibung  an  der  Grenze  des  Gleichgewichts. 

Für  den  Kreiscylinder  als  Fläche  und  die  Schraubenlinie  (kürzesto  Linio) 
als  Glcichgewichtsform  hat  man  die  Gleichgewichtsbedingung  für  die  Grenze  am 
Gleiten  bei  constantem  fi: 

„  ->f-T 

n  e 

da  p  constant  ist.    Bezeichnet  a  den  Winkel  der  Schraubenlinie  gegen  die  Er- 
zeugungslinie des  Cylinders,  a  den  Radius  den  Kreisschnitts,  so  wird 

R  2  nna 

9       sin1  u  1       *  —   sin  cc  ' 

wenn  n  die  Anzahl  der  Umwickeluugcn  des  Fadens  ist  und  hiermit 

P  —Innuiina 

Für  grosse  Q  wird  bei  «  nahezu  gleich  \  n  und  vielen  Umwickclungon  P  sehr 
ktein.  Hieraus  ergibt  sich  leicht,  welchen  Vortheil  man  in  den  Anwendungen 
von  der  Reibung  in  diesem  Sinne  ziehen  kann. 

3.  Eine  homogene  Gerade  vom  Gewichte  G  und  der  Länge  2« 
liegt  mit  i  Ii  rem  Schwerpunkte  S  auf  einer  vor  Heulen  ebenen  Curvo 
in  C  auf;  sie  wird  au  den  Enden  A  und  P  m  i  t  Gewichten  P  und  P  -f-  p 
belastet,  in  welcher  Greuzlage  (Fig.  246.)  wird  sie  sodann  sich  im 
Gleichgewichte  befinden,  wenn  der  Reibungacoef ficient  p  ist? 

Ist  Ü  der  Berührungspunkt  für  die  Grenzlage  des  Gleichgewichtes,  an  welchem 
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der  Widerstand  ff  wirkt  und  reduciren  wir  die  Kräfte  für  den  Punkt  S,  so  folgt, 
wenn  SD  =  Bog  C  i)       *  gesetzt  wird: 

R  =  2P  +  p  +  G,       R»  =  pa. 

Um  s  zu  finden,  sei  y  =±=  f[x)  die  Gleichung  der  Curve,  bezogen  auf  eine 

horizontale  x-Axe  und  verticale  y-Axe.  Da  ff 
vertical  ist  und  mit  der  Normalen  den  Reibungs- 
winkel bildet,  so  ist  p,  gleich  der  Tangente  des 
Winkels,  den  die  Gerade  mit  der  x-Axe  bildet, 
d.  h.  f'{x)  =  fi.  Der  grösstc  Werth  g  von  a-, 
welcher  dieser  Gleichung  genügt,  liefert 


Fip.  246. 


T 

G 


ff 


Für  einen  Kreis  vom  Radius  r  z.  B.  ist  der  Rei- 
bungswinkel gleich  dem  Winkel  d  der  Normalen 
in  C  und  Z>,  also  tg&  =  p,  und  folglich  wegen 

/V»  *  =  r4> 

(2?+ff)r*  =  p(fl-  rd) 

die  Bedingung  des  äussersten  Gleichgewichtes. 

4.  L'eber  einen  homogenen  vertical  stehenden  Kreis  vom  Ra- 
dius a  (Fig.  247.)  ist  ein  Faden  gelegt,  welcher  von  zwei  Gewichten 
py  P  +  V  gespannt  wird.  Der  Kreis  berührt  mit  Reibung  eine  feste 
Horizontale  und  besitzt  das  Gewicht  6.  Welchen  Widerstand  hat 
die  Horizontale  zu  leisten  für  den  Fall  der  äussersten  Grenze  des 
Gleichgewichts? 

Die  Kriiftereduction  für  den  Berührungspunkt  des  Kreises  liefert  eine  Resul- 
tante 2  P  -\-  p  -f-  G  und  ein  resultirendes  Paar  pa, 
welchen  der  Widerstand  Gleichgewicht  zu  halten  hat. 
Hierzu  genügt  ein  Widerstand  ff,  welcher  im  Abstände 
*  vom  Berührungspunkte  vertical  aufwärts  gerichtet 
ist,  so  beschaffen,  dass 

ff  =  2P  +  p  +  Gt       Rs  =  pa 

wird.    Sobald  p  um  ein  Weniges  zunimmt,  rollt  der 


Kreis  auf  der  Geraden.        heisst  der  Reibungscoeffi- 

a 

cient  des  Rollens;  es  ist 

1  p 
a 


Fi*.  247. 


2P  +  p  +  G 

In  der  Theorie  der  Bewegung  der  Systeme  werden  wir  noch  zweimal  Ge- 
legenheit haben,  über  Fragen  vorliegender  Art  zu  sprechen.  Vgl.  übrigens 
Dorna,  fiozioni  teoretiche  sulC  aUrito  [Battagliui,  Giornale  dt  tntitematica ,  Vol. 
III,  p.  202  (1866)]. 
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XL  Capitel. 

Theorie  des  Trägheitsmomentes. 

§.  1.  Die  Iii  den  folgenden  Capiteln  zn  entwickelnde  Theorie  der 
Bewegung  eines  Systems  unter  Einfluss  von  gegebenen  Kräften  erfor- 
dert die  Theorie  einer  Grösse,  welche  den  Namen  des  Trägheitsmomen- 
tes des  Systems  führt.  Sie  hängt  nicht  von  den  Kräften  und  dem  Be- 
wegungszustande, sondern  von  der  Massenvertheilung  im  System  und 
der  Lage  der  Massen  gegen  die  verschiedenen  Axen  des  Raumes  ab. 
Es  bildet  diese  Theorie  in  Verbindung  mit  der  Theorie  des  Mittelpunk- 
tes der  Massen  einen  Bestandteil  der  Geometrie  der  Massen.  Der 
Name  „Trägheitsmoment"  rührt  von  Euler  her;  er  braucht  ihn,  weil 
diese  Grösse  in  den  Untersuchungen  über  die  Rotation  eines  unver- 
änderlichen Systems  dieselbe  Rolle  spielt,  wie  die  Masse  bei  der  Be- 
wegung des  Punktes,  welche  von  Vielen  als  das  Maass  der  „Trägheit" 
angesehen  wird,  ein  Begriff,  der  nach  unserer  Ansicht  nicht  in  die  theo- 
retische Mechanik  gehört. 

Ist  m  die  Masse  eines  Punktes,  r  sein  Abstand  von  einer  Axe,  so 
heisst  das  Produkt  mr7  aus  der  Masse  des  Punktes  und  dem 
Quadrate  seines  Abstandes  von  der  Axe  das  Trägheits- 
moment desselben  in  Bezug  auf  diese  Axe.  Das  Trägheits- 
moment eines  Systems  von  Punkten,  deren  Massen  m,  m\ 
w",  ...  sind,  in  Bezug  auf  einoAxe,  von  der  sie  die  Abstände 
r,  r,  r",  . . .  besitzen,  ist  die  Summe 

mr2  +  m'r'i  _|_  m"r»i  _j  =  £mr7 

der  Trägheitsmomente  der  einzelnen  Punkte  bezüglich  die- 
ser Axe.  Sind  Massen  nicht  in  einzelne  Punkte  concentrirt,  sondern 
continuirlich  auf  einer  Linie,  Fläche  oder  in  einem  Körperraum  vertheilt, 
so  nimmt  das  Trägheitsmoment  die  Form  eines  Integrales  fr2 dm  an, 
ausgedehnt  Uber  die  ganze  Masse  und  zwar  ist  dasselbe  ein  einfaches, 
doppeltes  oder  dreifaches  Integral,  je  nachdem  dm  ein  lineares,  ein 
flächenartiges  oder  körperliches  Massenelement  ist. 

Ist  g  der  kleinste,  q"  der  grösste  unter  den  Abständen  r  der  Massen- 
punkte von  der  Axe,  so  hat  man 

(m  +  m'+  «"+  •  •  •)  q  *  <  2mr*  <  (m  +  m'-f  m"+  •  .  •)  o"*; 

es  gibt  daher  einen  gewissen  Werth  x  des  Abstandes,  sodass 

(w  -|-  m  -f-  m"-\-  "  •)  x'  =  Imr5, 

oder,  indem  wir  die  Gesammtmasse  des  Systems  mit' M  bezeichnen, 
Mx'*  =  £mr2  wird.  Die  Linie  x,  welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass 
ein  Punkt  von  der  Masse  M  des  ganzen  Systems  in  einem  Abstände 
gleich  ihr  von  der  Axe  ein  Trägheitsmoment  besitzt  gleich  dem  Träg- 
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heitsraomcnte  des  ganzen  Systems,  heisst  der  Trägheitsradius  des 
Systems  in  Bezug  auf  jene  Axe;  ihre  Länge  ist  v.  —  y  ^  -  Be- 
schreibt man  mit  ihr  als  Abstand  eine.  Cylinderfläche  um  die  Axe  und 
breitet  auf  dieser  nach  irgend  einem  beliebigen  Gesetze  die  Masse  M 
aus,  so  ist  das  Trägheitsmoment  dieser  Cylinderfläche  gleich  dem  Träg- 
heitsmomente des  Systems. 

§.  2.  Ein  und  dasselbe  System  besitzt  unendlich  viele  Trägheits- 
momente, weil  der  Kaum  unendlich  viele  Gerade  enthält,  deren  jede 
zur  Axe  für  das  Trägheitsmoment  gewählt  werden  kann.  Diese  Träg- 
heitsmomente *ind  nicht  alle  von  einander  verschieden;  um  die  Abhängig- 
keit des  Trägheitsmomentes  von  der  Lage  der  Axe  gegen  das  System 
zu  untersuchen,  wollen  wir  1.  die  Werthe  des  Trägheitsmomentes  für 
Axen  bestimmen,  welche  durch  denselben  Punkt  des  Raumes  hindurch- 
gehen, sowie  2.  die  Werthe  des  Trägheitsmomen- 
tes für  Axen,  welche  mit  einer  gegebenen  Axe 
parallel  laufen. 

Ist  0  (Fig.  248.)  ein  beliebiger  Punkt  des 
Raumes,  h  irgend  eine  durch  ihn  gehende  Axe, 
welche  gegen  drei  rechtwinklige  Coordinaten- 
axen,  deren  Ursprung  0  ist,  unter  den  Winkeln 
■r — *  or,  0,  y  geneigt  ist,  r  der  Abstand  irgend  eines 
Systempunktes  M  (x  y  z)  von  A,  d  sein  Ab- 
stand von  0  und  p  von  einer  zu  h  senkrechten, 
durch  O  gellenden  Ebene,  so  erhält  man  für  das  Trägheitsmoment  H  des 
Systems  bezüglich  der  Axe  h  den  Ausdruck 

H=Emr7  =  Em(d7  —  p7) , 
oder  wegen  d7  —  x7  -f-  y7  +  *2,   p  —  x  cos  «  -f-  y  cos  ß  -+-  z  cos  y: 
H  =  Em  \_{x7  -f-  y7  -f-  z'1)  —  {x  cos  «  -f-  y  cos  ß  -f-  z  cos  y)7\ 
=  Em  \(x7  -f-  y7  -\-  z1)  (cos7  a  -f-  cos*  ß  -\-  cos7  y) 
—  (.r  cos  er  -f-  y  cos  ß  -}-  z  cos  y)*], 

wenn  man  der  Grösse  a*-'+  ü1  4"  z'  ^on  Fftct»»"  cos7a  -f-  cos7  ß  -f-  cos7y  —  1 

zufügt.    Ordnet  man  nach  den  Cosinussen,  so  ergibt  sich 

H  =  cos7  a  •  Em  (y7  -f-  z7)  -\-  cos7  ß  •  Em  (z7  -f  x7)  -\-  cos7  y  >  Em  (x7  -f-  y7) 

—  2  cos  a  cos  ß  -  Em xy      2  cos  ß  cos  y  •  Emyz  —  2  cos  y  cosa  •  Emz  .r, 

wofür  man  auch  die  Form 

H  =  sin7  a  •  Emx7  -f  sin7  ß  •  E  my7  -f  sin1  y  E  mz7 

—  2  cos  «  cos  ß  •  Emxy  —  2  cos  ß  cos  y  •  Emyz  —  2  cos  y  cos  «  •  Emzx 

gebrauchen  kann. 

Die  Coefficientcn  von  cos7  n ,  cos7  ß}  cos7  y,  nämlich  Em  (y7  -j- 
Em  (z7  -}-  x7),  Em  (x7  -f-  y7)  sind  selbst  Trägheitsmomente  des  Systems, 
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nämlich  die  Trägheitsmomente  für  die  Axen  der  *,  y,  z,  indem  die 
Grössen  y2  -f-  z7y  c*  -f  x2}  x'1  +  y2  die  Quadrate  der  Abstände  des 
Punktes  M  (x  y  z)  von  diesen  Axen  bedeuten.  Die  Coefficienten  Ztnxy, 
Zmyzy  £mzx  der  mit  dem  Minuszeichen  versehenen  doppolten  Pro- 
duete  der  Cosinusse  wollen  wir  nach  dem  Vorgange  einiger  englischer 
Schriftsteller  (z.  B.  Rankine,  A  manual  of  applied  mechanics,  3.  edit., 
p.  522)  Deviationsmomente  nennen.  Mit  Hülfe  einer  in  der  ana- 
lytischen Geometrie  sehr  gebräuchlichen  Bezeichnungs weise  setzen  wir: 

«n  =  £m  (y1  +  *2) »  an  =  £m  (z*  +  **)  *  «sä  =  £m  (*2  +  #2) 

aVi  =  Emxy,  an  =  Smyzy  «31  =  Imza;, 

indem  wir  die  x-,  y-,  z-Axc  als  erste,  zweite  und  dritte  Axe  ansehen 
und  durch  die  doppelten  Indices  an  «22,  n33  andeuten,  dass  diese 
Grössen  die  Coefficienten  von  den  auf  die  erste,  zweite  und  dritte  Axe 
sich  beziehenden  Cosinusverbindungen  cos  et  •  co$at  cosß  •  cosß,  cosy  •  cosy 
sind,  während  <i)2,  «23,  <i3t  die  Beziehung  zu  den  zu  ungleichnamigen 
Axen  gehörigen  Verbindungen  cos  et  •  cos  ßy  cos  ß  •  cos  y,  cos  y  •  cos  a 
an  sich  tragen,  wobei  a23  mit  «n2,  a31  mit  w13,  a,2  mit  «2J  als  gleich- 
bedeutend angesehen  werden.  Durch  Einführung  dieser  Bezeichnungs- 
weise erhalten  wir  für  die  erste  der  obigen  Formen: 

JI  =       cos1  et  -f-  a22  cos1  ß  -f-  a33  cos2  y 
— -  2  a,  2  cos  et  cosß  —  2  «23  cos  ß  cos  y  —  2  rt3)  cos  y  cos  « . 

Hiernach  kann  also  das  Trägheitsmoment  des  Systems  für  die  Axe  h 
gefunden  werden,  sobald  die  Trägheits-  und  Deviationsmomente  des- 
selben für  irgend  drei  zu  einander  senkrechte,  sich  in  einem  Punkte  0 
auf  h  schneidende  Axen  bekannt  sind. 

Das  Trägheitsmoment  ist  seiner  Bildung  nach  eine  positive  Grösse, 
denn  es  sind  seine  sämmtlichen  Elemente  mrl  positiv.  In  dem  Aus- 
drucke für  H  sind  also  ,  ar, ,  <*33  positiv.  Die  Deviationsmomente 
von  2mxy  enthalten  aber  positive  und  negative  Elemente,  sie  können 
also  je  nach  der  Lage  der  Coordinatenaxen ,  auf  die  sie  sich  beziehen, 
bald  positiv,  bald  negativ „  ausfallen.  Es  entsteht  daher  die  Frage,  ob 
es  nicht  möglich  sei,  diese  Axen  so  zu  wählen,  dass  diese  Momente 
alle  drei  verschwinden  und  dadurch  der  Ausdruck  für  H  eine  wesent- 
liche Vereinfachung  erleiden  würde. 

Um  diese  Frage  zu  entscheiden,  ziehen  wir  senkrecht  zu  einer  der 
drei  Coordinatenaxen,  z.  B.  zur  z-Axe,  auf  welche  sich  die  beiden  De- 
vialionsmoraente  £mxz,  Emyz  beziehen,  durch  0  eine  beliebige  Ge- 
rade, welche  mit  der  x-Axe,  den  Winkel  O  bilden  mag  und  projiciren 
auf  sie  den  Linien zug  der  x,  y,  z  und  des  nach  dem  Systempunkto  M 
hinführenden  Radiusvectors.  Ist  die  Projection  des  letzteren  gleich  s, 
positiv  oder  negativ  genommen,  je  nachdem  s  diesseits  oder  jenseits  0 
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fällt,  so  wird  s  =  x  cos  0-  -J-  V  sin  &  una*  also»  fur  alle  System- 

punkte  const&nt  ist: 

Zmzs  =  cos  &  £mxz  +  si«  &  Emyz. 

Sollen  also  ümxz  und  Zmyz  zugleich  vorschwinden,  so  muss  auch 
Emzs  verschwinden  und  umgekehrt  zerfällt  die  Bedingung  Zmzs  =  Q 
wegen  der  Willkührlichkeit  der  Whhl  von  #  in  die  heiden  Bedingungen 

Zmxz  =  0    und    Z  my  z  =  0 . 

Es  seien  jetzt  X\  Y\  Z'  drei  durch  0  gehende  rechtwinklige  Coor- 
dinatenaxen  der  .r',  y\  z  und  Z'  so  gewählt,  dass  für  sie  die  Bedingung 
Zmz's  =  0  erfüllt  ist.  Bildet  2!  mit  den  ursprünglichen  Axen  die  Winkel 
A,  fi,  v,  so  wird  z' =  x  cos  A  -f-  y  cos  fi  -\-  z  cos  v;  sind  ferner  a,  6,  c 
die  Winkel,  welche  eine  beliebige,  durch  0  gehende,  zu  Z'  senkrechte 
Gerade  mit  jenen  Axen  bildet,  so  wird  s  =  x  cos  a  -j-  y  cos  b  -f-  z  cos  c. 
Daher  ist  jene  Bedingung: 

Zm  (x  cos  a  -f-  y  cos  b  -\-  z  cos  c)  (x  cos  A  -f-  y  cos  fi  -j-  z  cos  v)  =  0 , 
oder  geordnet: 

(cos  XZmx7  -f-  cos  ft  Zmxy  +  cos  v  £mxz)  cos  a 
-J-  (cos  A  Zmyx  -\-  cos  (i  Zmy*  -f"  cos  v  Zmyz)  cos  b 
-{-  (cos  A  Zmzx  -\-  cos  /*  Zmzy  -f-  cos  v        z7)  cos  c  =  0, 

oder  kürzer.  rfJJ  ^  _|_  ft^  C0J  ^  _j_  ff^  CQ$  ^  cos  fl 

-j-  («öl  C0S  *  ~\~  a2'2  cos  P  ~\~  U,23  cos  v)  cos  0 

indem  man     +  ^  cos  X  +  a3a  ™*  f*  +  «33       v)  cos  c  =  0, 

or,,  =  Zmx'\    an  =  Zmxy  =  an,    «13  =  Zmxz  =  «;{| , 
a.i3  =  £  wyr  =  a32,    cr2?  —  Imy2,    «33  =  Zmz2 

setzt.  Hierzu  tritt  noch  die  Bedingung  des  Senkrechtstebens  der  Rich- 
tungen (X(iv)  und  (abc)  aufeinander,  nämlich: 

cos  X  cos  a      cos  fi  cos  b  -j-  cos  v  cos  c  ^  0. 

Eliminirt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  einen  der  Winkel 
«,  6,  c,  z.  B.  c,  so  bleibt  eine  Gleichung,  welche  wegen  der  Willktirlich- 
keit  von  a  und  b  sich  in  zwei  andere  spaltet,  welche  identisch  sind  mit 
der  Proportion 

cos  X  ^  cos  n 

an  cos  X  -f-  «j2  cos    -f-  «i3  cos  v      «2|  cos  A  +  cr22  cos  p  -f-  «23  cos  ^ 

cos  v 

—  _ —   —  G 

Cf31  COS  A  -f"  «;j2         C4  +  w33  COS  17 

wo  a  den  gemeinschaftlichen  AVerth  dieser  drei  Verhältnisse  abkürzend 

bezeichnen  soll.    Man  erhält  daraus 

(er,,  —  a)  cos  X  -f-  «|2  cos  (i  -\-  a,.,  cos  v  —  0 

«2|  cos  A  -f-  («.,2  —  o")  cos  jt*  a2:(  cos  v  =  0 

cf3,  cos  X  -\-  a32  cos  }i  -f-  (a33  —  o)  cos  v  =  0 
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und  hiermit  durch  Elimination  von  cosA,  cos  /*,  cos  v  zur  Bestimmung 
von  ff  die  cubieche  Gleichung: 


«11  —  a 

«21 
«31 


«12 


«22  —  * 


«13 
«23 
«33  —  0 


0. 


Die  drei  Wurzeln  derselben  sind  sämmtlich  reell.  Um  dies  bequem  ein- 
zusehen, stellt  man  die  Gleichung  unter  einer  etwas  anderen  Form  dar, 
indem  man  auf  eine  etwas  andere  Weise  die  Winkel  elirainirt.  '  Die 
erste  der  drei  in  cos  X,  cos  p,  cos  v  linearen  Gleichungen  gibt  nämlich, 

wenn  man  ^  addirt  und  subtrahirt,  nachdem  man  mit  «m  a13  divi- 


dirt  hat: 


cosX  ^_  cos  (i  ^cosv^    cosX  /    _  «)2 

«23  «31  «12  «12  «13  ^  «23  ' 


und  ähnlich  die  beiden  anderen: 


'23 


'31 


cos  X       COS  (i 

-  •;;  r  -  -  ~r 


d.  h. : 


«23 


l31 


"12 
COS  V 

«12 


COS 
« 


23  «12  V  «31  ' 

23  «31   V  «12  ' 


COS  X        COS  (l    .    cos  V 

~ — r  ^7  r 


23 


31 


COS  A 
«12  «13 


(ff  -  Z) 
cos  /l 


COS  fl 
«23  «12 


12 

M): 


a 


23 


COS  |* 
«31 


«12  «23  «31 


'23 


(ff-Z) 


«12  «23  «31 

«3i2  (*  -  m 

l  ^  COS  jU  ^  COS  V 


COS  V 

«23  «31 
COS  V 

 «i?  _ 

«12  «23  «31 

«,22  (*  -  >') 


(ff_iV) 


23 


ff 


31 


l12 


wenn 
L  = 


«12  «23  «31        ,        «12  «23  «31      _|  «12  «23  «31 

«232  «3.2  ('  -         ^   «.22  («  ~  *) 


«23 


«31 


iV  =  «..,  — 


«23  «31 
«12 


gesetzt  wird.  Die  Vergleichung  des  ersten  und  letzten  dieser  Ausdrücke 
liefert  sofort  die  Gleichung  für  ff  in  der  Form: 

J  1  1 

_«23l 


+ 


'31 


l12 


+ 


«12  «23  «31 


=  0. 


ö  —  L   1    ff  —  M  *    o  —  N 

Biese  Gleichung  lässt  erkennen,  dass  wenn  die  Aufeinanderfolge  ly  M,  N 
auch  die  relative  Grösse  von  Z,  M>  N  bezeichnet,  sodass  Z  <  M  <  N 
ist,  die  Wurzeln  zwischen  —  <x>,  Z,  Af,  N  oder  Z,  M,  iV,  -f  <x>  fallen 
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und  also  alle  drei  reell  sind,  je  nachdem  «|2«23w3i  positiv  oder  nega- 
tiv ist. 

Es  seien  nun  ff7,  ff",  ff'"  die  drei  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung. 
Jeder  derselben  gehört  ein  Werthsystem  (A>V),  (A>V),  (i'>V)  an, 
d.  h.  jeder  Wurzel  ff  entspricht  eine  Linie  (Aftv),  für  welche  Umzs 
verschwindet.  Diese  drei  Linien  stehen  paarweise  aufeinander  senk- 
recht. Denn  z.  B.  für  (A'pV)  und  (k"fi"v")  hat  man  die  Gleichungs- 
systeme : 

«,,  cos  A'-f-  «,2  cos  |tt'-f-  «n  cos  v  =  ff' cos  A' 

«2)  COS  A'-f-  a22  COS  fc'  -|—  «23  COS  v' ==  <j' COS  (L 
«31  COS  A'-f-         COS  ft'-j-  «33  COS  !>' =  ff' COS  v', 

«i,  cos  A"-f-  «,2  cos  f*'-j-  «|3  cos  i>"=  ff  "cos  A" 
a21  cos  A"-{-  «22  cos  «23  v"=  ff  "cos  (ti" 
«31  cos  A"-|-  «  ,2  cos  o/'-f-  «33  Cos  v"=  ff"cos  i'"; 

multiplicirt  man  nun  die  Gleichungeu  des  ersten  derselben  der  Reihe 
nach  mit  cos  A",  cos  ft",  cos  v",  die  des  zweiten  mit  cos  A',  cos  ju',  cos  v', 
summirt  die  Gleichungen  jedes  Systems  und  subtrahirt  hierauf  die 
beiderlei  Resultate,  so  tilgt  sich  linker  Hand  alles  und  bleibt  nach  der 
Division  mit  ff' —  ff"  die  Gleichung 

cos  A'  cos  A"-(-  cos  jtt'  cos   "-{-  cos  v  cos  i>"=  0 , 

welche  die  behauptete  Rechtwinkligkeit  beweist.  Ebenso  für  die  beiden 
anderen  Paare  von  Richtungen. 

Wählt  man  die  so  gewonnenen  drei  Richtungen  zu  Coordinaten- 
axen ,  so  verschwinden  für  sie  die  drei  Deviationsmomente  und  erhält 
man  das  Trägheitsmoment  H  einfach  durch  die  Gleichung 

H  =  a  cos2  «  -{-  a  cos2  ß  -J-  a  cos1  y , 

wo  «,  ß,  y  jetzt  die  Winkel  sind,  die  die  Axe  h  mit  diesen  drei  Rich- 
tungen bildet  und  on,  a22,  «J3  die  Trägheitsmomente  des  Systems  in 
Bezug  auf  sie  bedeuten. 

Die  drei  Axen  eines  Punktes,  für  welche  die  Deviationsmomeute 
Zmxy,  £myz,  2mzx  verschwinden,  heissen  die  Hauptträgheits- 
axen  oder  kürzer  die  Ilauptaxen  des  Systems  für  diesen  Punkt.  Die 
Trägheitsmomente  «,,,  a22,  <iAs  ^ir  dieselben  sind  die  Hauptträghoits- 
momente.  Die  Reellitat  der  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  beweist, 
dass  es  für  jeden  Punkt  des  Raumes  drei  solche  Axen  gibt.  Für  die 
Trägheitsradien  «,  ft,  c  der  Ilauptaxen  oder  die  Hauptträghcits- 
radion  bestehen  die  Gleichungen  jMal  =  ni]^  il/iJ  =  «2,,  3/c2  =  «\,t 
und  wenn  k  der  Tra'ghcitsradius  für  die  Axe  //  ist,  so  kann  die  Glei- 
chung für  //  auch  umgeschrieben  werden,  wie  folgt: 

0£QT.  k1  =  »'  cos'2  «  -(-  flr  cos2  ß  -f-  cv  cos*'  y 

H  =  M  (o2  cos'2  a  -f-  b-  c<»s2  ß  -f-  c2  cos2  y) . 
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§.  3.  Trägt  man  auf  jeder  der  durch  0  gebenden  Axen  h  diesseits  und 
jenseits  von  0  eine  Länge  p  auf,  welche  der  Wurzel  aus  dem  Trägheits- 
momente IJ  der  Axe  h  umgekehrt  proportional  ist,  am  einfachsten  p  =  y— , 

indem  man  den  Proportionalitätsfactor  auf  die  Einheit  reducirt,  so  bilden, 
weil  das  Trägheitsmoment  sich  von  Axe  zu  Axe  continuirlich  ändert,  endlich 
und  positiv  ist,  die  Endpunkte  dieser  Längen  eine  geschlossene  Fläche, 
deren  Mittelpunkt  0  ist.  Bezeichnen  o-,  y,  z  die  Coordinaten  des  End- 
punktes von  p,  sodass  q  cos  a  =  x,  q  cos  ß  =  y,  p  cos  y  =  z  wird,  so 
erhält  man  aus  der  letzten  Gleichung  für  H  des  vor.  §. ,  welche  sich 
auf  die  Hauptaxcn  des  Systems  bezieht,  indem  man  mit  p2  multiplicirt 
und  berücksichtigt,  dass  p2/7=  1  ist,  als  Gleichung  dieser  Fläche: 

+  «22y2  +  «33z2  =  1. 

Diese  Gleichung  stellt  aber,  da  die  drei  Coefficientcn  <*,,,  «22,  «J3  als 
Trägheitsmomente  positive  Grössen  sind,  ein  Ellipsoid  dar,  dessen  Haupt- 
axen  mit  den  Ilauptträgheitsaxen  des  Systems  zusammenfallen.  Dies 
Ellipsoid  wurde  von  Poinsot  gefunden;  es  heisst  das  erste  Träg- 
h ei t6 ellipsoid  des  Punktos  0  (zum  Unterschiede  von  einem  später 
zu  entwickelnden  zweiten).  Für  den  Fall,  dass  0  der  Massenmittelpunkt 
(Schwerpunkt)  des  Systems  ist,  nennt  man  es  das  Centralellipsoid 
des  Systems.  Sobald  das  Trägheitscllipsoid  eines  Punktes  bekannt  ist, 
sind  auch  die  Trägheitsmomente  für  alle  Axen  seines  Mittelpunktes  be- 
kannt durch  die  Formel  H=  ~  ,  sowie  die  entsprechenden  Trägheits- 
radien x  durch  die  Formel  x2  =        .    Die  Halbaxen  des  Trägheits- 

ellipsoids  sind     l—  ,    —~  ,  — =  .     Mit  Hülfe  der  Hauptträgheits- 

radien  «,  ft,  c,  für  welche  lHa2  =  an>  Mb2  =  «22,  Mc2  =  ist,  kann 
die  Gleichung  des  EUipsoids  auch  geschrieben  werden: 

#(«2ar2-f  &y-f  cV)=l. 

§.  4.  Um  die  Hauptträgheitsmomente  und  die  Richtungen  der 
Hauptaxen  zusammen  zu  linden,  kann  man  berücksichtigen,  dass  ein 
Radiusvector  des  Trägheitsellipsoids ,  vom  Mittelpunkte  desselben  aus 
gezogen,  die  Richtung  einer  Hauptaxe  besitzt,  wenn  er  auf -der  Tan- 
gentenebene senkrecht  steht,  d.  h.  mit  der  Normalen  zusammenfällt. 
Gehen  wir  zu  diesem  Zwecke  zur  Formel 

H  —  an  cos2  et  -j-  an  cos2  ß  -f-  a33  cos2  y 
—  2  a12  cos  a  cos  ß  —  2  «23  cos  ß  cos  y  —  2  a3l  cos  y  cos  a 

des  §.  2.  zurück,  welche  sich  auf  das  ursprüngliche  Coordinatensystem 
bezieht,  multiplicircn  sie  mit  p2  und  setzen 

p'2  H  =  1 ,    p  cos  a  =  x ,    p  cos  ß  =  y ,    p  cos  y  =  z , 
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wie  in  §.  3.,  so  erhalten  wir  die  Gleichung  des  Trägheitsellipsoids  in 
der  Form: 

V  ~  aux2  -f-  a.I2y2  -f-  amz2  —  2  at2xy  —  2anyz  —  2  aiX  zoc  —  1=0. 

Nun  sind  die  Richtungscosinnsse  der  Normalen  des  Punktes  (xyz)  die- 
ser Fläche  proportional  den  Grössen 

i  ar  =       «Ii*  —  «»*  ~  «13*  =  <?(     «Ii  Cosa  —  aVi  cosß  -  aVi  cos  y) 

d  U 

±  --  =  —  «2I  x  -f  a22y  —  an z  =  o  (—  «2I  cos  a  +  «22  cos  ß  —  «,,3  cos  y) 
dU 

=  —  «3i *  —  «32y  +  «33*  = »(— «:«  «» «  —  «32 <™ ß  +  «33 cos y) 

und  wenn  diese  Richtung  mit  der  des  Radiusvectors  (aßy)  zusammen- 
fallen soll,  so  müssen  folgende  Gleichungen  bestehen,  in  denen  k  einen 
noch  unbestimmten  Proportionalitätsfactor  bezeichnet: 

an  cos  a  —  a,2  cos  ß  —  «13  cos  y  =  k  cos  cc 

—  a2)  cos  a  -f-  ari  cos  ß  —  a23  cos  y  =  k  cos  ß 

—  «3,  cos  a  —  a32  cos  ß  -\~  «33  cos  y  —  k  cos  y. 

Die  Bedeutung  von  k  erhellt  sofort.  Multiplicirt  man  nämlich  die 
Gleichungen  mit  cosa,  cosß,  cos  y  und  addirt  sie,  so  kommt: 

axl  cos2  a  -f-  a22  cos2  ß  -\-  a33  cos2  y 
—  2  a12  cos  a  cos  ß  —  2  «23  cos  ß  cos  y  —  2  <i3,  cos  y  cos  tt  =  k 

und  die  Vergleichung  mit  dem  Ausdrucke  für  ff  zeigt,  dass  k  =  H, 
d.  h.  gleich  dem  der  Richtung  (aßy)  zugehörigen  Trägheitsmomente  ist. 
Schreiben  wir  daher  die  Gleichungen  so: 

(ff  —  an)  cos  a  ~f-  «l2  cos  ß  -j-  a13  cos  y  —  0 
a2,  cos  a  -\-  (ff  —  a22)  cos  ß  -j-  aTi  cos  y  =  0 
«31       cos  a  -f        «32      cos  ß  +  (ff  —  a33)  cos  y  =  0 

und  eliminiren  die  Cosinusse,  so  ergibt  sich  zur  Bestimmung  der  drei 
den  Hauptaxen  entsprechenden  Trägheitsmomente  die  eubische  Gleichung 

H~  «II  «12  «13 

«21            #  ~  «22            «23  =  0 

«31  «32  Ä    «33 

und  nachdem  die  Wurzeln  //',  ff",  ff'"  derselben  gefunden  sind,  lie- 
fern die  vorstehenden  Gleichungen  die  drei  zugehörigen  Richtungen 
(a'ß'y),  (a"ß"y"),  (a"ß"'y"')  der  Hauptaxen. 

Der  grössten  Hauptaxe  des  Trägheitsellipsoids  entspricht  das  kleinste, 
der  kleinsten  das  grösste  Trägheitsmoment,  der  mittleren  ein  mittleres. 
Man  kann  daher  zu  denselben  Resultaten  auch  dadurch  gelangen,  dass 
man  den  Ausdruck  , 

ff  =  «, ,  cos2  a  -\-  «22  cos2  ß  -j-  a33  cos2  y 
—  2  (ty,  cos  «  cos  ß  —  2  a23  cos  ß  cos  y  —  2  «.,,  cos  y  rtis  a 
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mit  Rücksicht  auf  cos2  et  -{-  cos2  ß  -J-  cos2  y  =  1  in  Bezng  auf  cos  er,  cos  ßy 
cns  y  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  werden  lässt.  Für  die  Aus- 
führung der  Rechnung  wird  man  behufs  Elimination  einer  der  drei 
Winkel  den  unbestimmten  Factor  l  benutzen,  die  Grösse. 

H  —  X  (cos2  a      cos2  ß  -f-  ™s2  y)  =  («,,  —  *)  cos2  a  -j-  

dll  eil  dB 

nach  cos  cc,  cosß,  cos  y  differentiiren   und  - —    -,  —  ,  ----- 

r  '  ö  cos  cc      d  cos  ß     ö  cos  y 

der  Null  gleich  setzen.   Dies  führt  zu  denselben  Gleichungen  wie  vorher. 

Die  eubische  Gleichung  für  H  und  die  für  o*  (§.  2.)  haben  dieselbe 

Form  und  zwischen  den  Elementen  der  beiden  Determinanten  bestehen 

die  Relationen: 

«11  =  ttn  +  «33'      "22  =  «33  +  «II  »     «33  =  Wl  1  +,  «22» 
ayi  =  avn  «23  =  Cf23>  a3i  —  W3J  • 

§.  5.  Durch  das  Träghcitsellipsoid  erlangt  die  Theorie  des  Träg- 
heitsmomentes einen  bedeutenden  Grad  geometrischer  Durchsichtigkeit, 
indem  fast  jeder  Satz  Uber  die  Diameter  des  EUipsoids  die  Interpreta- 
tion eines  Satzes  über  Trägheitsmomente  liefert  und  somit  eine  grosse 
Parthie  der  Theorie  der  Flachen  zweiter  Ordnung  in  eine  entsprechende 
Parth ie  der  Theorie  des  Trägheitsmomentes  tibersetzt  werden  kann. 

Nach  einem  bekannten  Satze  ist  die  Quadratsumme  der  reeiproken 
Werthe  dreier  zu  einander  senkrechter  Semidiameter  der  EUipsoids  con- 
stant.  Sind  daher  ©',  o",  q'"  drei  solche  Semidiameter  des  Trägheita- 
ellipsoids  und  H',  H'\  E'"  die  ihnen  entsprechenden  Trägheitsmomente, 
sowie  x',  x",  x'"  die  zugehörigen  Trägheitsradien,  sodass  also 

o'2I/'  =  Q"2H"=  o'"2H'"=  1  =  J/x'V=  M*"2q"2  =  iWx"'Y"2, 
so  wird  H'+  R"+H"'  oder  x'2  +  x"2  +  x'"2  constant,  d.  h.: 

Die  Summe  der  Trägheitsmomente  für  drei  zu  einander 
senkrechte,  sich  in  einem  Punkte  schneidende  Axen  eines 
Systems  ist  constant,  nämlich  gleich  der  Summe  der  Haupt- 
trägheitsmomente dieses  Punktes. 

Ein  anderer  Satz  sagt  aus,  dass  die  Quadratsumme  dreier  conju- 
girter  Semidiameter  eines  EUipsoids  constant  sei.    Hieraus  folgt  für  die 
Trägheitsmomente,  dass  für  drei  zu  einander  conjugirten  Axen  A,  h\  h" 
1         1  1      ^       1,1  1  .    _  . 

TT'      W  *"  H'"  °       x72  '   x"2   *~  x'"2  constant  sei>  d- 

Die  Summe  der  reeiproken  Werthe  d  er  Trägheitsmomente, 
welche  dreien  conjugirten  Diametern  des  Trägheitsellip- 
soids  eines  Punktes  entsprechen,  ist  constant,  nämlich  gleich 
der  entsprechenden  Summe  für  die  Hanptträgheitsmomente. 

Der  geometrische  Ort  aller  Diameter  des  EUipsoids  von  constanter 
Länge  r  ist  ein  Kegel  zweiten  Grades,  welcher  mit  dem  Ellipsoid  den 
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Mittelpunkt  und  die  Hauptaxen  gemein  hat  und  dasselbe  in  einer  sphä- 
rischen Ellipse  durchdringt.    Dies  liefert  uns  den  Satz: 

.  Der  Ort  all  er  Axen  co  nstanter  Trägheitsmomente,  welche 
sich  in  einem  Punkte  schneiden,  ist  ein  Kegel  zweiten  Gra- 
des, welcher  mit  dem  Trägheitsellipsoide  dieses  Punktes 
gemeinschaftliche  Hauptaxen  besitzt. 

Sind  «in  rt22>  ff33  ^ie  Hauptträgheitsmoinente,  so  erhält  man  aus 
//=«,,  cos1  u  -j-  «22  Cosl  ß  ~\~  «33  co$2  V 
für  ein  constantes  H  die  Gleichung  des  Riegels,  indem  man  die  Coor- 
dinaten  x,  y,  z  eines  beliebigen  Punktes  der  Richtung  dessen 
Radiusvector  q  sei,  mit  Hülfe  der  Gleichungen  q  cos  a  =  xy  q  cos  ß  —  y, 
q  cos  y  =  z  einführt,  nämlich: 

(//  -  au)  xl  +  (H  -  a,,)  y2  +  <//  -  «33)  t2  =  0. 
Die  Schnittcurve  mit  dem  Trägheitsellipsoid 

anx-  +  aritf  -j-  «33  z2  —  1=0 

liegt  auf  der  Kugel  //  (x2  -\-  y?  -f-  z'*)  =  1  vom  Radius  r  =  — —  • 

Ist  «,,  <  aTi  <  rt3,,  sodass  also  «,,  der  grössteD,  «:>2  der  mittleren 
und  fl33  der  kleinsten  Hauptaxe  des  Trägheitsellipsoids  zugehört,  so 
zerfällt  der  Kegel  für  H  =  u.n  in  die  beiden  reellen  Ebenen 

(an  -  .,,)  x*  +  (««.-«„)**-  0   oder  t  _  ±  a  l/^3L .TZil , 

welche  durch  die  mittlere  Hauptaxe  hindurchgehen  und  die  centralen 
Kreisschnitte  des  Trägheitsellipsoids  enthalten.  Dies  Ebenenpaar  theilt 
den  Raum  iu  zwei  Scheitclräume ,  von  denen  der  eine  die  grösste,  der 
andere  die  kleinste  Axe  des  Ellipsoids  enthält.  Für  alle  Axen  h  des 
ersten  Raumes  ist  «,,  <  H  <  «22,  für  alle  Axen  h  des  zweiten  «22  <  H  <  «s3. 
Soll  also  // >  «,,,  aber  noch  nicht  gleich  «.>2  sein,  so  umgibt  der  Kegel 
der  Axen  constanten  Trägheitsmomentes  die  Axe  des  kleinsten  Träg- 
heitsmomentes, soll  //  <  «33,  aber  >  «,,2  sein,  so  umgibt  sie  die  des 
grössten  Trägheitsmomentes. 

Die  Projectionen  der  sphärischen  Ellipse  auf  die  Coordinaten- 
ebenen  sind 

(«„  -  «33)  *2  +  («22  -  «33)  y'1  =  "~~~H  ttM , 

jj  f( 

(«II  —  ««)        +  («33  -  «22)  *?  =   jl^'  » 

(«22  -  «Ii)        +  ("33  —  «Ii)       =  -     jj—  • 

§.  6.  Durch  die  bisherigen  Untersuchungen  sind  wir  in  den  Stand 
gesetzt,  die  Trägheitsmomente  für  alle  Axen  zu  finden,   welche  sich  in 
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ein  und  demselben  Punkte  0  schneiden.  Um  die  Trägheitsmomente  ftir 
die  Axen  eines  anderen  Punktes  0'  (Fig.  249.)  zu  finden,  wollen  wir 
durch  beide  zwei  parallele  Axen  A,  /*'  legen,  ihre  Trägheitsmomente  mit 
H ,  H\  ihren  Abstand  mit  d,  die  Abstände  eines  fs?.  u&. 

Systempunktes  von  ihnen  mit  r,  r  und  die  Pro- 
tection von  r  auf  die  Richtung  von  d  mit  x  be- 
zeichnen.   Dann  ist 

r'2  =  r2  +  d2  —  2  dx 

und  folglich 

Zmr2  =  Zmr2  -f-  dl  •  £m  —  2dZmxy 
d.  h.:        jy'= //-f  ^tf*— 2tfZ'ma>. 

Ist  nun  A  eine  Axe,  welche  durch  den  Massen- 
mittelpunkt S  des  Systems  geht,  so  stellt  Emx  die 
Summe  der  Momente  aller. Massenpunkte  in  Bezug 
auf  eino  durch  den  Massenmittelpunkt  gehende  Ebene  dar  und  ist  folg- 
lich Null,  sodass  wir  erhalten 

H'=  H  +  Md2, 

d.  h.  unter  allen  Axen  des  Raumes,  welche  ein  Parallel- 
stralenbündel  bilden,  hat  die  Axe  des  Massenmittelpunktes 
das  kleinste  Trägheitsmoment  und  haben  alle  Axen  rings  um 
sie  herum,  welche  denselben  Abstand  besitzen,  gemeinsamen 
Werth  des  Trägheitsmomentes;  der  Unterschied  zwischen 
dem  Trägheitsmomente  einer  solchen  Axe  und  dem  Träg- 
heitsmomente der  Axe  des  Massenmittelpunktes  ist  gleich 
dem  Trägheitsmomente  der  Gesammtmasse  des  Systems,  im 
Massenmittelpunkte  vereinigt  gedacht,  in  Bezug  auf  jene  Axe. 

Führt  man  in  die  vorige  Gleichung  die  Trägheitsradien  ein,  näm- 
lich setzt  man  // =  ^/x2,  H' =  jlfx'2,  so  nimmt  die  Gleichung  die  Form 
an:  x'2  =  x2  -|-  tf2;  demnach  bilden  x',  x,  d  immer  ein  rechtwinkliges 
Dreieck,  dessen  Hypotenuse  x'  ist. 

Aus  dem  Vorstehenden  erkennt  man,  dass  die  Kenntniss  der  Rieh 
tungen  und  Trägheitsmomente  für  die  Hauptaxen  des  Massenmittelpunktes 
genügen,  um  die  Trägheitsmomente  für  alle  Axen  des  Raumes  finden 
zu  können.  Sind  nämlich  A,  2?,  C  die  Hauptträgheitsmomente  des 
Massenmittelpunktes  und  a,  ß,  y  die  Winkel,  welche  die  Richtung  einer 
beliebigen  Axe  h'  des  Raumes  oder  die  ihr  parallele  Axe  des  Massen- 
mittelpunktes h  mit  den  Hauptaxen  des  Massenmittelpunktes  bildet,  so 
ist  das  Trägheitsmoment  für  sie 

/T  =  A  cos2 «  -f  B  cos2  ß  +  C  cos2  y  -f  MdT1, 
wenn  d  den  Abstand  des  Massenmittelpunktes  von  ti  bedeutet. 

§.  7.  Um  über  die  Vertheilung  der  Axen  constanten  Trägheitsmomen- 
tes H'  um  den  Massenmittelpunkt  ins  Klare  zu  kommen,  bedenken  wir 
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dass  in  der  Gleichung  //'*  =  //•  -f~  Md'1  zwei  Grössen  //  und  d  vor- 
kommen, welche  variiren  können,  ohne  dass  ff'  aufhört,  denselben  Werth 
zu  behalten.  Ziehen  wir  durch  den  Masseinnittelpunkt  eine  Axe  h,  welche 
dem  Kegel  für  das  Trägheitsmoment  ff  angehört,  so  liegen  alle  Axen 
des  Raumes,  welche  dieser  parallel  sind  und  das  Trägheitsmoment  //' 
besitzen,  auf  einem  Cylinder  um  h  mit  einem  bestimmten  Radius 
/  jf  -  // 

(7=7/       ^       beschrieben.    Wechselt  h  seine  Lage  auf  dem  Kegel, 

so  verschiebt  sich  dieser  Cylinder  im  Räume.  Wählt  man  einen  anderen 
Kegel,  welchem  ein  anderer  Werth  von  ff  zugehört,  so  ergibt  sich  eine 
andere  Schaar  Cylinder.  Indessen  ist  die  Wahl  dieser  Kegel  au  einen 
gewissen  Spielraum  gebunden,  dessen  Grenzen  nicht  überschritten  werden 
dürfen,  wenn  ff  sich  nicht  ändern  soll.  Denn  ist  A  der  kleinste,  C  der 
grösste  Werth  von  ffy  so  ist  der  grösste  Werth,  den  d  erreichen  darf, 

d—y   --  ^       und  der  kleinste,  unter  den  d  nicht  herabgehen  darf, 

d  —  y  .    Beschreibt  man  daher  mit  diesen  beiden  Längen  als 

Jladien  um  den  Massenmittelpunkt  zwei  Kugeln,  so  geben  die  Tangenten 
dieser  Flächen  die  Grenzabständo  der  Axen  an,  welche  dasselbe  Träg- 
heitsmoment ff'  besitzen.  Zwischen  diesen  Grenzen  aber  kann  man  der 
Grösse  d  jeden  Werth  ä  beilegen  und  sofort  eine  Menge  Cylinder  linden, 
deren  Axen  im  Massenmittelpunkte  eine  Kegeltiäehe 

(//  —  A)  x'1  -f  (//  --  Ii)  tf  +  (//  —  C)  :  '  =  0 

bilden,  für  deren  Erzeugungslinien  der  Werth  des  Trägheitsmomentes 

//  =  //'—  Md*  ist. 

§.  8.    Ehe  wir  in  der  allgemeinen  Theorie  der  Trägheitsmomente 

weiter  vorwärts  gehen,  wollen  wir  einige  Beispiele  für  die  "Bestimmung 

von  Trägheitsmomenten  geben. 

Es  sei  ein  homogenes,  continuirlich  den  Kuum  erfüllendes  System  von  der 
speeifischen  Masse  1  bezogen  auf  drei  rechtwinklige  Axen  der  a-,  y,  z;  das  Träg- 
heitsmoment A  bezüglich  der  x-Axo  ist: 

A  =  2  (y"  -f  z?)  dm  =  Zy*dm  -f  Zz'dm. 
Um  Ei/1  dm  zu  bestimmen,  legen  wir  senkrecht  zur  y-Axo  zwei  Ebenen  in  den 
Abstünden  y  und  y  -\-  dy  von  der  x-Axe;  alle  Massenelemente  dos  Systems  zwischen 
diesen  haben  dasselbe  y  und  wenn  also  der  Querschnitt  im  Abstände  y  die  Grösse 
Qy  bat,  so  wird  £  y*dm  =  fyi{Jydy ;  in  ähnlicher  Weise  hat  mau  für  die  zweite 
Summe  Z  z*dm  =fz*Q:<iz ,  wenn  Q,  der  Querschnitt  senkrecht  zur  ;-Axe  ist.  Ist 
endlich       der  Querschnitt  senkrecht  zur  .r-Axe,  so  gelangt  man  zu  den  Formeln 

A  =  j'j'Qydy  + ß*<Jzdz,       Ii  = jz*Qsdz  + jx'Q^dx, 
C  ~  jx^tj^dx  +  jy*Qydy 
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Wenden  wir  diese  Formeln  an 

1.  auf  die  Bestimmung  der  Trägheitsmomente  der  drei  Axen  des  Massen- 
mittelpunktes eines  homogenen  rechtwinkligen  Parallelepipeds  von  den 
Kantenlängen  a,  A,  r,  welche  Axen  den  Kanten  parallel  laufen.    Man  hat 

Qx  «  l,c,       Qy  =  c«,    •    Qx  =  «A, 

j  x*Qxdx  =  bcjx*dx        ^  a«, 

*a 

Jy'Qy^U       cajtfdg  -  j|  A«,  • 
{* 

da  ;)/  —  «Ac.    Hiermit  werden 

*>  -         +  *  =         +  a«),     c-  ^(a*  +  A«). 

Zugleich  sieht  man ,  dass  die  drei  Axen  die  Hauptaxen  des  Massenmittelpunktes 
sind  und 


j  xydm  =■ J  y  zürn  — J  zx  dm  —  0 


sind  vermöge  der  Symmetrie  der  Figur;  daher  ist  das  Trägheitsmoment  für  eine 
beliebige  Axe  h  des  Massenmittelpunktes  von  der  Richtung  (aßy): 

H       M  {(A«  4-  c«)  cos*  «  -f  (c*  +  a«)  ro*»  0  +  (a«  -f  A«)  co*«y} 
und  das  Quadrat  des  Trägheitsradius 

x"  =  12  {(**  +  f  ,)  eos* a  +  (cl  +  fl,)  ro**  P  +  ("*  +  A,)  co**  y }  ' 

sowie  die  Gleichung  des  Centralellipsoids 

ii {(**  +  «") +  <c*  +  ö') y*  +  <a*  +  **)  - 

2.  Es  seien  ebenso  zu  bestimmen  die  Trägheitsmomente  eines  homogenen 
Kllipsoids  von  der  specifisohen  Masse  1  in  Bezug  auf  die  drei  Hauptaxen  des 
Figur,  welche  auch  hier  Hauptträgheitsaxen  des  Mittelpunktes  (Schwerpunktes) 

SC^  t/^ 

sind.  Die  Gleichung  des  Ellipsoids  sei  +  —  -f-  =  1.  Der  Schnitt  Qx, 
senkrecht  zur  x-Axe,  ist  die  Ellipse 


und  ihr  Inhalt 
Ebenso  ist 


Qjt-nbe{l  -**). 
Qy  =  *c«(t--£)t 


47* 
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Hiermit  werden 


j  x*  Qxdx  =  xhcj  (l  —   j£)  .T»r/.r  , 


—  a 


-f-  * 

J  z*Q:dz  =  nabJ  (t  -  **)=«,/: 


flie  Werthe  annehmen:  ^na^bc,  ■^nab'c,  ^nabc3,  oder,  da  die  Masse  M  den 

M        M  M 

Werth  hat:  \nabc,  so  werden  —  a»,  .  A*,  ß  c*  diese  drei  Integral*  darstellen. 
Demnach  erhält  man  für  die  Hauptträgheitsmomente  des  Massenmittelpunktes 

A  -  £  (6«  +  «-),      2?  -  +  ««),      C  -  f  («■  +  &*) 

und  für  das  Trägheitsmoment  einer  beliebigen  Massenmittelpunktsaxe  von  der 
Richtung  (aßy)i 

H  =  ~  { (6«  +  c«)  ro*«  «  +  (et  4.  «t)  ro*'  ß  4  («»  +  A«)  co**  y  }  , 
sowie  die  Gleichung  des  Centralellipsoids: 

f  {b*  +  c«)  •  a:*  +  ^  <c*  +  «')  •  V*  +  f  («*  +  ''*)  1  ='  =  1  • 

Man  kann  leicht  ein  homogenes  KUipsoid  finden,  welches  in  Bezug  anf  alle 
sich  im  Mittelpunkt  schneidenden  Axen  dieselben  Trägheitsmomente  besitzt,  wie 
ein  gegebenes  System,  welches  mit  diesem  dieselbe  Masse  M  uud  denselben  Massen- 
mittelpunkt hat.  Sind  Ay  ß,  C  die  Hauptträghcitsmomente  des  Systems  für  jenen 
Punkt,  so  findet  man,  weil  die  Centralellipsoide  für  das  System  und  das  Ellipsoid 
dieselben  sein  müssen,  die  Halbaxeu  «,  b,  c  des  Ellipsoids  aus  den  Gleichungen: 

b*  +  c«  =  ß  •  4r  i     c«  +  «»  =  6  •  f,  ,     a«  +      =  ß  ♦  • 

;>/  /« 

Hieraus  folgt 

«*  4.  A«  4.  c«  =  A  (^i  +  O-  Aj  (x«  +      +  =')  dm 

und  folglich  durch  Subtraction  der  vorigen  Gleichungen  einzeln: 

a*  =   *  Ex* dm,       b*  =       £y*dm,       c8  =   f  ■  ZzV/n  . 
;W  iW 

Hierdurch  erlangen  die  drei  Summen  2x*dm,  £y*dm,  £z*dm,  welche  einige 
Schriftsteller  die  Trägheitsmomente  der  Massen  in  Bezug  auf  die  Ebenen  der  yr, 
zx,  xy  nennen,  eine  gewisse  geometrische  Bedeutung. 

t*  -4-  v*  -* 

Für  das  Rotationsellipsoid  '—■ J-2-  +  ^  =  1  wird 

M ,      ,  „    .V 

5 

Für  die  Kugel  x»  -f  y*  +  r«  =  d1  ist  A=*B  =  C=  fi=*$  Ma*. 

Um  das  Trägheitsmoment  //  der  homogenen  Kugel  für  irgend  einen  Durch- 
messer h  unmittelbar  zu  finden,  sei  dieser  die  x-Axe,  sodass 

//  -=  £(y*  4.  z«)  rfwi  =  2;y'rf/«  4-  <Ts«rfm 
wird.    Vermöge  der  Symmetrie  der  Massenvcrtheiluug  der  Kugel  ist  aber 


B  ==  V  (a*  4  r»),     C  =  \  Ma\     11  =  ^  {««  4-  c*  +  (6«  —  c»)  cos«  y  } 
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Zx*dm  —  Ey*dm  =  Ez'dm  —  J  E  (x«  +  y*  +  :«)  dm  =  J  Er'dm, 
wenn  r  den  Radiusvector  nach  dem  Punkte  (xyz)  bedeutet.    Nun  ist  aber 

dm  —  q  ■  4  n  rarfr, 


also  wird  « 

o 

Dies  liefert  u       8  _  „  „5       a  M  ■  •#    j„ä„3 

Man  kann  die  Aufsuchung  der  Hauptträgheitsmomentc  des  Ellipsoids  be- 
züglich des  Mittelpunktes  auf  das  Trägheitsmoment  der  Kugel  für  einen  Durch- 

messer  zurückführen.    Die  Gleichung  des  HEllipsoids    -t  -f  |,  +  ^  =  l  geht 

nämlich  durch  die  Substitution  x  =»  ax\  y  —  6y',  j  =  es'  über  in  x'*  -f  U%  +  z'1  =  1 
und  wird  rfm  =  Qdxdydz  =  q  abc  dx' dy  dz'  =  abedm,  mithin 

Ex* dm  =  «öc  •  ö*  Hx'*dm\ 
Ey*dm  =  aoe  •  6*  Ey'*dm\ 
Ez%dm  =  abc  •  c*  Ez'%  dm. 

Die  Gleichung  x'2  -f  y'1  -f  z'«  =_  1  stellt  aber  eine  Kugelfläche  vom  Radius  1 
dar  und  die  Summen  Ex'%dm\  Ey^dm,  Ei'rfjn'  beziehen  sich  auf  diese,  deren 
Massenelement  dm'  ist.    Für  sie  ist  aber  nach  dem  Obigen: 

Ex'*dm  =  Ey'*dm*=  Ez'*dm'= 

und  daher  werden 

-V  Ex*dm  =       Vy*dm  =  -1  Ez*dm  =  ^n9abc  =  f, />/, 

mitbin 

^  =  2  (y*  -f  2«)  rfm  =  J  jtf  (6*  +  c»),    AV  =  J     (c»  +  o»),    C  =  f,  Af  («*  -f-  6*). 

Diese  Bemerkung  wurde  von  Hearn  gemacht.  [Thomson  and  Ferrers,  Cam- 
bridge and  Dublin  mathem.  Journal,  Vol.  VIII,  p.  37  (1853).] 

§.  9.  Es  sei  ein  homogener  Rotationskörper  gegeben,  man  sucht  das 
Trägheitsmoment  für  die  Rotationsaxe  und  eine  zu  dieser  senkrechten  Geradon, 
welche  die  Rotationsaxe  in  einem  Punkte  Oschneidet.  Man  bemerkt  leicht,  dass 
die  Rotationsaxe  und  alle  Axen  durch  0  senkrecht  zu  ihr  Hauptaxen  des  Punktes 
0  sind  und  dass  das  Centralellipsoid  ein  Rotationsellipsoid  um  die  Rotationsaxe 
der  Figur  ist.  Für  die  Rotationsaxe  als  x-Axe,  m  als  Winkel,  den  ein  beliebiger 
Meridian  des  Körpers  mit  der  xy-  Ebene  bildet,  r  als  Abstand  eines  Punktes  in 
der  Ebene  des  Meridians  von  der  Axe  erhält  man  das  Element  der  Masse,  indem 
man  den  Körper  schneidet  1.  mit  zwei  Ebenen  im  Abstände  x  und  x  -j-  dx  von  0, 

2.  mit  zwei  Meridianebenen,  entsprechend  den  Winkeln  m  und  m  -j-  dm,  sowie 

3.  mit  zwei  Cvlinderflächen  um  die  x-Axe  mit  den  Radien  r  und  r  -\-  dr  durch 
die  Formel  dm  —  qr  dr  doo  dx.    Dies  ist  einzusetzen  in  die  Formeln 

A  =  E(y*  -f  2«)  dm  =  Er*dm, 
B  =  C  =  S  (»*  +  x»)  dm  =  E  (r*  sin*  e>  +  x«)  dm 

und  hierauf  ist  zu  integriron  nach  m  von  m  =  0  bis  b»2»,  wobei  die  Integrale 


in  2* 
j dm  =  2  n ,     j^8™*  m  dm 


o  o 

in  Anwendung  kommen,  nach  r  von  r  =  0  bis  r  =  y  =  /*(x),  wenn  y  =  f  (x) 
die  Gleichung  des  Meridians  für  den  Punkt  0  als  Ursprung  ist  und  nach  x  zwi- 
schen zwei  constanten  Werthen  x0,  xt.  Man  erhält  auf  dem  hier  angedeuteten 
Wege  zunächst: 
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A  =  2«q  I  (r*drdx, 


•To 

•r,  y  r,  y 


B  =  C  =  TtQ J  J r*  dr  dx  +  2no  j  J  rdr-x*dx  —  %  A  +  2  «p ^ ^  rdr'x*dx 

•To  0  -ro  0  -r0  0 

und  hierauf  durch  Auaführung  der  Integration  nach  r: 

.r,  .r, 

A  =  \  iiq  jy'dx,    B  =  C  —  \  A  -\-  no jx*dx. 

Hiermit  erhält  man  weiter  für  das  Trägheitsmoment  um  eine  beliebige  Axe  k  (aßy): 
H  =  A  cos*  a  -f  B  {cot1  ß  -f-  cos*  y)  =  A  cot*  a  -f  B  (1  —  co**  a) 

=  \  nQ  (1       ros?  a)^y  //* ^  H~  n  Ä,n?  a J  x*y*  dx . 
Wir  wenden  diese  Formel  an: 

1.  auf  den  Rotationskegel  für  die  Spitze  als  Punkt  0.    Es  sei  h  die 

r 

Höhe,  r  der  Radius  der  Basis.     Man  erhält  wegen  y  —  ^  x,   A  =  ^  Af »-*, 

1/  =  *  «r«A,  Z?  =  C  =  ^  Mr*  -f  §  jl/A*    #  =  ^  >/r«  (1  +  cos*  a)  +  $         «V  * ; 

2.  auf  das  sphärische  Segment  für  den  Scheitel  desselben  als 
Punkt  0.   Ist  r  der  Radius  der  Kugel,  so  wird  y  =  V2rx  —  x*,  x0  —  0,  x,  —  x, 


J  y*dx  =  x3     r*  -f  i      —  ri),        ^  y*x*dx  =  x'      r  —  ^  x)  , 

o  <> 
=  »ox3^»  +  TVx?    -  {rx)t       B  =  C  =  »oJ^^r*  —  ^  x»  -f  \rx). 

Für  die  Vollkugel  wird  wegen  M  =  ^nr3,  A  —  $Mr*,  B  =  \  Mr*.  —  Für 
die  Halbkugel  erhält  man  wegen  M  =  |«r3,  A  =  \Mr*%  Ii  —  \\  Mr*; 

3.  auf  den  K  reiscy  linder  für  den  Schwerpunkt  als  Punkt  0.  Ist  r 
der  Radius,  a  die  Länge  des  Cylinder»,  so  wird  A  —  ^  r»,  /?  =  C  =  r»  -f  ■*[  o», 
;W  —  »r1«.  —  Für  dio  cylindrisebe  Röhre  vom  inneren  Radius  r  und  der 
Wanddicke  d  hat  man  M  =  «o  {(r  +  r»},   ^  =  *f  {(r  +  d)*  -f-  »•»}. 


*  =  *  {(r  +  d)*  +  r«}  +  ^a*. 


Für  den  homogenen  Ovalkörper,  welcher  durch  Rotation  der  Ovallinie 
r  —  2a  cos*  &  um  die  Polaraxe  entsteht,  die  HaupttrHgheitsmomente  und  Träg- 
heitsradien  des  Schwerpunktes  zu  finden. 

Das  Trägheitsmoment  einer  Biconvexlinse  für  einon  Durchmesser  der  ge- 
meinschaftlichen Kroisbasis  als  Axc  zu  finden,  an  welcher  die  beiden  Planconvox- 
linscn  zusammenstossen ,  welche  die  Biconvexlinse  bilden. 

§.  10.  Für  Trägheitsmomente  von  homogenen  Rotationskörpern  kann  man 
einen  den  Gnldin'schen  Sätzen  über  den  Massenmittelpunkt  nicht  unähnlichen  Satz 
aufstellen.  Besitzt  nämlich  eine  ebene  Figur  (Fig.  250.)  eine  Symmctrieaxe  o, 
so  ist,  wenn  dx  'ein  Flächenelement  derselben  und  x  seinen  Abstand  von  dieser 
Axe  bedeutet,  Sxd«       0  und   Ex* du  =  0,  weil  vermöge  der  Symmetrie  der 
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Figur  die  Fläeheneleraente ,  welche  paarweise  in  entgegengesetzt  gleichem  Ab- 
stände .v  diesseits  und  jenseits  der  Axe  liegen,  sich  tilgen.  Setzt  man  weiter 
Zx*da  «=  x'ct,  wo  a  den  Flächenraum  der  Figur  und 
x  deren  Trägheitsradius  für  die  Axe  a  darstellt,  so  wird 
das  Trägheitsmoment  des  Rotationskörpers,  den  die 
Fläche  a  bei  der  Drehung  um  eine  mit  «  im  Abstände 
d  parallele  Axe  A  erzeugt: 

H  =  2noZ[x  -f  d)3da, 

indem  2  «  {x  -f-  d)  da  •  q  einen  Elcmentarring  der  Masse 
darstellt.    Dieser  Ausdruck  nimmt  aber  vermöge  der  vorstehenden  Bemerkungen 
die  Form  an:  * 

H  =  2no  {(PZda  +  SdtZxda  -f  3d2x*da  -f  £x'd«)  =  2nqad{d%  -f  3x>). 

Da  nach  dem  Guldin'schen  Satze  das  Volumen  des  Rotationskörpers  2nad  und 
also  2noad  seine  Masse  M  ist,  so  hat  man 

H  =  M  {d*  +  3  x«) . 

Ei  darf  hierbei  aber  die  Rotationsaxe  A  die  Fläche  a  nicht  schneiden.  Der  frag- 
liche Satz  lautet  demnach: 

Besitzt  ein  geschlossener  ebener  Flächenraum  eine  Syrametric- 
axe  und  ist  x  sein  Trägheitsradius  in  Bezug  auf  sie,  so  ist  derTräg- 
heitsradius  des  homogenen  Rotationskörpers,  welchen  die  Figur 
durch  Rotation  um  eine  im  Abstände  d  mit  der  Symmetrieaxt-  paral- 
lele Axe  erzeugt,  in  Bezug  auf  diese  Axe  gleich  dt  -f-  3x*. 

Der  Satz  ist  von  Townsend  [On  the  moment  of  inertia  of  a  ring  with  respect 
to  its  atis  of  revolution.  Cambridgo  and  Dublin  Quarterly  Journal  of  pure  and  appl. 
Mathem.,  T.  X,  p.  203  (1869)]. 

§.  il.  Für  nicht  besonders  complicirte,  insbesondere  homogene  Systeme 
kann  man  sich  zur  Bestimmung  der  Trägheitsmomente  des  Satzes  §.  6.  mit  Erfolg 
bedienen,  wenn  man  damit  noch  einen  anderen  Satz  über  die  Trägheitsmomente 
ähnlicher  Systeme  in  Bezug  auf  homolog  liegende  Axei)  verbindet.  Denkt  man 
sich  nämlich  zwei  homogene  ähnliche  Systeme  in  gleichviel  ähnliche  Massen- 
elemente zerlegt,  so  stehen  die  Massen  je  zwei  homologer  solcher  Elemente  in 
dem  constanten  Verhältnisse  ihrer  Raumdimensionen ,  welches  Verhältniss  für 
lineäre  Systcmo  «,  für  flächenartige  Systeme  t*  und  für  räumliche  Systeme  *s  sei; 
die  Abstände  dieser  Elemente  von  zwei  homolog  liegenden  Axen  stehen  im  Ver- 
hältniss £  der  Linien  und  ihre  Quadrate  also  im  Verhältniss,  f*.  Demnach  stehen 
die  Trägheitsmomente  der  Elemente  im  Vorhältniss  f8,  $*,  und  in  demselben 
Verhältnisse  auch  die  Trägheitsmomente  der  ähnlichen  Systeme  bezüglich  jener 
Axen.    Daher  der  Satz: 

Ist  e  das  Aehnlichkeitsverhältniss  zweier  ähnlicher  homogener 
Systeme,  so  ist  das  Verhältniss  ihrer  Trägheitsmomente  //,  //'  in 
Bezug  auf  zwei  ähnlich  liegendo  Axen  A,  A'  gleich  f",  wo  n  =  3,  4,  5, 
je  nachdem  die  Systeme  eine,  zwei  oder  drei  Dimensionen  besitzen, 
d.  h.: 

//'=  f«    //,     «  -  3,  4,  5. 

Einige  Beispiele  sollen  die  Anwendung  dieses  Satzes  erläutern. 

1.  Trägheitsmoment  H  einer  homogenen  Strecke  AB  (Fig.  251.) 
für  eine  Schwerpunktsaxe  A,  mit  weicher  dio  Strecke  den  Winkel  «  bildet.  Das 
Trägheitsmoment  //  für  die  Axe  A  ist  die  Summe  der  Trägheitsmomente  der  beiden 
Hälften  AS  und  SB  der  Strecke  AB  für  dieselben  Axen  und  diese  haben  gleiches 
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Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  sie ,  gleich  £  //.  Ebenso  gross  ist  das  Trägheits- 
moment der  halben  Strecke  AS  in  Bezug  auf  eine  durch  A 
gehende,  mit  h  parallele  Axe  ti,  denn  AS  und  SB  sind  ähnliche 
Systeme  für  e  =  1  und  beide  Axcn  haben  gegen  sie  homologe 
Lage.  Das  Trägheitsmoment  ff  der  ganzen  Länge  A  B  für  die 
L'  Axe  ti  steht  aber  zu  dem  Trägheitsmoment  von  AS  für  ti  in 

dem  Verhältniss  2S,  da  A  B  =-  2  A  S.  Daher  ist  // '  =  8  \  ff  —  4  H. 
Nun  ist  aber  auch  H' —  II  -\-  ±  l  M  sin*  u ,  wenn  AB  =  l  ist,  in- 
dem /  sin  et  den  Abstand  des  Massenmittelpunktes  5  von  der  Axe 
ti  darstellt.  Daher  hat  man  schliesslich  4  II  =  II  -\-  {  IM  sin*  a 
oder  H  =-  ^IM  sin' ct. 

2.  Trägheitsmoment  ff  derFläcbe  eines  homogenen 
Parallelogramms  ABCD  (Fig.  252.)  für  eine  Axe  h  des  Massen- 
mittelpunktes S.  Das  Trägheitsmoment  H  ist  die  Summe  der  Träg- 
heitsmomente der  vier  Parallelogramme  SA,  SB,  SC,  SD,  welche 
unter  sich  congruent  und  dem  Ganzen  im  Verhältniss  t  =  \  ähnlich  sind.  Die 
Parallelogramme  SA,  SC  einerseits  und  SB,  SD  andererseits  haben  gleiches 
Trägheitsmoment  für  die  Axe  h.  Sind  also  HSA,  HSß  ihre  Werthe,  so  wird 
II  =  2  (HSA  4-  BSß).  Das  Parallelogramm  SA  liefert  aber  für  die  Axe  h  und 
^  eine  durch  A  gehende,  ihr  parallele  Axe  ti  denselben  Werth 

ffSA  —  BJ" SA,  da  SC  und  AS  congruent  und  gleicher  Lage 
gegen  h  und  ti  sind.  Ebenso  ist  HSB  =  H  sb>  weon  ti' 
eine  darch  B  gehende,  zu  h  parallele  Axe  bedeutet.  Daher 
ist  auch  H  =  2  (ff's A  +  H"SB).  Nennen  wir  jetzt  ff'  und 
H"  die  Trägheitsmomente  des  Ganzen  für  //  und  ti',  so  lie- 
fert die  Aehnlichkeit  der  Figuren  AS  und  AC,  sowie  BS, 
BC  die  Relationen         2*  •  H'SA,  H"=  2*  •  ff"  SB  und  ««gleich  ist  H  -f  Alp*, 

ff"^  H  +  M q*,  wenn  p  und  q  die  Abstände  des  Massenmittelpunktes  des  Ganzen 
von  den  Axen  ti,  ti'  ist,  welche  durch  zwei  nicht  gegenüber  liegende  Ecken  der 
Figur  gehen.    Hieraus  folgt 

H'  +  B"=  211  +  M  (p*  +  q*) 

16  (B'SA  +  /y'Si?)  =  8  //  =  2  ff  +  ;W  (p»  -f 

B  =  iA/(p«  + 

Die  Grössen  p  und  9  sind  die  Abstände  zweier  nicht  gegenüberliegender  Ecken 
des  Parallelogramms  von  der  Axe  h.  Sie  können  nicht  grösser  werden,  als  die 
halben  Diameter  AS  und  BS  des  Parallelogramms,  deren  Projectionen  auf  eine  zur 
Axe  k  senkrechte  Ebene  sie  sind.  Daher  wird  //  ein  Maximum  für  die  Axe  h, 
welche  auf  der  Ebene  des  Parallelogramms  senkrecht  steht.  Die  beiden  anderen 
Hauptaxen  der  Trägheit  fallen  in  die  Ebene  der  Figur  und  sind  senkrecht  zu  deren 
Seiten.    Für  die  mit  der  Seite  BC  parallele  Axe  wird 

p  =  q  =  \  A  B  •  s  in  a , 

wenn  et  den  Winkel  des  Parallelogramms  bezeichnet,  mithin 

ff  =  ^  M  •  Alf*  sin*  a . 

Man  erhält  dies  Resultat  auch  aus  Nr.  1,  wenn  man  das  Parallelogramm  in  un- 
endlich schmale  Streifen  parallel  AB  «erlegt.    Den  Maximalwerth 

II  =  ^  M  (AC*  -f  BD*) 
kann  man  mit  Hülfe  der  Seiten  darstellen,  iudem 

AC*  =  TB*  -f  BC1  -f-  2  AB  BC- cos  et,    BD*  =»  AB*  +  BC*  —  2  AB-  BC  cos  a, 


und  weiter  also: 


d.  h.: 
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also 

wird,  nämlich: 


AC*  -f  RD*      2  (AR*  -f  RC*) 
11 


^M{AR*  +  BC*). 

3.  Trägheitsmoment  der  homogenen  Dreiecksfläche  ABC  (Fig.  253.) 
für  eine  Massenmittelpunktsaxe  h.  Ergänzt  man  das  Dreieck  zo  einem  Parallelo- 
gramm, so  erhält  man  für  das  Trägheitsmoment  H'  um  eine  durch  die  Mitte  P 
der  Seite  AB  gehende,  zu  h  parallele  Axe  h'  das  halbe  Trägheitsmoment  des  Paral- 
lelogramms (s.  Nr.  2),  nämlich,  wenn  A  die  Dreiecksfläche  und  also  2d  die  des 
Parallelogramms  ist: 

IT  =  je  A  [(4  y)*  +  (8  p)*] , 

wo  ^y  und  3p  die  Perpendikel  bedeuten,  welche  von  B  oder  A  und  C  auf  die 
Axe  ti  gefällt  werden  können,    y  ist  die  Protection  der  Seite  AB  —  c  nnd  3  p 

Fiff.  8S3. 


die  Projection  der  Mediane  CP,  also  p  die  des  Massenmittelpunktsabstandea  SP  auf 
eine  zu  den  Axen  h,  k'  senkrechte  Ebene.  Um  aus  rf  das  Trägheitsmoment  H  für  die 
Massenmittelpunktsaxe  A  zu  erhalten,  hat  man  A-  p%  abzuziehen;  dadurch  kommt: 

H  —  ifd-  y*  -f  \d  p« 

Bezeichnet  man  nun  mit  a,  ß,  3g,  3r  die  Projectioneu  der  Seiten  a,  l>  und  der 
Medianen  AQ,  BR  auf  jene  Ebene,  so  erhält  man  in  gleicher  Weise 

H  =  &A    ß*  +  \J    g*,       H^&J    ai  +  lJ  r* 
und  indem  man  die  Summe  der  drei  Ausdrücke  für  H  durch  3  dividirt: 

H  -  *  ä  (««  +  ß*  +  y«)  +  \d  (p*  +  g*  -f  r»). 
In  der  Projection  A0R0C0  des  Dreiecks  ARC  auf  die  zu  A  senkrechte  Ebene  sind 
3p,  3g,  3  r  die  drei  Medianen  zu  den  Seiten  y,  0,  et  und  ist  6p  die  Diagonale 
des  Parallelogramms  C„C0',  zu  welchem  A0R0C0  ergänzt  werden  kann.    Man  hat 
datier: 

(6  p)«  =-  a*  +  ß*  +  2  afl  co*  C0 
yt  =  at  +  ßt  _  ittßco$C0 

,St'  (6  p)«  -  2(a«  +  ß*)  -  y*. 

In  ähnlicher  Weise  ist 

(6  g)*  =  2  tft  4.  yt)  _  «*,    (6  P)t  =  2  (y*  +  ««)  -  ß*. 

Daher  erhält  man  durch  Addition  dieser  Ausdrücke 

12(p«  +  9*  +  r«)  =  «*  +  P'  +  y', 

und  indem  man  hiermit  p*  -f  7*  +  r*  ÄOS  der  Gleichung  für  //  eliminirt: 

Steht  die  Axe  h  senkrecht  auf  der  Ebene  des  Dreiecks,  so  werden  a,  ß,  y  gleich 
den  Seiten  des  Dreiecks  selbst.  Daher  ist  11  zugleich  das  Trägheitsmoment  des 
Dreiecks  A0R0C0l  d.  h. : 


oder  da 
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Das  Trägheitsmoment  eines  homogenen  Dreiecks  für  irgend,  eine 
Mas sen m itt e  1  pun k t sax e  ist  gleich  dem  Trägheitsmomente  der  Pro- 
jection  des  Dreiecks  auf  eine  zu  dieser  Axe  senkrechte  Ebene  iu  Be- 
zog auf  dieselbe  Axe,  wenn  die  Projcction  mit  derselben  Masse  be- 
legt gedacht  wird,  wio  das  ursprüngliche  Dreieck. 

Elirainirt  man  nicht  p*  -f  q*  -f  r*»  sondern  a*  -f-  ß*  +  V?>  80  ergibt  sich 

es  sind  aber  $  d  •  />«,  4,  d  ■  q*y  \  d  ■  r*  die  Trägheitsmomente  der  drei  Seitenmitten 
P,  Q,  Rf  wenn  in  jeder  derselben  die  Masse  £  d  concentrirt  gedacht  wird,  d.  h.: 
Das  Trägheitsmoment  einer  homogenen  Dreiecks  fläche  in  Bezug 
auf  eine  Mittel  pun  k  ts  axe  ist  gleich  dem  Trägheitsmoment  der  drei 
Seitenmitten,  wenn  jede  von  diesen  den  dritten  Theil  der  Dreiecks- 
masse enthält. 

Fällt  die  Axe  h  in  die  Ebene  des  Dreiecks,  so  fallen  die  Projectionen  «,  ß,  y 
der  Seiten  auf  eine  zu  h  senkrechte  Ebene  in  eine  Gerade  und  ist  u  +  ß  -f-  v  =  0 
also  das  Quadrat  jeder  von  ihnen  gleich  dem  Quadrat  der  Summe  der  beiden 
anderen.    Daher  wird  hierfür  H  =  ^  d  (o»  +  0«)  =  TV  d  {««  -f  aß  +  ß*). 

Die  Gleichung  H  =  \  d  (p*  -f  q*  4-  r")  wollen  wir  noch  benutzen,  um  das 
Trägheitsmoment  für  eine  in  der  Ebene  des  Dreiecks  liegende,  durch  die  Ecke  C 

gehende  Axe  ti  zu  bestimmen,  indem  hierfür  p,  q,  r 
die  Perpendikel  von  den  Seitenroitten  P,  Q,  R  auf 
eine  mit  ti  durch  den  Massenmittelpunkt  parallel  ge- 
legte Axe  h  bedeuten  (Fig.  254.}.  Ist  s  der  Abstand 
des  Massenmittelpunktes  von  k\  so  wird 

//'=  td(p*  +  ?»  -f  r«j  +  J.*«." 
Bezeichnen  wir  jetzt  mit  a,  h  die  Abstände  der  Ecken 
Ay  B  von  h',  so  wird 

V  =  \{a  +  b)  —  s,  ?  —  4  &  —  * .  r  =  \  a  —  s, 
oder  weil  *  =  4;  (a  +  *): 

P  +         9  =  i(A-2«),  r-i(«-26), 

folglich:  p«  +  9*  -f  r«  =  *  (««  +  A«  -  ab), 

also:  //'=ÜJ(fl*  +  «i  +  A*) . 

4.  Das  Trägheitsmoment  der  homogenen  Fläche  eines  regulären 
Vielecks  in  Bezug  auf  die  zur  Figur  senkrechte  Seh werpunktsaxe 
zu  finden. 

6.  Die  Trägheitsmomente  für  oin  rechtwinkliges  Parallelepip  cd 
und  ein  dreiseitiges  gerades  Prisma  zu  finden. 

§.  12.  Wir  wollen  jetzt  die  Richtungen  der  Hauptaxen  und  die 
Grösse  der  Hauptträgheitsmomente  für  einen  beliebigen  Punkt  0(xyz) 
des  Raumes  mit  Hülfe  der  bekannten  Elemente  des  Massenmittelpunktes 
S  bestimmen.  Das  Trägheitsmoment  für  irgend  eine  Axe  h  {aßy)  des 
Punktes  0,  welche  von  S  den  Abstand  d  hat,  ist 

H  —  A  cos'1  et  -j-  B  cos7  ß  -\-  C  cos-  y  -\-  Meß, 

oder,  wenn  wir  lieber  mit  den  entsprechenden  Trägheitsradicn  o,  a,  A,  c 
die  Untersuchung  führen  wollen,  so  ist 

q2  =  a7  cos2  a  -j-  b'*  cos7  ß  -f-  c7  cos'2  y  +  d2, 

oder  weil 


• 
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d2  =  x*  -f-  y2  -\~  z2  —  (x  cos  et  -f  y  cos  ß  -f  z  cos  y)2 
=  r1  —  (.r  cos  et  -\-  y  cos  ß  -\-  z  cos  y)2, 

wo  r2  =  x2  -f-  y*  -|-  z2  ist , 

0-  =  («2  _|_  r2)  C0Ä2  a  _|_  ^2  _|_  r?)  cos2  ß  _|_  (c2  _|_  r2)  coJ2  y 

—  (x  cos  a  -f-  y  cos  ß  ~\~ z  cos  y)2« 

Um  die  Richtungen  der  Hauptaxen  des  Punktes  0  zu  finden,  hat  man 
p2  in  Bezug  auf  a,  ß,  y  mit  Rücksicht  auf  cos2  et  -f-  cos2  ß  -\-  cos2  y  —  1=0 
zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu  machen.  Indem  man  letztere  Glei- 
chung mit  dem  unbestimmten  Factor  —  X  multiplicirt  und  sie  zur  vorigen 
addirt,  ergibt  die  Differentiation  nach  cos  or,  cos  ß,  cos  y: 

(a2  -fr2  —  X)  cos  et  —  x  (x  cos  et  -\-  y  cos  ß  -\-  z  cos  y) 
(b2  -\-  r2  —  X)  cos  ß  =  y  (x  cos  ti  -\-  y  cos  ß  -\-  z  cos  y) 
(c2  -\-  r2  —  X)  cos  y  =  z  (x  cos  et  -f-  y  cos  ß  -f-  z  cos  y) . 
Aus  diesen  Gleichungen  findet  sich,  wenn  man  sie  der  Reihe  nach  mit 
cos  or,  cos      cos  y  multiplicirt  und  addirt,  dass  X  =  p2,  d.  h.  gleich  dem 
gesuchten  Werthe  von  p2  ist;  wenn  man  sie  dagegen  mit  x,  y,  z  mul- 
tiplicirt und  nach  der  Division  mit  resp.  a2  -j-  r2  —  p2,  b2  +  r2  —  p2, 
c-  -|-  rl  —  p2  addirt,  erhalt  man  die  eubische  Gleichung  für  die  Maximal- 
und  Minimalwerthe  von  p2: 

a*  +  rJ-^t  b2  +  r2  -  p2  ^  c2  +  r2  —  p2 

endlich  ergibt  sich  noch  für  die  Richtung  ttßy  der  Hauptaxen  des  Punk- 
tes 0: 

cos  et  cos  ß  cos  y 

x  y  z 


a*  +  r2  —  p2        b2  +  r2  -  p2        c2  +  r2  —  p2 
Die  Wurzeln  der  eubischen  Gleichung  liegen  zwischen   a2  -|-  r2  und 
b2  -f-  r2,  zwischen  b2  +  r2  und  c2  -f-  r2  und  zwischen  c2  -f-  r2  und  -f-  oo 
und  die  drei  Werthe  von  r2  —  p2  sind  die  drei  Parameter  A,  fi,  v  dreier 
Flächen  zweiter  Ordnung 

**  +  t.   .  _, 

»     1.2    I     ..  -  •     ...»    I     -    1  ' 


-f-  fl         ^2  +  f*        c1  -}-  |K 


welche  mit  dem  Ellipsoido 

x2       y2  z2 

a2  +  b2  +  c2  =  1 
confocal  sind  und  durch  den  Punkt  0  (xyz)  hindurchgehen.   Von  diesen 
Flächen  ist  eine  ein  Ellipsoid,  die  andere  ein '  einfaches  und  die  dritte 
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ein  Doppelhyperboloid.  Die  Proportion  für  cos  a,  cosß,  cos  y  zeigt, 
dass  die  Richtungen  der  Hauptaxen  in  0  die  Normalen  der  drei  con- 
focalen  Flächen  sind.  Das  Grundellipsoid  um  den  Massenmittelpunkt  als 
Mittelpunkt  mit  deu  Hauptträgheitsradicn  als  Halbaxen  in  den  Rich- 
tungen der  Hauptaxen  dos  Schwerpunktes  wird  von  Clebsch  (Zur 
Theorie  der  Trägheitsmomente  und  der  Drehung  um  einen  Punkt, 
Crelle's  Journ.  B.  57,  S.  73)  das  zweite  Oentralellipsoid  ge- 
nannt. Man  erhält  dasselbe,  indem  man  auf  jeder  Axe  des  Massenmittel- 
punktes die  Länge  ihres  Trägheitsradius  aufträgt  und  in  dessen  End- 
punkte eine  Ebene  normal  zu  ihm  errichtet;  die  Enveloppe  aller  dieser 
Ebenen  ist  das  zweite  Centralellipsoid.    Legt  man  nämlich  im  Punkte 

x  ^      i         z  f 

xyz  an  dasselbe  die  Tangentenebene,  so  ist  — ,  -f-  ^?  -j  s  =  *  deren 

a        b  c 

Gleichung  und  erhält  man  für  die  Richtung  des  Perpendikels  x  auf  die 
Tangentenebene : 

xx  0       xy  x: 

cosa  =       ,     cos  ß  =  ^  ,     cos  y  =  ^  , 

woraus  folgt: 

a2  cos2  «  -f  62  cos*  ß  +  c*  cos2  y  =  x2  (-^  +  ^  +  ~j  =  x2 

und  dies  ist  genau  der  Ausdruck  für  den  Trägheitsradius  der  Axe 
(aßy),  wie  er  §.  3.  am  Ende  gefunden  ward. 

Die  Grössen  der  Hauptträgheitsradien  des  Punktes  0  ergeben  sich 
aus  den  Parametern  A,  (iy  v  der  drei  confocalen  Flächen,  nämlich  da 
r2  —  o2  =  A,  fiy  v  ist,  so  wird  Q  die  drei  Werthe  haben: 

?i  =  V^  +  l »     92  =  V~rl  +7.     ?3  =  /r2  T^. 
Wir  können  daher  jetzt  den  Satz  aufstellen : 

Um  die  Hauptaxen  für  irgend  einen  Punkt  0  des  Raumes 
zu  finden,  wenn  die  Hauptaxen  und  Hauptträgheitsradicn 
des  Massenmittelpunktes  gegeben  sind,  construire  man  das 
zweite  Centralellipsoid  dieses  Punktes  und  die  drei  mit  ihm 
confocalen  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  durch  den  ge- 
gebenen Punkt  gehen;  die  Normalen  dieser  drei  Flächen  in 
diesemPunkte  sind  die  gesuchten  Hauptaxen  desselben  und 
die  Quadrate  der  Hauptträgheitsradien  sind  gleich  den  Sum- 
men, gebildet  aus  dem  Quadrate  des  Abstand  es  des  Punktes  0 
vom  Massenmittelpunkte  und  den  Parametern  jener  Flächen. 
Dieser  Satz  rührt  von  Binet  her  (Journ.  de  Vecole  Polytcchn.  Cah.  XVI, 
p.  41,  1811). 

§.  13.    Es  sei  n  >  b  >  c  und  A  der  Parameter  des  Ellipsoids,  p 
der  des  einfachen  und  v  der  des  doppelten  Hyperboloids;  dann  ist 
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a2  -f  A  >  0  b2  -f-  A  >  0  o2  -fr  A  >  0 
a2  -j-  (i  >  0  ö2  -f  fi  >  0  e2  -|-  V>  >  0 
ai  +  v  >  0      fc2  -f  v  >  0      r2  -f  v  >  0. 

Hieraus  folgt: 

—  A  <  c2  <  —  p  <  6»  <  —  A  <  a2, 

d.  h.  wegen  (>,2  =  r2  —  A,  p22  =  r2  —       £,2  =  r2  —  v: 

92  <  c2  +  r2  <  (>,,2  <  62  +  r2  <  o32  <  «2  +  r2. 

Der  kleinste  von  den  drei  Hauptt räg Ii eitsra dien  eines  Punk- 
tes gehört  ml  so  der  Richtung,  welche  die  Normale  des  mit 
dem  Centralelli  psoid  confocalen  Ellipsoids  ist,  der  mitt- 
lere der  Normalen  des  einfachen  und  der  grössto  der  Nor- 
malen des  doppelten  Hyperboloids  an. 
Aus  der  Gleichung 

n  o  n 

y  .  ,       y1       i  *  _    . ,  i 

deren  Wurzeln  p,2,  p22,  e32  sind,  folgt,  indem  man  den  Coefficienten 
von  o2  gleich  der  Summe  der  Wurzeln  setzt  mit  geändertem  Vorzeichen : 
C,2  +  ?22  +  C32  =  2r2-f«2-f&2  +  c2. 

Die  Quadratsumme  der  Hauptträgheitsradien  eines  Punktes 
bleibt  daher  mit  r,  d.  h.  für  alle  Punkte  auf  einer  um  den 
Massenmittelpunkt  beschriebenen  Kugelfläche  constant. 

Es  entsteht  die  Frage,  ob  es  nicht  Punkte  x,  y,  z  im  Kauine  gebe, 
für  welche  zwei  Hauptträgheitsradieu ,  also  auch  zwei  Hauptträgheits- 
raomente  einander  gleich  werden  und  folglich  das  Centralellipsoid  ein 
Rotationsellipsoid  wird.  Da  jeder  Diameter  des  Ccntralellipsoids ,  wel- 
cher in  die  Ebene  der  gleichen  Hauptträgheitsradien  fallt,  in  diesem 
Falle  als  Hauptaxe  angesehen  werden  kann,  so  müssen  die  Gleichungen, 
welche  die  Richtungen  der  Hauptaxen  angeben,  für  solche  Punkte  un- 
abhängig von  a,  /J,  y  erfüllt  werden.  Dies  liefert  aber  die  drei  Fälle: 
x  =  0  und  a2  +  r2  —  o2  =  0,  oder  y  =  0  und  b2  -j-  r2  —  q2  =  0, 
oder  2  =  0  und  c2  -\-  r2  —  o2  =  0.  Die  Curvo,  auf  welcher  der  Punkt 
Xj  y,  z  in  diesen  Fällen  liegt,  ist  demnach: 


oder : 
oder: 


Von  diesen  Curven  ist  eine  imaginär;  für  a  >  b  >  c  ist  es  die 
erste,  in  der  yz- Ebene  liegende;  von  den  beiden  anderen,  welche  in 
den  beiden  anderen  Coordinatenebenen  liegen,  ist  die  eine  eine  Ellipse, 
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die  audere  eine  Hyperbel.  Sie  sind  identisch  mit  den  Focalcurven  des 
Centralcllipsoids. 

Man  erkennt  hieraus  weiter,  dass,  wenn  für  einen  Funkt  x,  y,  z 
alle  drei  Hauptträgheitsmomente  einander  gleich  werden  und  alle  Axen 
Hauptaxen  sind,  also  das  Trägheitsellipsoid  eine  Kugel  werden  soll,  er 
auf  der  Focalellipse  und  Focalhyperbel  zugleich  liegen  muss.  Die  Ebenen 
dieser  Curven  schneiden  sich  in  der  grössten  Axe  des  Centralellipsoids; 
sollen  dieselben  einen  Punkt  gemein  haben,  so  muss  die  kleinste  Axe 
gleich  der  mittleren  werden.  Für  a  —  b  <  c  ist  die  Entfernung  solcher 
Punkte  vom  Schwerpunkte  ?  =  +  V cl  —  «*•  Man  gelangt  hierzu  auch 
durch  folgende  Schlüsse. 

Ist  0  ein  solcher  Kugelpunkt,  so  ziehe  man  SO  und  lege  durch  S 
und  O  Ebenen  senkrecht  zu  SO.  Da  alle  Axen  fi  in  der  durch  0 
gehenden  Ebene  gleiche  Trägheitsmomente  besitzen,  so  können  irgend 
zwei  beliebige  zu  einander  senkrechte  derselben  als  Hauptaxen  des 
Punktes  0  angesehen  werden  und  da  die  drei  Hauptaxen  eines  Punktes 
alle  drei  unter  einander  senkrecht  sein  müssen,  so  folgt,  dass  SO  gleich- 
falls eine  Hauptaxc  für  0  sein  muss.    Vermöge  der  Gleichung 

H'  =  H  +  M  •  S  O2 
folgt  aber  weiter,  daBS  auch  alle  Axen  h  in  der  durch  5  gehenden  Pa- 
rallelebene gleiche  Trägheitsmomente  H  besitzen  müssen.  Der  Punkt  0 
muss  daher  nothwendig  auf  dem  Perpendikel  liegen,  welches  im  Schwer- 
punkte auf  einer  der  Kreisschnittsebenen  des  Centralellipsoids  errichtet 
werden  kann.  Soll  aber  eine  Hanptaxe  eines  EUipsoids  auf  einer  Ebene 
eines  Kreisschnitts  senkrecht  stehen,  so  muss  das  Ellipsoid  ein  Rotations- 
ellipsoid sein.  Daher  ist  die  Ebene  senkrecht  zu  SO  durch  S  die  Ebene 
der  gleichen  Hauptaxen  des  Rotationscentralellipsoids  des  Schwerpunktes 
uud  liegt  0  auf  der  dritten,  ungleichen  Axe.  Der  Abstand  SO  findet 
sich  durch  die  Bemerkung,  dass  der  gemeinschaftliche  Werth  //'  aller 
Trägheitsmomente  für  0  gleich  dem  dritten  Hauptträgheitsmomente  der 
Massenmittelpunktsaxe  SO  sein  muss.  Heisst  dies  C  und  sind  A  =  B  die 
beiden  anderen,  so  folgt  ('  =  A  -j-  M  •  SO2  und  hieraus 

Damit  dieser  Werth  für  SO  reell  sei,  muss  C  >  A  sein.  Man  erhält 
daher  den  Satz: 

Damit  Punkte  existiren,  für  welche  das  Centralen ip- 
soid  eine  Kugel  wird,  ist  erforderlich,  dass  zwei  Haupt- 
trägheitsmomente des  Massenmittelpunktes  einander  gleich 
werden  und  ihr  gemeinsamer  Werth  kleiner  als  das  dritte 
Hauptträgheitsmoment  sei  (das  Centralellipsoid  ist  ein  ab- 
geplattetes Rotationsellipsoid);  ist  diese  Bedingung  erfüllt, 
so  gibt  es  auf  der  Axe  des  dritten  Hau  ptmom  ent  es  zwei  de  r- 
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artige  Punkte  diesseits  und  jenseits  vom  Massenmittelpunkte 
in  gleichem  Abstände. 

Beim  Uebergange  vom  Massenmittelpunkte  S  zu  einem"  anderen  Punkte 
0  ändern  sich  im  Allgemeinen  die  Richtungen  der  Ilauptaxen;  jedoch 
bleiben  sie  sich  parallel,  wenn  der  Punkt  0  auf  einer  Schwerpunkts- 
hauptaxe  selbst  liegt.  Denn  eine  solche  Axe  ist  Hauptaxo  aller  mit 
dem  Centralellipsoid  confocaler  Flächen.  Uebrigens  ergibt  sich  dieser 
Satz  auch  auf  folgende  Weise  sehr  einfach.  Vor  Allem  sieht  man  näm- 
lich ein,  dass,  wenn  SO  eine  Hauptaxe  für  den  Massenmittelpunkt  ist,  sie 
zugleich  für  alle  ihre  Punkte  0  Hauptaxe  ist.  Denn  zwei  von  den  In- 
tegralen fyzdm,  fzxdm,  fxydm  behalten  bei  dem  Fortschreiten  zum 
Punkte  0  constanten  Werth  und  sind  also  fortwährend  Null,  wenn  sie 
es  für  S  waren.  Da  die  Axe  SO  eine  Hauptaxe  für  0  ist,  so  liegen*  die 
beiden  anderen  Hauptaxen  des  Punktes  0  in  einer  zu  SO  senkrechten 
Ebene.  Nun  ziehe  man  die  Hauptaxen  in  &  und  lasse  zwei  Parallel- 
linien h  und  h'  sich  um  S  und  0  und  zwar  senkrecht  zu  SO  drehen; 
die  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  sie  seien  H,  H'  und  besteht  zwischen 
ihnen  die  Relation  //'=//  -f  M  •  S0\  d.  h.  die  Differenz  ü' —  H  der- 
selben ist  fortwährend  constant.  Erreicht  daher  während  der  Drehung 
//  sein  Maximum  oder  Minimum,  so  findet  dies  zugleich  auch  bei  tf 
statt;  hieraus  folgt,  dass  die  Axen  der  kleinsten  und  grössten  Träg- 
heitsmomente, d.  h.  die  Hauptaxen  parallel  sind. 

§.  14.  Die  Punkte,  für  welche  ein  Hauptträgheitsradius  ?  constant 
gleich  x  ist,  liegen  auf  der  Fläche  vierten  Grades: 

xl  y1 
.  v  -r 


Indem  man  x  variiren  lässt,  erhält  man  die  ganze  Schaar  derartiger 
Flächen,  welche  in  gewissem  Sinne  confocal  genannt  werden  können. 
Sie  zerfällt  in  drei  Partialschaaren ;  für  die  eine  ist  x2  zwischen  c2  und 
bly  für  die  andere  zwischen  b2  und  a2,  für  die  dritte  zwischen  «2  und  oo 
enthalten.  Zu  der  letzteren  Gattung  gehört  die  Fresnel'schc  Wellen- 
fläche der  doppelbrechenden  Medien. 

§.  16.  Die  Theorie  der  Deviationsmomente  Zmxy,  Lrnyz,  £mzx 
ist  in  neuerer  Zeit  Gegenstand  einer  interessanten  Schrift  geworden 
von  H&ton  de  la  Goupilliere:  Memoire  sur  une  theorie  nouvelle  de 
la  geometrie  des  masses  (Journ.  de  fecole  polyt.  37idn,°  cah.  p.  35).  Auf 
einer  neuen  Grundlage  mit  Hülfe  des  „imaginären  Bildes  des  Sy- 
stems" behandelt  die  Theorie  der  Hauptaxen  Hesse  in  seinen  „Vor- 
lesungen* über  analytische  Geometrie  des  Raumes,  insbesondere  über 
Oberflächen  zweiter  Ordnung"  (25.  und  26.  Vorlesung). 
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XII.  Capitel. 

Aequivalenz  und  Reduction  der  Momentankräfte  am  unveränder- 
lichen System. 

§.  1.  Die  Momentankraft,  welche  einem  Punkte  von  der  Masse  m 
die  Geschwindigkeit  v  angenblicklich  zu  ertheilen  vermag,  hat  die  In- 
tensität mt>,  fallt  in  die  Richtnug  der  Tangente  der  Bahn  des  Punktes 
und  stimmt  dem  Siune  nach  mit  v  überein.  Im  Folgenden  werden  wir 
die  sämmtlichen  Momentankräfte  eines  in  Bewegung  begriffenen  unver- 
änderlichen Systems,  welche  dessen  Punkten  zur  Zeit  t  ihre  Geschwindig- 
keiten zu  ertheilen  vermögen,  auf  ihre  Resultante  und  ihr  resultirendes 
Paar  reduciren.  Auf  die  Benennung  der  Grössen  mv  als  Momentan- 
kräfte ist  dabei  kein  Werth  zu  legen  und  kann  die  fragliche  Reduction 
auch  als  eine  Reduction  der  Geschwindigkeiten  angesehen  werden,  wenn 
man  einen  Punkt  von  der  Masse  m  als  m  fach  im  Sinne  von  Cap.  I, 
§.  1.  auffasst  und  sich  denkt,  dass  jeder  in  dem  Gesamratpunkte  von 
der  Masse  m  enthaltene  Partialpunkt  die  Geschwindigkeit  v  besitzt,  in 
.  Folge  dessen  die  Geschwindigkeit  v  bei  der  Reduction  am  Reductions- 
punkte  m  fach  in  gleichem  und  'entgegengesetztem  Sinne  anzutragen  ist. 

§.  2.    Wir  beginnen  mit  dem  einfachsten  Falle  und  nehmen  an, 
das  System  besitze  zur  Zeit  /  eine  Translationsgeschwindigkeit  v. 
Die  Momentankräfte  mv,  welche  Richtung  und  Sinn  gemein  haben,  lie 
fern  für  irgend  einen  Reductionspunkt  0  eine  Resultante 

R  =  £ mv  =  v  Em  —  Mv 

derselben  Richtung  und  desselben  Sinnes,  wobei  M  die  Gesammtmasse  des 
Systems  bezeichnet  uud  ein  Paar,  dessen  Axenmoment  N  senkrecht  zu 
R  ist  und  mit  Hülfe  des  Polygons  der  Axenmomente  aus  den  Axenmomen- 
ten  mvp,  mvp,  m"vp'\  . .  .  hervorgeht,  wo  die  Grössen  p  die  Abstände 
der  Momentankräfte  mt>,  m't>,  m"i>,...  vom  Pnnkte  0  darstellen.  Nach 
Cap.  V,  §.  3.  ist  daher  das  Kräftesystem  der  Einzelresultanten  R  =  Mv 
äquivalent,  welche  längs  der  Centralaxe  wirkt.  Dasselbe  besitzt  einen 
Kräftemittelpunkt  und  dieser  ist,  da  die  Kräfte  mv  den  Massen  der 
Angriffspunkte  proportional  sind,  der  Mittelpunkt  der  Massen.  Daher 
der  Satz: 

Die  Momentankräfte  eines  unveränderlichen  Systems, 
welches  zur  Zeit  /  eine  Translationsgeschwindigkeit  v  be- 
sitzt, sind  äquivalent  einer  Einzelresultanten  R  =  Mv,  gleich 
dem  Produkte  aus  der  Translationsgeschwindigkeit  v  und 
der  Gesammtmasse  M  des  Systems,  deren  Richtung  durch 
den  Massenmittelpunkt  geht  und  welche  mit  der*  Trans- 
lationsgeschwindigkeit parallel  und  gleichen  Sinnes  ist. 
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Diese  Moinentankraft  R  vermag  einem  Punkte  von  der  Masse  M 
die  Geschwindigkeit  v  zu  ertheilen;  indem  man  zu  diesem  Punkte  den 
Massenmittelpunkt  wählt,  folgt  weiter: 

Die  Resultante  R  besitzt  eine  Intensität,  vermöge  wel- 
cher sie  dem  Massenmittelpunkte,  wenn  in  ihm  die  Gesamrat- 
mas8e  des  Systems  vereinigt  wäre,  die  Geschwindigkeit  v 
zu  ertheilen  vermöchte. 

§.  3.  Das  System  besitze  eine  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um 
die  Momentanaxe  c  (Fig.  255.);  wir  ersetzen  dieselbe  durch  die  näm- 
liche Winkelgeschwindigkeit  um  die  zu  c  parallele  Axe  cw  des  Massen- 
mittelpunktes S  und  die  TranslationsgeBchwindigkeit  ila,  wo  a  den  Ab- 
stand beider  Axen  bedeutet,  welche  beide  zusammen  jener  äquivalent 
sind.    Die  Geschwindigkeit  Sla  ist  senkrecht  zu  der  Ebene  (cr0)  und 


Fig. 


gleich  der  Geschwindigkeit,  welche  der  Massenmittelpunkt  in  Folge  der 
Winkelgeschwindigkeit  um  c  besitzt.  Die  Momentankräfte,  welche  aus 
Sl  um  c  entspringen,  sind  äquivalent  den  Momentankräften,  welche  Sl 
um  cu  und  der  Translationsgeschwindigkeit  Sla  zusammen  entsprechen. 
Die  letzteren  sind  äquivalent  (§.  2.)  der  Resultanten  R  =  MSla,  welche 
durch  den  Massenmittelpunkt  5  hindurchgeht  und  mit  der  Translations- 
geschwindigkeit Sla  nach  Richtung  und  Sinn  übereinstimmt.  Vermöge 
der  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  cQ  besitzt  ein  Punkt  M  des  Systems 
im  Abstände  MP=r  von  der  Axe  c0  die  Geschwindigkeit  Sir  senk- 
recht zur  Ebene  (c0r)  und  wenn  m  seine  Masse  bezeichnet,  so  ist  mSlr 
die  Momentankraft,  welche  ihm  dieselbe  zu  ertheilen  vermag.  Indem 
wir  alle  solche  Momentankräfte  parallel  mit  ihrer  Richtung  in  beiderlei 
Sinn  durch  den  Punkt  S  hindurchlegen,  erhalten  wir  für  S  als  Reduc- 
tionspunkt  ein  Aggregat  von  Kräften  wÄr,  deren  Richtungen  sämmt- 
lich  in  eine  durch  S  gehende,  zu  cft  senkrechte  Ebene  fallen  und  ein 
Aggregat  von  Kräftepaaren  mSlr  •  SM,  deren  Axenmomente  den  Ebenen 
(t*0r)  parallel  sind.    Das  erstere  Aggregat  liefert  eine  Resultante 

R'=  Bes.  (mSlr,  m'Sl  r,  .  .  .), 
welche,  da  sämmtliche  Kräfte  Sl  proportional  sind,  dieser  Grösse  selbst 
proportional  ist,  sodass  sie 

R'  ==  Sl  •  Res.  (m  r ,  m'r,  .  .  .) 
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wird.  Ziehen  wir  durch  S  senkrecht  zu  c(,  irgend  eine  Gerade  /  und 
projiciren  das  Polygon,  welches  R'  liefert,  auf  sie,  so  erhalten  wir,  wenn 
A,  X\  .  . .  die  Winkel  (r/),  (r/),  ...  bezeichnen,  für  die  Projeetion 
von  R'  auf  /  die  Summe  UmrcosX,  oder,  wenn  wir  r  cos  X  =  x, 
r  cos  X'  =  x',  .  .  .  setzen,  Zmx.  Diese  Grösse  ist  aber  die  Summe  der 
Momente  des  Massensystems  für  eine  durch  S  gehende,  zu  /  senkrechte 
Ebene  und  als  solche  vermöge  der  Eigenschafton  des  Massenmittelpunk- 
tes für  jede  solche  Ebene,  also  für  jede  Gerade  /  Null.  Daher  ver- 
schwindet R'  und  ist  das  Aggregat  der  Kräfte  mSlr  an  S  im  Gleich- 
gewicht. Das  Aggregat  der  Kräftepaare  mSlr  •  SM  spalten  wir  aber 
zunächst  in  zwei  andere.  Indem  wir  durch  die  Projeetion  p  des  Punk- 
tes M  auf  die  zu  cit  senkrechte,  durch  5  geführte  Ebene  gleichfalls  zwei 
entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  mSlr  legen,  erhalten  wir  an  Stelle  des 
Paares  mSlr  •  SM  die  beiden  ihm  äquivalenten  Paare  »ißr,  dessen 
Axenmoment  parallel  r0  und  mflr  •  M]>y  dessen  Axcnmoment  senkrecht 
zu  f()  ist.  Die  sämmtlichen  Paare  der  ersten  Art  summiren  sich  und 
liefern  ein  Paar,  dessen  Axenmoment  N  =  Sl2mr*  parallel  /'0  und  glei- 
chen Sinnes  mit  $7.  ist  und  die  Form  N  =  SlMx(~  annimmt,  wenn  man 
das  Trägheitsmoment  £tnr2  des  Systems  für  die  Axe  r0  als  das  Produkt 
der  Gesamratmasse  M  und  des  Trägheitsradius  x0  für  diese  Axe  darstellt. 
Die  Paaro  der  zweiten  Art,  deren  Axonmomente  den  Ebenen  {c^r)  pa- 
rallel sind,  liefern  mit  Hülfe  eines  ebenen  Axenpolygons  ein  Paar, 
dessen  Axenmoment  K  wir  in  zwei  andere  Axenmomente  Kx  und  A'v 
auflösen,  beide  senkrecht  zu  c0,  von  denen  aber  das  erste  der  Ebene 
(erj  parallel,  das  andere  senkrecht  zu  ihr  ist.  Indem  wir  c0  im  Sinne 
von  Sl  als  positive  z-Axe,  die  Richtung  SC  des  Abstandes  a  des  Massen- 
mittelpunktes von  r  als  positive  x-Axv.  und  das  Perpendikel  .ST  auf  die 
Ebene  als  y-Axe   eines  rechtwinkligen   Coordinatensystems  der 

.r,  y,  z  ansehen,  wobei  wir  den  positiven  Drehungssinn  der  xy  -Ebene 

mit  dem  Sinne  von  Sl  übereinstimmend  wählen,  erhalten  wir,  da  —  ^  , 

ff  —  - 

—  ^   die  Richtnngscosinusse  der  Axe  pS  des  Paares  mSlr  •  Mp  —  mSlt  r 

gegen  die  Axen  der  x  und  y  sind  : 


sowie,   für  die  Neigung  t  von  Ii  gegen  die.  .«-Axe:    Itjt  —  £  t'v~~  ' 

Setzen  wir  grösserer  IJebereinstitnmung  mit  der  Bezeichnung  der  Träg- 
heitsmomente wegen : 


und  mithin 


2'nn/z 


M 
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oder  also  Zmxz  =  Ml'*,   Zmyz  =  My?,  wobei  aber  k'1  und  fi2  auch 
negativ,  also  i,  (i  imaginär  ausfallen  können,  je  nachdem  die  Deviations- 
momente Ztnxz,  Emyz  positiv  oder  negativ  sind,  so  stellen  sich  Kx, 
Ky,  Kz  und  tg  £  unter  der  Form  dar: 
Kx  =  —  Sl  Ml\    Ky  =  —  Sl  Mp\    K  =  Sl  M  j/tfJjTp,    l(Ji=  \> 

Wir  erhalten  daher  schliesslich  für  das  resultirende  Paar  G  der  Momentan- 
kräfte für  die  Reduction  des  Massenmittelpunktes  und  für  die  Richtung 
(aßy)  seines  Axenmomentes: 

G  =  y&  +  AV'  +  K*  =  SIM]/**  +     +  f*\ 

COS  CC  COS  ß  COS  V  1 

K  ~  =  ~Ky~  =  =  G  ' 

Die  Resultante  K  und  das  Paar  G  sind  demnach  dem  System  dir  Mo- 
mentankräfte äquivalent  und  wir  erhalten  den  Satz: 

Die  Moraentankräfte  eines  unveränderlichen  Systems, 
welches  eine  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  eine  Momentan- 
axe  c  im  Abstände  a  vom  Massenmittelpunkte  S  besitzt,  sind 
äquivalent  einer  Resultanten  Ä,  welche  durch  den  Massen- 
mittelpunkt hindurchgeht,  in  Verbindung  mit  einem  rosul- 
tirendon  Paare,  dessen  Axenmoment  G  im  Allgemeinen  gegen 
die  Momentanaxe  geneigt  ist.  Die  Resultante  ist  senkrecht 
zu  der  Ebene,  welche  den  Massenmittelpunkt  und  die  Mo- 
mentanaxe enthält,  sie  besitzt  eine  Intensität  Ii  =  MSla, 
vermöge  welcher  sie  diesem  Punkte,  wenn  in  ihm  die  Ge- 
sammtmasse  des  Systems  vereinigt  gedacht  wird,  die  Ge- 
schwindigkeit Sla  zu  ertheilen  vermag,  welche  derselbe  der 
Winkelgeschwindigkeit  um  die  Momentanaxe  verdankt  und 
stimmt  in  Richtung  und  Sinn  mit  dieser  überein.  Das  Axen- 
moment G  des  resultircn  den  Paares  ist  der  Wi n kelgeschw i n - 
digkeit£  proportional,  seine  Componentc  N  =  ßlx,,2,  pa- 
rallel der  Momontanaxe,  ist  das  Produkt  aus  der  Winkel- 
geschwindigkeit und  dem  Trägheitsmomente  des  Systems 
für  die  zur  Momentanaxe  parallele  Axe  des  Massenmittel- 
punktes; seine  zur  Momentanaxe  senkrechte  Componentc 
K  zerfällt  in  zwei  andere,  gleichfalls  zu  dieser  Axe  senk- 
rechte Componenten,  Yon  denen  die  eine  Kx  —  —  SIE nix z 
der  Ebene  des  Massenmittelpunktes  und  der  Momentanaxe 
parallel  läuft,  während  die  andere  Ky  =  —  SIZmyz  zu  ihr 
senkrecht  ist.  Die  Componenten  Kx,  Ky  sind  die  Produkte 
aus  der  negativ  genommenen  Winkelgeschwindigkeit  und 
don  De viationsmomenten  £mxz,  Emyz  des  Systems  für  die 
beiden   zn   einander   rechtwinkligen    Ebenen    des    Massen  - 

48* 
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mittel  p  unkt  es,  deren  Schnittlinie  der  Moment  anax  e  parallel 
läuft  und  von  denen  die  erste  durch  die  Moment  an  axe  hin- 
durchgeht, wenn  von  den  Axen  der  a:,  y,  z,  auf  welche  sich 
die  Deviationsmomente  beziehen,  die  a-Axe  das  Perpen- 
dikel, von  S  auf  die  Momentanaxe  gefällt,  die  y-Axe  senk- 
recht zu  der  die  Momentanaxe  enthaltenden  Ebene,  die 
Axe  der  z  aber  die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  ist  und 
der  Drehungssinn  der  ay-Ebene  und  der  Sinn  der  z-Axe 
mit  dem  Sinne  von  Sl  übereinstimmend  genommen  werden. 
Als  Specialfälle  sind  zu  erwähnen: 

1.  Die  Momentanaxe  ist  eine  Hauptaxe  irgend  eines  ihrer  Puokte. 
Die  Parallelverschiebung  der  z-Axe  in  die  Momentanaxe  gibt  dann 
a :  =  «  -(-  x\  also  Zmxz  =  a£mz  -\-  Emx'z  =  0  und  2myz  =  0, 
folglich  Kx  =  Ky  =  Kz  =  0,  d.h.: 

Die  Momentankräfte  eines  Systems,  welches  eine  Winkel- 
geschwindigkeit um  irgend  eine  seiner  Hauptaxen  besitzt, 
sind  äquivalent  einer  Resultanten  R  <=  MSla,  welche,  durch 
den  Massenmittelpunkt  geht  und  einem  Paare,  dessen  Axen- 
moment  N  =  SIM*^  zur  Momentanaxe  parallel  ist. 

2.  Die  Momentanaxe  geht  durch  den  Massenmittelpunkt;  dann  ist 
a  =  0,  also  R  =  0,  d.  h.: 

Die  Momentankräfte  eines  Systems,  welches  um  irgend 
eine  Axe  des  Massenmittelpunktes  eine  Winkelgeschwindig- 
keit besitzt,  sind  äquivalent  einem  Paare  6'. 

3.  Ist  die  Momentanaxe  einer  Hauptaxe  des  Massen- 
mittelpunktes parallel,  so  wird  K  =  0  und  sind  die  Momen- 
tankräfte äquivalent  einer  Resultanten  R  =  MSla  und  einem 
Paare,  dessen  Axenmoment  jV  =  SIMh*  der  Momentanaxe  pa- 
rallel läuft. 

4.  Ist  die  Momentanaxe  eine  Hauptaxe  des  Massen- 
mittelpunktes, so  ist  R  —  O  und  K  =  0  und  sind  die  Momc u- 
tankrafte  einem  Paare  äquivalent,  dessen  Axenmoment  der 
Momentanaxe  parallel  läuft. 

§.  4.  Wir  suchen  jetzt  die  lieduction  der  Momentankräfte,  welch»? 
aus  einer  Winkelgeschwindigkeit  entspringen,  für  die  Oeutralaxe  der- 
selben. Das  resultirende  Axenmoment  Gu  dieser  Keduction  ist  nach 
Cap.  V,  §.  2.  die  Projection  des  Axenmoinentes  G  irgend  einer  Reduc- 
tion  auf  die  Richtung  der  Resultanten  Ii.  Da  die  Resultante  R  =  M&l« 
der  Momentan kräfte  senkrecht  ist  zur  Ebene,  welche  durch  und  die 
Momentanaxe  c  geht,  so  wird  GQ  =  Ky  —  —  SlMp*  und  bestimmen  die 
(Jomponenton  N  =  Slftfx^  und  A'.c  =  ■ —  SIMk2  blos  die  Lage  der  Cen- 
tralaxe.  Zunächst  ergibt  sich  nämlich  auf  der  Axe  der  x  und  zwar  auf 
derjenigen  Seite  von  N,  auf  welcher  der  Schnittpunkt  C  mit  der  Mo- 
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mentanaxe  nicht  liegt,  der  Punkt  C\  so,  das«  zwei  entgegengesetzt  gleiche 
Kräfte  R  eine  Verlegung  der  Resultanten  parallel  mit  sich  von  S  um 
die  Strecke  SC,  =  d  und  ein  Paar  Rd  liefern,  welches  das  Faar  iV 
tilgt.    Ans  der  Bedingung  hierfür,  nämlich  Rd  =  N,  folgt  der  Abstand 

d  —  —°    und  ist  derselbe  blos  von  der  Lage  der  Momentanaxe,  nicht 
a 

aber  von  der  Winkelgeschwindigkeit  abhängig.  Sodann  ergibt  sich 
ebenso  auf  einer  durch  Cx  gehenden,  zur  Momentanaxe  parallelen  Ge- 
raden ein  weiterer  Punkt  6"  im  Abstaude  Cx  C=  b'  je  nach  der  posi- 
tiven oder  negativen  Beschaffenheit  von  Kx  diesseits  oder  jenseits  der 
Richtung  SC,  sodass  zwei  dortselbst  eingeführte  entgegengesetzte  Kräfte 
R  eine  Verlegung  der  Resultanten  nach  C  und  ein  Paar  Rh'  liefern, 
welches  Kx  tilgt.   Der  Abstand  b'  genügt  der  Bedingung  Rb'=  —  SlßlX2 

und  wird  daher  b'  =  —  ,  also  gleichfalls  von  Sl  unabhängig.  Die 

Gerade  durch  C  Bankrecht  zur  Ebene,  welche  den  Massenmittelpunkt 
und  die  Momentanaxe  enthält,  ist  demnach  die  Centralaxe  der  Momen- 
tankräfte und  bilden  R  =  MSla  uud  G0  =  —  SlMfi2  die  Elemente  der 
Kräftereduction  für  sie.    Daher  ergibt  sich  der  Satz: 

Die  Centralaxe  der  Momentankräfte  eines  unveränder- 
lichen Systems,  welches  eine  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um 
eine.  Momentanaxe  c  besitzt,  ist  rechtwinklig  zur  Ebene, 
welche  durch  diese  Axe  und  den  Massenmittelpunkt  S  ge 
führt  werden  kann  und  trifft  diese  Ebene  in  einem  Punkte, 
dessen  Lage  von  der  Lage  der  Momentanaxe,  nicht  aber  von 
der  Winkelgeschwindigkeit  abhängt.  Zieht  man  in  dieser 
Ebene  durch  S  zwei  Gerade,  die  eine  parallel,  die  andere 
senkrecht  zu  r,  so  fällt  jener  Punkt  mit  der  Momentanaxe 
auf  entgegengesetzte  Seiten  der  ersteren  dieser  beiden  Ge- 
ra d o u  ii n d  ist  sein  Abstand  d  von  ihr  so  beschaffen,  dass 
er  mit  dem  Abstände  «  der  Momentanaxe  von  ihr  ein  Rechteck 
ad  gleich  dem  Quadrate  x02  des  Trägheitsradius  für  die  zur 
Momentanaxe  parallele  Gerade  des  Massenmittelpunktes 
bildet,  in  Bezug  auf  die  zur  Momentanaxe  senkrechte  Ge- 
rade liegt  er  diesseits  oder  jenseits,  je  nach  der  beson- 
deren Art  der  Massen vertheilung  des  Systems. 

Ist  die  Momentanaxe  c  eine  Hauptaxe,  so  wird  A'y  =  K.t  —  0, 
also  Gn  =  0,  6  =  0,  daher  sind  in  diesem  Falle  die  Momentankräfte 
einer  Einzelkraft  R  =  MSla  äquivalent,  welche  in  die  zur  Momentan- 
axe senkrechte  Ebene  des  Massenmittelpunktes  fallt  und  von  diesem  um 
die  Strecke  d  absteht,  wofür  ad '  —  x0'2.  Dasselbe  findet  statt,  wenn  r 
einer  Hauptaxe  des  Massenmittelpunktes  parallel  ist. 

Die  Gleichung  ad  =  x02  zeigt,  dass  die  Punkte  6T,  Ct  reeiproke 
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Eigenschaften  besitzen,  sodass,  wenn  die  Moincutanaxe  ohne  Acuderung 
ihrer  Richtung  durch  C{  hindurchgelegt  wird,  die  Centralaxe  durch  C 
gehen  muss.  Die  Punkte  C,  C,  bilden  auf  der  Geraden  SC  zwei  in- 
volutorische  runktreihen  gleichartiger  Lage  und  das  rechtwinklige  Dreieck 
Kifr.  2.w.  CA'C,  (Fig.  256.),  worin  die  Höhe  SJt  =  x,(, 

K  liefert  zu  C  den  Punkt  <7,  und  umgekehrt. 


/'      a'     v     tt  i 


I 


n 


r 


r 


Sobald  die  Punkte  C{  und  C  ihre  Köllen 
vertauschen,  wenn  also  die  Momentanaxe  c  durch 
C'  geht,  so  wechselt  das  Paar  Rb\  welches  A.r 
tilgt,  seinen  Sinn;  es  rückt  mithin  der  Schnitt- 
punkt C  der  Centralaxe  auf  die  entgegengesetzte 

Seite  von  SC  und  hat  den  Abstand  —  -,  von 

a 

dieser  Geraden.  Eine  durch  C  und  S  gelegte 
Gerade  trifft  nun  die  erste  Lage  der  Momentan  - 

axe  in  ('"  so,  dass  C(":  Ct  (f  =  u  :  also 

tt  a 

wird.  Daher  ist  C"  der  Punkt,  durch  welchen  die  Centralaxe  hindurch- 
geht, wenn  die  Momentanaxe  durch  C  gelegt  wird.  Wir  werden  spater 
von  dieser  Keciprocität  ausführlicher  handeln. 

§.  5.  Das  System  besitze  jetzt  eine  Sc h raube ugeschwindig- 
keit  (Ä,«)  (Fig.  257.)  um  eine  Momentanaxe  f..  Die  von  der  Winkel- 
geschwindigkeit Sl  herrührenden  Momoutaukräfte  reducireu  wir  für  den 
Massenmittelpunkt  S  wie  im  vorigen  §.  und  erhalten  eine  Momentan  - 

kraft  R'  =  MSln,  durch  S  gehend  und 
senkrecht  zur  Ebene,  welche  S  und  r 
enthält  und  ein  Paar  G  mit  den  Com- 
pononten  N,  A'.t ,  A'y.  Dio  von  der 
Translationsgeschwindigkcit  u  veran- 
lassten Momcutaukräftc  m«,  welche 
nach  Richtung  und  Sinn  mit  u  über- 
einstimmen, liefern  nach  §.  1.  eine 
Momeutaukraft  R"  =  Mit  vou  dersel- 
ben Richtung  und  demselben  Sinne, 
welche  gleichfalls  durch  S  hiudurch- 
geht.    R'  und  R"  liefern  daher  die  Resultante  R  der  Momeutankräfte 

R  =  M  \  'Ä'V  -f-  iA  Sic  fällt  in  die  zu  SC  senkrechte  Ebene  des 
Massenmittelpunktes  und  ist  gegen  die  Axo  r  unter  einem  Winkel  ö 


r: 


II 
Sl 


tt 


Sl 


geneigt,  wofür  Ig  a  =       .  Daher: 

u 
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Dio  Momontank  räfte  eines  unveränderlichen  Systems, 
welches  eine  Schraubengeschwindigkcit  (Sl,  u)  um  cino  Mo- 
meutanaxe  c  im  Abstände  u  vom  Massenmittelpunkte  besitzt, 
sind  äquivalent  ei u er  durch  den  Massenmittelpunkt  gehen den 
Resultanten  R  und  einem  resultirenden  Paare  G.  Erstere 
hat  dio  Richtung  und  den  Sinn  derGeschwindigkeit,  welche 
dieser  Punkt  in  Folge  der  Schraubengeschwindigkeit  besitzt 
und  eine  Intensität,  vermöge  welcher  sie  diesem  Punkte 
dieselbe  Geschwindigkeit  ertheilen  könnte,  wenn  in  ihm 
die  Gesaraintmassc  des  Systems  vereinigt  wäre.  Das  rosul- 
tirende  Paar  bofolgt  dieselben  Bildungsgesotze,  wie  wenn 
das  System  blos  dio  Winkelgeschwindigkeit  Sl  ohne  dio 
Translationsgeschwind  igkeit  u  bosässo. 

Behufs  der  Reduction  für  die  Centralaxo  spalten  wir  die  Axcn- 
momentc  JV  und  Ky  jedes  in  zwei  Componentcn,  parallel  und  senkrecht 
zur  Richtung  der  Resultanten  R\  die  boiden  erstere n  Compoueuteu 
N  cos  o  uud  Ky  cos  (\  n  -f-  a)  bilden  das  rcsultirende  Paar  Gu  der  Central- 
axo, die  beiden  auderen  N  sin  c  und  A'y  rosa  bilden  ein  Paar  S,  wel- 
ches mit  A...  zusammen  die  Lage  der  Centralaxe  bestimmt.  Man  erhält 
hiernach : 

G„      ft  cus  a      A  ,,  sin  6  =  -  :    '  t  (k„?m  -f-  fi-Sln) 

\'  Sl'1  al  -f-  tr 

und  .,  MSI         .    ?  , 

.S  =  [v.JSlu  —  fr«), 

ysi-al  +  u'K° 

womit  h'.r  =  —  MSll!1  zu  verbinden  ist.  Zunächst  findet  mau  auf  der 
Richtung  SC  wieder  einen  Punkt  C,  in  solchom  Abstände  a  von  <S',  dass 
zwei  entgegengesetzte;  Kräfte  R  eine  Verlegung  von  R  dorthin  und  ein 
Paar  Rn  liefern,  welches  S  tilgt.    Die  Bedingung  hierfür  ist: 

Sodann  findet  mau  in  der  zu  R  senkrechten  Ebene  des  Massenmittel- 
punktes leicht  einen  Punkt  (f  in  solchem  Abstände  C'Ct  =  //  von  SC, 
dass  zwei  entgegengesetzte  Kräfte  R  eine  Verlegung  von  R  dorthin  und 
ein  Paar  veranlassen,  welches  Kx  tilgt.    Hierzu  ist  erfordorlich: 


Durch  (■'  geht  alsdann  dio  Centralaxe.    Daher  der  Satz: 

Die  Centralaxe  der  Momontankräfte  eines  unveränder- 
lichen Systems,  welches  oino  Schraubengeschwindigkeit 
(Sl,  u)  besitzt,  ist  parallel  derGeschwindigkeit  des  Massen- 
mittelpunktes .Sund  trifft  die  zu  deren  Richtung  senkrechte 
Ebene  dieses  Punktes  in  einem  Punkte  C,  dessen  Abstände 
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b'  von  der  durch  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  von 
N  zur  Momentanaxe  parallel  geführten  Ebene  und  dem  von 
S  auf  diese  Axe  gefällten  Perpendikel  durch  die  Formeln 
bestimmt  werden: 

während  d  i  e  R  c  8  u  1 1  a  n  t  c  /?  u  n  d  das  rcsultircnde  Axcnmomenl 
G0  die  Wert  he  haben: 

wo  <j  den  Abstand  der  Momentanaxe  von  .5,  —  —  Mv7 

aber  die  Deviationsmomentc  AV,  A\,  bedeuten. 
§.  6.    Als  Specialfallc  ergeben  »ich  folgende: 

1.  Die  Momentankräfte  können  sich  nur  dann  auf  ein  Psar  redli- 
chen, wenn  k  =  0  und  «  =  0  ist,  d.  h.  wenn  das  System  blos  Winkel- 
geschwindigkeit besitzt  und  die  Momentanaxe  durch  den  Massenmittel- 
punkt geht. 

2.  Sie  sind  einer  Einzelkraft  äquivalent  in  allen  Fällen,  in  wel- 
chen Sl  (xm2m  -f  n'tSla)  =  0  ist.  Dies  tritt  ein  a)  wenn  Sl  =  0,  d.  h. 
wenn  das  System  blos  Translationsgeschwindigkeit  besitzt,  b)  wenn  u  =  0 
und  ft  =  0,  d.  h.  wenn  das  System  blos  Winkelgeschwindigkeit  besitzt 

und  für  die  Momentanaxe  A'y  = —  Sl2myz  =  0  ist;  c)  wenn  über- 

N 

haupt  C„  =  N  cos  <s  —  Ky  sin  o  =  0,  d.  h.  itfa  =       ,  also  die  Kesul 

taute  von  N  uud  A'v  senkrecht  zu  R  ist.  Da  nämlich  Kx  in  allen  Fällen 
senkrecht  zu  R  ist,  so  wird  alsdann  bei  der  Keduction  für  den  Massen- 
mittelpunkt G  senkrecht  zu  R  und  liefert  nur  eine  Verlegung  von  R 
in  die  Centralaxe  ohne  restilt  irendes  Paar. 

§.  7.  Die  Beziehungen  zwischen  den  Richtungen  der  Momentanaxe 
und  des  resultirendeu  Axenmomentes,  sowie  auch  zwischen  der  Grösse 
des  letzteren  und  der  Winkelgeschwindigkeit  können  in  ausgezeichneter 
Weise  mit  Hülfe  des  Centralellipsoids  Poinsot's  dargestellt  werden. 
Rcduciren  wir  zu  diesem  Zwecke  die  Momentankräfte  für  den  Massen- 
mittelpunkt S  und  seien  p,  qy  r  die  Componenten  der  Winkelgeschwin- 
digkeit Sly  sowie  G.r,  G,j,  G.  die  des  rcsultirenden  Axenmoraentes  G 
parallel  den  Hauptaxen  dieses  Punktes.  Nach  §.  2.  sind  die  Momentan - 
kräftc,  welche  durch  die  Winkelgeschwindigkeiten  />,  7,  r  eingeführt 
werden,  äquivalent  R  —  MSla  und  den  Paaren  G,r,  Gy,  Gt  und  be- 
stehen, wenn  A,  B,  C  die  Trägheitsmomente  für  die  drei  Hauptaxen 
sind,  die  Gleichungen: 

Gx  =  Ap,      Gy  =  Bq,      Gz  =  Cr. 
Vermöge  der  Bedeutung   des  Centralellipsoids  aber,   dessen  Halbaxen 
<',  ß,  y  seien,  ist 
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A -   1  »-   1  _  1 

~~  ö*  *  ~~  p  '  ~  y*  ' 

wodurch  P  q  r 

Gx  "*      '       Cy  =  0*  '       Cj  =  y2 

wird.  Bezeichnen  ferner  x,  y,  r  die  Coordinaten  eines  der  beiden  Punkte  J, 
in  welchem  die  zur  Momentanaxe  c  parallele  Axo  c{)  des  Punktes  5  das 
Centralellipsoid  durchdringt,  sowie  /  den  Semidiametor  6V,  so  ist  weiter: 

p        q        r  St 
x        y         z  I 

Entnimmt  mau  hieraus  die  Werthc  von  y,  r,  so  ergeben  sich  mit  ihrer 
Hülfe  Gx,  Cyi  Gt  unter  der  Form: 

&      x  Sl      y  Sl  z 

Daher  sind  die  Richtuiigscosinusso  des  Axenmoinenles  G  gleich 

Sl     x         Sl      y        Sl  z 
Gl'  «T'     G/    0*  '     C/  '  y* 

und  wird  G  =  ^  ,  wenn  ^  =  ~-  -(-  ^T  -f  ^  gesetzt  wird.   Die  Rieh- 

tungscosinussc  gehen  daher  mit  Hülfe  dioses  Ausdrucks  von  G  Uber  in 
Ax     Ay  dz 

,  ,     7  ,     .y .    Legt  man  nun  im  Punkte  /  die  Tangontenebene  an  das 

«        p  y 

Centralellipsoid,  so  schneidet  sie  auf  den  llauptaxeu  drei  Stücke 


SA=  -,      Sli=  ^%      SC=  ' 
x  y  z 

ab  (wie  mau  sieht,  wenn  man  dnreh  /  und  die  Ifauptaxen  ebene  Schnitte 
legt  und  ihre  Tangenten  zieht).    Die  Normale  Ä,  von  S  auf  die  Tan- 
gentenebene gefällt,  ist  die  gemeinsame  Projection  dieser  Linien  und  sind 
h       h        h      ,      hx     hy  hz 

S  V  SZ? '  S  C  r  a2  '  '  -2  C"  RlcntuD&8Cosin  11880  6ege"  d,e 
Hauptaxen.  Setzt  man  ihre  Quadratsumme  gleich  1 ,  so  erhält  man  h 
gleich  obigem  <5  und  für  ihre  Richtungscosinusse  die  obigen  Richtungs- 
cosinussc  von  G.    Hieraus  fliesst  der  Satz: 

Das  resultirendc  Axcnmoment  G  der  Reduction  der  Mo- 
mentankräfte für  den  Massenmittelpunkt  des  Systems  ist 
der  Normalen  des  Centralellipsoid«  in  dem  Punkte  J  pa- 
rallel, in  welchem  eine  zur  Momentanaxe  parallele  Axe  des 
Massenmittelpunktes  dasselbe  durchdringt.   Die  Grösse  des 

Axenraomentes  selbst  G  =  ~  ist  der  Winkelgeschwindig- 
keit direct  und  dem  Produkte  des  Semidiameters  /  des  Cen- 
tralellipsoids,  welcher  die  Richtung  der  Momentanaxe  hat 
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und  dem  Abstände  ö  der  Tangentcucbeuc  in  /  vom  Mittel- 
punkte S  umgekehrt  proportional. 

Die  Ebene  des  resultironden  Paares  der  Momentankräfte  ist  der 
Taugentenebene  in  J  parallel,  also  ihre  Richtung  conjugirt  zu  /  oder: 

Die  Ebene  des  resultireuden  Paares  der  M  o  m  e  n  t  a  n  k  r  ä  f  t  e 
hat  die  Richtung  der  Diamctralebene  des  Ccntralellipsoids, 
welche  zur  Richtung  der  Momentanaxe  conjugirt  ist. 

Auch  das  zweite  Centralellipsoid  von  Clcbsch  steht  mit  den  vor- 
liegenden Untersuchungen  in  innigem  Zusammenhange,  so  zwar,  dass 
zwischen  beiden  Centralellipsoidcn  in  dieser  Hinsicht  eine  gewisse  Rc- 
eiprocität  stattfindet.    Man  hat  nämlich: 

Gx  Gy  G2 

P~A<  '=  C 

und  wenn  f/,  />,  c  die  Halbaxen  des  zweiten  Centralellipsoids  sind: 

A  =  M al ,      Ii  =  M  fr ,      C      M  c: , 

wodurch  Gx  G,,  Gz 

P  ~  Ma*  '      9  ~  Mb~  '      r  ~~  il/c* 

werden.  Bezeichnet  man  nun  mit  a,  yy  z  die  Coordiuateu  eines  der 
beiden  Punkte  in  welchem  der  zum  resultireuden  Axcnmomeutc  G 
parallele  Semidiameter  S F  =  /'  dies  Centralellipsoid  schneidet,  so  wird 

G.r       G>,       G:  G 
x        ij         z  l' 
und  hierdurch  nehmen  /»,  y,  ;•  die  Form 

* 

G      x  G      y  G  z 

PSSSW  a*'       <i  =  Ml'    fr  *  =  MI'  '  r' 

an.    Daher  sind  die  Richtungscosinussc-  der  Momentanaxe 

G        v  G        ij  G  z 

Ml'Sl  '71'      Mffl  '  A*»       Ml'Sl  '  r'! 

G 

und  wird  Sl  =  ,  wenn 

Mio 

o"'  ~~  «i       A1  c» 

gesetzt  wird.    Die  Kichtuugscosinusse  gehen  aber  nach  Einführung  von 
(i'a     d'w  <5'z 

d'  über  in    j  ,        ,    ^  und  sind  die  der  Normalen  des  Ellipsoids  im 

Punkte  r,  während  d'  den  Abstand  des  Punktes  5  von  der  Tangenten- 
ebene in  F  bedeutet.    Man  erhält  daher  ähnlich  wie  obeu  die  Sätze: 

Dio  Momentanaxe  ist  der  Normalen  des  zweiton  Ccntral- 
ellipsoids in  dem  Punkte  P  parallel,  in  welchem  dasselbe 
von  dem  zum  resultireuden  Axenmomentc   parallelen  Dia- 
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4 

Q 

meter  getroffen  wird.   Die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  =  yj^> 

ist  diesem  Axenmomontc  direct  und  dem  Produkte  des  zu 
ihm  parallelen  Semidi nmeters  l'  und  des  Abstandes  6'  der 
Tangentcnebeno  in  I'  vom  Mittelpunkte  S  umgekehrt  pro- 
portional. Die  zur  Momentanaxe  senkrechte  Ebene  des 
Massenmittelpunktes  ist  conjugirte  Diametralebene  des 
zweiten  Contralollipsoids  zur  Richtung  des  resultirenden 
A  xonmomentes. 

Die  beiden  Ccntralellipsoide  haben  die  Richtungen  der  Hauptaxen 
gemein;  die  halben  Längen  derselben,  «,  ß,  y  für  das  erste,  a,  6,  r  für 
das  zweite  sind  so  beschaffen,  dass 

A  =  ^  =  Ma\      B  =  ~  =  Ml>\      C  =      =  Mc\ 

also  /  1 

««  =  ßb  =  yc  =  y  -j' 

Auf  jeder  Axe  des  Massenmittelpunktes  stellt  der  Scmidiametor  des 
ersten  deu  reeiproken  Werth  der  Wurzel  aus  dein  Trägheitsmomente 
für  diese  Axe  dar,  wahrend  die  Tangentenebene  des  zweiten  Ellipsoids, 
welche  auf  ihr  senkrecht  steht,  auf  ihr  den  Trägheitsradius  für  sie  ab 
schneidet. 

§.  8.  Es  i*t  nun  leicht,  anzugeben,  welchen  Geschwindigkeits- 
zustand ein  gegebenes  System  von  Momentankräften  in  einem  unver- 
änderlichen Punktsystem  hervorruft.  Derselbe  ist  eine  Translations- 
geschwindigkeit, eiue  Winkelgeschwindigkeit  oder  eino  Schrauben- 
geschwindigkeit und  letzterer  Fall  enthält  als  der  allgemeinste  die  bei- 
den ersten  in  sich.  Man  reducire  die  Schraubengeschwindigkeit  auf 
eine  Translationsgeschwindigkeit  u  und  eine  Winkelgeschwindigkeit  Sl 
um  eine  durch  den  Massenmittelpunkt  gehende  Axe.  Dann  müssen  die 
Momentankraft  Mu  und  das  Paar,  welche  sie  zu  geben  vermögen,  der 
Momentankraft  R  und  dem  Paare  G  äquivalent  sein,  die  mau  erhält, 
wenn  man  das  gegebene  System  der  Mornentankräfte  für  den  Massen- 
mittelpunkt S  reducirt.  Besitzt  daher  das  System  nur  Translations- 
geschwindigkeit  m,  ist  also  Sl  =  (),  so  ist  G  =  0  und  muss  also  auch 
das  rcsultirende  Paar  der  gegebenen  Momentankräfte  bei  der  Rcduction 
für  S  verschwinden.  Da  das  Paar  für  die  Ccntralaxe  absolut  genom- 
men das  kleinste  ist  unter  allen  Reductiouen,  so  muss  6'0  =  0  sein  und 
die  Centralaxc  durch  S  gehen. 

Ein  System  von  M omenta nkräften,  welches  sich  auf  eine 
durch  den  Massenmittelpunkt  gehende  Einzelkraft  redu- 
cirt, kann  also  allein  dem  Punktsystem  eine  Translations- 
gesch windigkeit  erthcilen;  sie  wird  erhalten,  wenn  man  die 
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Intensität  dieser  Kraft  durch  die  Masse  des  Systems  divi- 
dirt  und  stimmt  in  Richtung  und  Sinn  mit  ihr  Überein. 

Ist  u  =  0,  also  R  =  0,  hat  also  das  System  blos  Winkelgeschwin- 
digkeit um  eine  Momentanaxe,  welche  durch  S  geht,  so  müssen  die  ge- 
gebenen Momentankräfte  sich  auf  ein  Paar  reduciren. 

Ein  Mom entankräfte p aar  ortheilt  daher  dem  System 
rine  Winkelgeschwindigkeit  um  eine  Axe  des  Massenmittel- 
punktes. Die  Neigung  dieser  Momeutanaxe  ergibt  sich  nach 
§.  7.;  i 8 1  das  Axeninoment  des  Paares  insbesondere  parallel 
einer  Hauptaxe  des  Punktes  S,  so  fällt  die  Momentanaxe 
mit  dieser  Hauptaxe  zusammen. 

Hiernach  erhält  man  zu  dein  Paare  G  der  Moinentankräfte ,  indem 

man  es  nach  den  Hauptaxen  von  S  in  G.r,  G,n  G.  zerlegt,  die  Winkel- 
geschwindigkeiten 

Cjr  Gv  Gt 

um  diese  Hauptaxen  und  aus  ihnen 

&  =  ^  4-  ^  4-  * 
Al  ^   B*  +  C" 

und  für  die  Richtung  {«ßy)  der  Momentanaxe 

cos  «      cos  ß      cos  y  1 
p  q  r         Sl  ' 

d  -  h  *:  A  cos «      B  cos  ß      C  cos  y  1_ 

G.T  G y  Gg  Sl 

Ein  System  von  Moinentankräften ,  welches  sich  auf  eine  Einzel- 
kraft reducirt,  kann  je  nach  Umständen  eine  blose  Winkelgeschwindig- 
keit oder  eine  Schraubengeschwindigkeit  erzeugen.  Ebenso  ein  Kräfte- 
system, welches  bei  der  Reduction  auf  seine  Centralaxe  sowohl  eine 
Resultante  als  ein  resultirendes  Paar  liefert.  Um  diese  Frage  zu  erör- 
tern, bedienen  wir  uns  des  Satzes  §.  7.  Es  seien  wieder  R  und  G 
Resultante  und  Axenmoment  der  gegebenen  Momentankräfte  bei  der 
Reduction  fitr  den  Punkt  S;   R  gibt  eine  Translationsgeschwindigkeit 

u  =  —  und  G  eine  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  eine  durch  S  gehende 

Axe  cw.  Damit  beide  einer  blosen  Winkelgeschwindigkeit  äquivalent 
seien,  muss  u  und  folglich  auch  R  zu  r„  senkrecht  sein.  Denn  dann 
veranlasst  «  blos  eine  Verlegung  der  Axe  c()  in  eine  gewisse  parallele 
Axe  c  und  tritt  zu  Sl  keine  Translationsgeschwindigkeit  parallel  dieser 
Axe  hinzu.  Legen  wir  also  durch  S  senkrecht  zu  R  eine  Ebene  JF,  so 
enthält  sie  alle  Richtungen,  welche  c0  möglicherweise  haben  kann.  Nun 
ist  G  normal  zur  Tangentenebene  des  Centralellipsoids  Poinsot's  in 
dem  Punkte  /,  in  welchen  c0  einschneidet.    Daher  kann  G  senkrecht 
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sein  zu  irgend  einer  Tangentenebene  des  dem  Centralellipsoid  umschrie- 
benen Cylinders,  welcher  längs  des  Schnittes  der  Ebeue  E  mit  ihm  das- 
selbe berührt.  Die  Bichtungen  von  G  erfüllen  mithin  eine  zu  den  Er- 
zeugungsliuien  dieses  Cylinders  senkrechte  Ebene  £'.  Alle  Kräfte- 
systeme, für  welche  G  in  diese  Ebene  fällt,  liefern  blos  eine  Winkel- 
geschwindigkeit, alle  anderen  eine  Schranbengeschwindigkeit.  Fällt  G 
in  eine  Hauptebene  des  Centralellipsoids,  so  fällt  die  Ebene  E  mit  ihr 
zusammen  und  liegt  c„  in  derselben  Hauptebene;  fällt  G  mit  einer 
Hauptaxe  von  S  zusammen,  so  ist  diese  zugleich  die  Axe  <*,,.  Ganz 
ähnlich  kann  auch  das  zweite  Centralellipsoid  zur  Entscheidung  der- 
artiger Fragen  verwandt  werden. 

§.  9.  Wir  wollen  jetzt  die  Keduction  der  Momentankräfte  für  den 
Massenmittelpunkt  S  analytisch  einkleiden.  In  Bezug  auf  ein  beliebiges 
rechtwinkliges  Coordinatensystem,  dessen  Ursprung  5  ist,  sei  0  (^Oyo2o) 
irgend  ein  Punkt  der  Momentanaxe  c\  die  Winkelgeschwindigkeit  & 
um  sie  zerlegen  wir  in  drei  Componenten  &y,  Slx  um  drei  zu  den 
Axen  der  a;,  y,  z  parallele,  sich  in  0  schneidende  Axen;  ebenso  Zer- 
fällen wir  die  Translationsgeschwindigkeit  u  des  Systems  in  die  drei 
Componenten  uf,  My,  uz.  Die  Translationsgeschwindigkeit  veranlasst 
die  Momentankraft  Mu%  welche  durch  S  hindurchgeht  und  die  drei  Com- 
ponenten Mujry  Miiyy  Mus  hat.  Um  die  ar-Axe  ertheilen  wir  dem  System 
ferner  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Winkelgeschwindigkeiten  ßx,  d.  h. 
wir  substituiren  für  Sl.r  um  die  durch  0  gehende  Axe  ein  Slx  um  die 
a>Axe  und  das  Rotationspaar  ($lx,  —  Ä^),  welches  einer  Translations- 
geschwindigkeit senkrecht  zu  seiner  Ebene  äquivalent  ist.  Indem  wir 
Aehnliches  in  Bezug  auf  Slyj  Q2  ausführen,  erhalten  wir  die  Compo- 
nenten fix,  ßy,  Slt  um  die  Coordinatenaxen  und  drei  Rotationspaare 
(&.r,  —  &.*■)>  (&y,  — &y)*  (&z,  — Diese  Paare  liefern  uns  nach  der 
Methode  von  Tbl.  II,  Cap.  III,  §.  6.  die  drei  Translationsgeschwindigkeiten 

y0Slz  —  z0ßy,    z0Slx  —  x0ßz,    x0Jiy  —  yQSlx 

parallel  den  Axen  der  ar,  y,  z,  welche  die  Momentankräfte 

M  (y0  Slz  —  z0  Äy) ,    M  (z0  Slx  —  x0  Slt) ,    M  {x0  Sly  —  y0  Slx) 

herbeiführen.  Sie  bilden  mit  den  obigen  Componenten  Mux,  Mny,  Muz 
die  Resultante  R  der  Reduction  für  den  Punkt  S  und  wenn  wir  setzen: 

AT  — Äl^  +  ^Ä,  — *0Ä,)], 
I'  =  jtf[«y-f  (*0Ä,-*0Ä,)], 
Z  =  M  [«,  -f  (*0&y  —  y0Slr)] , 
so  wird  ti'w.  und  ihre  Richtung  (a,  b>  c)  bestimmt  durch  die  Gleichungen : 

/fl  =  x'  +  r«  +  P,         _^»_f^f_  >  . 

..iL  Jr  Z  Ä 

Die  Resultante  H  bildet  sich  ersichtlich  aus  den  beiden  Bestandtheileu 
Mu  und  MSld,  wenn  d  den  Abstand  der  Momentanaxe  c  vom  Massen- 
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mittelpunkte  bezeichnet.  Ersterer  besitzt  das  System  vermöge  der  Trans- 
lationscomponente  m  der  Schraubengeschwindigkeit  (Sl,  u),  letzterer  wird 
durch  die  beabsichtigte  Uobertragung  der  Winkelgeschwindigkeit  ß  auf 
eine  zu  c  parallele  Axe  c0  von  S  eingeführt. 

Die  Winkelgeschwindigkeit  fl  um  e0  oder  ihre  Componenten  Slx, 
Slyy  Slz  um  die  Axen  der  x,  y,  z  ertheilen  nun  nach  Thl.  II,  Cap.  IV, 
§.  8.  einem  Systempunkte  (x  y  z)  die  Gesohwindigkeitscomponenten 
vx  =  Sl,,  z  —  Sl:y,    v,j  =  Sl:x  —  Slxz,  v:  =  Slxy  —  Slyx, 

welchen  die  Componenten  der  Momentankraft  w^,  mv,Jy  mv:  entsprechen. 
Man  gelangt  zu  denselben  auch  sehr  einfach,  indem  man  durch  den 
Systempunkt  parallel  der  auf  der  Momentanaxe  S  aufzutragenden,  die 
Winkelgeschwindigkeit  darstellenden  Strecke  Sl  die  entgegengesetzt  gleiche 
Strecke  —  Sl  zieht;  sie  bildet  mit  jener  ein  Rotationspaar  (fl,  —  Sl), 
dessen  Axenmoment  Sir,  wenn  r  den  Abstand  des  Systempunktes  von 
r{n  die  Geschwindigkeit  v  dieses  Punktes  nach  Richtung,  Sinn  und  Grösse 
darstellt.  Die  Componenten  dieses  Axenmoinentes,  parallel  den  Coor- 
dinatenaxen,  sind  aber  die  obigen  Ausdrücke  für  vx,  rv,  vz.  Die  Reduc- 
tion  der  Momentankräfte  wr,,  mvy,  mrz  liefert  nun  zunächst  eine  Einzel- 
kraft, deren  Componenton 

£ m  t\r  =  £m  (Sl^  z  —  Slzy)  —  Sl„  £  m  z  —  Sl:  £  m y , 
£  m  v,,  =  Slz  £  m  x  —  Sl, r  £mz, 
£tnvz  =  Slx£my  — 1  Sl,,£mx 

aber  vermöge  der  Eigenschaften  £mx  =  £my  —  £mz  —  0  des  Massen- 
mittelpunktes verschwinden,  sowie  die  Paare: 

<;,.       2;»i  (yi>:  —  z  vy)  =  £m  [y  (Slry  -  Sl„x)  ~  z  {Slzx  —  Slxz)] 

—  Slx£m  (y2  -\-  z2)  —  Slj/£mxy  —  Slz  £  tu  x  z , 
tiy  —  £m  [zvx  —  xvz)  =  £m  [z  (Sltiz  —  Slzy)  —  x  (Slxy  —  Sl^x)] 

=  —  Slx£mxy  -j-  Sly£m  (zl  -f-  x'1)  —  Slz£myz, 
C:  =  £m  (xvg  —  yvx)  =  £m  [x  (Sl.x  —  Slxz)  —  y  (Slv  z  —  Slzy)'] 

—  —  Slx£  mxz  —  Slv  £myz  -f-  Sl.£m  (xl  -j-  y'1) . 

Bezeichnet  man  mit  Rücksicht  auf  Cap.  XI,  §.  2.  die  Trägheitsmomente 
und  DeviatioiiRinomente  des  Systems  für  die  Coordinatenaxen  so,  dass 
man  setzt 

£m  (iß       z-)  =  au        £mxy  —  */,., 
£m  (z*  -f-  x'1)  =  ari       £my  z  —  </.,:t 
£m  (x1  +  y7)  =  n33        £m  z  x  =  aM , 
so  nehmen  die.se  Paare  die  Gestalt  an: 

(tT    =    (lytSly   " 

G,,  =  —  <t,xSlx  -j-  anSlv  —  ariSl: 

dz     =-    Slj     -      -     Uy^Sly    -f"     ll  ^Sl;. 

Ihr  resultirendes  Paar  ^  und  seine  Richtung  («ßy)  sind  daher  durch 
die  Gleichungen  bestimmt : 
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r-i     r  2  .  r  *  4-  r  2       ros  1  —  eo*  *  —  co*  v  -    1  . 
c  -  6,  +      +  Gt  t       ^  -  —  -  —  -  G 

Würde  die  Redtiction  der  Momentankräfte  für  einen  anderen  Punkt 
als  S  verlangt,  so  änderte  sich  in  den  vorstehenden  Betrachtangen  nichts, 
als  dass  die  Grössen  2mvx,  £mv,n  £mvt  nicht  verschwinden,  sondern  in 
den  Cumponenten  X,  F,  Z  als  weitere  Glieder  zu  den  übrigen  hinzutreten. 

§.  10.  Die  Summe  2T=Zmv2  der  lebendigen  Kräfte  mv7  der 
Systempunkte  heisst  die  lebendige  Kraft  des  Systems.  Wir  wollen 
diese  Grosse  bilden  und  ihre  Beziehungen  zu  der  Reduction  der  Mo- 
mentankräfte aufsuchen.  Ist  r  der  Abstand  dos  Systempnnktes  von  der 
Momentanaxe  c,  so  wird  das  Quadrat  seiner  Geschwindigkeit 

t,' —  „«  +  Äl  r* 

und  mithin  die  lebendige  Kraft 

2  7  =  Um  {u2  +  &2r2)  =  M u*  +  &£mr\ 

oder  wenn  wir  das  Trägheitsmoment  um  die  Axe  c  durch 

M*?  =  J/d2  -f-  Jlfx,,2 

ausdrücken,  wo  x,  x„  die  Trägheitsradien  für  die  Axen  r,  cü  und  </ 
deu  Abstand  der  Axen  bezeichnen: 

2  T  =  M  (t<2  +  Wd?)  +  WM**- 
In  diesem  Ausdrucke  stellt  tr  -f-  Ä2rf2  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit 
des  Massenmittelpunktes  S  dar  und  ist  daher  M  (w2  -f-  Ä2</2)  die  leben- 
dige Kraft,  welche  dieser  Punkt  besitzen  würde,  wenn  iu  ihm  die  ganze 
Masse  des  Systems  vereinigt  wäre.  Bezeichnen  wir  sie  mit  2  T0,  Sl7Mxt}'2 
-  aber  mit  2  7', ,  sodass  T  —  T{)  -f-  Tx  wird,  so  erhalten  wir  den  Satz: 

Die  lebendige  Kraft  2  T  eines  in  Bewegung  begriffenen 
unveränderlichen  Systems  zerfällt  in  zwei  Theile,  2  7'((  und 
2  7',,  von  denen  der  erste  2  T0  =  M(tr  -\-  Sl'2(T2)  die  lebendige 
Kraft  des  Massenmittelpunktes  darstellt,  wenn  in  ihm  die 
Gc8amintmasse  vereinigt  gedacht  wird,  während  dor  andere 
Theil  2Ti=Sl2Mx02  die  lebendige  Kraft  ist,  welche  das  Sy- 
stem besi  tzen  würde,  wenn  es  die  Winkelgeschwindigkeit  A 
nicht  um  die  Momentanaxe,  sondern  um  eine  zu  ihr  parallele 
Axe  des  Massenmittelpunktes  besüsse. 

Mit  dem  Bestandteile  2  7',  hängen  die  Componenlen  6\r,  (Jz 
des  rcsultircnden  Paares  der  Montcntankräfte  sehr  einfach  zusammen. 
Nach  Cap.  XI,  §.  2.  ist  nämlich  das  Trägheitsmoment  für  die  Axk  c 
von  der  Richtung  («ßy): 

M*y?  =  au  cos'2  a  -f-  an  cos'2  ß  -\-  aXi  cos'2  y 
—  2  */,.,  cos  a  cos  ß  —  2  a.n  cos ß  cos  y  —  2  «.„  cos  y  cos  «.• 

Mit  Hülfe  von  A.r  —  A  cos«,  Sly  —  A  cosß,  A;  —  A  cos  y  erhalt  man 
hiermit : 
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—  2  «„a*  A,  —  2  a„  -  2 

Differentiireu  wir  diese  Gleichung  nach  Slsy  so  folgt: 

«11  &x  —  «12         —  «i3Ä-  =  ^ 


—  «2i -ß*  +  «2  »Äy  —  «23 Ä-  = 


-d±  =      «3I  «ß*  —  «32ÄV  -f  a.,3£t  =  G;i 

d.  h.  die  partiellen  Differentialquotienten  der  Hälfte  des 
zweiten  Bestandteils  der  lebendigen  Kraft,  welcher  der 
Winkelgeschwindigkeit  um  die  Axe  des  Massenmittelpunk- 
tes entspricht,  sind  die  Componenten  des  resultirenden 
Paares  der  Momentankräfte. 

Die   Grösse  T,   ist   eine   homogene  Function  von  SlX}  Äy, 
daher  ist 

Ä«Ä *,a  =  2  r,  =  («nÄ,  -  alt  Ay  —  olsÄ.) 

+  (—  «21         +  «22  Äy  —  «23Ä-0  Ä»  +  (—  «3t         —  «32^2/  +  «33  Ä*)  Ä' 

und  wenn  man  einmal  für  .P-y,  A;  die  gleichbedeutenden  Ausdrücke 
Slcosa,  Slcosß,  Slcosy,  das  anderemal  für  G.r,  Gy,  G.-  die  Werth« 
G  cos  A,  G  cos      G  cos  v  setzt,  so  wird 

Sl*Mxn*  =  2  T{  =  Sl  (Gx  cos  et  -f-  G'y  cos  0  -f      cos  y) 
=  £  (Äx  cos  k  -f-  Ay  cos  /i  -j-  A.  cos  v) , 

d.  h.  die  Coinponente  Gx  cos  a  -\-  Gy  cos  ß  -f-  G:  cos  y  des  resul- 
tirenden Axenmonientes  der  Moment ankrHfte  parallel  der 
Momcntanaxe  ist  das  Produkt  &Afx02  der  Winkelgeschwin- 
digkeit und  des  Trägheitsmomentes  für  die  der  Momentan- 
axe  parallele  Axe  des  Massenmittelpunktes.  Die  Compo- 
nente  der  Winkelgeschwindigkeit  um   die  Axe  des  resul- 

tuenden  Paares  ist   ^  Mxq7. 

Nach  Cap.  XI,  §.  3.  ist,  wenn  p  den  Semidiamcter  des  Centrah'lltp- 
soids  darstellt,  welcher  die  Richtung  der  Momentnnaxe  hat,  q-  >  .Wxü*  —  I, 
daher  wird 

2  7,=  ^    oder    ü  =  p  j/  >  T\ , 

d.  h.  die  Winkelgeschwindigkeit  ist  proportional  dem  Dia- 
meter  des  Centralcllipsoids  von  ihrer  Richtung  und  der 
Quadratwurzel  aus  der  lebendigen  Kraft,  welche  de  r  W  ink  el- 
ge8cliwindigkeit  um  diesen  Diameter  entspricht. 
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Den  Satz  des  §.  7.,  dass  das  resultirende  Axenmoment  die  Rich- 
tung der  Normalen  des  Centralellipsoids  im  Punkte  /  hat,  in  welchem 
es  von  der  Axe  c0  durchbohrt  wird,  beweist  man  leicht  analytisch  so. 
Die  Gleichung  des  Centralellipsoids  ist 

V  —  anx2  +  «22y2  -f-  anz2  —  2anxy  —  2anyz  —  2  ö3,  zx  =  0 
und  sind  die  Richtungscosinusse  der  Normalen  im  Punkte  (xyz)  pro- 
portional den  Grössen 

*  dx  =  aux  ~  anV  ~~  <lnz  =  Kl  cos  a  ~  an  cos  P  —  rti3  cos  Y)  9 


dü      Gvq  dV  Gzg 

2  2..  O    >         2  ;W 


dy         Sl  '      2  dz         Sl  * 

woraus  die  Behauptung  folgt. 

Der  Cosinus  der  Neigung  tf;  der  Momentanaxe  gegen  das  Axen- 
moment G  ist 

rnsw=  GxSlx-\-GySly±G:Slt 

C Sl  ' 

woraus 

G  Sl  cos  y  =  GxSlx  -f  Gy  Sly  +  GzSl:  =  2  7,, 

d.  h.  das  Produkt  aus  der  Winkelgeschwindigkeit  und  der 
Projection  des  resultirenden  Axenmomentes  auf  deren  Axo 
ist  gleich  d  er  leb  endigen  Kraft,  welche  der  Winkelgeschwin- 
digkeit entspricht. 

§.11.  Wählt  man  die  Hauptaxen  des  Massenmittelpunktes  zu  Coor- 
dinatenaxen,  so  werden  a12  =  a23  =  a3l  =  0  und  vereinfachen  sich  die 
Gleichungen  wesentlich.    Setzt  man,  wie  üblich,  hierfür 

Slx  =  p,    ilv  =  y,    Slt  =  r,    «,,  =  A,    a22  =  B,    ö.,3  =  6*, 

so  wird 

Gt  =  Ap}    Gy=Bq,    Gs=Crt      G2  =  A2p2  -f-  B2 q2  -\-  C1  r1 
2  21,  =  Ap2  -f  Bq2  -f-  Cr2. 

Die  in  den  vorstehenden  §§.  entwickelten  Theorien  sind  so  wichtig, 
dass  wir  sie  in  einigen  Einzelfällen  weiter  verfolgen  und  Beispiele  and 
Anwendaugen  dazu  geben  müssen. 

§.  12.  Reduction  dor  Momentankräfte  eines  ebenen  Systems. 
1.  Die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  das  Momentancentrum  C  (oder  die  zur 
Ebene  senkrechte  Momentanaxe  c)  (Fig.  2ö8.)  ist  äquivalent  derselben  Winkel- 
geschwindigkeit Sl  um  den  Massenmittelpunkt  5  in  Verbindung  mit  der  Translations- 
gesebwindigkeit  u  =»  Slaf  weun  SC  =  a  gesetzt  wird,  welche  die  Geschwindig- 
keit des  Punktes  S  ist,  die  derselbe  vermöge  der  Winkelgeschwindigkeit  um  C 
besitzt.  Die  parallelen  Momentankräfte  mit  der  Systempunkte  liefern  eine  durch 
S  gehende  Resultante  R  —  Mu  =  MSla  gleichen  Sinnes  mit  u\  die  Momentan- 
kräfte mflr,  wo  die  Entfernung  SM  des  Punktes  S  vom  beliebigen  Systerapunkte 
M  mit  r  bezeichnet  ist.  geben  bei  der  Reduction  für  den  Punkt  S  eine  Resultante, 
Schall,  Theorie  d.  Bew.  u.  d.  Kräfte.  49 
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Fig. 


welche  aber  vermöge  der  Eigenschaften  des  Massenmittelpunktes  verschwindet 
und  ein  resultirendes  Paar,  dessen  Axcntnomcnt  A*  =*  SmSLr1^»  &2mr*  =  >/x0* 
zur  Ebene  senkrecht  ist,  wobei  x  den  Trüghcitsradius  des  Systems  für  die  zur 
Ebene  senkrechte  Axe  des  Punktos  S  bedeutet.  —  Füllt  das  Momentancentrnm  C 

in  den  Massenmittelpunkt  6',  so  wird  a  =  0,  verschwin- 
det R  und  sind  mithin  die  Moroentankrüfte  dem  Paare 
A*  —  &M*1  Hquivalent.  In  allen  anderen  Füllen  sind 
dieselben  wegen  der  Rechtwinkligkeit  von  R  und  N  einer 
Einzelkraft  R  üqnivalont,  welche  lüngs  der  Centralaxc 
wirkt.  Diese  Axe  ergibt  sieb,  indem  man  auf  der  Gera- 
den SC,  welche  den  Massenmittelpunkt  mit  dem  Momen- 
tancentrum verbindet,  einen  Punkt  Cf  so  bestimmt,  dass 
zwei  durch  ihn  hindurchgeführte  entgegengesetzt  gleiche 
Krüfte  R  eine  Verlegung  von  R  dorthin  und  ein  Kräfte- 
paar  R  ■  SCf*=  Ra  herbeiführen,  welches  das  Paar  2V  tilgt. 
Der  Sinn  von  Ar  stimmt  mit  dem  Sinne  von  ß  übercin, 
daher  muss  Cf  auf  die  Seite  von  S  fallen,  auf  welcher  C 
nicht  liegt.  Die  Gleichungen  Ra'=  N,  R  «=  MSla,  N  =  ß.Vx*  führen  zu  der 
Relation  aa'=  x0*,  welche  die  Lage  von  C'  bestimmt,  durch  welchen  Punkt  die 
Centralaxe  senkrecht  zu  C'C  hindurchgeht.  Errichtet  man  daher  SK  =»  x0  senk- 
recht zu  SC  und  zieht  K  Cf  senkrecht  zu  CK,  so  bestimmt  K(f  den  Punkt  C. 
Ist  umgekehrt  C  bekannt,  so  liefert  A'C,  senkrecht  zu  Cf  K  gezogen,  das  Momentan- 
centrum C. 

2.  Vermöge  der  Construction  mit  Hülfe  des  rechtwinkligen  Dreiecks  CKC 
sind  die  Punkte  C,  C  reeiprok,  sodass,  wenn  C  Momentancentrum  wird,  die  Ccntral- 
nxo  durch  C  goht.  Lüsst  man  daher  das  Momentancentrum  auf  einer  durch  S 
gehenden  Geraden  alle  möglichen  Lagen  annehmen,  so  erhalt  man  zu  der  so  ge- 
bildeten Reihe  der  Punkte  C  eiue  Reihe  homologer  Punkte  Cf  und  in  beiden  Punkt- 
reihen  entsprechen  sich  je  zwei  homologe  Punkte  doppelt,  sodass,  wenn  ein  Punkt 
der  einen  Reihe  nach  C  rückt,  der  der  anderen  in  den  Punkt  C'  eintritt  und 
umgokehrt,  wenn  er  nach  C  kommt,  jener  nach  C  rückt.  Die  Punktreihen  ver- 
laufen in  gleichem  Sinne,  dem  unendlich  fernen  Punkte  entspricht  5  und  nir- 
gends können  homologe  Punkte  zusammentreffen.  Der  Abstand  CCf  homologer 
Punkte  kann  jodo  beliebige  Grösse  erreichen,  aber  unter  ein  gewisses  Minimum 
nicht  heruutergchen.  Der  Werth  desselben  ist  Cf?'=2x().  Die  Aufgabe  nämlich, 
die  Punkte  C,  C  so  zu  finden,  dass  Cf S  -f  SC  ein  Minimum 
werde  und  C'S,  SC  die  Bedingung  (fSSC  =  x0*  erfüllen,  ist 
identisch  mit  der  Aufgabe,  unter  allen  Rechtecken  von  constnntem 
Inhalte  x0*  dasjenige  zu  bestimmen,  dessen  Umfang  2  (ff  S  -}-  .SV) 
ein  Minimum  werde  fi'iff-  259.).  Dieser  Aufgabe  genügt  blos 
das  Quadrat  SKS"K\  dessen  Seite  SK  =  Hq-,  denn  soll  da« 
Rechteck  SCV(f  ihm  an  Flüche  gleich  sein,  so  müssen  die 
Rechtecke  CK  ff  IV  und  K'H'VC  gleich  sein  und  da  die  Seite 
KS'  des  einen  gleich  x,  während  die  eine  ä' Ii'  des  anderen  klei- 
ner als  x  ist,  so  muss  C K  <?  K'C'  sein.    Daher  ist 


F\g.  2T»9. 


K> 


S' 


CK 


CS  +  SC  =  x0  -f  A'7v-f-  x„  —  CK  =  2x()  -f  (K'C'  —  CK)  > 


während  der  hnlbc  Umfang  des  Quadrates  gleich  2x  ist.  Die  Punkte,  deren  Ab- 
stand ein  Minimum  ist,  seien  ./,  /  (Fig.  260.)  und  C,  C'  irgend  ein  anderes  Paar  homo- 
loger Punkte.  Indem  man  in  die  Gleichung  C S  •  S C  =  x0*,  für  C'S,  SC  die  gleich- 
bedeutenden Grössen  x0  —  J'(f  und  x0  -f  JC  einführt,  gelangt  man  zu  der  Relation 

JC  J(f 

CJ'    (7S       ~~  *♦  in  we,clier        Stellung  der  Buchstabon  den  Sinn  der  Linien 
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angeben.  Dieselbe  drückt  so  gut,  wie  die  ursprüngliche  die  beiden  Punktreilicn 
aus.   Construirt  man  zu  Cf  den  in  Bezug  auf  S  symmetrisch  gclegcnon  Punkt  C", 

IC  FC*' 

so  gilt  die  Relation  SCSC"  =  xu«,  welche  in  c/,  :  ~y  =  —  1  übergeführt 

werden  kann.  Die  Punkte  Jy  d\  C,  C"  sind  harmonische  Punkte;  analog  hiermit 
hat  man  Punktgruppen,  wio  J,  J'\  C,  C ',  harmonicale  genannt.  Beide  Arten  von 
Punktreihen  heissen  involutortsche  Punkt* 

reihen;  die  Reihen  (Ct  Cf)  bilden  eine  gleich-  Fjg>  200. 

liegende  Involution,  weil,  wenn  C  sich  bewegt, 
C  ihm  iu  demselben  Sinne  folgt;  die  Rcihon 
(<7,  C")  bilden  eine  entgegengesetzte  Involution, 
weil  sie  im  entgegengesetzten  Sinne  verlanfen. 
Die  letzteren  Reihen  haben  J,  S  zu  Doppel- 
punkten, d.  h.  Punkte,  in  welchen  homologe 
Punkte  zusammentreffen.  In  Bezug  auf  den 
Kreis  um  .5  mit  dem  Radius  x„  sind  C,  Cf'  con- 
jugirte  Pole  und  ist  die  zur  Centralaxe  symme- 
trisch gegen  S  gelegene,  durch  Cf'  gehendo  Axe  die  Polare  von  C.  Dio  sämmt- 
lichen  Pole  und  Polaren  der  Ebene  bilden  zwei  in  einer  Ebene  vereinigte  reci- 
proko  Systeme,  d.  h.  zwei  Systeme  der  Art,  dass  jedem  Punkte  des  einen  eine 
Gerade  des  anderen  entspricht  und  allen  Punkten  einer  Oeraden  homolog  sind, 
welche  durch  einen  Punkt  gehen,  nämlich  durch  den  Punkt,  welcher  jener  Geraden 
homolug  ist.  Für  Pole  und  Polaren  eines  Kreises  oder  überhaupt  eines  Kegel- 
schnittes ist  diese  Curve  der  Ort  aller  Pole,  welche  in  ihren  Polaren  liegen.  Die 
sämmtlichen  Momentanccntra  und  die  zugehörigen  Centralaxen  bilden  ebenfalls 
zwei  in  einer  Ebene  vereinigte  reeiproke  Systeme.  Man  sieht  loicht,  dass  allen 
Momentancentris  C,  welche  in  einer  Geradeu  g  liegen,  Centralaxen  entsprechen, 
welche  durch  einen  Punkt  gehen,  nämlich  durch  den  zum  Pole  Q"  von  g  in  Bezug 
auf  .9  symmetrischen  Punkt  G'.  Der  Kreis  hat  aber  für  diese  reeiproken  Systeme 
nur  eine  ideelle  Bedeutung.  Daher: 

Die  dem  Momentancontrum  entsprechende  Centralaxe  füllt  in 
die  Ebene  des  Systems,  ist  der  Polaren  desselben  in  Bezug  auf  den 
mit  dem  Trägheitsradius  x„  um  den  Massenmittelpunkt  S  beschrie- 
benen Kreis  parallel  und  liegt  mit  ihr  symmetrisch  gegen  S.  Sämmt- 
liche  Momcntancentra  und  Centralaxen  der  Ebene  bilden  zwei  in  der 
Ebene  vereinigte  reeiproke  Systeme,  der  Art  jedoch,  dass  nie  eine 
Centralaxe  durch  ihr  Momentancentrum  hindurchgeht.  Das  System 
der  Centralaxen  ist  dem  System  der  Polaren  der  Momentancontra 
symmetrisch  gleich  und  symmetrisch  Hegend  in  Bezug  auf  .V. 

3.  Die  Trägheitsradien  x  und  x'  für  das  Momentancentrum  C  (die  Momcnlan- 
axe)  und  den  Punkt  Cf,  durch  welchen  die  Centralaxe  geht,  sind  durch  die  Glei- 
chungen xl  =  x0*  -f-  «?,  x'*  =  x,,*  -4-  a*  bestimmt.  Setzt  man  CfC  =  a  -f-  «'=  /,  so 
geht  mit  Hülfe  hiervon  die  Gleichung  ad '=»  x<j'  nach  Elimination  von  d  oder  « 
über  in  al  —  x?.  dl  =  x'8.  Ein  Kreis  um  C,  mit  x  beschrieben,  liefert  daher  auf 
CO'  zwei  Schnittpunkte,  welche  durch  S  und  C  harmonisch  getrennt  sind.  Achn- 
liches  gilt  von  einem  Kreise  um  C'  mit  x'  als  Radius. 

4.  Nach  dem  Vorstehenden  ist  es  leicht,  den  Geschwindigkeitszustand  zu 
bestimmen,  in  welchen  ein  ebenes  Punktsystem  durch  ein  in  seiner  Ebene  wir- 
kendes System  von  Momentankräften  versetzt  wird.  Sind  nämlich  Ii  und  G  die 
Resultante  und  das  resultirende  Paar  des  gegebenen  Kräftesystems,  für  den  Massen- 
mittelpunkt S  reducirt,  so  müssen  diese  einzeln  der  Kraft  Mu  und  dem  Paare 
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QMx0*  äquivalent  sein  (da  eine  Kraft  nur  einer  Kraft,  ein  Paar  nur  einem  Paare 
äquivalent  sein  kann),  wenn  diese  Grössen  die  aus  dem  unbekannten  Geschwindig- 
keitszustande entspringenden  Kraftreductionselemente  für  S  sind.  Aus  diesen 
Aequivalenzen  R  =  Mnt  6=-.ßA/x0*  ergibt  sich  die  Translationsgeschwindigkeit 

R  G 
«  =  —  und  die  Winkelgeschwindigkeit  Ä=       j,  erstere  parallel  und  gleichen 

Sinnes  mit  /?,  letztere  gleichen  Sinnes  mit  G.  Die  Grössen  u  und  52  bestimmen 
die  Lage  des  Momentancentrums.  Fällt  man  niimlich  von  5  ein  Perpendikel  auf 
die  Kiehtung^on  R,  so  erlangen  die  Punkte  derselben,  welche  auf  die  eine  Seite 
von  5  fallen,  durch  u  und  ß  Geschwindigkeiten  gleichen  Sinnes,  die  der  anderen 
Seite  aber  entgegengesetzte.  Auf  die  letztere  Seite  fällt  das  Momentancentrum, 
weil  dessen  Geschwindigkeit  Null  ist.  Sein  Absland  SC  =  a  geht  ans  der  Glei- 
chung dß  =  «  hervor,  So  lange  R  nicht  Null,  ist  auch  u  nicht  Null  und  folglich 
C  von  S  verschieden.  Für  R  =  0  wird  a  =  0;  ein  Paar  erzeugt  mithin  eine  Winkel- 
geschwindigkeit um  den  Massenmittelpunkt  S. 

§.  13.    Beispiele  zu  §.  11. 

1.  Eine  homogene  materielle  Linie  AB  (Fig.  2ßl.)  wird  im  Punkte 
c  von  einer  Momentankraft  P  u  n  t  e  r  dem  Winkel  «getroffen,  wo  liegt 
das  Moraentancentrum  und  mit  welcher  Winkelgeschwindigkeit  be- 
ginnt dio  Linie  sich  in  der  durch  ihre  und  die  Richtung  der  Kraft 
bestimmten  Ebene  zu  drehen?   Ks  sei  2/  die  Länge,  q  die  specifische  Masse 

und  .Wx0*  «=  Ip/1  das  Trägheitsmoment  der  Linie  AB 
für  den  Massenmittelpunkt  S.    Mit  Hülfe  der  Masse 

M  =f  2pf  wird  x0  =  lV~\\  fällt  man  also  von  $  das 
Perpendikel  SC  auf  P,  so  gilt  die  Gleichung  «a'  =  $1*, 
^■B  wo  SC'<=  SC  —  a.  Setzt  man  noch  Sc'  =  e,  so 
wird  a'=  e  sin  cc.  Nimmt  man  Sf)  —  l  zur  Höhe  eine» 
gleichseitigen  Dreiecks  K DK',  dessen  Basis  mithin 

senkrecht  zu  CS,  so  wird  SÄ  =  lV\  =»  x0  und  wird 
das  Momentancentrum  C  durch'  das  Perpendikel  A'C,  auf  C'K  errichtet,  erhalten. 
Die  Winkelgeschwindigkeit  ist 

_       ,  Pe  sin  a      3  Pe  sin  a 
'  ~~^T3  Ml* 

Für  cc  =  \n  fällt  C  in  AB  selbst  und  wird  Ä  ein  Maximum  bei  constantem  e. 

2.  In  welchem  Punkte  muss  die  Momentankraft  P  die  Gerade  AB 
rechtwinklig  treffen,  wenn  diese  um  den  Endpunkt  B  sich  drehen 
soll?  Aus  der  Gleichung  aa  —  x„!  folgt  wegen  a  =-  /  der  Abstand  SC"*=*  a=*  ±1. 

p 

Hiermit  wird  &  =  —  • 

Ml 

3.  Eine  homogene  Kreisscheibe  wird  von  der  Kraft  P  getroffen, 
das  Momentancentrum  C  und  die  Winkelgeschwindigkeit  Ä  zu  finden. 

4.  Ein  ebenes  System  erleidet  drei  Mom entanstösse  in  seiner 
Ebene  zugleich,  C  und  ß  zu  finden. 

6.  Wo  und  mit  welcher  Intensität  muss  ein  ebenes  System  durch 
eine  Momentankraft  in  seiner  Ebene  gestossen  werden,  damit  das 
Momentancentrum  eine  vorausbezeichnete  Lage  und  die  Winkel- 
geschwindigkeit eine  gegebene  Grösse  und  einen  gegebenen  Sinn 
besitze? 

6.  Man  soll  das  Momentancontrum  und  die  Winkelgeschwindig- 
keit eines  ebenen  Systems  bestimmen,  wenn  dasselbe  durch  zwei 
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Momentankräfte  in  seiner  Ebene  gestossen  wird  und  zwar  1.  indem 
man  beide  Kräfte  zusammensetzt,  2.  indem  man  für  jede  einzeln  die 
Aufgabe  löst  und  die  erhaltenen  Resultate  combinirt. 

§.  14.  Wirkung  eines  Momentank räf lesystoms,  welches  einer 
Einzelkraft  P  äquivalent  ist,  deren  Richtung  eine  Hauptebene  XV 
des  Massenmittelpunktes  S  eines  räumlichen  Punktsystems  in  einem 
Punkte  C  der  Hauptaxe  SX  im  Abstände  SC  =  a  normal  trifft  (Fig.  262.). 

1.  Die  Kräftereduction,  für  den  Punkt  S  ausgeführt,  gibt  die  Kraft  P  an  5 
und  das  Paar  Pa,  dessen  Axe  parallel  SV.  Von 

erstorer  erlangt  das  System  die  Translationsgeschwin-  Kig%^>- 

digkeit  u  =  ^  ,  letzteres  gibt  ihm  die  Winkel- 
geschwindigkeit ß  ™  um  die  Hauptaxe  SV, 

wo  x  den  Trägheitsradius  für  dieso  Axe  bedeutet, 
u  und  Ä  sind  zusammen  der  Winkelgeschwindigkeit 
&  um  die  Momentanaxe  c  äquivalent,  welche  in  der 
Ilauptebenc  X-Fder  Axe  S  V  im  Abstände  SC=*  a 
parallel  läuft  und  zwar  auf  die  Seite  Ton  SV  fallt,  auf  welcher  C  nicht  liegt. 
Wie  §.  11.  ergibt  sich  ad =  x«  und  liefert  die  dortigo  Construction  mit  Hülfe 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks  die  reeiproken  Funkte  C,  C.  Die  Geschwindigkeit 
o  eines  Systempunktes  in  der  Entfernung  x  von  SV  ist 

o  =  u  -f  Slx  =  P  +  x  -m  — ■--  («t  -f  ax). 

2.  Es  treffe  das  System  mit  einem  Punkte  JTder  Hauptaxe  SA',  im  Abstände 
ST  =  x  von  S  gelogen,  auf  einen  festen  Punkt  des  Raumes.  Der  momentene 
Widerstand,  den  dieser  Punkt  leistet,  vernichtet  plötzlich  die  Geschwindigkeit 
von  T  und  nöthigt  die  Systempunkte,  die  Geschwindigkeiten  zu  ändern.  Um  die 
Intensität  —  Q  dieses  Widerstandes  zu  bestimmen,  fügen  wir  denselben  der  Kraft 
/'  hinzu  und  stellen  die  Bedingung  auf,  dass  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  T 
gleich  Null  werde.  Da  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  T  im  Momente,  wo  sie 
vernichtet  wird,  senkrecht  zur  Ebene  XV  ist,  so  ist  auch  —  Q  senkrecht  zu  dieser 
Ebene.  Die  Reduction  für  S  ergibt  daher  dio  Kraft  —  Q,  welche  mit  P  an  S  zu 
P —  Q  sich  verbindet,  und  das  Paar  —  Qx,  welches  mit  Pa  zusammen  ein  neues 
Paar  Pa  —  Qx  bildet.   Die  Kraft  P  —  Q  crtheilt  nun  die  Translationsgeschwindig- 

keit  «=» -~Z~  und  das  Paar  Pa  —  Qx  die  Winkelgeschwindigkeit  — --77-  -  um 

die  Hauptaxe  SV  und  beide  zusammen  sind  äquivalent  der  Winkelgeschwindig- 
keit £  um  eine  neue  Momentanaxe  c ,  deren  Abstand  —  x'  von  S  der  Bedingung 
.r.r'=  x'  genügen  muss.    Ein  .Systempunkt  im  Abstände  £  von  SV  erlangt 

dadurch  dio  Geschwindigkeit  v  —  P  —  -  -f  ~~>\[^~  '  £  —  x  erhält  man 

die  Geschwindigkeit  des  Punktes  T,  wolche  verschwinden  muss.  Aus  der  Gleichung 

p           Q  pa    Qr 

 —  -|  —-= — '  x  =  0  ergibt  sich  demnach  die  Stärke  Q  des  Momentanstosses, 

M  M  x 

x*  -f-  ax 
x»~+^« 

,  ti  ~\~  x 

auf  flrt'=>  x*  in  der  Form  Q  =  Pa    „  ,  — ..  • 

x*  -f-  xl 

3.  Die  Intensität  des  Momentanstosses  Q  in  T  variirt  mit  dem  Abstände  x\ 
sie  verschwindet  für  x  =•»  —  d,  d.  h.  wenn  der  feste  Punkt  in  (f ,  d.  h.  in  der 


welchen  das  System  in  T  erleidet,  nämlich  Q  =  P  — ^ — ^,  odcr  mit  Rücksicht 
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Momcntnuaxc  r  liegt,  wie  selbstverständlich.  Für  alle  x  >  —  d  ist  Q  positiv, 
für  a:  <  —  d  negativ.  Der  Stoss  erfolgt  dalier  in  verschiedenem  Sinne,  je  nach- 
dem der  feste  Punkt  diesseits  oder  jenseits  C'  liegt.  Im  einen  Falle  fHllt  der 
feste  Punkt  auf  die  vordere  Seite  der  Ebene  X  Yy  im  anderen  auf  die  Hinterseite. 
Um  die  Punkte  T  des  Maximalstosses  zu  finden,  ist  ihr  Abstand  x  aus  der  Glei- 


chung 


dx 


0,  d.  h.  aus  x*  +  2  dx  —  x*  =  0  zu  suchen.    Man  erhält  hieraus 


-  -  d±  JV  +  «'», 
+  V**  -f  «'«  =  JV V  -f  ä) 


welche  Gloichung  die  Formen 

x  -f  "  — 

annehmen  kann.  Es  ist  aber  Vx*  +  der  Trägheitsradius  für  die  Momentan- 
axe  durch  ff: 

(«'+  «)  =  Vc'sc'c 

und  a-  -\-  d  der  Abstand  ^7'  der  Punkte  T  von  der  Momcntanaxe.  Daher  gibt 
es  zwei  Punkte  7\  T'  des  Maximalstosses  auf  der  Axe  SX,  welche 
diesseits  und  jenseits  in  gleichem  Abstände  von  der  Momcntanaxe  c 
abliegen.  Sic  sind  die  Schnittpunk to  von  SX  mit  einem  um  C  be- 
schriebenen Kreise,  dessen  Radius  ff K  (Fig.  263.)  das  geometrische 
Mittel  ist  aus  den  Abständen  f?S  und  ffC  der  Momcntanaxe  vom  Massen- 
mittelpunkte S  und  der  Momcutankraft  P ,  oder  was  dasselbe  ist, 
dessen    Radius    den    Trägheitsradius    der  Momcntanaxe  darstellt. 

Heide  Punkte  unterscheiden  sich 
von  tinander  durch  den  Sinn,  mit 
welchem  sie  stossen,  indem  sie 
auf  entgegengesetzton  Seiten  der 
Momcntanaxe  liegen.  Da  die 
beiden  Werthe  von  xt  welche 
ihre  Abstände  7.9,  T'S  vom 
Massenmittelpunkte  angeben, das 
Produkt  —x*  liefern,  so  bind  T}  T  homologe  Punkto  der  involutorigchcn  Reihen 
C,  (f.    Der  eine  von  ihnen  liegt  immer  zwischen  .V  uud  C 

Die  Intensität  des  Maximalstosses  ist 


Für  x  =  O  und  x  —  a  wird  die  Stossinteusität  fj  beidemal  dieselbe,  nämlich 
O  =  P.  Es  stossen  demnach  der  Angriffspunkt  C  der  Kraft  /'  und  der  Massen- 
mittelpunkt gleich  stark,  aber  nicht  mit  dem  Maximum  der  Intensität;  der  Punkt 
des  Maximalstosses 


--=-.  \  p 


0  +  /  <  + ;) 

fällt  zwischen  beide  Punkte,  eiu  anderer  Maximalstos« 

(?)  =  \  l'  ( 


1 


/  

/  i  4- 


:■) 


entspricht  einem  jonseits  f'  gelegenen,  Stosspuukle. 

\.   Fällt  der  Angriffspunkt  f  der  Kraft  P  in  den  Massenmittelpunkt  .*>,  so 
O  und  stösst  das  System  in  dem  Abstände  x  vun  S  mit  der  Intensität 
x» 

x*  -f  ,r« 


ist  //  = 
n  _=  r 


Von  den  Punkten  des  Maximalstosses  fällt  der  ciue  in  S,  der 
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andere  ins  Unendliche.  Ein  in  Translation  begriffenes  System  stösst 
also  mit  dem  Massenmittelpunkte  am  heftigsten. 

5.  Geht  dio  Momentanaxe  durch  5,  ist  also  d  —  0  und  folglich  a  »  », 
welcher  Fall  einer  verschwindend  kleinen,  unendlich  fernen  Kraft  P,  oder  also 

einem  Paare  lim.  Pa  =  iV  entspricht,  so  wird  Q  =  N  ^,  _^  ^t  und  das  Maximum 

des  Stosses  findet  im  Abstände  x  ==  +  x  statt.  Da  aber  das  Paar  beliebig  in 
seiner  Ebene  gedreht  werden  kann,  so  kann  jeder  Punkt  in  der  Ebene  senkrecht 
zur  Momeutanaxe  SY  auf  dem  Umfange  eines  Kreises  vom  Radius  x  als  Punkt 
des  Maximalstosses  angesehen  werden.  Ein  System,  welches  eine  Winkel- 
geschwindigkeit um  eine  Hauptaxe  des  Massenmittelpunktes  besitzt, 
stösst  also  in  allen  Punkten,  deren  AbBtand  von  der  Kotationsaxe 
gleich  dem  Triigh eits rad i us  derselben  ist  mit  dem  Maximum  der  Hof- 
tigkeit.  Bei  einer  homogenen  parallelcpipedischen  Stange,  welche  sich  um  die 
zur  Länge  /  senkrechte  Hauptaxe  des  Massenmittelpunktes  dreht,  wird  der  Ab- 
stand des  Maximalstossos  x  =  x  /  V$ ;  bei  einer  homogenen  Kugel  vom  Radius 
r,  welche  um  einen  Durchmesser  rotirt,  ist  x  «=  x  =  r  Y%. 

Man  kann  den  vorliegenden  Fall  direct  behandeln.  Es  sei  N  das  Paar  der 
Momentankräfte  des  Systems,  T  der  Stosspunkt  in  der  Entfernung  x  von  der 
Hauptaxe  SY  und  Q  der  Momentanwiderstand  dos  festen  Punktes  oder  die  Inten- 
sität, mit  welcher  das  System  anstbsst.  Die  Rcduetion  der  Kräfte  für  S  gibt  —  Q 
und  das  Paar  N  —  Qx,  welche  in  T  die  Geschwindigkeit 

M  +       ;>/x«      X  ° 

hervorrufen,  woraus  Q  ==■  N  -r  ^-  --,  folgt. 

x*  -j-  x* 

6.  Der  Widerstand  —       welchen  der  feste  Punkt  zu  leisten  hat,  auf  wel 
chon  das  System  mit  dem  Punkte  T  der  Hauptaxe  Rp.26-1. 

SX  in  der  Entfernung  ST  =  x  trifft,  hat  die  In-  ?  ,f        q  f 

tensität  Q  =»  P  ■  ^^  aJ  •  Wir  zerlegen  nun  die  V  j 

Kraft  P,  welche  in  C  augreift  (Fig.  262  und  264.)  L> 
nach  der  Theorie  der  Parallelkräfte  in  zwei  parallele  Componentou,  von  denen  die 
eine  die  Intensität  Q  besitzt,  gleichen  Sinnes  mit  P  ist  und  in  T  angreift,  während 
die  andere  Q'  und  ihr  Angriffspunkt  T"  gesucht  werden  soll. 

Man  hat  dann  nach  der  genannten  Theorie  (f  -f~  Q  =  /'  und  wenn  x'  der 
Abstand  des  Punktes  T'  von  S  ist,  Q  (x  —  a)  —  Q'  (n  —  x') ,  woraus 

O'  =  P  ■  -J'    .   "'l     und    —  xx  —  x« 

folgt.  Demnach  ist  7''  der  zu  T  reeiproke  Punkt  der  Kräftereduction.  Die  Com- 
pnuente  Q  an  T  wird  nun  durch  den  Widerstand  —  Q  des  festen  Punktes  ver- 
nichtet und  bleibt  daher  von  P  nur  Q'  übrig,  welche  den  Geschwindigkeitszustand 
des  Systems  bestimmt,  welchen  dasselbe  nach  dem  Anprallen  an  den  festen  Punkt 
besitzt.  Hei  der  Reduction  von  Q'  für  S  ergibt  sich  nun  die  Translations- 
geschwindigkeit 

Q'        P  x*  —  ax 

"  =  M  ~  M   x«  -f- 
und  die  Winkelgeschwindigkeit 

(j'a-         P  «  -  x 
^  ~  Äfx«  ~~  M  x*  +  x* 
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um  die  Hauptaxe  SV  und  beide  zusammen  sind  derselben  Winkelgeschwindigkeit 
Sl'  um  eine  zu  SV  parallele  Momentanaxe  äquivalent,  deren  Abstand  von  S  ist 


—  |  =        =  — *  ,   sodass   also  —  ix  —  x*  und    folglich   £  =  x  wird.  Die 
K  x 

Momentanaxe  dos  Geschwindigkeitszustandes  nach  dem  Stosse  geht 
daher  durch  den  Stosspunkt  7',  wie  selbstverständlich,  da  dessen  Geschwin- 
digkeit durch  den  Stoss  auf  Null  reducirt  wird  und  ist  parallel  zur  ursprüng- 
lichen Momentanaxe.  Die  Grösse  und  der  Sinn  der  Winkelgeschwindigkeit 
Sl'  nach  dem  Stosse  hängt  von  der  Lage  des  Stosspunktes  ab.  Für  x  =»  u  ist 
&z=  0,  d.  h.  wenn  der  Stosspunkt  mit  dem  Angriffspunkte  C  der  Kraft 
/'zusammenfällt,  so  kommt  das  System  zum  Stillstand.  Für  x  <  a  ist 
Sl'  gleichen  Sinnes  mit  der  ursprünglichen  Winkelgeschwindigkeit  Slt  für  x  >  a 
bat  sie  entgegengesetzt«  !!  Sinn.  Dns  Maximum  von  Sl'  tritt  ein  für  die  Werthe 
von  x,  welche  der  Gleichung  x*  —  2  a:v  —  x*  —  0  genügen.    Für  sie  wird 

.r  —  a  —  Hh  Va%  -f-  x*. 

Da  die  Grösse  Yd*  -j-  x*  don  Trägheitsradius  CK  der  mit  SF  parallelen,  durch 
C  gehenden  Axe  darstellt  (Fig.  263.),  so  folgt,  dass  ein  um  C  mit  dem  Träg- 
heitsradius  CK  beschriebener  Kreis  auf  SX  die  Punkte  G,  G  bezeich- 
net, mit  welchen  das  System  auf  einen  festen  Punkt  auftreffen  muss, 
wenn  seine  Winkelgeschwindigkeit  Sl'  nach  dem  Stosse  so  gross  als 
möglich  sein  soll.    Beide  Punkte  unterscheiden  sich  durch  den  verschiedenen 

Sinn  von  Sl'.  Soll  fl  =  Sl'  werden,  so  muss        =      ^  T-^l,  d.  h.  x{ax  —  x«)  =>  0, 

Mit2      M  x*-}-x* 

x* 

also  x  =  0  oder  x  =  —  =  «  sein.    Die  Differenz  der  Winkelgeschwindigkeiten 

Sl  und  Sl'  vor  uud  nach  dorn  Stosse  ist 

a  —  x\         P    x  (« x  —  x*) 


P  /  a  u  —  x\ 
M  Vx»  ~  x2~+~rV 


X2  _|_  xif       .|/x?      x«  +  x* 

7.  Dio  Geschwindigkeiten  »,  v  der  Punkte  T,  T\  an  welchen  Q,  Q'  angrei- 
fen vor  dem  Stosse,  sind: 

v  —  Sl  •  C'T  =  Sl  (a  +  x).       »"=  Ä-CY-  &  («'  -f-        «  ß  («'  —  **)  • 

Setzt  mau  nun  in  die  Ausdrücke 

X*         X*  X*  + 

X2 

die  Werthe  o  =  -—  und  P  =  M  Sla  ein,  so  nehmen  sie  die  Form 
a 

r/  =,  jW  -  f    f  Sl  («'      **)  =  ,1/  •      ~ ■  v 
x*  -f  .««     V  x  /  x*  -f  o-1 

an,  sodass,  wenn  man  dio  Masse  M  des  Systems  in  zwei  Thoile  m,  m   t  heilt, 

x*  ,  ,}/xl 

welche  sich  wie  x2  :  x»,  d.  h.  wie  —  :  x  =  ( -  x  ) :  x  verhalten,  nämlich  m  —  -  - 

x  x  *  -f-  .r* 

J/r* 

w'=    ,   '    -2  setzt,  Q  =»  ;;m',  O '=  mV  wird.    Denkt  man  also  an  die  Stelle  des 
x  ~|—  x 

stossenden  Systems  Mos  die  beiden  Punkte  T,  T\  resp.  mit  den  Massen  m,  m 
behaftet,  die  im  umgekehrten  Verhältniss  der  Abstände  T'S  :  TS  dieser  Punkte 
von  S  stehen  und  beide  durch  eine  unveränderliche  Linie  verbunden,  so  kann  das 
jrepebene  System  durch  dies  einfachere  ersetzt  werden,  wenn"  es  sich  darum  han- 
delt, in  T  denselben  Stoss  Q  auszuüben.    Diese  Gerade  mit  den  beiden  Massen- 
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punkten  hat  mit  dem  System  die  Masse,  den  Massenmittelpunkt  und  d«s  Träg- 
heitsmoment für  die  Axe  SV  gemein.   Denn  die  letztere  Grösse  ist: 


rnx*  4-  m'— ,  =  w'— •  x*  +  ro'x«  •       =»  mV  +  mx«  =  (m  +  "0  **  —  -W**, 


Fi*.  265. 


X' 

^* 

du  m:m'™  x*  :  x*.  Dieselbe  Momentankraft  P  auf  diese  Linie,  wie  anf  das 
System  wirkend,  besitzt  demnach  dieselbe  Momentanaxc,  dieselbe  Winkelgeschwin- 
digkeit und  vermag  in  allen  ihren  Puuktep  zu  stossen,  wie  die  entsprechenden 
Punkte  des  Systems.  Die  Punkte  des  Maximalstosses  für  den  Fall,  dass  P  ins 
Unendliche  verschwindet,  aber  das  Paar  lim.  Pa  bleibt,  z.  B.  stossen,  da  für  sie 
x  =  ±  x  ist,  als  ob  in  ihnen  die  Massen  \  M  vereinigt  wären. 

§.  15.  Wirkung  eines  Momentankräftesystems,  welches  einer 
Einzel  kraft  P  äquivalent  ist,  deren  Richtung  eine  Ilauptebene  XV 
des  Massenmittelpunktes  S  in  irgend  einem  Punkte  C  normal  trifft 
(Fig.  265.). 

1.  Die  Kräftereduction  für  den  Punkt  S  liefert  dortselbst  die  Kraft  P  und 
das  Paar  G  =»  P  •  SC,  dessen  Ebene  senkrecht  zur  Hauptebene  XF  und  dossen 
Axe  mitbin  dieser  Ebene  parallel  ist.  Nach  §.  6.  hat  diese  Axe  die  Richtung  der 
Normalen  des  Po inso fachen  Centralellip- 
soids  in  dem  Punkte  J,  in  welchem  die  der 
Momentanaxe  c  parallele  Axe  SV  des  Massen- 
mittelpunktes diese  Fläche  durchdringt.  Da 
die  Richtung  SH  der  Axe  des  Paares  in  den 
Hauptschnitt  fällt,  so  steht  die  Tangenten- 
ebene in  J  senkrecht  auf  dem  Hauptschnitt 
und  fällt  daher  die  Momentanaxe  selbst  in 
ihn  hinein  und  ist  conjugirt  zu  SC.  Die 
Kraft  P  an  S  gibt  die  Translationsgeschwin- 
p 

digkeit  u  =■  ,  das  Paar  0  aber  die  Winkel- 
geschwindigkeit &  um  die  Axe  CJ,  deren  Sinn  mit  G  harmonirt  und  deren  Grösse 
(§.  6.)  Sl  =  GIS  =  PdlS,  wenn  SJ  =  /,  S/i  =  SC  d  gesetzt  wird.  «  und 
&  zusammen  liefern,  da  sie  senkrecht  zu  einander  sind,  eine  Winkelgeschwindig- 
keit ß  um  die  mit  SJ  parallele  Momentanaxe  r,  welche  auf  die  Seite  von  SJ 
fällt,  auf  welcher  C  nicht  liegt.  Wir  ziehen  durch  den  Angriffspunkt  C  der  Kraft 
P  ebenfalls  eine  Parallele  zu  CJ  und  bezeichnen  den  Durchschnitt  von  SC  und 
der  Momentanaxe  c  mit  (?,  sowie  den  Abstand  CS'  mit  <f.  Die  Schnittpunkte 
dieser  Parallelen  und  der  Axe  c  mit  einer  durch  S  gelegten  Senkrechten  seien 
C0  und  Ct  und  SC0  =»  a,  CtS  =  d.  Der  Abstand  d  der  Momentanaxe  vom  Massen- 

u  1 

mittelpunkte  ist  nun  «'=  0  =  VrTT7*>  0fler  weil  der  Definition  des  Centralellip- 


Afuld  ' 


soids  zufolge  das  Trägheitsmoment  der  Axe  CJ  den  Werth  Mh*  =  --  hat,  «'=  x*  • 

l*  da 


oder  vermöge  der  Proportion      =  y ,  welche  in  Folge  der  Rechtwinkligkeit  von 

x* 

CC  und  d,  sowie  von  CXC0  und  /  besteht,  d  =  — ,  sodass  also  ad  =  x*  wird. 

et 

Dies  gibt  uns  den  Satz: 

Die  Momentanaxe  und  eine  ihr  parallele,  durch  den  Angriffs- 
punkt der  Kraft  P  gelegte  Gerade  stehen  vom  Massenmittelpunkte 
um  Strecken  ab,  deren  Produkt  gleich  dem  Quadrate  des  Trägheits- 
radius für  die  ihnen  gleichfalls  parallele  Axe  des  Massenmittel- 
punktes ist. 
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.ßJ 

1  ^     /     t     \»  ( 

weil  Mx*  =      ist,  in  dd  =  I  — -      )  .  Setzt  man  daher  =      «o  erhält 

\  nR  l  \f  i  aß  ?M 


Die  Punkte  C„,  sind  reeiprok.  Es  Bei  /  der  zu  /  conjugirte  Semidiameter 
S./'f  welcher  in  die  Richtung  SC  fallt,  ferner  seien  a,  ß  die  Halbaxen  des  vor- 
liegenden Ilauptschnitts  des  Centralellipsoids  und  <fr  der  Winkel  zwischen  /  und  (. 
Dann  ist  nach  einem  bekannten  Satze  über  die  Ellipse  Ii' sin  #  =  aß.  Zugleich 

ist  *  =  «tu  (r.  Bedenkt  man  nun,  das»  d  sin  <r  —  o,  d"  sin  9  —  d  ist,  so  geht  die 
Gleichung  aa  =  x«  Uber  in  dd"  x«,  oder  dd" «^J*^)  =  «'(^g)  ,  oder, 

man  rfrf'  =  i*  =  (  .*  .)  ,  d.  h.  dio  Punkte  C}  C\  nämlich  die  Angriffs- 
\stn  «/ 

punkte  C  der  Kraft  P  auf  einer  durch  den  Massenmittelpunkt  gehen- 
den Geraden  SC  und  die  Schnittpunkte  Cf  derselben  mit  der  zuge- 
hörigen Momentanaxe  bilden  eine  Involution  gleichartiger  Lago.(£ 
uud  Cf  liegen  auf  verschiedenen  Seiten  von  S)  für  den  Massenmittel- 
punkt als  Mittelpunkt  derselben.    Das  Produkt  der  Abstände  Cf S  und 

SC  ist  das  Quadrat  des  Trägheitsradius  x  für  dio  der  Momen- 

tanaxe  parallole  Axe  von  Sf  dividirt  durch  den  Sinus  des  Winkel«, 
welchen  die  Momentanaxe  mit  der  ihr  conjugirten  Richtung  bildet. 

Denkt  man  sich  den  Angriffspunkt  C  der  Kraft  P  nach  und  nach  alle  Lagen 
des  Hauptschnitts  einnehmend,  so  erhält  man  für  jede  Lage  der  Geraden  SC  eine 
(  ,  , 

Strecke  X  =   ,  welche  den  Abstand  zweier  Punkte  auf  SC  diesseits  und 

aßVM 

jenseits  von  S  bezeichnet,  welche  homologe  Punkto  C,  C  der  Involution  auf  SC 
(ideelle  Doppelpunkte)  sind.  Da  jedes  X  dem  Semidiameter  (  der  Centralellipse 
(etß)  proportional  ist,  welche  mit  ihm  in  dieselbe  Richtung  fällt,  so  bilden  die 
ideollen  Doppelpunkte  der  Involutionen  eine  der  Centralellipse  ähnliche  und  ähnlich 
liegende  concentrisebe  Ellipse.   Das  Aehnliehkeitsverhältniss  ist  X  :  ( =*  1  :aßV  M 

und  die  Axeu  der  neuen  Ellipse  sind     „*,_  und   -  /    ,  resp.  in  den  Richtungen 

ß)M  aVM 

der  Axcn  et  und  ß  der  Centralellipse.  Construirt  mau  für  jeden  Puukt  C  zur  Mo- 
moutnnaxe  c  dio  symmetrisch  gegou  S  gelegene  Gerade  v\  so  ist  letztere  die 
Polare  von  C  in  Bezug  auf  diese  neue  Ellipse  und  ergibt  sich  der  Satz: 

Aufje  dem  Diameter  der  Centralellipse  bilden  die  Angriffsp  unkte 
C  der  Kraft  P  und  die  Schnittpunkte  C'  mit  der  zugehörigen  Momen- 
tanaxe c  eine  Involution  gleichartiger  Lage.  Der  Ort  der  ideellen 
Doppelpunkte  aller  dieser  Involutionen  ist  eine  der  Centralellipse 
concentrisebe,  ähnliche  und  ähnlich  liegende  Ellipse.  Die  mit  den 
Momentaneren  c  symmetrisch  gegen  den  Massenmittelpunkt  S  ge- 
legenen Geraden  c"  sind  die  Polaren  der  Angriffspunkte  c  in  Bezug 
auf  diese  Ellipse.  Die  Punkte  C  und  die  Momentanaxen  sind  daher 
reeiproke  Systeme,  sodass  allen  Punkten  C  einer  Geraden  Momentan- 
axen entsprechen,  welche  sich  in  einein  Punkte  schueiden  und  um- 
gekehrt. 

Beschreibt  C  einen  Kegelschnitt,  so  umhüllt  c  obenfalls  einen  Kegelschnitt. 
Die  Gleichung  X  =  -  •  ^  oder  x  =  X  sin  &  lässt  eine  einfache  Interpretation 
zu.   X  sin  9"  ist  der  Abstand  des  Endpunktes  von  X  von  der  Richtung  des  ihm  cou- 
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Vig.  »66. 


jugirten  Diameters.  Dieser  Abstand  ist  demnach  der  Trägheitsradius  für  diesen 
conjugirten  Diameter. 

2.  Ks  treffe  das  System  mit  einem  Punkte  T  der  Hauptebene  X  Y  auf  einen 
festen  Punkt,  welcher  durch  seinen  Widerstand  —  Q  den  Geschwindigkeitszustand 
modificirt.  Um  die  Intensitiit  desselben  zu  bestimmen,  führen  wir  —  Q  ein  und 
setzen  die  aus  P  und  —  Q  entspringende  Geschwindigkeit  des  Punktes  T  gleich 
Null,  welche  Bedingung  zur  Bestimmung 
von  Q  für  die  verschiedenen  Lagen  von  T 
in  der  Ebene  X  Y  führt.  Zu  dem  Ende 
ziehen  wir  (Fig.  266.)  TE  parallel  SJ  und 
bringen  an  E  zwei  entgegengesetzt  gleiche 
Kräfte  —  Q  und  Q  an.  Die  Kraft  —  Q 
an  E,  welche  mit  P  entgegengesetzten 
Sinnes  ist,  behandeln  wir  mit  P  zusam- 
men, das  Paar  —  Q  •  TE  appart.  Die 
Kcduction  von  /'  und  Q  für  den  Punkt  S 
liefert  nun  zunächst  dortselbst  eine  Kraft 
/'  —  Q  und  ein  Paar  Pd  —  Qe,  wenn 
SE  =  e  gesetzt  wird.    Erstere  gibt  dio 

Translationsgeschwindigkeit  «  = 


M 

und  letzterer  dio  Winkelgeschwindigkeit  ß  =  (Pd  —  Qe)  ld  um  SJ.  Von  beiden  zu- 

p    Q 

sammen  erlangt  der  Punkt  T  die  Geschwindigkeit  — ^—  -f-  {Pd  —  Qc)ldb,  wenn 

b=T0S  der  Abstand  des  Punktes  T  von  SJ  ist.  Vermöge  der  Relationen  M%*  =  ^  , 

a.  =  -  -  =  -f-  geht  dieser  Ausdruck  über  in  ,  _  ^  -+-  P** ',  wobei  also  Sl  unter 
d       e        l  M  >  M*r 

Pa  —  Qb 


der  Form  fl 


;l/x» 


erscheint.    Das  Paar  —  Q  •  TE,  dessen  Ebene  der 


durch  SJ  gehenden,  zur  Ebene  X  Y  senkrechten  Diametralebene  des  Centralellip- 
soids  parallel  ist,  erzeugt  eine  Winkelgeschwindigkeit  Sl'  um  den  zu  SJ  con- 
jugirten Diamotor  SC  und  wenn  wir  TE  =  f,  den  Abstand  des  Punktes  T  von 
SC  mit  Ä,  Sit  aber  mit  8'  bezeichnen,  so  wird  S>'  =  —  (?/" ■  /'£',  oder  wegen 

^/x'i=-fJ,   ^  =  *,  aueh  Durch  Ä'  erlangt  T  dio  Geschwindig- 

koit  —  „      •  h\  dieselbe  ist  wie  die  von  m  und  £  herrührende,  senkrecht  zur 

Ebene  X  Y,  aber  jener  entgegengesetzt.  Setzen  wir  demnach  dio  Gesammt- 
geschwindigkeit  von  T  der  Null  gleicb,  so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  von  Q 
die  Gleichung 


P  -  Q       Pa  -  Qb 
M  j/x* 


Oft- 
1  ~  A/x'* 


0, 


woraus 


Q  =  P 


1  + 


x*   '    x ! 

folgt,  ö  erscheint  hier  als  eine  Function  von  h  und  o,  den  Abständen  des  Punk- 
tes T  von  dem  durch  den  Angriffspunkt  C  der  Kraft  P  gehenden  und  dem  diesem 
coujugirten  Diameter  SJ'  und  SJ.  Für  dasselbe  P,  denselben  Punkt  C  und  das- 
selbe b  wird  daher  Q  ein  Maximum,  wenn  h  =  0,  d.  b.  wenn  7*  in  den  durch  C 
gehenden  Diameter  fällt.   Ist  diese  erste  Bedingung  des  Maximums  von  Q  erfüllt, 
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x*  +  ab 

so  bleibt  nur  nocb  der  Ausdruck  Q  =  P  ^r_j_  £t~  in  Bezug  auf  den  Abstand  b  zu 
einem  Maximum  zu  macheu.    Dies  führt  zu  der  weiteren  Bedingung 

*'  +  —  b  —  x*  =  0, 
a 

welche  mit  Hülfe  von 

*         .      h       d       l        x*/*  tJ 

*  =aa-  -7  =  7  =  *•    v  =  <u 

in  e*  -\-  2  de  —  dd      0  umgesetzt  werdon  kann.   Diese  Gleichung  liefert 

e  +  d'  =  +  Vd{d+  d), 

wodurch  man  den  Satz  erhält: 

Die  Maximalpnnkte  des  Stosses  liegen  auf  dem  durch  den  An- 
griffspunkt C  der  Kraft  P  gehenden  Diameter  des  Centralel  lipsoids 
und  sind  die  Schnittpun  kte  desselben  mit  einem  um  Cf  beschriebenen 
Kreise,  dessen  Radius  das.  geometrische  Mittel  atta  den  Abständen 
der  Punkte  S  und  C  von  C  ist. 

Die  Grösse   

zeigt,  dass  der  Abstand 'der  Punkte  des  Maximalstosses  von  der  Momentanaxe, 
nämlich  die  Grösse  (e  -\-  d)  sin  <r  gleich  dem  Trägheitsradius  für  die  Momentan- 
axe ist.    Man  kann  daher  den  Satz  auch  so  ausdrücken: 

Wenn  ein  System  eine  Winkelgeschwindigkeit  um  eine  in  einer 
Hauptebone  des  Massenmittelpunktes  gelegene  Momentanaxe  be- 
sitzt, so  liegen  die  beiden  Punkte  dieser  Ebene,  mit  welchen  das- 
selbe gegen  einen  festen  Punkt  am  heftigsten  anstösst,  auf  dem  zur 
Richtung  der  Momentanaxe  conjugirten  Diameter  in  gleichem  Ab- 
stände von  dieser  Axe  und  zwar  ist  dieser  Abstand  der  Trägheits- 
radius des  Systems  um  diese  Axe. 

Beide  Maximalpunkte  sind  homologe  Punkte  der  Involution  des  Strales  SC, 
da  das  Produkt  ihrer  Abstände  <r,  c  von  S  gleich 

Für  die  Intensität  des  Maximalstosses  ergibt  sich: 

der  positive  dieser  beiden  Wcrtbo  entspricht  dem  zwischen  C  und  S  gelegenen 
Punkte  7\  der  negative  dem  jenseits  Cf  gelegenen;  für  ersteren  hat  Q  gleichen 
Sinn  mit  P,  für  letzteren  entgegengesetzten. 

Geht  P  durch  S,  so  wird  d  «*  0,  also  Q  =  \  P{\  ±  1),  die  Punkte  des 
Maximalstosses  sind  der  Massenmittelpunkt  S,  welcher  mit  der  Kraft  Q  P  stösst, 
und  ein  unendlich  ferner  Punkt,  in  wolchem  die  Kraft  Q  verschwindet. 

Verschwindet  P  im  Unendlichen,  sodass  aber  lim.  Pd  sich  einer  bestimmten 
Grenze  nähert,  so  geht  die  Momentanaxe  durch  S  und  liegen  die  Punkte  des 
Maximalstosses  um  x  von  ihr  und  mithin  um  x  sin  &  =  X  von  S  ab.  Daher: 

Die  Punkte  des  Maximalstosses  eines  um  einen  Durchmesser 
des  Centralellipsoids  rotirenden  Systems,  welches  in  eine  Haupt- 
ebene fällt,  sind  die  Endpunkte  des  ihm  in  dieserEbene  conjugirten 
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Durchmessers  der  Ellipse,  welche  der  Ort  der  ideellen  Doppelpunkte 
der  reeiproken  Systeme  (C,  c)  ist. 

3.  Für  den  Ort  aller  Punkte  des  Haaptschnittes  X  Y,  in  welchen  das  System 
mit  gleicher  Intensität  Q  =>  nP  stösst,  erhält  man  zwischen  h  und  b  als  Coor- 
dinaten  die  Gleichung: 

ab 


0  +  5  +  5)  =  '  + 


oder  wenn  man  statt  h  nnd  b  die  Längen  SE  =  e  und  ET  =  f  einführt  und  sie 
übersichtlicher  mit  £,  i?  bezeichnet,  so  erhält  man  mit  Hülfe  der  Relationen 
a  =  dsin  9,  b  =»  |  sin  #  und  h  —  r\  sin  &  die  folgende: 


wo  für  x  :  sin  fr  und  x':  sin  fr  nach  Nr.  1.  (Schluss)  X  und  X'  gesetzt  ist,  sodass  X' 
den  x'  entsprechenden  Semidiameter  der  Ellipse  der  Doppelpunkte  bedeutet.  Ver- 
schiebt man  nun  den  Ursprung  der  r\  aus  S  in  den  Punkt  £  =  \  — ,  rj  =  0, 
so  kommt  vermöge  dd"  =  X: 

4"8(^  +  $  =  1  -4»(«-l). 

Der  Ort  der  Punkte  heftigsten  Stosses  ist  also  eine  Ellipse,  ähnlich 

d 

der  Centralellipse,  deren  Mittelpunkt  auf  CS  im  Abstände  4  —  von  S 

n 

liegt.    Für  j-4n(a-l)  =  0,  d.  h.  für  n  -  |  =         +  jj/  *  _  , 

d.  h.  für  das  Maximum  (Q)  der  StossintensitÜt  reducirt  sich  dieselbe  auf  einen 

oder  den  anderen  der  Mittelpunkte  des  stärksten  Stosses  und  für  4  n  (n  —  1)  — ,  , 

d.  h.  für  n  grösser  als  der  eben  angegebene  Werth,  wird  sie  imaginär,  weil  Q 
nicht  grösser  ab  das  Maxiraum  der  StossintensitÜt  werden  kann. 

§.  16.  Stoss  eines  unveränderlichen,  in  Bewegung  begriffenen 
Systems  auf  irgend  einen  festen  Punkt.  In  Bezug  auf  die  Hauptaxen  des 
Systems  als  Coordinatenaxen  seien  x,  y,  z  die  Coordinaten  des  Systempunktes  7\ 
welcher  auf  den  festen  Punkt  trifft  und  —  Q  der  Momentanwiderstand,  den  dieser 
Punkt  leistet.  Wir  reduciren  denselben  für  den  Massenmittelpunkt  S  und  erhal- 
ten als  Componenten  —  X,  —  Y,  —  Z  und  als  Componenten  des  durch  seine  Ver- 
legung an  S  eingeführten  Paares  —  Q-ST  die  Axenmomente  —  (yZ  —  z  Y), 
-  {zX  —  xZ),  —  (xY  —  yX).  Sind  also  X0,  Y0l  Z0;  L0J  M0,  N0  die  ent- 
sprechenden Reductionselemente  der  gegebenen  Momentankräfte  des  Systems,  so 
bestimmen  die  Kräfte  X0  +  X,  Y0  +  Y,  Z0  +  Z  und  die  Paare  L0  -  (yZ  —  zY), 
Ma  —  (zX — xZ),  A'o  —  {xY — yX)  die  Geschwindigkeiten  der  Systempunkte. 
Die  ersteren  ertheilen  nun  dem  Punkte  x,  y,  z  die  Translationsgcschwindigkeiten 

1  ,  ?\  wenn  M  die  Masse  des  Systems  ist,  die  drei  letz- 

ten aber  liefern  zunächst  die  Winkelgcschwindigkeitscomponenten 

L0  —  yZ  -\r  zY  Mq  —  zX  +  xZ  N0  ~  xY  +  yX 

wenn  a,  6,  c  die  Trägheitsradieu  für  die  Hauptaxen  x,  y,  z  sind.  Durch  sie  er- 
langt daher  der  Punkt  (xyz)  die  Geschwindigkeiten  qz  —  ry,  r.r  —  pz,  py—qx 
und  sind  demnach  die  Componenten  seiner  Geschwindigkeit  überhaupt 
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A'„  +  X 
V*  =  "    M  +  qZ  ~  r*' 

J-*„  +  r 
vy  ~      m     +  r*  - 

Zo  +  Z 
»z  =        ff  H  py  —  q*> 

oder  also  mit  Hülfe  der  Werthe  für  p,  qt  r: 

•*  -  X"t  X  ~  Je'  <*•  -        +  **>  +  <*•  -  :X  +  **> 

>,  -       -    c-  -  <*' + »*>  +    (».  -  »* + -i-J 

'»  =  ~  -  ,1/4'         -  lZ  +  lX>  +  Jat  <io  "  =     +  V'l)- 

Diese  Componenten  müssen  nun  in  Folge  der  Wirkung  des  Widerstandes  —  Q 
verschwinden;  datier  folgen  dessen  Componenten  —  X,  —  V,  —  Z  aus  den  Glei- 
chungen : 

(*V+  c*z*-f-6«cl)  X  -  b*xy  y—  c*xz  Z  =  6*y  2V0  -  r»i  M0- 6»c*X0 

-       z  X  -  b*y  z  *'+  (a* x*  +  & V  +  «8 **)  2  —  «« ar      -  b*y  LQ  -  «* b*  Z0 , 
wozu  noch  hinzukommen  für  Q  und  seine  Richtung  (ccßy): 

f)t  =  \*«  .  yt  +  ^    «?» «  _  ™*  0  =  <•"*  y  _  1  . 

'       '      _  A       —  .K       -  2  ^ 

Für  den  speciellcn  Fall,  welcher  sich  an  dio  Betrachtungen  des  §.  15.  un- 
mittelbar  hätte  anschliesscn  lassen,  dass  nämlich  der  Punkt  T  in  der  Hauptebene 
der  xy  liege  und  Z  =  0,  Xq  =  >'„  =■  0,  also  auch  ,V0  =  0  sei,  gestaltet  sieh 
die  Rechnung  einfach.    Man  erhält  X  =  0,  V  =  0,  Z  =  und 

(fl«ar«  -f  &«>/«  -f  fl*6«)  C  =  a«x  J/„  —  b*y  La  —  a2^1  Z„. 
Hierin  ist  weiter,  um  die  Bozeichnungswciso  mit  §.  16.  in  Einklang  zu  bringen 

Z0  =-  P,     L0  =-  y0Z0  —  zoyo  =  ynP,     M0  =  i„X0  —  x0Z0  =  —  x0P, 
wenn  x0,  yQ  die  Coordinateu  von  C  sind. 

§.  17.  Stoss  eines  Punktes  von  der  Masse  m  normal  zu  einer 
Hanptcbenc  X  y  dos  Massenmittelpunktes  S  in  einem  Punkte  C  einer 

Hauptaxe  SX  (Fig.  267.).   Wir  nahmen  in 
r,S-  ^  den  §§.  12—16.  an,  dass  die  MomentankrHfte 

*  des  Systems  einer  einzelnen  Kraft  P  äqui- 

valent seien,  ohne  dass  wir  über  den  Ur- 
sprung dieser  Kraft  eine  Voraussetzung  mach- 
ten. Jetzt  wollen  wir  annehmen,  dass  P  da- 
durch gegeben  sei,  dass  ein  Punkt  von  der 

,  CT         I  Masse  m  mit  der  Geschwindigkeit  v  senk 

/S    ys  recht  zu  SX  in  C  das  System  trifft.    Es  ist 

_/      /  dann  aber   nicht  etwa  die  Momentankraft 

mo,  welche  der  Masse  m  ihre  Geschwindig- 
keit t>  zu  geben  vermag,  dio  Kraft  P  selbst,  sondern  nur  ein  Thcil  derselben. 
Im  Momente  des  Anprallens  bildet  nämlich  m  mit  dem  System  ein  neues  System, 
auf  dessen  Punkt  C  die  Momentankraft  mv  wirkt;  man  hat  zu  bestimmen,  welche 
Geschwindigkeit  k  dieser  Pnnkt  C  annimmt;  dieselbe  Geschwindigkeit  nimmt  der 
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mit  ihm  zusammentreffende*  Punkt  m  an  und  da  dieser  vorher  die  Geschwindig- 
keit v  besass,  so  hat  er  v  —  «  verloren.  Demnach  ist  mu  die  Moroentankraft,  welche 
dor  neuen  Geschwindigkeit  von  m  entspricht  und  m  [v  —  u)  ist  folglich  die  Mo- 
mentankraft P,  welche  im  Stosse  auf  das  System  wirkt, 

1.  Es  sei  nun  s  der  Massenmittelpunkt  des  Gesammtsystems  der  Massen  M 

Ss       sC  SC 

und  in.     Man  hat  dann  —  =  -—  =    .^^r  — »  aIso»  wenn  sc  =~  x  gesetzt 

wird:  Sa  —  „  . —  ,  sC  =  .    Von  den  Hauptaxen  des  Massenmittel- 

ol  -f-  in  M  -J-  m 

punktes  s  für  das  Gesammtsystem  der  Massen  M  und  m  fällt  die  eine  mit  SX 
zusammen,  die  anderen  sind  parallel  SY  nnd  SZ.  Denn  betrachtet  man  *  als 
den  Ursprung  von  Coordinaten  |,  ij,  £  von  denselben  Richtungen,  wie  die  frühe- 
ren x,  y,  z,  so  ist 

Zm£rj  mm  Zm  (x  — -  Ss)  y  =  *Lmxy  —  SsZmy  —  Zmxy  =»  0 

und  liefert  der  einzelne  Massenpunkt  m  in  C  keinen  Beitrag  zu  dieser  Summe, 
da  sein  r\  Null  ist;  forner  ist  Zmrf^  =  Zmyz  =  0,  du  alle  £  =  z  und  ij  =»  y 
nnd  für  C  sowohl  £  als  rj  Null  sind;  endlich  ist 

Zm££  =  Zmz  (x  —  Ss)  m»  Zmzx  —  Ss  Zmz  =  0 

aus  ähnlichem  Grunde.    Die  Kraft  mv  ertheilt  nun  dem  Gesammtsystem  eine 

Translationsgeschwindigkeit  senkrecht  zur  Hauptebene  XY  nnd  eine 

Winkelgeschwindigkeit  &  =  m^%'t  um  die  Hauptaxe  sY,  wo  x'  den  Träg- 

heitsradius  des  Gesammtsystems  für  diese  Axc  darstellt.  Daher  erlangt  der  Punkt 
C  die  Geschwindigkeit 

»i»  JlPmvx* 
und  wird,  weil  "  ~  TTf«  +       +  «)» 

[M  +  m)  *'*  —  M%*  -\-  M  •  Ss*  -j-  m  •  sC*  =  Af  x*      M  J  +  '«  •  J\ 

a,S°  x'i  =  ^.(J?  +  mW  +  mx* 

ist,  diese  Grösse  ^  + 

x»  _L  a;*  jl/t>x* 

(w +»,),. ■  -«-  __)ÄÄ.+  _f., 

sowie  endlich 

"Iü  "  (Äf  -f  m)  **  +  mx*  ' 

2.  Die  Kraft  P  oder  der  Theil  von  mv,  welche  die  Bewegung  des  Systems 

bestimmt,  ist  mit  der  Lage  des  Punktes  veränderlich,  sie  ist  ein  Maximum  für 

x  s=  0,  wenn  also  C  in  den  Punkt  S  fällt,  sie  nimmt  mit  wachsendem  x  ab  und 

M 

verschwindet  für  x  =  od.   Der  Werth  des  Maximums  ist  P=  mv  ■  -.—  Man 

M  -\-  m 

kann  nun  m  und  v  aber  so  als  Functionen  von  x  bestimmen,  dass  mv  constant 
bleibt  und  P  für  alle  Punkte  C  der  Geraden  SX  denselben  Worth  hat,  wie  in  5. 
Hierzu  ist  vermöge  des  Ausdrucks  für  diese  Grösse  orforderlich ,  dass 

m  (x*  +  x«)  =  Const.  =  MB*, 

wodurch 

MB*  mv  x»  -f-  x* 

"i  =    ,        ,    und    v  =       =  m v 

x*  -f*  x*  m  MB* 

wird.    Die  Constanten  B  und  mv  bequemer  auszudrücken,  seien  i»0  und  »0  die 

M  B*  x* 
Werthc  von  m  und  v  für  x  =»  0,  nämlich       =»  - —  -  ,  t>„  «=  m  v     ^ ,  woraus 
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=  und  mv  =*  m»v0  folgt.     Man  erhalt  hierdurch  für  n,  v  und  P  die 

m 

Formen : 

x«  x*  +  x*  M 

m  =  m«      ^i.   ■  ~  *•    x*    '  7  =  W1°t'0  >  + ' 

Diese  Kraft  ertheilt  dem  System  eine  Translationsgesch windigkeit  -    =  , 

,rl         tri  -y-  ITIq 

unabhängig  von  x  und  eino  Winkelgeschwindigkeit  um  sV,  welche  Function  von 

x  ist,  nämlich:  _ 

mv  •  sC  mvx 

U  ~  (,V  +  «)*'•  =        +  »«)  x*  -f-  ma?«  ' 
deren  Ausdruck  mit  Hülfe  der  Wcrthe  für  m  und  v  die  Form  annimmt: 

3.  Der  Theil  P  von  i»v,  welcher  die  Bewegung  des  Systems  bestimmt,  wird 
in  dem  extremen  Falle,  dass  m  verschwindet  und  v  unendlich  gross  wird,  jedoch 
so,  dass  mv  constant  bleibt,  gleich  mv  selbst  und  mu  =  0.  Den  frUheren  Be- 
trachtungen der  Wirkung  einer  Momentankraft,  welche  unabhängig  von  der  Stelle 
angenommen  wurde,  wo  die  Kraft  angreift,  liegt  daher  dieser  extreme  Fall  eigent- 
lich zu  Grunde. 

4.  Wir  nehmen  jetzt  an,  das  System,  welches  von  der  Masse  m  mit  der 
Geschwindigkeit  v  getroffen  wird,  stoaso  zugleich  auf  einen  festen  Punkt  T  in 
der  Linie  SX  und  wollen  den  Stoss  Q  auf  T  bestimmen.  Wir  fanden  nun  §.  12., 
dass  die  Kraft  P,  welche  in  der  Entfernung  SC  =  a  angreift,  auf  T  in  dem  Ab- 

stände  5  7'  den  Stoss  (J  =  P      ~   \    hervorruft.     In  dem  vorliegenden  Falle 

x*  -f-  xl 

tritt  s  an  die  Stelle  von  6';  x'1,  sC  =  £  und  tT  —  ST  —  Ss  h  —  Ss.  wo 
ST  =—  h,  sind  für  x,  a  und  x  zu  setzen,  sodass  wir  zunächst  erhalten: 

x'«  +  (fi  —  Ss)*  ' 
worin  aber  P  den  betreffenden  Theil  von  mv  bedeutet.    Nun  hat  man  aber: 
;Mx«  „  (M  +  m)  x«  -f  ro.r8 

-     "    r— r-  i  ,  X  Z    =  W  

«)  x1  4~  m>E 

mit  Hülfe  welcher  Werthe  erhalten  wird 


"  (M  "+  m)  x*  -f-  mx* '  "       (J/  -f  ot)*         '  «  ' 


«"  +  *«  +  ^  (fi  -  *)f 


Für  £  —  A,  d.  h.  wenn  C  mit  T  zusammenfällt,  wird  P  =■  mo;  für  £  —  0  ist 

71  = 


w»»x* 


+ o  +  ;,)  * 


X* 


und  wächst  P  von  |  «=  0  bis  £  =  A;  für  £  =  —  —  ist  />  =  0  und  für  £ 


P  =  0.  Es  gibt  daher  ein  Maximum  von  /*.  Dasselbe  entspricht  einem  Werthe 
|,  welcher  der  Gleichung 

?  +  2A'£  -  (Ä/(l  -f  ^)  +  A0  =  0 


genügt,  wo  y  88  un<1  *  +  *'*'  gesetzt  ist.  Diese  Gleichung  gibt  zwei 
Punkte  des  Maximalstosses  in  gleichem  Abstände  von  dem  Punkte  x  —  —  A\ 
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Beispiel.    Es  sei  -»•■  =  1,  h  =  x,  also  T  ein  Punkt  des  Maximalstosses 

des  gegebeneu  Systems  (abgesehen  von  7«)  bei  der  Drehung  um  SV.    Aus  der 

Gleichung  £*  +  2xg  —  5x*  =■  0  folgen  die  Abscisseu  der  Maximalstosspunkte 

i/-                                4-  Vd 
£  =  _  x  ±  x  ^6,  wofür  ö  =  mv     —  • 

12  q:  4^6 

§.  18.  Wenn  das  System  nicht  frei,  sondern  an  Bedingungen  ge- 
bunden ist,  z.  B.  einen  festen  Punkt  zu  besitzen,  um  eine  feste  Axe 
sich  zu  drehen,  mit  gewissen  Theilen  feste  Flächen  zti  berühren  u.  s.  w., 
so  leistet  dasselbe  vermöge  dieser  Bedingungen  im  Momente  der  Ein- 
wirkung momentaner  Kräfte  gewisse  momentane  Widerstände.  Fuhrt 
man  dieselben  als  Momentankräfte  ein  und  fügt  sie  den  gegebenen  Mo- 
mentankräften hinzu,  so  kann  alsdann  das  System  als  ein  freies  behan- 
delt werden.  In  manchen  Fällen  kann  man  jedoch  die  Bedingungen 
durch  Einführung  unendlich  grosser  Massen  in  das  System  ersetzen. 
Diese  Idee  wurde  zuerst  von  Poinsot  ausgesprochen  [Sur  la  moniere 
de  ramener  a  la  dynamique  des  Corps  libres,  celle  des  corps  quon  suppose 
genes  pur  des  obstucles  fixes.  Liouville,  Jonrn.  de  Mathem.  2idme  Se*rie, 
T.  IV,  p.  171  (1859)];  ihrer  Wichtigkeit  wegen  wollen  wir  auf  dieselbe 
hier  in  einem  Falle  etwas  näher  eingehen. 

Das  System  besitze  einen  festen  Punkt  Ay  d.  h.  einen  solchen, 
welcher  durch  kein  System  von  Momentankräften  eine  Geschwindigkeit 
erlangt.  Reduciren  wir  ein  beliebiges  gegebenes  System  von  Momentan- 
kräften für  den  Massenmittelpunkt  S  und  untersuchen  wir,  welche  Masse 
der  Punkt  A  besitzen  muss,  wenn  er  die  Rolle  eines  festen  Punktes 
spielen  soll,  während  das  System  als  ein  freies  angeschen  wird.  Die 
Kräfterednction  liefert  eine  Resultante  R  und  ein  rcsultirendes  Paar  (1 ; 

erstere  ertheilt  dem  System  eine  Translationsgeschwindigkeit  u  =  _r  , 

0 

letzteres  eine  Winkelgeschwindigkeit  Sl  =  ^  2  um  eine  durch  S  gebende 

Axe  c  und  wenn  6  den  Abstand  des  Punktes  A  vou  der  Axe  c  bezeich- 
net, so  sind  u  und  Slö  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  desselben. 
Bildet  nun  Ä  mit  der  Richtung  von  Slö  den  Winkel  «,  so  ist  das  Quadrat 
der  Geschwindigkeit  von  A  gleich  ir  -(-  Sl2ö2  —  2  uSlö  cos«;  damit  das- 
selbe unabhängig  von  er,  welcher  Winkel  mit  der  Wahl  des  Kräftesystems 
variirt,  verschwinde,  muss  «  =  0  und  6  =  0  sein.  Die  erstere  Bedin- 
gung liefert  jV  =  oo,  die  zweite  ö  =  0.  Der  Punkt  A  muss  mithin  auf 
der  Momentanaxe  liegen  und  die  Masse  des  Systems  muss  unendlich 
gross  sein.  Da  die  Axe  c  durch  S  geht  und  je  nach  Beschaffenheit  des 
Kräftesysteras  verschiedene  Richtungen  haben  kann,  A  aber  stets  auf 
ihr  liegt,  so  fällt  A  mit  S  zusammen.  Der  feste  Punkt  muss  also  der 
Massenmittelpunkt  sein.  Legt  man  daher  dem  Punkte  A  eine  unendlich 
grosse  Masse  bei,  so  sind  alle  Bedingungen  erfüllt  und  kann  das  System 
als  ein  freies  behandelt  werden. 
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Es  sei  nun  n  die  dem  Punkte  A  zucrtheilte  unendlich  grosse  Masse, 
während  M  die  Masse  des  Systems  an  sich  bedeute;  es  ist  A  der  Massen- 
mittelpunkt von  fi  -\-  M  und  S  der  Massenmittelpunkt  von  3/;  die  Ent- 
fernung AS  wird  unendlich  klein  sein.  Das  System  kann  nur  rotiren 
um  Axen,  welche  durch  A  gehen.  Auf  das  Trägheitsmoment  und  die 
Winkelgeschwindigkeit  des  Systems  um  solche  Axen  hat  die  Einführung 
von  ft  keinen  Einfluss,  da  A  auf  der  Axe  liegt.  Indessen  ist  es  rätli- 
lich,  den  jetzt  vorliegenden  Fall  als  einen  Grenzfall  anzusehen  von  dem 
Falle  eines  Systems  f*  -\-  M,  in  welchem  ein  Punkt  A  eine  sehr  grosse 
Masse  p  besitzt.  Der  Massenmittelpunkt  *  dieses  Systems  fallt  dann 
zwischen  A  und  S  und  theilt  AS  im  umgekehrten  Verhältniss  der  Massen 
M  und  ft,  sodass,  wenn  As  =  i,  AS  =  rf,  also  sS  =  d  —  i  gesetzt  wird: 

Md  •     .  Hd 

d  —  i  = 


p  +  M  '  p  +  M 

ist.  Das  Trägheitsmoment  von  fi  um  eiue  Axe  des  Punktes  s  senkrecht 
zu  AS  ist  (ii2t  das  von  M  ist  3/x0'2  -\-  M(d—  i)\  wenn  x0  der  Träg- 
heitsradius für  die  Parallelaxe  des  Punktes  S  ist.  Daher  wird  das  Träg- 
heitsmoment von  (i      M  für  die  Axe  des  Punktes  s: 


(u  +  M)  x2  =  fu*  -f  3/x0?  -f  M  (d  —  if  =  M  (  V  + 


Wird  nun  p  =  oo,  so  ergibt  sich  /im  (>  -|-  31)  x2  =  3/  (x02  -J-  wel" 
ches  genau  das  Trägheitsmoment  des  Systems  M  um  die  Axe  des  Punk- 
tes A  ist.  Der  Trägheitsradius  x  nähert  sich  der  Null;  indessen  ist  i 
unendlich  klein  gegen  x,  wie  man  aus  der  Gleichung 

X2 

ersieht,  welche  lim      —  <x>  liefert.    Dagegen  ist 

-*  +  -.,(»+*)    .  . 


eine  endliche  Länge  und  bedeutet  den  Abstand  des  zu  A  reeiproken 
Punktes.   ._. 


(• + ") 


An  massgebender  Literatur  für  den  Inhalt  dos  vorstehenden  Capitels  führen 
wir  noch  an: 

Poinsot,  Thiorte  nouvelle  de  la  rotation  de*  Corps  (Li  ou  v  i  1  le ,  Jouru.  de  Math  cm. 
T.  XVI,  p.  9  u.  289  (1851);  ist  auch  separat  in  zwei  Ausgaben  1852  erschienen). 
Bereits  1834  hatte  Poinsot  der  Pariser 'Akademie  die  Lösung  des  Rotations- 
problems eines  unveränderlichen  Systems  ohne  Einwirkung  coutiniürlicher 
Kräfte  in  einer  weniger  ausführlichen  Bearbeitung  vorgelegt.  Dieselbe  wurde 
auch  als  Anhang  seinen  Klemens  de  slatiquc  beigefügt. 
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p o i n s o t ,  Queslions  dynamiques.    Sur  In  pereussion  des  corps.    (Liouville,  Jonrn. 

2i*mo  Sene,  T.  II  (1867),  p.  281  und  T.  IV  (1859),  p.  421). 
Poinsot,  Sur  la  quanlite  de  mouvement  qui  est  transmise  ü  un  corps  par  le  choe  d'un 

point  massif  qui  vient  le  frapper  dans  une  direciion  donnee.    (Liouville  Journ. 

2iöme  Serie,  T.  IV,  p.  161).  • 
Folie,  Theorie  nouveüe  du  mouvement  d'un  corps  Höre  {Bulletins  de  l'Acad.  des  seien- 

res,  des  lellrcs  et  des  heaux  arts  de  Itelyique,  2»*™  Serie,  T.  XX  (1866),  p.  435). 
Diese  Schriften  sind  zugleich  für  die  nächstfolgenden  Capitel  von  Bedeutung. 


Xin.  Capitel. 

Aequivalenz  und  Reduction  der  continuirlichen  Kräfte  (erster  Ordnung) 

am  unveränderlichen  System. 

§.  1.  Der  Geschwindigkeitszustand  eines  unveränderlichen  Systems 
zur  Zeit  /  wird  durch  den  dieser  Zeit  entsprechenden  Beschlcunigungs- 
zustand  desselben  unendlich  wenig  geändert,  indem  zu  den  Geschwindig- 
keiten v  der  Systempunkte  die  Elementarbeschleunigungen  du  =  cpdt 
hinzutreten,  um  die  der  Zeit  /  -\-  dl  entsprechenden  Geschwindigkeiten  v 
zu  bilden.  Die  Momentankräfte  mp,  welche  die  Geschwindigkeiten  v  zu 
geben  vermögen,  gehen  ebenso  in  die  Momentankräfte  mv\  welche  den 
Geschwindigkeiten  v  entsprechen,  über,  indem  sich  mit  ihnen  die  un- 
endlich kleinen  Kräfte  mdu  =  mcpdt  nach  dem  Parallelogramm  der 
Kräfte  verbinden.  Diese  Elementarkräfto ,  durch  das  Zeitelement  divi- 
dirt,  stellen  die  continuirlichen  Kräfte  mtp  dar,  durch  welche  der  Be- 
schleunigungszustand des  Systems  bestimmt  wird.  Wir  werden  dieselben 
im  Folgenden  reduciren,  den  Beschleunigungszustand  bestimmen,  welchen 
ein  gegebenes  Kräftesystem  hervorruft  und  zusehen,  wie  die  Bewegung 
des  Systems  unter  Einfluss  gegebener  Kräfte  sich  von  Zeitelement  zu 
Zeitelement  ändert.  Aehnlich,  wie  bei  der  Reduction  der  Momentan- 
kräfte in  Cap.  XII.  verdient  auch  hier  bemerkt  zu  werden,  dass  die 
Bezeichnung  der  Grössen  mtp  als  Kräfte  (erster  Ordnung)  unwesentlich 
und  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  von  m  als  eines  blossen  Coeffi- 
cienten  der  Werthigkeit  die  Kräftereduction  im  Grunde  eine  Reduction 
der  Beschleunigungen  ist. 

§.  2.  Wir  beginnen  mit  einem  einfachen  Falle,  nämlich  mit  der 
Reduction  der  Kräfte  eines  ebenen,  in  seiner  Ebene  beweglichen  Systems. 
Es  seien  C  und  G  (Fig.  268.)  das  Momentancentrura  und  das  Beschleu- 
nigungscentrum desselben  (Tbl.  III,  Cap.  VI,  §.  4.)  zur  Zeit  t  und  & 
die  Winkelgeschwindigkeit  um  C.  Die  Beschleunigung  tp  eines  System* 
punktes  M  im  Abstände  MG  =  p  von  G  hat  zwei  Componenten,  eine 
centripetale ,  nach  G  gerichtete  &7p  und  eine  zu  dieser  senkrechte  tan- 
gentiale ~  •  />,  deren  Sinn  je  nach  der  positiven  oder  negativen  Be- 

50* 
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d£l 

schaflenheit  von  —  mit  £1  harmonirt  oder  dishannonirt ;  tp  selbst  hat 

dt 

den  Werth  <p  =  p  j/ Sl*  -f  (^)2=         wenn  &  =  j/ Sl*  -f  (^)* 

die  Beschleunigung  eines  Systenipuuktes  in  der  Einheit  der  Entfernung 

vom  Beschleunigung8centvum  bezeichnet.    Die  Kraft  my,  welche  dem 

tig.  Systempunkte  die  Beschleunigung  <p  zu  ertheilen  ver- 

*-    ^  wag,  zerfällt  demnach  gleichfalls  in  eine  centripetale 

*    I  und  eine  tangentiale  Componente,  deren  -Grössen  mSl2p 

^jr  S-  dSl 

und  m  —  p  sind  und  welche  nach  Richtung  und  Sinn 

j  ^ß  mit   den  entsprechenden  Beschleunignngscompouenten 

übereinstimmen. 

Behufs  der  Reduction  der  Kräfte  für  das  Beschleunigungscentrum  G 
legen  wir  durch  diesen  Punkt  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Coordinaten- 
system  der  x,  y,  dessen  Ürehungssinn  mit  dem  Sinne  von  Sl  überein - 

stimmt.    Die  Componenten  mSl2p  und  m  ^  p  haben  in  Bezug  auf  das- 

selbe  die  Richtungscosiuusse  — — ,   —  ---  und  —  *   ,     '  ;  sie  selbst 

"         "  ''      ''  JSl 

zerfallen  daher  in  die  Componenten  —  mß'a;,  —  mStfy  und  —  m  —  t/, 

dQ 

m     ■  x.   Demnach  hat  die  Resultante  /?<"  der  Kräftereduction  die  Com- 
dl 

ponenten 

,V»>  SPSmx  -  d~  2my,       J'<»  =  -  &£my  +  ^ 

welche  aber  mit  Hülfe  der  Coordinaten  x0,  »/„  des  Masseuinittelpunktes  N, 
welche  den  Gleichungen  Mxü  =  £mxy  My0  =  £my  genügen,  die  Form 

A'l»  =  -  M&x«  -  M  d-%  y0,      r*"l  =  _  N&ya  +  M  dff  x, 

aunchmen.  Nun  sind  aber,  wenn  man  die  Entfernung  des  Massenmittel- 
punktes S  vom  Beschleunigungscentrum  G,  nämlich  SG  =  f  setzt: 

-  ä**0  =  äy  (-  y ) ,   -  & //.,  =  ä v  (-  ) 

die  Componenten  der  centripetalen  Beschleunigung  Ü*Y  aes  Massenmittel- 
punktes und 

A  /o  ~~  d/  /  \      /*  /  '        <//     "  -  dl  1  \  f  ) 
die    der    tangentialen    Beschleunigung    desselben    uud    stellen  daher 
—  M£l'lxK),  —  MSl*y{)  die  Componenten  der  centripetalen  Kraft 

sowie  — .V  ^  yin   .1/       .r„  die  Componenten  der  tangentialen  Kraft 
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d& 

•V  —  f  dar.  Da  beide  Componcntcn  zu  einander  rechtwinklig  sind,  so 
erhalten  wir  für  die  Resultante  der  Kräftercduction : 

Diese  Kraft  würde  dem  Massenmittelpunkte,  wenn  in  ihm  die  Gcsaramt- 
tnassc  des  Systems  vereinigt  würde,  dio  Beschleunigung  /*tr  zu  ertheilen 
vermögen.  Die  centripetalen  Kräfte  m&2p  liefern  bei  der  Reduction 
keine  Paare,  da  sie  durch  den  Rednctionspunkt  G  hindurchgehen;  die 

dSl  dSl 
tangentialen  Kräfte  m  -   p  dagegen  liefern  Paare  m  ^  p2  von  gemein- 
schaftlicher Axenrichtung  senkrecht  zur  Ebene  des  Systems  und  ent- 
riß 

springt  aus  ihnen  als  resultirendes  Paar  GW  der  Reduction  G^=  — -  Zmp2. 
Wir  erhalten  daher  den  Satz: 

Die  continuirlichen  Kräfte,  welche  ein  ebenes  System 
in  seiner  Ebene  beschleunigen,  sind  äquivalent  einer  Re- 
sultanten welche  durch  das  Beschleunigungscentrum 
hindurchgeht,  und  einem  result inenden  Paare  G^X),  dessen 
Axe  senkrecht  zur  Ebene  ist.  Die  Resultante  hat  die  Rich- 
tung und  den  Sinn  der  Beschleunigung  des  Massenmittel- 
punktes und  ist  gleich  dem  Produkte  aus  ihr  und  der  Ge- 
sammtmasse  des  Systems.   Das  Paar  ist  gleich  dorn  Produkte 

dSl 

aus    der  Winkclb eschleunigung  —  des  Systems  und  dem 

Trägheitsmomente  desselben  in  Bezug  auf  die  zur  Ebene 
des  Systems  senkrechte  Axe  des  Beschleunigungscentrums. 

Wir  können  leicht  diese  Reduction  der  Kräfte  auf  den  Massen- 
mittelpunkt S  übertragen,  indem  wir  Ä<n  an  diesen  Punkt  verlegen  und 
das  aus  dieser  Verlegung  entspringende  Paar  {R^\  —  R^)  mit  dem 
Paare  GW  verbinden  (Fig.  269.).  Ist  et  der  Winkel,  welchen  mit  der 
Richtung  der  tangentialen  Componente  der  Beschleunigung  des  Massen- 
mittelpunktes bildet,  so  ist  h  =  /"  cos  cc  der  Arm  des  zuzufügenden  Paares 
R^h  und  da  dasselbe,  wie  leicht  zu  sehen,  Fig.  269. 

in  allen  Fällen  entgegengesetzten  Sinn  von 

G<»  hat,  so  wird  G^  =  G™  —  R™  r  c<>s  «  X  I  ~K<" 

das  neue  Paar  der  Reduction  sein.    Diese  'rO  ^^^-AaV- 
Gleichung  gibt  aber  mit  Hülfe  der  Werthc  ^-<$V~/ 

=  ^?  Zmp2,  Ä<»>  =  Mr&  und  mit  Rück- 
sicht  darauf,   dass   die   tangentiale  Componente   der  Beschleunigung 

dSl  dSl 
&  cos  u  =  —  ist,        =  -  (Zmp2  —  Mp)-  Nun  ist  aber  nach  einem 
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bekannten  Satze  das  Trägheitsmoment  Zmp'1  für  das  Beschleunigungs 
centrum  G  gleich  dem  Trägheitsmomente  -Vx02  für  S  in  Verbindung  mit 

dSl 

.)//'-,  sodass  -jjj  ^*«>2  wird.  Daher: 

Die  Kräfte  des  Systems  sind  äquivalent  der  Resultanten 
/fU)  Mf&%  welche  nach  Richtung  und  Sinn  mit  der  Beschleu- 
nigung f&  des  Massenmittelpunktes  übereinstimmt,  durch 
ihn  hindurchgeht  und  ihm,  wenn  in  ihm  die  Gesa  mint  masse 
des  Systems  vereinigt  wäre,  die  Beschleunigung  zu  erthei- 
len  vermöchte,  die  er  in  der  That  besitzt,  in  Verbindung 

mit  dem  Paare  G.W  =  ~  My*.  gleich  dorn  Produkte  der  Win- 

dt 

kelbcschlcunigung  und  dem  Trägheitsmomente  des  Systems 
in  Bezug  auf  den  Massenmittelpunkt. 

Die  Kräfte  eines  ebenen  Systems  sind,  wenn  ihre  Resultante  nicht 
Null  ist,  einer  Einzelkraft,  gleich  dieser  Resultanten  äquivalent,  welche 
längs  der  Centralaxe  des  Systems  wirkt.  Um  dieselbe  in  dem  vorlie- 
genden Falle  zu  finden,  haben  wir  in  einen  solchen  Abstand  //'  von 
von  S  zu  verlogen,  dass  das  aus  dieser  Verlegung  entspringende  Paar 
R{l)/t  das  Paar  tilgt.  Damit  dies  Paar  mit  (r,(I)  entgegengesetzten 
Sinn  erlaugt,  muss  diese  Verlegung  nach  der  Seite  der  an  S  angreifen- 
den Kraft  R{i)  hin  erfolgen,  auf  welcher  das  Beschleunigungscentrum  G 
nicht  liegt.  Den  Abstand  ti  erhalten  wir  aus  der  Bedingung  Ä(l)/«'=  (»,(,), 
welche  nach  Einsetzung  der  Wcrtho  von 

<;,<■>  =       mH\    RW  =  Mf*  =—.-.fco8*'&co8«=-  %-  h  ■  d~ 
1  dt  cos  et  cos*  et  dt 

iu  hti  =  x,,2  cos2«  übergeht.  Mit  Rücksicht  auf  h—f  cos  et  und,  wenn 
die  Entfernung  SG'  des  Punktes  S  von  dem  Schnittpunkte  von  6\S*  mit 
der  Richtung  der  zu  suchenden  Centralaxe  gleich  f  gesetzt  wird,  auf 
f'=h'cosct,  kann  diese  Gleichung  in  der  Form  /r/"=y.02  dargestellt 
werden. 

Ist  =  0,  so  ist  das  System  dem  Paare  <»Y,}  äquivalent,  welches 
eine  beliebige  Verlegung  iu  der  Ebene  erleiden  kann.  Es  wird  ß<'>  nur 
Null,  wenn  f  =  0,  d.  h.  wenn  das  Beschleunigungscentrum  mit  dem 
Massenmittelpunkte  zusammenfällt;  in  diesem  Falle  wird  f'=  oo  und 
rückt  die  Centralaxe  ins  Unendliche.   Diese  Betrachtung  liefert  den  Satz: 

Wenn  das  Beschleunigungsccntrum  G  nicht  mit  dem 
Massenmittelpunkte  S  zusammenfällt,  so  sind  die  Kräfte 
des  ebenen  Systems  einer  Einzelkraft  RW  —  Mf&  äquivalent, 
welche  der  Beschleunigung  des  Massenmittelpunktes  parallel 
und  mit  ihr  gleichen  Sinnes  ist  und  die  Linie  GS  auf  der 
Seite  von  S,  auf  welcher  G  nicht  liegt,  iu  einem  Punkte  G' 
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so  schneidet,  dass  das  Produkt  GS- Sil'  gleich  dein  Quadrate 
des  Trägheitsradius  für  den  Massenmittelpunkt  wird.  Fällt 
aber  G  mit  S  zusammen,   so   sind    die  Kräfte   dem  Paare 

<;,<»>  =  ^  il/xH  2  äquivalent. 

§.  3.  Das  Momentancentrum  6',  der  Schnittpunkt  C  der 
Einzelresultanten  R  der  Momentan kräftc  mit  der  Linie  CS 
und  die  beiden  Punkte  G,  G\  nämlich  das  Beschlounigungs- 
centrum  und  der  Schnittpunkt  der  Binzelrcsultanten  Äfn  der 
continuirlichcn  Kräfte  mit  GS  liegen  auf  ein  und  demselben 
Kreise  (Fig.  270.).  Nach  Cap.  XII,  §.  12.  besteht  nämlich  zwischen 
den  Abständen  CS=  «,  SC  =  a  die  Relation  aa  =  x02,  aus  welcher 
in  Verbindung  mit  der  obigen  Gleichung  ff—  x02  folgt:  aa'=  ff. 
Drei  der  vier  Punkte  C\  C\  C,  G'  bestimmen  daher 
den  vierten.  Fällt  das  Momentancentrum  C  in  5>, 
also  C  ins  Unendliche,  d.  h.  sind  die  Momentan- 
kräfte einem  Paare  äquivalent,  so  wird  der  Kreis 

unendlich  gross  und  geht  in  die  Gerade  G  G'  über;     /      <t  *  \C 

ebenso  wenn  C  in  S  fällt,  d.  h.  wenn  das  System  I 
cino  Translationsgeschwindigkeit  besitzt.  Dasselbo     \  J 
tritt  ein,  wenn  einer  der  Punkte  G,  G'  in  den  y 
Massenmittelpunkt  S  fällt;  der  Kreis  geht  dann  in 

die  Gerade  CO'  über.  Tritt  C  in  S  ein,  so  rückt  G'  ins  Unendliche; 
die  continuirlichcn  Kräfte  sind  einem  Paare  äquivalent.  Ist  es  mit  G' 
der  Fall,  so  entfernt  sich  das  Beschleunigungscentrum  ins  Unendliche 
und  werden  die  Beschleunigungen  aller  Systempunkte  parallel,  gleichen 

Sinnes  und  gleich      - .    Fallen  C  und  G'  in  S,  so  besitzt  das  System 

eine  Translationsgeschwindigkeit  und  haben  alle  Punkte  parallele  und 
gleiche  Beschleunigungen  desselben  Sinnes.  Fallen  C  und  G  in  S,  so 
wird  das  System  von  einem  Momentankräftepaarc  ergriffen  und  von  einem 
Paare  continuirlichcr  Kräfte  beschleunigt. 

Man  kann  leicht  übersehen ,  wie  die  Bewegung  des  Systems  sich 
von  Moment  zu  Moment  ändert.  Zu  der  Momentankraft  R  zur  Zeit  /, 
welche  durch  C  geht  und  zu  SC  senkrecht  ist,  tritt  die  Elementarkraft 
RWdt  und  bildet  mit  Hülfe  des  Parallelogramms  der  Kräfte  die  Momentan- 
kraft  R'  für  die  Zeit  t  -f~  dl.  Indem  man  von  S  auf  sie  ein  Perpendikel 
fällt,  erhält  man  den  Punkt  C  für  diese  Zeit,  zu  welchem  die  Gleichung 
na'=  x02  jenseits  S  das  neue  Momentancentrum  liefert.  Die  Kraft  R' 
bestimmt  die  Winkelgeschwindigkeit  um  dasselbe  u.  s.  w.  Um  deutlich 
zu  sehen,  welche  unendlich  kleine  Compononte  dSl  die  Kraft  /?<"<//  der 
Winkelgeschwindigkeit  und  um  welches  Centruin  sie  ihr  dieselbe  ertheilt, 
ziehen  wir  CC  und  suchen  auf  dieser  Geraden  den  Punkt      um  welchen 
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dSl  erfolgen  muss,  damit  Sl  -f-  dSl  um  C  zu  Stande  komme  (Fig.  271.). 
Zufolge  Tbl.  II,  Cap.  III,  §.  4.  ist  hierzu  die  Bedingung 

ca  =  er  ^  er 

dSl  ~~  Sl  ~~  Sl  -f  dSl 

_     CC  SIU 

zu  erfüllen,  aus  welcher  der  Abstand  6T=  Sl  •        =         (b.  S.  381) 

sich  ergibt.    Der  Punkt  T  fällt  also  in  den  Punkt  11  (Fig.  133.),  in 
Fjfr#  >>-v  welchem  die  Tangente  der  Curve  der  Momen- 

tancentra  den  Bresse'schen  Kreis  der  Punkte 
ohne  Tangentialbeschleunigung  zum  zweiten 
Male  schneidet. 

Errichtet  man  daher  im  Beschleu- 
^  ^  T  nigungscen  trum  G  auf  dessen  Verbin  - 

dungslinie  mit  dem  Momentancentrum  C  eine  Senkrechte, 
so  trifft  diese  die  Tangente  der  Curve  (C)  der  Momentan- 
centra  oder  die  Richtung  dor  Wechsolgcschwindigke it  des 
Momentancentrums  in  dem  Punkte  77,  um  welchen  die  Kraft 
7?(!)  dem  System  die  unendlich  kleine  Winkelgeschwindigkeit 
dSl  crtheilt,  welche  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  nach  Grösse 
und  Centrum  abändert. 

§.  4.  Mit  Hülfe  der  vorstehenden  Erörterungen  ist  es  jetzt  leicht, 
den  Beschleunigungszustand  zu  ermitteln,  in  welchen  ein  gegebenes 
Kräftesystcra  das  ebono  Punktsystem  versetzt.  Wir  reduciren  dasselbe 
für  den  Massenmittelpunkt  auf  die  Resultante  7?(1)  und  das  resultirende 
Paar  6r'(,).  Da  das  Kräftesystem  dem  im  Vorigen  reducirten  System  der 
Kräfte  mq>  äquivalent  sein  muss  und  eine  Einzelkraft  nur  einer  Einzel- 
kraft, ein  Paar  nur  einem  Paare  äquivalent  sein  kann,  so  folgt,  dass 
mit  Rücksicht  auf  Grösse,  Richtung  und  Sinn  die  Gleichungen  bestehen : 

m  =  ttr&,    <;<i>  =  lft  jir x0*    &  =  ä'  +  (^)2. 

Diese  Gleichungen  liefern  9  und  /*,  sobald  Sl  bekannt  ist;  zugleich  be- 
stimmt sich  dor  Winkel  a,  welchen  die  Richtung  der  Beschleunigung  mit 

dSl 

ihrer  tangentialen  Componentc  bildet,  durch  die  Formel  tga  =  Sl'1:  ■■ 

dt 

und  unter  demselben  Winkel  ist  auch  ein  Perpendikel  auf  GS  gegen  R 
geneigt.  Die  Lage  des  Beschleunigungsccntrums  ist  vollständig  bestimmt, 
sobald  man  noch,  um  über  die  Seite  von  S  zu  entscheiden,  auf  welche 
dasselbe  fällt,  vorher  die  Centralaxe  der  gegebeueu  Kräfte  oder  also 
den  Punkt  6"  aufsucht.  Der  Kreis,  auf  welchem  6\  6",  G,  G'  liegen 
und  die  Gleichungen  //'=  x^,  h  h' =  x0*  cos7  et  sind  zweckmässig  zur 
Construction  zu  verworthen. 
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Ist  nun  die  Resultante  R{1)  nicht  Null,  so  ergibt  sich  eiu  bestimmtes 
Beschleunigungscentrum  in  endlichem  Abstände  von  S;  ist  aber  RW  gleich 
Null,  so  wird  f=  0  und  fällt  das  Beschleunigungscentrum  mit  S  zusam- 
men. Der  Massenmittelpunkt  besitzt  in  diesem  Falle  keine  Beschleu- 
nigung und  ändert  sich  mithin  seine  Geschwindigkeit  im  folgenden  Mo- 
mente weder  nach  Grösse,  noch  nach  Richtung  und  Sinn.  Die  Beschleu- 
nigung aller  übrigen  Punkte  ist  durch  das  Paar  6,(1J  bestimmt  und  auf 
concentrischen  Kreisen  um  S  constant.  Ist  Gw  =  0,  nicht  aber  R{i)y 
so  geht  die  Centralaxe  der  Kräfte  durch  S  und  fällt  das  Beschleunigungs- 
centrum ins  Unendliche.   Die  Beschleunigungen  aller  Systempunkte  sind 

parallel  der  Richtung  von  R  und  gleich  — .   Ist        =  0  und        =  0, 

r/0. 

so  findet  im  System  gar  keine  Beschleunigung  statt;  es  wird  —  =  0, 

also  Sl  constant.    Diese  Resultate  liefern  uns  den  Satz: 

Ein  Kräftesystem,  welches  an  einem  ebenen  unveränder- 
lichen Punktsystem  in  dessen  Ebene  wirkt,  ertheilt  dem- 
selben einen  Beschleunigungszustand  um  ein  bestimmtes 
Beschleunigungscentrum.  Ist  das  Kräftesystem  einer  Einzel- 
kraft äquivalent,  so  liegt  dies  Centrum  in  endlichem  Ab- 
stände vom  Massenmittelpunkte,  so  lange  dieselbe  nicht 
durch  diesen  Punkt  selbst  hindurchgeht;  es  fällt  aber  ins 
Unendliche  und  werden  alle  Beschleunigungen  parallel  und 
gleich,  sobald  dieser  Fall  eintritt.  Ist  das  Kräftesystem 
einem  Paare  äquivalent,  so  erzeugt  dies  Beschleunigung 
um  den  Massenmittelpunkt  als  Centrum. 

Die  Beschleunigung  des  Massenmittelpunktes  S  wird  in  allen  Fällen 
durch  die  Resultante  der  Reduction  für  S  allein  bestimmt.  Denn 
das  Paar  erzeugt  Beschleunigung  um  S  als  Bcschleunigungsccntrum 
und  erlangt  in  Folge  dessen  dieser  Punkt  von  G<1>  keine  Beschleunigung. 
Die  Resultante  ertheilt  aber  dem  System  Beschleunigung  um  ein  unend- 
lich fernes  Centrum  und  sind  die  Beschleunigungen  aller  Puukte,  welche 

von  ihr  herrühren,  gleich  — —  und  parallel  Rw.    Die  Beschleunigung 

AI 

eines  beliebigen  Systempunktes  setzt  sich  aus  beiden  Beschleunigungen 
zusammen.    Man  folgert  hieraus  insbesondere: 

Reduciren  sich  während  der  Bewegung  des  Systems  die 
Kräfte  fortwährend  auf  ein  Paar,  welches  sich  nach  irgend- 
welchem Gesetze  verändern  mag,  so  bleibt  die  Geschwindig- 
keit des  Massenmittelpunktes  nach  Grösse  und  Richtung 
constant  und  beschreibt  dieser  Punkt  eine  gerade  Linie 
gleichförmig. 
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Reduciren  sich  die  Kräfte  fortwährend  auf  eine  durch 
den  Massenmittelpunkt  gehende  Einzelkraft,  so  haben  alle 
Systcmpunkte  zugleich  parallele  und  gleiche  Beschleuni- 
gungen von  der  Richtung  der  Kraft;  die  Richtung  und  In- 
tensität dieser  Beschleunigungen  ist  im  Laufe  der  Bewegung 
mit  der  Einzelkraft  zugleich  constant  oder  veränderlich. 

§.  5.  Denkt  man  sich  zur  Zeit  t  die  Reduction  der  Momentan- 
kräfte und  die  der  continuirlichen  Kräfte  beide  für  den  Massenmittel- 
punkt ausgeführt,  sodass  R>  G\  die  Reductionselemente  sind, 
so  bildet  sich  aus  R  und  der  Elementarkraft  R^dt  die  Momentankraft 
R'  für  die  Zeit  /  -f-  dt,  indem  beide  an  dem  Schnittpunkte  der  Richtun- 
gen von  R  und  /f11'  nach  dem  Parallelogramm  der  Kräfte  zusammen- 
treten;  ebenso  liefern  G  und  Gwdl  das  resultirendo  Paar  G'  der  Mo- 
mentankräfte  für  die  Zeit  /  -f-  dt.  Da  das  Axenmomeut  von  G  stets 
senkrecht  zur  Ebene  des  Systems  ist,  so  ist  G^dt  das  Differential  von 
G  im  gewöhnlichen  Sinne,  während  RS^dl  das  geometrische  Differential 
von  R  ist,,  da  letztere  Grösse  auch  der  Richtung  nach  sich  ändert. 
Denkt  man  sich  die  beiderlei  Kräftereductionen  für  die  Centralaxcn 
ausgeführt,  so  gestaltet  sich  diese  Betrachtung  noch  etwas  einfacher. 

Sind  z.  B.  und  G(X)  fortwährend  Null,  so  ändert  die  Momentau- 
resultante  weder  Grösse  noch  Richtung  und  bleibt  G,  mithin  auch  Sl 
constant.  Der  Massenmittelpunkt  beschreibt  eine  Gerade  mit  constanter 
Geschwindigkeit.  Nach  Cap.  XII,  §.  12.  ist  R  =  MSla  und  behält 
mithin  das  Momentancentrum  C  von  S  constanten  Abstand  «.  Der  Ort 
der  Momcntancentra  im  System  ist  daher  ein  Kreis,  um  den  Massen- 
mittelpunkt beschrieben.  Aus  der  Gleichung  aa  —  x02  folgt,  dass  auch 
R  von  S  constanten  Abstand  a  behält  und  da  R  weder  Richtung  noch 
Grösse  ändert  und  seine  Richtung  die  der  Geschwindigkeit  von  S  ist, 
so  folgt,  dass  der  Ort  des  Momentancentruins  im  absoluten  Räume  eine  Ge- 
rade ist,  welche  im  Abstände  a  mit  der  geradlinigen  Bahn  von  S  parallel 
läuft.  Demnach  besteht  die  Bewegung  des  Systems  in  dem  gleich- 
förmigen Rollen  des  Kreises  der  Momcntancentra  auf  einer  Geraden 
und  ist  also  die  Cycloidenbewegung.  In  dieso  Bewegung  wird  das 
System  durch  oinen  momentanen  Stoss  versetzt. 

§.  6.  Wir  reduciren  jetzt  die  Kräfte  für  den  allgemeinsten  Fall  der 
Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems.  Nach  Tbl.  III,  Cap.  VITI,  §.  3. 
hat  die  Beschleunigung  eines  Systempunktes  M  zu  Componenten:  1.  die 
centripctale  Beschleunigung  £l-p,  senkrecht  zu  der  durch  das  Beschlcu- 
nigungscentrum  zur  Momcntanaxe  c  parallelen  Axe  c, ,  von  welcher  M 
den  Abstand  p  besitzt  und  dem  Sinne  nach  dieser  Axe  zugewandt; 
2.  die  von  der  Winkelbeschleunigung  «  herrührende  Beschleunigung  cc(\ 
wenn  ö  den  Abstand  des  Punktes  M  von  der  durch  G  parallel  mit  der 
Axe  der  Winkclbcschlcunigung   gelegten  Axe   «,   bedeutet,  senkrecht 
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zur  Ebene  durch  diese  Axe  und  den  Punkt  M  und  dem  Sinuc  nach 
mit  dem  Drehungssinne  von  a  harmonirend.  Die  Cornponente  ad  kann 
in  zwei  andere  zerlegt  werden:  a)  eine  tangentiale  Beschleunigung 
tlSZ  _ 

-  -  -  p  senkrecht  zur  Ebene  (c, ,  A/),  mit  Sl  dem  Sinne  nach  harmonirend 

dSl 

oder  ihm  entgegengesetzt,  je  nachdem  -     positiv  oder  negativ  ist,  welche 

dSl 

Cornponente  von  der  Tangentialcomponente       der  Winkelbcschleunigung 

herrührt,  sowie  b)  eine  Cornponente  SlVr^  herrührend  von  der  Normal- 
winkelbcschleunigung  Sl  <U  und  senkrecht  zur  Ebene  durch  M  und  die 
mit  der  Axc  der  Normalwinkelbeschleunigung  durch  G  parallel  gezogene 
Gerade,  welche  Gerade  die  Projection  von  <v,  auf  oine  zu  c,  senkrechte 
Ebene  des  Punktes  G  ist,  wobei  r,  den  Abstand  des  Punktes  1U  von 

da 

dieser  Geraden  bedeutet  und  *V  =  —  ist,  wenn  da  den  unendlich  klei- 

dt 

nen  Winkel  zweier  Momentanaxen  bezeichnet,  die  den  Zeiten  *  und  /  -f~  (H 
entsprechen.  Die  Kräfte,  welche  diesen  Beschleumgungscomponentcn 
zukommen  und  mit  diesen  nach  Richtung  und  Sinn  übereinstimmen,  sind : 
1.  die  Centripetalkraft  m£l2p  und  2.  die  Kraft  m«<?,  welche  letztere  in 

dSl 

die  beiden  anderen  a)  die  tangentiale  Kraft  m    -  p  und  b)  die  Kraft 

mSl1Irri  zerfällt  werden  kann. 

§.  7.  Wir  reduciren  diese  Kräfte  zunächst  für  das  Beschleunigungs- 
ccntruin  G  als  Reductionspunkt  und  legen  zu  diesem  Behufe  durch  .das- 
selbe ein  rechtwinkliges  Coordinatcnsystem,  dessen  positive  j-Axe  nach 
Sinn  und  Richtung  mit  der  Momentanaxe  c,  übereinstimmt,  während  die 
x-  und  y-Axe  beliebig  in  der  zu  c{  senkrechten  Ebene  wählbar  sein 
sollen.  Die  Centripetalkraft  tnfl2p  hat  alsdann  die  Richtungscosinusse 
X  v 

—  -,  ,  0  und  folglich  die  Coraponenten  — mSZ2x,  — mÄ2y,  0. 

P  P  dSh 

Die    Richtungscosinusse   der    tangentialen   Cornponente   m  —  p  sind 

V     x  dSl  dSl 

 -  ,      ,0  und  sie  zerfällt  daher  in  —  m  —  y,  m       x,  0.  Die 

p     p  dl  dt 

Kraft  mSl1Jfri  Zerfällen  wir  aber  auf  folgende  Weise.    Es  sei  X  der 

Winkel,  welchen  die  Axe  der  Normalwinkelbeschleunigung,  welche  in 

der  Ebene  der  xy  liegt,  mit  der  x-Axe  bildet.   Dann  hat  Sl  *F  die  Com- 

ponenten  ü'fcosA,  SlWsinX,  0  und  ertheilt  dem  Systempunkte  parallel 

den    Coordinatenaxen    die   Beschleunigungen  (s.  Thl.  III,    Cap.  VII, 

§.  4.)  aWsink-t,  —  SlWcosX-z,         cos  X  •  y  —  SIV  sin  X  •  x.  Sie 

sind   äquivalent  der  Beschleunigung  SlWr)   desselben;    daher  liefert 

die  Kraft  mSl*Frt  die  Componenten  mSlW  sin  X-  z,  — m&lW  cos  X  >  z, 

m&W  cos  Xy  —  mSlxF  sin  X  •  x.    Demnach  hat  die  Kraft  überhaupt, 

welche  dem  Punkte  M  seine  Beschleunigung  ertheilt  ,  zu  Componeuten: 
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dSl 

—  m  Sl'2x  — •  m    ,   y  -j-  mSl*Fz  sin  X 

fit 

—  m  Si2  y  +  m  ^  x  —  m  Sl  *Fz  cos  X 

J   1  dl 

mSl*Py  cos  X  —  mSl  *Px  sin  X . 
Indem  wir  diese  Ausdrücke  durch  das  ganze  System  hindurch  summiren, 
erhalten  wir  die  Componcnteu  X{1\  ZW  der  Rcductionsresultantcn 

RW}  welche  für  alle  Reductionspuukte  dieselbe  ist  nach  Grösse,  Rich- 
tung und  Sinn: 

XM  =  —  Sl2£mx  —  dy  Lmy  +  SIV  sin  X  Zmz 

dt 

7<,)==  —  SXZmy  +  ^  £mx  —  SIV  cos  X  Zmz 

ZW  =  SIW  cosX  £my  —  Sl*F  sin  X£mx. 

Bezeichnen  nun  a*0,  yin  zn  die  Coordinaten  des  Massenmittelpunktes  S, 
sodass  also  £mx  =  Mx0,  £my  =  My(),  £rnz  =  Mz0  werden,  so  neh- 
men X"\  I™,  ZW  die  Form  an: 

dSl 

XW  =  —  MSl2xQ  —  M  -  -  y{)  +  MSl  Vz0  sin  X 

dSl 

j'd)  =  _  MSl~y()  -f  M  d{  x„  —  MSl  Vz0  cos  X 

ZW  =  MSl  Vy0  cos  X  —  MSl  *F.rft  sin  X . 

Die  Vergleichung  dieser  Ausdrücke  mit  den  vorhin  gebildeten  Kraft- 
componenten  des  Systempunktes  zeigt,  dass  sie  die  Produkte  der  Gc- 
sammtmasse  des  Systems  mit  den  Beschleunigungscomponcnten  des 
Massenmittelpunktes  sind.    Hieraus  folgt: 

Die  Resultante  RW  der  Kräftereduction  ist  das  Produkt 
aus  der  Gesammtinasse  des  Systoms  und  der  Beschleunigung 
des  Massenmittelpunktes;  sie  stimmt  nach  Richtung  und  Sinn 
mit  dieser  Beschleunigung  überein  und  würde  dem  Roduc- 
tionsp unkte  'die  Beschleunigung  des  Massenmittelpunktes 
zu  ertheilen  vermögen,  wenn  in  ihm  die  Gesammtmasse  des 
Systems  vereinigt  würde. 

Bilden  wir  jetzt  die  Componcnten  des  Paares,  welches  sich  bei  der 
Reduction  der  Kraft  des  Punktos  M  für  den  Punkt  G  ergibt  und  sum- 
miren gleichfalls  durch  das  System  hindurch,  so  erhalten  wir  als  Com- 
poncnten GW,  GW,  GW  des  rcsultirenden  Axenmomentes  GW  der  Reduc- 
tion für  das  Bcschleunigungsccntrum: 

GW  =     Sl*  £m  y  z  —  ^  £mxz-{-Sl  V  cos  X  Em  (y2  +  :2)  —  Sl  V  sin  X  £m  xy 
>  =  -  Sl*  £m  x  :  —  d%2  '«  yz  +  Sl  W  sin  X  £m  (;2  +  .r2)  -  Sl  «P  cos  X  Im  x  y 
GW  =  (1£  Zm  (o;2  +  tf)  —  Sl  'P  cos  XZmxz-Sl  Vsin  X  £my  z. 
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Man  erkennt  in  diesen  Ausdrücken  drei  Kräftepaarc,  nämlich  1.  das 
resultirende  Paar  der  Ceutripetalkräfte,  dessen  Componenten  Sl22t»yz 
und  — Sl22mxz  sind,  dessen  Axenmoment  mithin  den  Werth 

hat;  2.  das  resultirende  Paar  der  tangentialen  Kräfte,  dessen  Compo- 
nenten 

—  ~  Zmxz,     —       2myzy  2m  (x2  +  y2) 

sind,  von  denen  die  letztere  auch  in  der  Form  ^  3/x,'*  geschrieben 

werden  kann,  wenn  x,  den  Trägheitsradius  des  Systems  für  die  Axe 
bedeutet;  das  Paar  selbst  ist 

d-ft  y(^nxz)^X£tnizy  +  A/x,«'; 

3.  das  resultirende  Paar,  welches  von  den  Kräften  herbeigeführt  wird, 
welche  durch  die  Normalwinkelbeschleunigung  veranlasst  werden ;  alle 
noch  übrigen  Glieder  bilden  seine  Bestandteile. 

Das  resultirende  Paar  der  Ceutripetalkräfte  bildet  sich  aus  den  Paa- 
ren Sl2pz,  deren  Axen  senkrecht  sind  zu  den  Ebenen  (c, ,  M)\  das 

dSl 

resultirende  Paar  der  tangentialen  Kräfte  geht  aus  den  Paaren  m      P'  (IM 

hervor,  deren  Axen  in  die  Ebenen  (c,,  M)  fallen.  Je  zwei  solche  Ele- 
mente beider  resultirender  Paare,  welche  demselben  Punkte  M  ent- 
sprechen, haben  daher  zu  einander  senkrechte  Axemnomcnte.  Ilieraus 
folgt,  dass  auch  beide  resultirende  Paare  zu  einander  senkrechte  Axen- 
momente  besitzen.  Man  liest  dies  auch  in  obigen  Formeln,  denn  die 
Kichtungscosinusse  dieser  Paare  sind  proportional  2myz,  —  2mxzy  0 
und  —  Zmxz,  —  2myz,  2m  (x2  -f-  y1)  und  der  Cosinus  ihres  Winkels 
ist  mithin  proportional 

—  2myz  •  2mxz  -f-  2mxz  •  2myz  -f  0  •  2m  (x2  -\-  y2)> 

also  Null.    Das  resultirende  Paar  der  tangentialen  Kräfte  spaltet  sich 

d& 

in  zwei  andere.    Denn  die  Paare  m—p-GM,  aus  denen  es  hervor- 

dl 

geht,  sind  äquivalent  den  Paaren  m~pz  und  m^ß  p2.    Die  Axen- 

dl  dl 

momente  der  ersteren  schneiden  die  Axe  ct  rechtwinklig  und  liefern 
das  Paar 

'  ~  /{2m^2^n^zy. 

dSt 

die  Axenmomente  der  anderen  sind  c,  parallel  und  liefern  ■  A/x,2. 
Ebenso  zerfallt  das  'resultirende  Paar  der  Norraalwinkelbeschleunigungs- 
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kräfte  in  zwei  Paare.  Denn  die  Paare  mSl1Pri  •  GM,  aus  denen  es  sieb 
bildet,  lassen  sieb  spalten  in  mSm?rxp  und  wiÄ'fr,2.  Die  Axeu  der 
ersteren  sind  zur  Axe  der  Winkelbeschleunigung  rechtwinklig,  die  der 
anderen  sind  ibr  parallel  und  geben  Smf£mrl2  =  $l*FMx'2i  wenn  % 
den  Trägheitsradius  für  die  Axe  der  Norraalwinkclbescbleunigung  dar- 
stellt.   Wir  beben  aus  diesen  Betrachtungen  den  Satz  hervor: 

Das  re8ultirende  Paar  der  Kräftereduction  für  das  Be- 
schleunigungscentrum  entspringt  aus  drei  anderen,  dem 
resultiren den  Paare  der  Cent ripetalkräf te,  dem  der  tangen- 
tialen und  dem  der  Kräfte,  welche  durch  die  Normalwinkel- 
beschleunigung eingeführt  werden.  Die  Axenmomente  der 
beiden  ersteren  sind  zu  einander  senkrecht. 

Denkt  man  sich  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  die  Momentan- 
axe  zerlegt  in  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  c,  und  die  Translations- 
geschwindigkeit gleich  der  von  der  Winkelgeschwindigkeit  herrührenden 
Geschwindigkeit  des  Centrums  G  und  reducirt  die  Momcntankräfte  mSlp 
der  Winkelgeschwindigkeit  um  c, ,  so  entstehen  Paare  mSlp-GM,  deren 
resultirendcs  Paar  ein  Axenmoment  parallel  dem  Axenmomente  der  tan- 
gentialen Kräfte  und  senkrecht  zu  dem  Axenmomente  der  Centripetal- 
kräfte  ist.  Auch  ist  die  Resultante  der  Momentankräfte  senkrecht  zur 
Resultanten  der  Centripetalkräfte  und  geht  letztere  aus  ersterer  durch 
Multiplication  mit  Sl  hervor.  Die  Paare  von  Momentankräften  mSlp  •  GM 
zerfallen  endlich  auch  in  mSlpz  und  mSlp2t  von  denen  die  letzteren 
Axenmomente  senkrecht  zu  c,  haben.  Sie  liefern  daher  das  Paar  Sl2£mp'li 
aus  welchem  das  resultircnde  Paar  der  Centripetalkräfte  durch  Multipli- 
cation mit  Sl  abgeleitet  werden  kann. 

§.  8.  Fallen  Beschleunigungscentrum  und  Massenmittelpunkt  zu- 
sammen, so  sind  .r0,  y0,  zy  Null  und  also  =  0,  d.  h.  die  Kräfte 
eines  unveränderlichen  Systems,  dessen  Beschleunignngs- 
centrum  in  den  Massenmittelpunkt  fällt,  sind  einem  Paare 
äquivalent  und  umgekehrt. 

Geht  die  Axe  c{  durch  den  Massenmittelpunkt  hindurch,  so  werden 
*0  =  0,  y0  =  0,  also  =  MSlVz0  sin  A,  K<»  =  —  MSlVz»  cos  A, 
Z<»)  =  0,  =  MSl'Pz»  und  sind  sink,  —  cos  A  die  Uichtuugscosinusse 
von  i?'1»,  d.  h.  es  bildet  Ä(1)  mit  der  y-Axe  den  Winkel  A  oder  steht 

senkrecht  auf  der  Axe  der  Normalwinkelbeschlcunigung  und  fällt 
demnach  in  die  Richtung  der  Orthogonalgeschwindigkeit. 

Ist  ^=0,  so  wechselt  die  Momentanaxe  nicht;  das  resultirende 
Paar  G(I)  bildet  sich  blos  aus  den  beiden  zu  einander  senkrechten  Axen- 
momenten  der  Centripetal-  und  der  tangentialen  Kräfte.  Ist  zugleich 
die  der  Momentanaxe  parallele  Axe  eine  Hauptaxe,  so  sind  2m.vz  —  0 

dSl 

und  2,'royz  =  0  und  reducirt  sich  G^  auf  G<>>  =  -  M%>2. 

3  all 
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§.  9.  Die  für  das  Beschleunigungscentrum  gefundene  Kräftereduc- 
titm  können  wir  nun  leicht  auf  den  Massenmittelpunkt  S  übertragen, 
dessen  Coordinaten  in  Bezug  auf  das  bisherige  Coordinatensystein  a*,„ 
yH,  r„  sind.  Die  Resultante  Ä">  der  Reduction  erleidet  dabei  keine 
Aendemng,  zu  dem  resultirenden  Paare  tritt  aber  das  Paar,  welches 
durch  die  Verlegung  von  RW  an  den  Punkt  S  entsteht,  hinzu.  Dies 
Paar  erhalten  wir  also  durch  Reduction  der  Kraft  (—  A*'l>,  —  Y{i\  —  ZW) 
an  S  in  Bezug  auf  G;  dasselbe  hat  demnach  zu  Componcnten: 

-  (y(,ZW  -  zQYW)  =  -  MWy»z»  +  M  ^  a-fty(, 

+  MSlVx0yQ  sin  X  —  MSIVcosX  (y02  -f  :„•') 

dSl 

-  ($0 X'W  —  x0 ZW)  =      MSI* z0x0  +N  —  :0 x0 

+  MSI  V  sin  X  •  (x0*  +  :03)  —  MSI  Vx0yv  cos  X 

-  -  -  M       (V  +  %*) 

-f  M  Ä  ^x,',  rl3  cos  A  -f  itf  &  *Py0 10  sm  A . 
Um  diese  Compouenten  mit  den  Componcnten  GW>  GW  der  Reduc- 
tion für  G  besser  vereinigen  zu  können,  nehmen  wir  S  zum  Ursprung 
eines  dem  vorigen  parallelen  Coordinatensystems  der  .r,  y,  z.  Dann 
sind  x,  y,  z  zu  ersetzen  durch  x  -f-  x0,  y  +  y0,  c  -(-  z0.  Demnach 
werden  die  Coraponenten  des  resultirenden  Paares  der  Reduction  für 
den  Massenmittelpunkt: 

GW  =  Ä*       (y  +  y0)  <*  +  z0)  ~  ^  Zm  {x  +  x0)  (z  +  r0) 
+  Ä  V  cosAZm  [(y  +  yu)2  +  (z  +        _  Ä  *ff      *       (x  +  ^  (y  +  ^ 

dSl 
dt 


SVMy0  zQ  +  ^  Afar0y0  -  Sl  »P"  cos  A  •  M  (y0*  +  z02)  +  Sl  VMx0yQ  sin  X 


GW  =  _  SV  Em  (*  +  *„)  (r  +  *0)  -       2?»  (y  +  y0)  (r  -f-  2fl) 


+  Sl  V  sft,  A 27m  [(*  +  z0)2  +  (*  +  ar0)2 j  —  ^  *F  cosXEm  {x  +  a-0)  (y  +  y„) 


-f  Ä»  Jlfap0  20  +  ^  Myu  zt)  —  Sl     «in  A .  JH      +  V)  +  SlVcosX-  Mx()yQ 


c£>  =  ^  *m  [(*  +  *o)2  +  (y  +  yo)2] 

—  Ä  V  «w  A       (a:  +  *0)  (2  -\-  z0)  —  Sl  lV  sin  X  Em  (y  -f-  yn)  (:  +  zu) 
dSl 

—  (o^  -{-  y0^)  —     ^P"  cos  X  '  Mx»  z0  —  SIV  sin  X  •  My0  z0  , 

oder  kürzer  vermöge  der  Eigenschaften  des  Massenmittelpunktes 
2mx  =  £m  y  =  2m  z  =  0 : 
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CO)  =  Sl2 2 m y  z  —  ~  2  m  x  z  -f-  Sl Wcos X  2m  (tf  +  z1)  —  Sl Vsiu  X  2m  xy 
<;i<)  =  —  & 2mxz  —  df'  2myz+SlV sin  X 2m (?-'  +  x~)  —  SlWeosX 2m x y 

Jo  (II 

G«)  =  ^w(.t2+y2)- iVVcosX2mxz  —  SlVsmX2myz. 

Die  Form  dieser  Ausdrücke  ist  ganz  dieselbe,  wie  die  der  Grössen 
GW,  G^\  G(p  für  das  Beschleunigungscentrum.    Auch  gelten  die  oben 

bemerkten  Beziehungen  zu  der  Reduction  der  Momentankräfte  für  den 
Massenmittelpunkt  in  gleicher  Weise,  wie  für  das  Beschleunigungs- 
centrum. 

Bei  der  Reduction  der  Kräfte  für  den  Massenmittelpunkt 
erhält  man  eine  Resultante  R(x\  gleich  dem  Produkte  aus  der 
Gesamratmasse  des  Systems  und  der  Beschleunigung  des 
Massenmittelpunktes  und  nach  Richtung  und  Sinn  mit  dieser 
Beschleunigung  übereinstimmend.  Sie  würde  dem  Massen- 
mittelpunkte die  Beschleunigung,  die  er  besitzt,  zu  erthei- 
len  vermögen,  wenn  in  ihm  die  Gesammtmasse  des  Systems 
vereinigt  wäre.  Mau  erhält  ferner  ein  resultire n d es  Paar, 
welches  sich  aus  den  Paaren  derCentripetalkräfte,  der  tan- 
gentialen und  der  Winkelbeschlcunigungskräfte  bildet,  als 
ob  das  Beschleunigungscentrum  im  Massenmittelpunkte  sich 
befände. 

§.  10.  Um  den  Beschleunigungszustand  zu  bestimmen,  in  welchen 
das  Punktsystem  durch  ein  gegebenes  Kräftesystem  versetzt  wird,  kann 
man  das  Kräftesystem  für  den  Massenmittelpunkt  S  reduciren.  Man 
erhält  eine  Resultante  Rll)  und  ein  resultirendes  Paar  G0*",  deren  Coin- 
ponenten  mit  den  im  vorigen  §.  gefundenen  äquivalent  sind.  Zerlegt 
man  also  und  G0(,)  nach  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen 
der  ar,  y,  2,  von  denen  die  c-Axe  die  Richtung  der  Momentanaxe  hat, 
während  die  beiden  anderen  sich  in  S  schneidenden  Axen  eine  beliebige 
Lage  haben  können,  so  dienen  die  drei  Gleichungen  des  §.  7.  für  .Y*11, 
l'f>,         und  die  drei  letzten  des  §.  10.  für  G<»,  G<»   G™  dazu,  die 

Coordinaten  der  .r0,  y0,  z0  des  Massenmittelpunktes  in  Bezug  auf  das 
Beschleunigungscentrum  und  mithin  auch  die  Coordinaten  —  a0,  —  y0, 
—  z0  des  Beschleunigungscentrums  in  Bezug  auf  S  zu  linden.  Die  drei 
letzten  Gleichungen  aber  liefern  die  Tangential-  und  Normal winkel- 
et 

beschleunigung        und  Sl*Ft  sowie  den  Winkel  X  und  mithin  auch  die 

Richtung  der  Orthogonalgeschwindigkoit. 

Tst  =  0,  also  A'M=  YW=  Z<«)  =  0,  so  verschwinden  ar0,  y0> 
*0,  d.  h.  verschwindet  die  Resultante  der  Kräftereduction, 
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so  fällt  das  Beschleunigungscentrum  mit  dem  Massenmittel- 
punkte zusammen  oder  ein  Paar  ertheilt  dem  System 
Beschleunigung  um  den  Massenmittelpunkt. 

Isf  '»V1)  =  0,  so  erlangen  alle  Systempunkte  gleiche  und  parallele 

Beschleunigungen  -  -  von  der  Richtung  und  dem  Sinne  der  Resultan- 
ten RllK 

Der  Massenmittelpunkt  erhält  seine  Beschleunigung  blos  durch  die 
Reductionsresultante,  indem  das  resultirende  Paar  nur  um  den  Massen- 
mittelpunkt selbst  Beschleunigung  ertheilt.  Die  Kraft  fügt  nämlich 
zur  Resultanten  R  der  Momentankräfte  die  Elementarkraft  R^dt  hinzu 
und  bildet  dadurch  die  Momentankraft  R'  für  die  Zeit  /  -j-  dt.  Das 
Axenmoment  fügt  ebenso  zu  dem  Axenmomente  Gl}  der  Momentan  - 
kräftereduetion  für  den  Punkt  S  das  unendlich  kleine  Axenmoment  G0^dt 
hinzu,  um  das  Axenmoment  Gj  der  Momentankräfte  für  /  -f-  dt  zu  er- 
zeugen. Es  sind  demnach  R^dt  und  G(^dl  die  geometrischen  Differen- 
tiale und  und  die  geometrischen  Derivirten  von  R  und  Gir 
Ist  also  6'0(,)  =  0,  so  ändert  sich  G{)  nicht,  wohl  aber  RW  um  RWdt  und 
diese  Elementarkraft,  welche  durch  den  Massenmittelpunkt  geht,  ertheilt 

dem  System  die  unendlich  kleine  Translationsgeschwindigkeit  --—  dt , 

welcher  als  Elemcntarbeschleunigung  die  allen  Punkten  gemeinsame  Be- 
RW 

schleunigung    ■   -  entspricht. 

Ist  7?(l>  =  0  und  G0,l>  =  0,  so  bleiben  R  und  G0  ungeändert  nach 
Grösse  und  Richtung.  Also: 

Reducirt  sich  das  Kräftesystem  auf  eine  durch  den  Mas- 
senmittelpunkt gehende  Kraft  7?(1),  so  erlangen  alle  Punkte 
gleiche  Beschleunigung  von  demselben  Sinne  und  derselben 
Richtung,  wie  Sind  die  Kräfte  des  Systems  im  Gleich- 

gewichte, so  bleiben  die  Resultante  und  das  resultirende 
Axenmoment  der  Momentankräfte  ungeändert  nach  Grösse 
und  Richtung. 

Indem  man  sich  den  Geschwindigkeitszustand  jeden  Augenblick 
während  der  Bewegung  in  die  Translationsgoschwindigkeit  gleich  der 
Geschwindigkeit  des  Massenmittelpunktes  und  die  Winkelgeschwindig- 
keit tun  die  Momentannxe  dieses  Punktes  aufgelöst  denkt,  die  Momentan- 
kiäfte  R  und  Gu  bestimmt,  welche  diesen  Geschwindigkeitszustand  zu 
erzeugen  vermögen,  erkennt  man  deutlich,  wie  durch  Hinzutreten  von 
RWdl  und  G^hlt  diese  Grössen  R  und  tf0  sich  von  Moment  zu  Moment 
ändern  und  dadurch  zugleich  der  Geschwiudigkeitszustand  des  Systems 
variirt.  Indem  man  das  Axenmoment  C,/nrf/  mit  dem  Axenmomente  G„ 
der  Momentankräfte  in  S  nach  dem  Parallelogramm  verbindet,  ergibt  sich 

Schell,  Tlioom-  .1.  H.TW.  u.  d.  K.älte.  51 


802      Symmetrische  Darstellung  der  Kednctiou  der  continnirl.  Krüfre.     XIII.  Caji. 

das  Axenmoment  G„'  der  Momentankräfte  für  den  folgenden  Zeitmoment; 
indem  man  senkrecht  zu  ihm  eine  Ebene  führt  und  im  Centralellipsoid 
den  zu  ihr  conjugirten  Diameter  sucht,  erhält  man  die  neuo  Momentan- 
axe  nebst  der  neuen  Winkelgeschwindigkeit.  Die  Ebene  beider  Mo- 
mentanaxen  enthält  die  Axe  der  Winkelbeschleunigung.  Man  kann  die 
Axe  der  Winkclbeschleunigung  aber  auch  dadurch  finden,  dass  man  zu 
der  Richtung  des  Axenmomentes  G0U>  eine  Ebene  senkrecht  führt  und 
im  Centralellipsoid  zu  ihr  den  conjugirten  Diameter  bestimmt;  denn 
um  ihn  erzeugt  G„nUlt  die  unendlich  kleine  Winkelgeschwindigkeit  dSl, 
welche  mit  Sl  zusammen  die  Winkelgeschwindigkeit  des  nächsten  Mo- 
mentes bildet.    Auf  diesem  Wege  erhält  man  die  Wmkelbeschleunigung 

dSl 

a  und  ihre  Compouenten  SIW  und  die  Richtung  der  Orthogonal- 

geschwindigkeit u.  s.  w. 

§.11.  Die  vorhergehenden  Keductionen  der  Kräfte  geben  uns  eine 
deutliche  Einsicht  in  den  Vorgang  der  Bewegung  des  Systems,  aber 
vermöge  der  speciellen  Wahl  der  Coordinatenaxen  unsymmetrische  For- 
meln. Um  die  Darstellungswcise  symmetrisch  zu  gestalten  und  insbeson- 
dere die  Componenten  des  rcsultirenden  Paares  in  einer  für  die  Rech- 
nung zweckmassigeren  Gestalt  zu  erhalten,  wählen  wir  drei  beliebige 
rechtwinklige  Coordinatenaxen  des  Massenmittelpunktes  S,  welche  im 
System  fest  und  mit  ihm  beweglich  sind  und  bestimmen  in  Bezug  auf 
die  Momentanaxe  dieses  Puuktes,  wie  in  Tbl.  III,  Cap.  VII,  §.  4.  die 
Componenten  der  centripetalen  Beschleunigung  des  Systempunktes  (.ry:), 

nämlich.  ^  {xSl*  -|-  y$ly  -f-  zSlz)  —  ii'-'a-, 

Sly  {xsl*  -f-  ySl;,  +  zSlz)  — 

Sls  {xSl.r  -f  V&y  4-  2Ä:)  " 

nebst  den  Componenten  der  Winkelbeschleunignng: 

dSl„         dSl.  dSl.  dSl*  d£lx  dSl„ 

dt  z  ~  dT         dt  *  ~  dt  *•     ~dt  *~  dt  *• 

Die  Componenten  der  Kraft,  welche  dem  Punkte  diese  Beschleunigungs- 
compouenten  ertheilt,  sind 

X  =  m  \sim  (xfl,  +  ySt,  +  zSL)  -  SVx  +  (  d%"  :  -  y)] 
)'  =  »i  [ä,         +  ySly  +  zSl:)  -  Wy  +  {~x  -  z)] 

Z  -  m  [fl,  (.rü,  +  ySly  +  zSls)  -  Wz  -f  (''^  y  -  .r)] 

und  sie  liefern  die.  Paare  —  ;K,  zA' —  .rZ,  xY  —  yX,  welche  durch 
das  ganze  System  hindurch  zu  summiren  sind.  Bildeu  wir  die  Bestand- 
teile, welche  von  der  Winkelbeschlounigung  herrühren.  Sie  liefern  in 
die  Summe  2(yZ—zY)  die  Glieder 
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-jt   £m  (r  +  2')  jf  £mxy  £mxzy 

welche  mit  KUcksiclit  auf  die  Bezeichnungsweise 

£m  (y2  +      =  «ni  (z2  +  *2)  =  27«  (*2  +  y2)  =  «33, 

£mxy  =  rtl2  =  «.,, ,     £myz  =  «2:|  =  «.,.,,     £  mzx  =  a31  =  «l3 

in  der  Fonn 

JA*  dSly  dSl: 

geschrieben  werden  kann.  Ebenso  enthalten  die  Summen  £(zX —  xZ) 
und  £{x.Y —  y X)  von  Seiten  der  Winkelbcschleunigung  die  Bestandtheile 

<!Slx  dSl,,  d£l;  dSlX  dÜU  dSl; 

~  ««   dl   +  «2,  ,„   -  °n         «nd  -  «3,      -      «„  rf/-  -  «ss  rf/  • 

Die  Vergleichung  dieser  Ausdrücke  mit  Cap.  XII,  §.  9.  (S.  7GG)  zeigt 
aber,  dass  die  drei  so  gewonnenen  Grössen  die  partiellen  Differential- 
({notienten  der  Componenten  des  rosultirenden  Paares  G  der  Momentan- 
kräfte nach  /,  nämlich  ~ ,  ^ ,  d(j-  sind.    Für  die  Bestandtheile, 

dt       dl  dt 

welche  die  Centripetalkräfte  in  die  obigen  Summen  liefern,  erhalten  wir, 
wenn  wir  resp.  m£ly-x'\  mß.  •  yJ,  mSlX'Z2  unter  den  Summenzeichen 
addiren  und  subtrahiren,  z.  B.  für  die  erste  Summe: 

Ay  [—  Sljc  •  Hmxz  —  Sly£myz  +  A.27»i  {xl  + 

—  As  f—  Slx.  •  ^wary  -j-  SlyZm  {z'1  -f-  a;2)  —  ß.^w//:] 

=  Ay  [ —  «3,  A*.          «32  Ay  "f-  ß33^i] 

—  A;  [—  «21 A*  +  «22Ay  —  «.,3AS]  =  AyG,  —  A,^ . 

Ebenso  für  die  beiden  anderen  Summen  Sl:Gx  —  SlxGz,  SlxGy  —  &yGx. 
Fügen  wir  alle  Theile  zusammen,  so  ergeben  sich  die  Componenten 
G^\  Cy»,  GW  des  rosultirenden  Paares  C«1»  für  den  Massenmittelpunkt 
und  in  derselben  Form  für  das  Beschleuiugungscentrum,  nämlich: 

dC 

Wählt  man  die  Hauptaxen  des  Massenmittelpunktes  (oder  auch  des 
Beschleunigungscentrums)  zu  den  beweglichen  Coordinatenaxcn  der  ar,  y,  j, 
so  werden  die  Componenten  des  Paares  G  der  Momentankräfte  Gx—  an  A*, 
Gu  =  aTiSlyf  Gz  =  a33 Aj  (Cap.  XII,  §.  11.),  oder,  indem  wir  nach  der 
üblichen  Bezeichnungsweise  Slx  =  p%  Sly  =  A-  =  r;  a,,  =  ^4,  a2,  =  B, 
axi  ==  £  setzen,  Gx  —  Ap,  Gy=^Bqy  Gz  =  Cr  und  nehmen  die  Com- 
ponenten des  resultirenden  Paares  der  continnirlichen  Kräfte  die  Form  an: 

51* 
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welche  Form  zuerst  von  Eni  er  gegeben  wurde.  Wir  werden  im  fol- 
genden Capitel  von  diesen  Gleichungen  Gebrauch-  machen. 

Es  ist  von  Wichtigkeit,  den  Inhalt  und  die  Bilduugsweise  der  Aus- 
drücke für  Gw,  GW,  GW  genau  zu  kennen.    Die  Bedeutung  der  drei 

ersten  Glieder        ,         ,  welche  von  der  Winkelbeschleunigung 

dt       dt       dl  ° 

herrühren,  ist  sehr  einfach.    Constiuirt  man  im  Kcductionspunkte  das 

resultirende  Axenmoment  der  Momentankräfte,  so  sind  Gx,  Gy,  Gz  die  Coor- 

dinaten  vom  Endpunkte  R  der  Strecke  SR,  welche  dies  Moment  darstellt 

in  Bezug  auf  die  beweglichen  Axcn.    SR  ändert  aber  mit  /  seine  Grösse 

und  Lage  im  System  und  es  stellen  die  drei  Differentialquotienten  die 

relativen  Geschwindigkeitscomponenten  des  Endpunktes  R  dieser  Strecke 

dar.     Nicht   viel   complicirter    ist   die    Bedeutung   der    drei  Glieder 

SlyG:  —  SlgGy,  SltGx  —  SlxGs,  SlxGy  —  SlyGx.    Trügt  man  nämlich  Sl 

als  Länge  auf  der  Momentanaxe  des  Reductionspunktes  auf  und  legt 

durch  den  Endpunkt  des  Axenmomentes  der  Momentankräfte  hiermit 

parallel  eine  Strecke  Sl  von  entgegengesetztem  Sinne ,  so  erhält  man 

ein  Paar  ( — Sl,  Sl),  dessen  Axenmoment  das  Produkt  Sl  K  aus  der 

Winkelgeschwindigkeit  Sl  und  der  Projection  K  des  Axenmomentes  G 

auf  die  zur  Momentanaxe  senkrechte  Ebene  ist.    Nach  §.  7.  stellt  Sl  K 

das  Axenmoment  der  Centripetalkräfte  dar  und  zwar  nicht  nur  nach 

Grosse,  sondern  auch  nach  Richtung  und  Sinn,  da  dasselbe  senkrecht 

zu  K  und  um  \  n  im  Sinne  von  Sl  von  ihm  abweicht.    Nun  hat  aber 

—  ß  an  dem  Endpunkte  R  die  Componenten  —  Slx,  —  Sly,  —  Sl.  und 
dieser  Punkt  selbst  die  Coordinaten  Gx,  Gy,  G:,  daher  sind  die  Com- 
ponenten von   SIK   gleich  —  {SltGy  —  SlyGz),  —  (SlxG:  —  iijC,), 

—  {SlyGx  —  SlxGy),  welche  mit  den  in  Frage  stehendcu  Grössen  in 
der  That  identisch  sind.  Das  Rotationspaar  von  Winkelgeschwindig- 
keiten ( —  Sl)  stellt  eine  Translationsgeschwindigkeit  SIK  dar,  welche 
gleich  der  Geschwindigkeit  des  Endpunktes  R  int,  welche  dieser  der 
Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  die  Momentanaxe  verdankt,  indem  A*  sein 
Abstand  von  dieser  Axe  ist,  wenn  dieselbe  in  S  construirt  wird.  Dem- 
nach drücken  die  obigen  Gleichungen  Folgendes  aus: 

Das  resultirende  Paar  der  con  tinuirliche  u  Kräfte,  ent- 
sprechend der  Kräft ered uetio n  für  den  Massenmittelpunkt 
oder  das  Beschleunigungsccntrum,  stellt  die  Geschwindig- 
keit des  Endpunktes  vom  rcsultir enden  Paare  der  Momentan- 


XIII.  Cap. 


Bedeutung  der  Euler'schen  Gleichungen. 


805 


kräftc  dar,  wenn  dasselbe  im  Roductionspunktc  construirt 
wird  und  zw ar  stellt  die  Componente,  welche  von  der  Winkel- 
geschwindigkeit veranlasst  wird,  die  relative  Geschwindig- 
keit dieses  Punktes  im  System,  die  Componente,  w  eiche  von 
den  Centri  petalkräftcn  herrührt,  aber  die  Geschwindigkeit 
des  mit  diesem  Punkte  zusammenfallenden  Systempunk- 
tos dar. 

Auch  kann  man,  wenn  man  will,  bei  der  Bildung  der  drei  obigen 
Gleichungen  von  dem  eben  verfolgten  Gesichtspunkte  ausgehen,  gleich 
einfach  für  die  allgemeine,  wie  für  die  Euler'schß  Form.  Da  nämlich 
G{l)dt  das  geometrische  Differential  von  G  ist,  so  ist  dio  absolute 
Geschwindigkeit  des  Endpunktes  des  Axcnmomontos  6'.  Die  relativen 
Coordinatcn  desselben  sind  nun  z.  B.  für  die  Hauptaxen  Ap,  Bq,  Cr, 

mithin  A ,   B         C  ^  dio  Componcnten  seiner  relativen  Geschwin- 
dt         dt  dt 

digkeit.  Das  System  besitzt  aber  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  die 
Momentanaxc  und  />,  q,  r  sind  deren  Componenten.  Sie  ertheilcn  mithin 
nach  Tbl.  II,  Cap.  IV,  §.  8.  dem  Systempunkte,  der  mit  jenem  End- 
punkte zusammenfällt,  die  Geschwindigkeitscomponcnteu 

q  •  Cr  —  r  •  Bq  =  qr{C  —  /?), 
r  •  Ap  —  p  •  Cr  =  pr  (A  —  C) , 
lta.uk  sind  P-Bq-q-A„=pq{B-A). 

A  M  +  qr  (°  ~B)>      "  M  +  rP  {A  C  tl  +  '"'  (Ä  ~  A) 

die  Componcnten  G^\  G{*\  Glp  der  absoluten  Geschwindigkeit  des  End- 
punktes von  G. 

S  a  i  u  t  -  G  u  i  1  h  e  m ,  dessen  Abhandlungen  |  Xottvelle  Stüde  sur  la  l/icorie  des  foreex 
in  Liouvillo,  Journ.  de  Mathom.  T.  XVI,  p.  317  (1851)  und  Xouvelle  determina 
tion  syntltitiquc  du  mouvement  d'ttn  corpx  solide  aittour  rt'un  point  fl.re  t  Liouville, 
Journ.  T.  XIX,  p.  356  (1851)]  diese  Betrachtungen  zu  Grunde  liegen,  gibt  noch 
folgende  Methode  an,  um  zu  demselben  Resultate  zu  gelangen.  Man  denkt  sich 
durch  den  Rcductionspunkt  drei  Coordinatenaxcn  der  x ,  y\  z  von  fester  Richtung. 
Durch  die  Rotation  des  Systems  um  dio  Momentanaxc  erlangt  nun  dasselbe  gegen 
diese  Axen  zur  Zeit  /  -f-  dt  dieselbe  Lage,  die  es  gegen  sie  einnehmen  würde, 
wenn  es  nicht  rotirte,  dagegen  jene  Axen  sich  um  die  Momcntanaxe  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  um  denselben  unendlich  kleinen  Winkel  gedreht  hätten.  Nimmt 
man  nun  auf  einer  der  drei  angenommenen  Axen,  z.  B.  auf  "der  Axo  der  .r',  einen 
Tunkt  m  an  und  bezeichnet  mit  ij,  £  seine  Coordinatcn  bezüglich  der  Axeu  der 
.r,  //,       so  sind  —  {Sl  £  —  Sl.i}),  —  {Sl.j-  —  Slr£),  —  (Äxq  —       £)  seine  Ge- 

dä     dn  dt 

schwindigkeitscomponenten  und  da  dieselben  auch  durch  -J ,        ,  ••  dargestellt 

dt     dt  dt 

werden,  so  bestehen  die  Gleichungen: 

'7i  =  ß  77  —  Sl  t,      ^  =m  Sl  t  —  Sl  l  =1  Sl  £  —  ß  77 

Nun  seien  «,  a\  a"  die  Riohtungscosinussc  der  Axo  der  .v  gegen  die  Axon  der 
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.i-,  y,  z  und  Gx  ,  G..  die  Componenten  von  G  bozüglieh  der  Axen  der  x' ,  >/',  :', 
sodass  z.  Ü. 

6'     =       r  +  a'Gtl  -f  «"0. 
und  folglich  *  ,r  * 

dG„       ,dG        „JGZ         ,la  dt{  ,,„<< 

dt  =  "  dt  +  "  "rf/  +  ö  dt  +        +  S  dt  +  rfT 

wird.  Nimmt  man  nun  w  in  der  Entfernung  gleich  der  Einheit  vom  Kcductioiis- 
punktc  an,  so  werden  £  =  «,  j?  —       £  =        also  nach  den  obigen  Formeln: 

Da  man  aber  über  die  Wahl  der  Axen  x\  y\  t  beliebig  verfügen  kann,  so  lassen 
wir  die  Axe  der  x'  mit  der  Axe  der  x  zusammenfallen,  wodurch  «  =  1 ,  a  —  a"=  i) 

und  folglich       =  0,  ~~  =  ~  ß.,    ^   =  ß(/  wird.    Hiermit  erhält  man 

dG  .  dG ' 

dt         dt    ^     'J  z         *  *  * 
dGx.  3  ^ 

Es  ist  aber  -——  die  Geschwindigkeitscomponeute  des  Punktes  Gx-,  6y,  G,-  pa- 
rallel den  festen  Axen,  d.  h.  die  absolute  Geschwindigkeitscomponcnte  des  Punktes, 
welcher  im  System  die  Coordinateu  Gx,  G^,  Gs  besitzt,  d.h.  des  Endpunktes  von 

G  und  diese  ist  zugleich  G™.  Daher  folgt  —  +  &yQ:  -  Aehn- 
lieh  für  die  anderen  Componenten. 

§.  12.  An  die  Hcduction  der  continuirlichen  Kräfte  schlicssen  wir 
einige  Sätze  an  über  den  Zusammenhang  dieser  Kräfte  mit  den  Mo- 
montankräften. 

1.  Das  System  der  Kräfte  mtp,  welche  den  Systempunkten  M  ihre 
Beschleunigungen  <p  zu  verleihen  vermögen,  ist  äquivalent  dem  System 
der  Kräfte  P,  welche  am  Punktsystem  angreifen.  Reduciren  wir  daher 
beide  Kräftesysteme  für  denselben  Punkt  0,  so  stimmen  die  Keductions- 
resultanten  und  die  resultirendcn  Axeninomentc  nach  Grösse,  Richtung 
und  Sinn  überein  und  haben  mithin  auch  gleicho  Componenten  oder 
Projectionen  in  Bezug  auf  irgend  welche  Axen.  Projiciren  wir  zunächst 
die  Reductionsresultanten  auf  irgend  eine  Axe  x,  so  erhalten  wir,  da 
ihre  Projectionen  die  Projcctionssummen  ihrer  Componenten  sind,  die 
Gleichung  £myx  =  £Pxy  wo  der  Index  x  die  Projection  bezeichnet. 

Es  ist  aber  wx  =       ,  mithin  erhält  man  weiter: 

dt 

d-£(mvx)  =  £Pxdl 

und  indem  man  diese  Gleichung  über  ein  beliebiges  Zeitintcrvall  /  —  /„ 
iutegrirt :  g 

£m  vx  —  £  (m  vx)  =  Sj Pxdt . 

'n 

Eh  stellt  hierin  aber  £mvx  die  Projection  der  Reductionsresultanten  der 

Momentankräfte  auf  die  Axe  x  zur  Zeit  t  und  £(mvx)  dieselbe  Grosso 

o 
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zur  Zeit  lQ  dar  und  ist  Pxdt'  der  Elementarantriob  der  Projection  der 
Kraft  P.  Daher: 

Die  Aonderung,  welche  die  Projoction  der  Resultanten 
der  Momcntankräfte  auf  irgend  eine  Axc  im  Laufe  der  Be- 
wegung während  irgend  eines  Zcitintervallcs  erleidet,  ist 
gleich  dem  Totalantrieb  aller  auf  diese  Axc  projicirten 
Kräfte  während  derselben  Zeit. 

Man  kann  das  System  selbst  auf  die  Axe  projicirt  denken,  jedem 
Projectionspunkte  die  Masse  des  Hauptpunktes  beilegen  und  den  Satz 
als  einen  Satz  für  das  lineare  veränderliche  System,  welches  die  Pro- 
jection des  gegebenen  ist,  auffassen.  —  Die  Gleichung  d>  £mv.v  =  SP,  dt 

dR 

sagt  im  Grunde  nichts  weiter  aus,  als  dass  — - -  =         wenn  i?,  Rll) 

die  Resultanten  der  Momcntankräfte  und  der  continuirlichen  Kräfte  sind. 
Ist  £PX  =  0,  so  ist  2mv.v  constant. 

2.  Projiciren  wir  das  resultirende  Axenmoinent  der  Kräfte  mtp  und 
das  der  Kräfte  P  auf  die  Axe  x.  Wir  erhalten  die  Projectionen  dieser 
Grössen,  indem  wir  m<p  und  P  auf  die  Ebene  senkrecht  zu  x  projiciren 
nnd  die  Momente  ihrer  Projectionen  für  den  Schnittpunkt  dieser  Ebene 
mit  der  Axe  x  nehmen.  Sind  qp, ,  Q;  tar,  q  die  Projectionen  von  q>  und 
P  und  ihre  Abstände  von  der  Axe  x,  so  besteht  demnach  die  Gleichung 
2myyVS  =  ZQq.    Nun  ist  aber  nach  Thl.  III,  Cap.  I,  §.  21.,  wenn 

*>,/;,  das  Moment  der  Geschwindigkeit  ist,  P-  =  <jt>,  IS.    Daher  er- 

hält man: 

d  -  £mvipl  =  ZQqdl 
und  folglich  durch  Integration:  ^ 

2mvipl  —  £(mvlpi)  =  zjOg  dl. 

Hierin  stellt  das  Moment  der  Momantankraft  mvl   und  folglich 

Smvxpx  die  Projection  des  rcsultirenden  Axenmomentes  der  Momentan- 
kräftc  auf  die  Axe  x  dar.  Daher: 

DieAeuderung,  welche  die  Projection  des  rcsultirenden 
Axenmomentes  der  Momentankräfte  auf  irgend  eine  Axc 
im  Laufe  der  Bewegung  des  Systems  während  irgend  eines 
Zoitintervalles  erleidet,  ist  gleich  der  Summe  der  Momente 
aller  Kraftantriebe  in  Bezug  auf  dieselbe  Axc  während  der- 
selben Zeit. 

Man  kann  diesen  Satz  als  einen  Satz  über  die  Projection  des  Systems 
auf  die  zur  Axe  x  senkrechte  Ebene  auffassen,  wenn  man  den  Projec- 
tionspunkten  die  Masse  der  Hauptpunkte  beilegt.  Das  Projcctioussystem 
ist  während  der  Bewegung  veränderlich.  —   Die  zu  Grunde  liegende 
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(IG 

Gloichung  sagt  nichts  weiter  aus,  als  dass   — -  =  Gl*\  wenn  G  und  Gn) 

die.  resnltirenden  Axenmomentc  der  Momentankräfte  und  der  continuir- 
lichen  Kräfte  für  den  Punkt  O  bedeuten.  Ist  £Q<j  =  6*^  =  0,  so  bleibt 
£mvlpl  —  G.r  constant. 

3.  Man  kann  den  vorigen  Satz  etwas  anders  formulircn.  Zu  dem 
Ende  ziehen  wir  vom  llcductionspunkte  0  aus  nach  allen  Systempunk- 
ten M  die  Radien vectoren  OM  und  betrachten  die  Elemcntarsectoren 
OMj\f=dS,  welche  sie  im  Zeitelemente  dt  durchstreifen.  Da  die  Pro- 
jection  des  Bogenelcmentes  MM'  gleich  v^dt  ist,  so  stellt  \i\dtp{  den 
Inhalt  der  Projection  dS.c  von  dS  auf  die  zu  x  senkrechte  Ebene  dar 

2  d  S 

und  ist  mitbin  =  — - .  Hiermit  erhält  man  die  Ausdrücke  in  2. 
unter  der  Form: 

£m  (m  ^)  =  {  i  G^dt  =  i  «;,      G.fl) , 

d.  h. :  Zieht  man  von  irgend  ei u ein  Punkte  Ö  nach  allen 
P unkten  des  in  Bewegung  begriffenen  Systems  Radicn- 
vectoren  und  piojicirt  das  System  sammt  ihnen  auf  eine 
Ebene,  so  ist  die  Summe  der  Produkte  aus  den  Sectoren- 
beschleunignngen  der  projicirten  Itadien  vectoren  und  den 
Massen  der  System  punkte,  aufweiche  sich  letztere  beziehen, 
gleich  dem  halben  resultirendcnAxenmoiuente  aller  Kräfte 
für  den  Punkt  0  als  Reductionspnnkt,  projicirt  auf  die  zur 
Ebene  senkrechte  Axc.  Die  A ender ung,  welche  die  Summe 
der  Produkte  aus  den  Massen  und  den  Sectorengeschwindig- 
keiten  der  projicirten  Radienvectoren  im  Laufe  irgend  einer 
Zeit  erloidot,  ist  die  halbe  Aenderung  der  Projection  des 
resultir enden  Axenmomentes  der  Momentankräfte  auf  die- 
selbe Axe,  über  denselben  Zeitraum  erstreckt. 

d*> 

Ist  insbesondere  G(I>  =  0,  so  bleibt  die  Grösse  £m   '  '  constant 

dt 

und  wird  £mSx  der  Zeit  proportional.  Also: 

Ist  die  Projection  des  rcsultirenden  Axenmomentes  für 
einen  Reductionspu  nkt  0  auf  eine  Axe  während  der  Bewe- 
gung Null,  so  ist  die  Summe  der  Produkto  gebildet  aus  den 
Massen  der  System p unkte  und  den  Scctoren,  welche  die 
Projectionen  der  von  0  nach  ihnen  gezogenen  Radienvec- 
toren auf  eine  zur  Axe  senkrechte  Ebene  während  irgend 
einer  Zeit  beschreiben,  dieser  Zeit  proportional.  (Princip 
der  Flächen  für  die  zur  Axc  senkrechte  Ebene.) 
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i.  Ist  6,(n  =  0,  also  ftW  für  jcdc  Axe  Null,  d.  u.  reduciron  sich 
die  Kräfte  des  Systems  auf  eine  blosc  Resultante  so  gilt  der  vor- 

stehende Satz  für  alle  Ebenen.  Ist  aber  Gn)  —  0,  so  bleibt  das  resul- 
tirendo  Paar  G  der  Momentankräftc  nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn 
unveränderlich  und  gilt  dasselbe  für  seine  Projectiou  Gx  auf  irgend  eine 

dSr 

Axe.    Da  nun   £m    \r  —  X£mvip.  =  \GX,    also   in   diesem  Falle 

dt 

£mSx  -    £(mSx)  =  £m  (S.r  —  SXo)  =  ^  C,x  (t  —  /0),  so  wird  die  Summe 

<> 

der  mit' den  Massen  multiplicirten  Sectoren  mit  Gx  gleichzeitig  ein  Maxi- 
mum. Der  grösste  Werth,  den  Gx  annehmen  kann,  ist  aber  G  selbst. 
Daher: 

Wenn  die  Kräfte  des  Systems  sich  auf  eine  blosc  Re- 
sultante R{i)  reduciren,  so  gilt  das  Princip  der  Flächen  für 
alle  Ebenen  des  Raumes.  Für  die  zur  Axo  des  resuUircnden 
Paares  der  Momentankräftc  senkrechto  Ebene  ist  die  Summe 
der  mit  den  Massen  multiplicirten  Sectoren  ein  Maximum. 
Diese  Ebene,  welche  sich  während  der  Bewegung  des  Systems  fort- 
während parallel  bleibt,  heisst  die  invariabelc  Ebene-  des  Systems. 

5.  Die  Gleichung  £mtpx  —  £PX  in  Nr.  1.  wollen  wir  durch  <px  = 

dt 

dx 

und  vx  =  ^  >  wenn  dx  die  Projcction  des  Bogenelementes  auf  die  Axe 

,r  ist,  welches  der  Systompunkt  M  im  Zcitelemente  beschreibt,  umge- 

i.        t-.      •  i  v.rdvx  d  •  £  \  m  p.r2 

stalten.    Es  wird  <px  =  - —  ,  mithin  £m<px  —         *  und  weiter 

dx  dx 

Rl80:  d-£±m».r'i  =  £Px'dx. 

Weuden  wir  das  Projiciren  noch  auf  zwei  andere  Axen  y,  z  in  gleicher 
Weise  au,  so  kommt: 

,     d  •  £  J  »n  vy7  =  £Py  dy,      d£±  m  v:'2  =  £PZ  dz 

uud  durch  Addition  aller  drei  Gleichungen  mit  Rücksicht  auf 
£  {m  vj  +  £  i  m  v,/  +  £  ±  m  u;2  =  |  £m  v* : 

d  •  >  £m»'s  =  £(Pxdx  +  Pydy  +  Pzdz). 

Die  rechte  Seite  stellt  nun  die  Summe  der  Elcmcntararbeiten  der  Kraft - 
componenten  />r,  /',,,  P.  von  P  dar.  Diese  Grösse  ist  die  Elementar- 
arbeit von  />,  wclcho  mit  Pdp  bezeichnet  werden  möge  längs  des  Weges 
ds,  den  der  Angriffspunkt  von  P  im  Zeitelemente  beschreibt.  Integrircn 
wir  die  vorstehende  Gleichung  und  bezeichnen  die  den  Worthen  r„  ent- 
sprechenden Werthc  odor  Bogenabständc  s  mit  *0,  so  erhalten  wir 


* 

«  £mv*  —  i  £mvj  =  xf  Pdp, 
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fl.  h.  die  Aendcrung,  welche  die  halbe  lebendige  Kraft  beim 
Uebcrgange  des  Systems  aus  einer  ersten  in  eine  zweite 
Lage  erleidet,  ist  gleich  der  Totalarbcit  aller  Kräfte  längs 
der  Wege  ihrer  Angriffspunkte.  (Princip  der  lebendigen 
Kraft.) 

d'2S 

6.  In  ähnlicher  Weise  kann  man  die  Gleichung  £m  =  \  G'r" 
umgestalten.  Setzt  man  nämlich,  wie  S.  211.  die  Soctoreugcschwindig- 
keit        —  i/.r,  die  Sectorenbeschlcunigung  —^t-  =  -*J*  =  i/;.r,  so  wird 

'l'$.r        diix        Vx<h].r        d  •  \  l}J        .  1-1 
^   —  ^   ==  - ^     =      ^        und  indem  man  noch  zwei  andere 

Axen  y,  z  hinzunimmt,  sodass  Qq  durch  yps  —  zPy  dargestellt  werden 
kann,  geht  die  obige  Gleichung  über  in 

d  •  £mV.r2  =  2(yPz  —  zPy)  dSx 

« 

und  ebenso  erhält  man 

d  ■  £m »//  =  £(z  Px  —  x  Pz)  ilSy,    d  ■  £  m  n*  =  2  (x  P,,  —  y  Px)  d  ,S\ . 
Durch  Addition  dieser  drei  Gleichungen  folgt  dann,  wegen 

V-r2  -f  %2  +  *h2  =  V\ 

wo  fj  die  Sectorcngesch windigkeit  des  Radiusvectors  GM  darstellt: 
d.Z„nf=  Z[(yP:—zPy)dS.r+(zPx-xP:)dS!,+  (xP!,-yPx)dSz]. 

Es  sei  nun  dS  der  Elementarsector,  den  der  Radiusvcctor  von  G  nach 
dem  Augriffspunkte  M  von  P  im  Zeitelemcnte  beschreibt,  dann  ist,  wenn 
die  Normale  seiner  Ebene  die  Richtungswinkel  «,  /3,  y  besitzt: 
dSx  =  dS  •  cos  a,     dSy  =  dS  •  cos  ßy     dSz  =  dS  •  cos  y; 

ferner  wenn  das  Axenmomcnt  r  des  Paares  (P,  —  P)  die  Richtungs- 
winkel ay  b,  c  hat: 

yP. —  zPy  —  T'Cosay    zPx —  xP:=r-cosb,    xPtJ  —  yPx=r-cosc. 

Hiermit  wird,  wenn  X  den  Winkel  zwischen  jener  Normale  und  V  be- 
zeichnet, der  Inhalt  der  Klammer  unter  dem  Summenzcicheu  rechts 
gleich  FdS  •  cos  X  und  folglich 

d  •  Zmr?  =  ZT  cos  X  ■  dS, 
sowie  s 

Erntf  —  Zm%?  =  zj  TcoiX-dS. 


Die  Grösse  rcosX-dS  kann  der  Analogie  mit  der  Arbeit  vou  /*  wegen 
die  Elcmentararbcit  des  Paares  r  längs  des  Sectors  dS  genannt  werden. 
Denkt  man  dS  auf  dor  Normalen  wie  ein  Axenmomcnt  aufgetragen,  so 
kann  die  Elementararbcit  r  cos  X  -  dS  definirt  werden  als  das  Produkt 
aus  dem  Elementarsector  dS  und  der  Projection  des  Axenmomentcs  Tauf 
seine  Ebene  oder  als  das  Produkt  von  r  und  der  Projection  von  dS 
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auf  die  Ebene  dieses  Paares.  Die  Grösse  mtf  spielt  die  Rolle  einer 
„lebendigen  Seetorenkraft",  doch  dürfte  der  Gebrauch  dieses  Ausdrucks 
nicht  zu  empfehlen  sein. 

§.  13.  Ist  das  System  nicht  frei,  sondern  gewissen  Bedingungen 
unterworfen,  so  wird  man  dieselben  durch  Kräfte  ausdrücken  und  dem 
gegebenen  Kräftesystem  hinzufügen.  Die  Darstellung  der  Aequivalonz 
der  Kräfte  mq>  und  der  gegebenen  Kräfte  einschliesslich  der  zuzufügen- 
den Bedingungskräfte  führt  zur  Ermittelung  der  Bewegung  des  Systems 
und  der  Intensität  und  Richtung  der  Bedingungskräfte.  Besitzt  das 
System  einen  festeu  Punkt  oder  eine  feste  Axe,  so  können  diese  Be- 
dingungen auch  durch  unendlich  grosse  Massen  eingeführt  werden,  wie 
Cap.  XII,  §.  18. 


XIV.  Capitel. 

Probleme  der  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems. 

§.  1.  Wenn  der  Geschwindigkeitszustand  eines  unveränderlichen 
Systems  zu  irgend  einer  Zeit  /()  bekannt  ist,  sei  es  dadurch,  dass  die 
Geschwindigkeiten  dreier  Systempunkte  oder  dadurch,  dass  ein  System 
von  Momentankräften  gegeben  sind,  welche  ..denselben  hervorzurufen 
vermögen,  wenn  feiner  der  Beschleunigungszustand  für  alle  Zeiten  be- 
kannt ist,  sei  es  durch  die  Beschleunigungen  dreier  Punkte  oder  durch 
ein  Kräftesystem,  welches  ihn  orzeugt,  so  ist  der  Vorgang  der  Bewegung 
des  Systems  bestimmt  und  kann  im  Allgemeinen  ermittelt  werden.  Es 
treten  nämlich  zu  den  Grössen  Rot  £0,  nämlich  der  Resultanten  und 
dem  rosultirenden  Paare  der  Momcntankräfto  zur  Zeit  /0  die  Elemcntar- 
kräfte  R^dl,  G^dt  hinzu,  um  dio  Resultante  Rx  und  das  resultircnde 
Paar  Gt  für  den  nächstfolgenden  Zeitmoment  tx  =  /0  -f-  dtn  zu  bilden; 
durch  Zutritt  der  Elementarkräfto  R[l)dty  G^dl,  welche  der  Zeit  /,  ent- 
sprechen, bilden  sich  ebenso  i?2,  G7  für  den  folgenden  Moment  t2  u.  s.  w. 
Sind  also  7*<l>  und  und  mithin  R^dt,  G^  dt  zu  allen  Zeiten  be- 
kannt, so  kennt  man  auch  R  und  G  zu  allen  Zeiten.  Durch  die  Mo- 
mentankräfte ist  aber  nach  Cap.  XII.  der  Geschwindigkoitszustand  des 
Systems  für  alle  Zeiten  bestimmt.  Ist  aber  der  Geschwindigkeitszustand 
für  alle  Zeiten  bekannt,  so  sieht  man  leicht,  wie  die  Lage  des  Systems 
zu  jeder  Zeit  bestimmt  ist,  falls  sie  für  irgend  eine  Zeit  als  gegeben 
angenommen  wird. 

Je  nachdem  die  continuirlichen  Kräfte,  oder,  was  dasselbe  ist, 
und  Gll)  als  Functionen  des  Ortes,   der  Zeit,  des  Geschwindigkeits- 
zustandes u.  s.  w.  bestimmt  sind,  modificirt  sich  das  Problem  der  Be- 
wegung. 
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§.  2.  Um  ein  Problem  der  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems 
behandeln  zu  können,  drücken  wir  die  Acquivalenz  der  Kräfte  /w<p, 
welche  den  Systempunkten  zur  Zeit  /  ihre  Beschleunigungen  rp  zu  er- 
thcilen  vermögen,  mit  dem  gegebenen  Kräftesystem  aus.  Dies  ist  auf 
verschiedene  Art  möglich  und  führt  zu  sechs  Gleichungen,  welche  man 
die  Gleichungen  der  Bewegung  des  Systems  nennt.  Da  die  Compo- 
nenten  der  Beschleunigung  rp,  des  Punktes  wi,  (.r,,  y,,  z,)  parallel  dreien 
rechtwinkligen  Coordinatenaxen,  die  wir  im  Räume  fest  annehmen  wollen, 

die  Werthc  ^' ,  ^  sind,   so   stellen  m  flJ' ,   m  d-jt \   m  '-J' 

dio  Componenten  der  Kraft  mrp,  dar  und  liefern,  indem  wir  sie  für  den 
Ooordinatenursprung  reduciren,  eine  Resultante  von  den  Componenten 

2m,  2m,     *'     2m, und  ein  rcsultirendes  Paar  von  den  Om- 

ar dle  dr 

ponenten 


2 


(    tfz,  dhj,\  (    d-x,  d'Zj\  (    (Vy,  d-.v,\ 

wobei  die  Summatiouen  über  alle  Punkte  des  Systems  zu  erstrecken 
sind.  Sind  andererseits  Xiy  F,,  Z,  die  Componenten  der  gegebenen, 
am  Punkte  (x;  y,  :,)  angreifenden  Kraft  P,,  so  liefert  die  Rcduction  dieser 
Kräfte,  die  sich  an  irgend  welchen  Punkten  auch  auf  Null  reduciren 
können,  ebenso  die  Reskltante  von  den  Componenten  2Xit  21',,  2Zt 
und  das  resultirende  Paar,  dessen  Componenten 

2  {ViZi  -  ZiY,),    2  (z,X,  -  x,Z,),    2  (x,)\  -  y,A'() 
sind.    Dio  Acquivalenz  beiderlei  Kräfte,  oder,  was  dasselbe  ist,  das 
Gleichgewicht,  welches  zwischen  den  ersteren  und  den   im  entgegen- 
gesetzten Sinne  genommenen  Kräften  der  zweiten  Art  bestehen  mnss, 
ergibt  daher  die  folgenden  sechs  Bewegungsgleichungen: 


-Ein,- 

rf2a% 
~dt~ 

=  2A'i, 

2m, 

dhj, 
dt* 

-21,, 

2nti  (^z, 

2m, 

<fz, 
dt* 

= 

2m,  ^x, 

In  dieser  Form  sind  die  Bewcguugsglciehungen  zur  Lösung  eines 
Problems  nicht  unmittelbar  zu  verwenden,  denn  sie  enthalten  die  Coor- 
diuaten  aller  Systempunkte,  während  die  Kenntniss  der  Bewegung  dreier 
Systenipunktc  hinreicht,  um  die  aller  übrigen  zu  bestimmen.  Sie  müssen 
demnach  so  transformirt  werden,  dass  blos  Bcstimmungsstückc  der  Be- 
wegung dreier  Punkte  darin  vorkommen.  Als  solche  Bcstimmungs- 
elementc  können  die  Coordinaten  dreier  Punkte  gelten.  Deren  sind  neun. 
Da  aber  die  drei   Punkte  unveränderliche  Abstände  behalten,  welches 
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durch  drei  Bedingungsgleichungen  ausgedrückt  wird,  so  bleiben  blos 
sechs  jener  Coordinaten  als  erforderlich  übrig  und  zu  ihrer  Bestimmung 
reichen  die  sechs  Bcwegungsgleichungen  hin.  Die  drei  Punkte  sind 
beliebig  wählbar.  Vermöge  seiner  ausgezeichneten  Eigenschaften  em- 
pfiehlt sich  für  den  einen  vor  allen  der  Massenmittelpunkt  S.  In  der 
That  lassen  sich  mit  Hülfe  derselben  die  drei  ersten  Gleichungen  sofort 
so  umschreiben,  dass  in  ihnen  seine  Coordinaten  #0,  ytM  ?0  allein  vor- 
kommen. Setzen  wir  nämlich  X{  =  .r„  -f-  y,  =  y0  -f-  z,  =  z0  -j- 
sodass  §,-,  t)i,  f,  die  Coordinaten  des  Systempunktes  ;r,  y,  r,  in  Bezug  auf 
ein  dem  festen  Coordinatensystem  paralleles  bewegliches  Coordinaten- 
system  sind,  dessen  Ursprung  im  Massenmittelpunkte  (a0,  y0,  r0)  liegt,  so 

Zmi  ~dP  =  £mt  W  +  Ji*  Zmiit  =  M  dt>  ' 

da  Znij  ^  =  0  und  ebenso 

2m  d*yi  -    M  ^        2m  ^  -     1/  ^ 
Zm*  dt*  ~  M  dl*  '      ^  dl*  ~  *  d/'  ' 

da  ^/w,  ^,  =  0  und  2wi4  f,  =  0  ist.  Man  erhält  demnach  an  die  Stelle 
der  drei  ersten  Bewegungsgleichungen  die  folgenden: 

*Si--sr" 

welche  die  Beschleunigungscomponenten  des  Massenmittelpunktes  gleich 

*  2Xiy  \.  EYi,  \-  £Zi  geben  und  durch  ihre  Integration  die  Be- 
M  m  M 

wegung  dieses  Punktes  bestimmen.  Diese  Gleichungen  sind  die  eines 
Punktes,  an  welchem  die  Kräfte  £Xi,  -EFi,  £Zi  augreifen.  Daher  kann 
man  sagen : 

Der  Massenmittelpunkt  des  Systems  bewegt  sich  so,  als 
ob  alle  Kräfte  des  gegebenen  Kräf  tesy  Steins  mit  denselben 
Intensitäten  und  nach  denselben  Richtungen  an  ihm  an- 
griffen. 

Legen  wir  durch  den  Massenmittelpunkt  S  zwei  zu  einander  senk- 
rechte Axen,  welche  dem  beweglichen  Systeme  angehören  und  wählen 
wir  auf  diesen  in  der  Einheit  der  Entfernung  von  S  jene  beiden  noch 
übrigen  Punkte.  Sind  u,  b}  c;  «',  b\  c  die  Kichtungscosinusse  dieser 
beiden  Axen  gegen  die  Axen  der  |,  »/,  f  oder  der  x,  y,  z,  so  stellen 
diese  Grössen  zugleich  die  Coordinaten  £,  tj,  £  der  beiden  Punkte  dar. 
Grösserer  Symmetrie  der  Formeln  wegen  nimmt  man  noch  die  dritte, 
zu  jenen  senkrechte  Axe  hinzu  und  bezeichnet  ihre  Kichtungscosinusse 
mit  «",  b",  c".  Zur  Wahl  dieser  diei,  dem  System  Angehörigen  Axen 
empfehlen  sich  ihrer  ausgezeichneten  Eigenschaften  hinsichtlich  der  Kräfte- 
reduetion  wegen  die  Hauptaxeu  des  Massenmittelpunktes,  deren  wir 
uns  daher  im  Folgenden  fortwährend  bedienen  werden. 
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Führen  wir  zunächst  die  Substitution  Xi  =  a'„  -f-  £•>      ==  !/»  4"  Vn 
=  2(( -J- f,  in  den  drei  letzten  Gleichungen  nus,  so  wird  z.  B.  die 
linke  Seite  der  ersten  von  ihnen: 

und  die  rechte  Seite: 

Wenn"  man  daher  die  bereits  trausformirten  drei  ersten  Gleichungen 
benutzt  und  die  Rechuung  vollständig  durchfühlt,  so  nehmen  die  drei 
letzten  Bewegungsgleichungen  die  Form  an: 

-  ii  ~f)  =  - 
(f.-      -  1/       =      *  -  i-z.) , 

Um  nun  die  Grössen  «,  fc,  b\  c'\  a" ,  b\  c"  in  diese  Glei- 

chungen einzuführen,  nehmen  wir  die  Hauptaxen  des  Massenmittel- 
punktes als  Coordinatenaxen  der  x\  y',  z',  sodass  die  Coordinaten 

£,  durch  a/,  y,\  ?/  mit  Hülfe  der  Formeln  (S.  145)  ausgedrückt  wer- 
den, nämlich: 

1/  =  aa-,  -f-  «y,  -f-  «  2, 
/f,  =  b'y--\-  b"zl 

Ii  =  <ra\  +  ci/(  +  c  z,-, 

worin  .r/,  y,',  r/  die  Lage  des  Punktes  im  System  gegen  die  Haupt- 
axen  festsetzen  und  von  der  Zeit  unabhängig  sind.  Die  linken  Seiten 
der  zu  trausformireuden  Gleichungen  sind  nun  die  Derivirten  der  Com- 
ponenten  des  resultironden  Paares  der  Momentankräfto,  nämlich  von 

~     (    diu      y  dV\  (    dii         dk\  (    dni  dl\ 

V*  dt  ~  f«  -dl)'  V'dt  ~  &  dl)'  ^  *  "      </J  ' 

sodass  zunächst  diese  Ausdrücke  umzugestalten  sind.  Nun  liefert  die 
Differentiation  der  vorstehenden  Formeln: 


dii 

dl 

=  x,' 

da 
dt 

+  Vi 

rfa 
</< 

+  */ 

</«" 
<ft 

dm 
dt 

=  X,' 

db 

~di 

+  vi 

d6' 
<// 

+  */ 

dft" 
dt 

db 
dt 

=  x/ 

de 
dt 

de 
dt 

~}~  *i 

de" 
dt  » 

worin  aber  die  Differentialquotienten  der  Kichtungscosinussc  durch  die 
Componenten  p,  q,  r  der  Winkelgeschwindigkeit  nach  den  Hauptaxen 
auszudrücken  sind  mit  Hülfe  der  Formeln  (S.  1.V2): 
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da 
dl 

—  a  r  —  a  y , 

da' 

dl  =a  p  —  ar, 

</«" 

«y  — 

"  /> 

db 
dt 

—  b'r  —  b"qy 

db'  ,„ 

dt  Ä  kl*-1"* 

rf/  _ 

6y- 

&/> 

de 
dt 

=  c  r  —  c  y , 

de' 

,u 

de" 
dt  ~~ 

ry  — 

aus 

den  Gleichungssystemen,  wie 

« 

da          db  ,  de 

*  + 6 «  + c  *  - 

0 

a 

,«  +  *  ,n  +  c  «  = 

r 

a" 

—  y 

n.  a.  w.  entspringen.    Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Deiivirten 

von  bildet  hierauf  die  Grössen,  wie  im,  (  »;,   ^'  —  £       |  n.  s.  w. 

\    ///       *    «7  / 

und  berücksichtigt  die  Eigenschaften 

im,  x!  yf  =  0 ,      im,  y-  z,'  =  0 ,      im,  z,'  x{  =  0 
der  Ilauptaxen,  so  kommt  z.  B. 

2"w,/     1'  ~    '/?')  =  K*tf#- 6V)  r  ~  ^  ^''"^ 

+  [(*'«''-  &  V)  #>  -  (//r  -  b  e)  r]  im,  yf 
_|_  [(o»c  q  _  (äV-  //c")  ;>]  im,*/2, 

welcher  Ausdruck  aber  mit  Hülfe  der  Relationen  (S.  146) 

b'e"—  b"c'  =  a      ca"—  c"a'  =  b      ab"—  a"b'=  c 
b"c  —  bc"  =  a'     c"a  —  ca"  =  b'     ab  —  ab"=  e 
bc'  —  b'e  =  a"    ca  —  c'a  =  b"    ab'  —  ab  =  e" 
übergeht  in 

£mi  (Vi  *dt  ~  ^  dJf) (ö'y  + a/)  £Mii'2  +     +  °p)  £m*yP 

(ap  -\-  £ntizi7 

und  mit  Hülfe  der  üblichen  Bezeichnung  der  Hanptträghcitsmomente, 
nämlich 

im,  (yP  +  */»)  —  ^,  im,  (z/2  +  */2)  =  ff,  im,  +  y/2)  =  f?, 
woraus 

2  im,  */2  =B+C  —  A,  2  im,  y/2  =  (7  +  ^  -  5 ,  2  im,  :/2  =A+B  —  C 
folgen,  nebst  den  beiden  analogen  Ausdrücken  die  Form  annimmt: 

£m<  (>?,  ^  -     ^)  =Apa  +  Brj  „'  +  Cr«" 
(&       -  I."         =       A  +  #y    +  Cr*," 
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Man  erkennt  auf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  die  Projectionen 
der  Componenten  Apy  liq,  Cr  der  Componenten  des  resultirenden  Paares 
G  der  Momentankraftc  auf  die  Axen  der  x\  t/',  z.  Demnach  nehmen 
jetzt  die  drei  letzten  Bewegungsgleichungen  die  Form  an: 

~  (Ap  a  +  Bq  «'  +  Cru")  =  Z(r,,Z,-  -  §,  ]',) 
^  (Ap  b  +  Bq  6'-f  Cr  b")  =  Z&Xi  -  Sffc) 

-±  (Apc  +  Bq  c'  +  Cr  O  =  £  (fcr,  —  tj.-A',). 

Hierin  sind  nun  noch  die  Differentiationen  auszuführen.  Vollzieht  man 
diese  Operation  und  comhiuirt  die  sich  so  ergebenden  Gleichungen,  indem 
man  sie  der  Reihe  nach  mit  <*,  6,  c;  c';  «",  //',  <?"  multiplicirt  und 

addirt,  dabei  aber  die  Relationen  «2-j-62-f-  c2=  1>  6  b'-\-  cc'=  0, .. . 

rf«'  t/6'  de'  </«"    ,    ,    db"    .  de' 

(S.  148)  berücksichtigt,  so  erhalt  man  mit  Rücksicht  darauf,  dass  die 
entstehenden  rechten  Seiten  der  neuen  Gleichuugsformen  die  Compo- 
nenten des  resultirenden  Paares  der  continuirlichen  Kräfte  beziiglicli 
der  Hauptaxen  sind,  die  wir  früher  G^\  G^\  G^  nannten: 

Adft+(C-B)qr=G<? 
B  %  +  (A  -  C)  rp  =  GW 


C.     +{B-A)Pq  =  Gy. 


dr 
dt 

Dies  sind  die  Euler'schen  Gleichungen,  welche  sich  bereits  Cap.  XIII, 
§.  11.,  S.  804  ergaben. 

§.  3.  Der  Sinn  der  im  vorigen  §.  ausgeführten  Transformation  der 
Bewegungsgleichungen  ist  nun  der,  dass  die  jetzigen  drei  ersten  Glei- 
chungen die  Bewegung  des  Massenmittelpunktes,  die  drei  letzten  (Eu- 
ler'schen) Gleichungen  die  Bewegung  der  Hauptaxen  dieses  Punktes 
charakterisiren.  Nun  kann  die  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems 
immer  in  eine  Transhitionsbewogung  gleich  der  Bewegung  irgend  eines 
Systempunktes  und  eine  Rotationsbewegung  um  eine  durch  diesen  Punkt 
gehende,  gleichfalls  in  Translationsbewegnng  begrilVene  Momentanaxc 
aufgelöst  werden.  Der  hier  ausgeführten  Transformation  liegt  die  Spal- 
tung in  eine  Translationsbewegung  gleich  der  Bewegung  des  Massen- 
mittelpunktes und  eine  Rotationsbewegung  um  eine  Momcntanaxe  dieses 
Punktes  zu  Grunde  (vgl.  Tbl.  I,  Cap.  V,  §.  7.,  S.  74).  Mit  besonderem 
Vortheil  wird  mau  sich  nun  behufs  der  Behandlung  der  Bcwegungs- 
»leiehungen  der  Euler'schen  Transformationsformeln  (S.  153)  bedienen, 
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welche  mit  Hülfe  dreier  Winkel  <p,  t/>,  #  die  Lage  der  beweglichen 
Jlauptaxen  gegen  ein  festes  oder  in  Translation  begriffenes  Coordinatcn- 
System  (der  a-,  y,  z  oder  der  x\  y\  z)  charakterisiren.  Zugleich  sind 
dann  die  Ooinponenton  p,  qf  r  der  Winkelgeschwindigkeit  Sl  durch  die 
S.  154  angegebenen  Formeln,  worin  Sl.v'y  Sly-,  Slt-  mit  p,  q,  r  überein- 
stimmen, aaszudrücken,  nämlich  durch 

p  =      —  cos  <p  -f-      stn  tp  sm  9 

q  —  —  -  -  sin  <p  -j — —  cos  <p  sin  & 
dt  dt 

■dtp  dty 

r  -   *  +  n eos  *■ 

Endlich  sind  GM,  G<»  G<»  gleichfalls  durch  m,  t|<,  #  darzustellen.  So- 
bald  dies  geschehen,  liefern  die  Euler'schen  Gleichungen  in  Verbin- 
dung mit  den  Ausdrücken  für  />,  q,  r  durch  eine  zweimalige  Integration 
9?,  ty,  -fr  und  />,  y,  r  als  Functionen  der  Zeit  und  ebenso  geben  die  drei 
ersten  Gleichungen  y0,  zv  und  die  Componenten  der  Geschwindig- 
keit des  Massenmittelpunktes.  Die  zwölf  Constanten,  welcho  die  Inte- 
gration der  sechs  Bewegungsgleiehungen  einführt,  sind  durch  die  Werthe 

dtp    dip    dO    dxu    dyn    dzn  ,  . 

von  9,  »,  «;  r„;  _,  _,  _•,  JS,         lür  .rgend  omo 

Zeit  /„,  d.  h.  durch  die  Stellung  des  Systems  und  die  Componenten 
seiner  Translations  -  und  seiner  Winkelgeschwindigkeit  zu  dieser  Zeit 
zu  bestimmen. 

§.  4.  Ist  das  System  Bedingungen  unterworfen ,  so  wird  man  nach 
Umständen  Modifikationen  in  der  obigen  Transformation  der  Bewegungs- 
gleiehungen eintreten  lassen.  So  z.  B.  wird  man,  wenn  das  System  einen 
festen  Punkt  besitzt,  diesen  an  die  Stelle  des  Massenmittelpunktes  treten 
lassen. 

§.  5.  Ein  unveränderliches  ebenes  System  bewegt  sich  in  seiner 
Ebene  unter  Einfluss  von  Kräften,  welche  in  dieselbe  Ebene  fallen; 
man  soll  dio  Bewegung  desselben  bestimmen. 

Nimmt  man  die  Ebene  des  Systems  zur  xy- Ebene,  so  sind  die  Gleichungen 
der  Bewegung: 

indem  z0  =  0,  alle  Componenten  Z  =  Ö,  p  =  ys-0,  r»fl  werden.  Mitf  be- 
deutet das  Trägheitsmoment  C  für  die  zur  Ebene  senkrechte  Hanptaxe  des  Massen- 
mittelpunktes und  das  auf  diesen  Punkt  bezogene  resultirende  Kräftepaar. 
Die  beiden  ersten  Gleichungen  bestimmen  die  Bewegung  des  Massenmittelpunktes 
und  führen  vier  Integrationsconstanten  ein,  welche  durch  die  Lage  dieses  Punktes 
zu  irgend  einer  Zeit  t0  und  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  zu  derselben 
Zeit  specielle  Werthe  erhalten;  die  dritte  Gleichung  liefert  die  Winkelgesckwin 
digkeit  und  den  Winkel  welchen  eine  Hanptaxe  oder  auch  eine  beliebige  Ge- 
rade des  Massenmittelpunktes  mit  der  .r-Axe  bildet.  Die  beiden  durch  die  Inte- 
Scheil,  Theorie  tL  Uew.  u.  <].  Kräfte.  02 
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gration  dieser  Gleichung  eingefülirten  Constanten  werden  durch  die  Lage  und  Winkel- 
geschwindigkeit des  Systems  zur  Zeit  /„  bestimmt.    Mit  Hülfe  der  Gleichungen 

=  *o  +  £, .       ii  =      ™*  *  —  ül  *in  &  >  =  ß 

y,     yu  +  i,.     »?,  =  •*/*"»  *  +  .v,'™*  &>  dl 

erhält  man  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  der  Systempunktc ,  nämlich: 

v*  =  ln  =  m  +  ,u  =  ,//  -  ('r<  s,n  *  +  "<  '™  *>  ß 

p*  -  ,«  =  ttt +  *  =  «*  +  (J« r0Ä  *  "  "n  9)  ß- 

Um  die  Luge  des  Momentancentrums  im  System  zu  ermitteln,  sind  vx  und  py 
gleich  Null  zu  setzen.  Dies  gibt  zur  Bestimmung  der  Coordinatcn  xt\  y,'  des- 
selben die  Gleichungen  (()( 

.r,  «I«  *  +  y,  fr«  O  =  = 

,  WO 

woraus  ß.r,'  =  sin  &  —  i'[(ö,fM#,  £lyt' =  cos  9  fj^**  *i»  «0".  Die  Elimi 
nation  der  Zeit  aus  diesen  Gleichungen  führt  zur  Kenntnis»  des  Ortes  der  Mo- 
mentancentra  im  System.  Setzt  man  die  Werth e  für  xt',  y,'  in  die  Ausdrücke 
für  »/,  an  die  Stelle  von  x/,  >/■  ein,  so  ergeben  sich  die  Coordinaten  £f,  17, 
des  Momentancentrums  und  hiermit  dessen  absolute  Coordinatcn  xt  =  x0  -f-  £(, 
yt  =  y0  -f-  jj,  und  liefert  die  Elimination  von  /  den  Ort  der  Momentancentra  in 
der  absoluten  Ebene. 

Die  Componenten  tpx,  tpy  der  Beschleunigung  q>  Vmes  Systempunktes  zur 
Zeit  /  sind: 

rf**,-     r/*r0      '^S,     r^  ~x  ,   •      *        '  •  *\  nt 

V*  =  <lti  —  dtx  +  rf<t  —  d(t  ~{ri  nn&  +  yicas&)  rf/  -  (*,- cgS#  -  y,- 

fy  a  r//»  =  7//«  +  ,//*'  =  7//«  + (x'  rM*  +  y« d)  rf/  "  {Xi  stn  *  +    roÄ  ^  Ä  » 

wo  fur  ä«-'  rfi« ;  r/r  die  Werthe  :»/  -  •  .»/  ;  j/X(>« 2,1 8Ctzcn  sind-  Fur  dÄ8 

Beschleunigungscentrum  sind  q>x  und  q>u  gleich  Null.  Man  erhält  daher  die  Coor- 
dinaten dieses  Punktes  und  die  Orte  aller  Beschleunigungscentra  im  System  und 
in  der  absoluten  Ebene  ähnlich,  wie  vorher  die  des  Momentonccntrums  gefunden 
wurden. 

a.  Es  sei  insbesondere  die  Bewegung  des  ebenen  Systems  zu 
untersuchen  für  den  Fall,  dass  auf  dasselbe  keine  continuirlichen 
Kräfte  odor  nur  solche  wirken,  welche  sich  fortwährend  Gleich- 
gewicht halten. 

Hierfür  ist  £X.  =  ZV,  =  0,  G(x)  =  0  und  mithin  =  0,  =  0, 

r/Ä  'U  dt 

—  0,  woraus  .ru  =  ut  +  a,  y0  =  bt  -\-  ß,   Sl  =  Sl0,  &  =  ßu/  -J-  90  folgt. 

Der  Massenmittelpunkt  beschreibt  eine  gerade  Linie  mit  constanter  Geschwindig- 
keit und  das  System  dreht  sich  mit  constnntcr  Winkelgeschwindigkeit  um  den 
Massenmittelpunkt  zugleich  um.  Der  Einfachheit  wegen  nehmen  wir  die  Anfangs- 
lage des  Massenmittelpunktes  und  einer  durch  ihn  hindurchgehenden  Geradon  zum 
Coordinatenursprung  und  der  a-Axe,  sodass  «  ^  ß  ~  90  =  0,  also  a-0  —  at^ 
yu  —  f'l,  &  =  ß„c  wird.    Man  bat  alsdann: 
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x-  =  at  -f-  x,'  cos  ü0l  —  y[  »in  Ä0't     vx  ^  a  —  (•'/*'"         +  .'/,■ cos  Sl^t)  Q0 
y.  =  ht  -f  &l  *'«  <ßo'  +  y/'ö*  &o'»     üy  —  *  +  (•''/'"*  -  ?//  st« 

und  für  die  Coordinatcn  des  Momentancentrums: 

ßaV=  «  «n  &0f  —  A cos  £„/,    a:,  =  a/  -f-  -~-  {xi'cos  Sl^t  —  y%' *in  ß00  =      —  ^ 

JJ  y,'=  a  fo*  £„/  -{-  6  *iw  y,  =  Ä/  -|-       (.r,'  «in  Äd<  -J-  y,'eo«  fl0f)  =»  ///  -f  %  . 

Wo  Wu 

a*  -4-  £»* 

Hieraus  folgt  a:,'2  +  y,'*  =  — ^ — ,  d.  h.  der  Ort  der  Momentancentra 

im  System  ist  ein  Kreis,  um  den  Massenmittelpunkt  beschrieben  mit 

einem  Radius       ,  wenn  vu  die  G esebwindigk eit  Ya2  -f  6*  dieses  Punk- 

(l*  _L  f}* 

tes  bedeutet  und  weiter  bxx  —  <iy,  -f-      ^       =  0,  d.  b.  der  Ort  der  Mo- 
mentancentra in  der  absoluten  Ebene  ist  eine  Gerade,  welche  im 
/**  +  b%  v* 

Abstände   -  ^  —  =  ^  m*t  ^cr  Hahn  des  Massenmittelpunktes  parallel 

lauft.  Demnach  ist  die  Bewegung  des  Systems  die  Cy  cloidenbuwo- 
gung  (s.  S.  50,  §.  13.). 

Für  das  Beschleunigungscentrum  erhalt  man,  wenn  xt\  y»'  seine  Coordina- 
ten  sind: 

xt'  cos  SlQt  —  y,'«m  &Qt  =  0,         «t/i  ßo*  —  y,'«>«        =•  0, 

woraus  x^  =  y0 '=  0  folgt.  Das  Beschlounigungsccntrum  fällt  fortwäh- 
rend mit  dem  Massenmittelpunkte  zusammen. 

b.  Es  sei  ferner  das  System  dor  Einwirkung  eines  Constanten 
Paares  G*1*  «=  N  unterworfen.    Die  Gleichungen 

W  ~  °'     dfi  -  o.  •  »«o  rfr  -  * 

liefern,  wenn  wir  die  Anfangslage  des  Massenmittelpunktes  zum  Coordinatcn- 
ursprung  und  die  Richtung  seiner  constanton  Geschwindigkeit  zur  Axe  der  x  an- 
nehmen: 

*o— M.  yu  =  o,  a  =        +  a0,  &  =  * <«  +  äü*  =  ipt*  -f 

Hiermit  werden  die  Coordinaten  eines  Systempunktes  («/,  y/): 

•r,  =  M  +  S,.,     |,  =  */«w(4p/»  +  Ä0/)  -  y /  «fn  -f-  Ä0<) 

.'/,  =  Ii»         =       ««  (4^'*  +  ÄoO  +  y/  <™  (4  J*  <*  +  ÄoO 

und  die  Componenten  seiner  Geschwindigkeit 

vx  =  v0-  [xfsin  {\tit*  +  £„/)  +  y>«  +  aot,]  (pt  +  a„) 

l>y  =  (^/'  +  Ä„/)  -  y/«i«  ftp*  +  Äo/.f]  (fit  +  Ä„). 

Die  Lage  dos  Momentancentrums  im  System  und  der  absoluten  Ebene  bestimmen 
die  Coordinaten  .t,',  y,';  a:,,  y,,  wofür 

(fil  -f  Ä)  y,'  =  p0  co*     fi(*  +  ÄoO.  Vi 


+  ß0 

Hieraus  ergibt  sich  */*  +  y,'2  =        _^  ^  ;  es  nähert  sich  daher  mit  wach- 


sendem /  das  Momentancentrum  dem  Massenmittelpunkte  bis  zum  Abstände 


H 

asymptotisch  an.  Der  Ort  der  Momentancentra  in  der  absoluten  Ebene  ist  die 
gleichseitige  Hyperbel  /u.ar,y,  -f-  &ui>0yi  =  t»„s,  deren  Mittolpunkt  im  Abstände 

02* 
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o  „ 

a-,  =  —     0  0  vom  Ursprung  auf  der  geradlinigen  Hahn  de«  Massennnttelpunk- 
ft 

tes  liegt. 

§.  C.  Kin  körperliches,  unveränderliches  System  bewegt  sieh 
ohne  Einwirkung  von  con  tin  u  i  r  1  i  chen  Kräften,  man  soll  die  Art  der 
Bewegung  desselben  ermitteln. 

1.  Da  keine  Reductionsresultante  /t'1'  vorhanden  ist,  so  beschreibt  der. Massen- 
mittelpunkt 5  eine  Gerade  mit  constanter  Geschwindigkeit  und  bleibt  die  Resul- 
tante der  Momentankräfte  nach  Grösse  und  Richtung  constant.  Weil  das  resul- 
tirende  Paar  G(t)  der  contiuuirlichen  Kräfte  Null  ist,  so  ist  auch  das  Axenmoment 
G  des  resultirenden  Paares  der  Momentankräfte  nach  Grösse  und  Richtung  con- 
stant und  besitzt  das  System  eine  invariabelc  Ebene,  die  Ebene  des  Paares  G, 
<lie  wir  uns  durch  den  Massenmittelpunkt  gelegt  denken  wollen.  Der  Diameter 
des  Centralellipsoids,  welcher  zu  der  mit  der  invariabelen  Ebene  zusammenfallen- 
den Diametralobcne  desselben  conjugirt  ist.  ist  die  Momentanaxe.  Da  dieselbe 
im  Allgemeinen  schief  geneigt  ist  gegen  die  Dinmetralebene.  so  tritt  diese  in 
Folge  der  Eleinentnrrotutiou  um  die  Momentanaxe  aus  der  invariabelen  Ebene 
heraus  und  gelangt  eine  andere,  ihr  nuendlich  nahe  Diametralebcnc  in  dieselbe, 
deren  conjugirter  Diametcr  dadurch  zur  Momentanaxe  für  den  folgenden  Zeit- 
moment  wird  u.  s.  f.  Obgleich  also  G  nach  Grösse  und  Richtung  unveränderlich 
bleibt,  so  wechselt  die  Momentanaxe  doch  von  Moment  zu  Moment.  Bios  im  Falle, 
dass  sie  eine  Hauptaxc  und  mithin  zu  der  ihr  conjugirten  Diametralehene  senk- 
recht ist,  bleibt  sie  fortwährend  dieselbe.  Sollte  also  einmal  im  Laufe  der  Be- 
wegung eine  Hauptaxe  senkrecht  zur  invariabelen  Ebene  werdon,  so  müsstc  das 
System  sich  alsdann  fortwährend  um  diese  umdrehen  und  würde  die  Rotations- 
axe  im  Systeme,  wie  im  absoluten  Räume  constautc  Richtung  behalten,  während 
im  Allgemeinen  die  Momentanaxe  sowohl  im  System  als  im  absoluten  Räume  fort- 
während wechselt. 

Nach  Cap.  XIII,  §.  12.,  S.  810  ist  die  lebendige  Kraft  2  T  constant  und  zwar 
mit  Rücksicht  auf  Cap.  XII,  §.  10.  sowohl  der  Bestandteil  2  T0,  welcher  der  Be 
wegung  des  Massenmittelpunktes  entspricht,  als  auch  der  2  Tt  =  ß'-ZW«,  welcher 
von  der  Rotation  um  die  Momentanaxe  des  Massenmittelpunktes  herrührt,  jeder 
für  sich.    Ist  /  der  Semidiaraeter  SJ  des  Centralellipsoids,  welcher  in  die  Mo- 

mentanaxe  fällt,  so  wird  nach  Cap.  XII,  §.  10.  (S.  768)  2  T,  =  ^    und  bleibt 

folglich  während  der  Bewegung  die  Grösse  -  constant  und  &  proportional  dem 
Semidiameter  /,  nämlich  &  =■  tV2'J\. 

Aus  Cap.  XII,  §.  10.  (S.  769)  folgt  weiter,  dass  Q  cos  ip       ^~  ,  d.  h.  die 

Componcntc  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Axc  des  resultirenden  Paares  der 
Momentankräfte  constant  bleibt.   Endlich  ergab  sich  bereits  Cap.  XII,  §.  7.  (S.  761) 

die  Gleichung  G  =  f[  ,  wo  d  den  Abstand  der  Taingentenebene  des  Centralellip- 

l  o 

soids  im  Schnittpunkte  ./  desselben  mit  der  Momentanaxe  vom  Massenmittelpunkte 

ß 

bedeutet.    Da  nun        und  G  constant  sind,  so  folgt,  dass  auch  o  constant  ist. 

Daher  behält  die  Tangentenebene  des  Centralellipsoids  im  Punkte  /,  welche  mit 
iler  zu  /  conjugirten  Diametralebene,  nlso  auch  mit  der  invariabelen  Ebene  parallel 
und  senkrecht  zu  G  ist,  während  der  Bewegung  constanten  Abstand  vom  Massen - 

&       }  "2  7' 

mittelpunkte.    Legt  man  also  im  Abstände  8  =  jf,  —     "f,  1  von  S  eine  Ebene 
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senkrecht  zur  Axe  des  resultirenden  Paares  der  Momentankräfte,  so  wird  dieselbe 
während  der  Bewegung  vom  Centralellipsoid  in  immer  anderen  nnd  anderen  Punk- 
ten berührt. 

Hierdurch  ist  die  Bewegung  des  Centralellipsoids  und  damit  die  Bewegung 
des  Systems  selbst  vollständig  klar  nnd  hat  man  den  Satz : 

Ein  unveränderliches  System,  welches  nicht  von  contin uirlichen 
Kräften  afficirt  wird,  bewegt  sich  so,  dass  sein  Massenmittelpunkt 
eine  Gerade  gleichförmig  beschreibt  und  das  Centralellipsoid  auf 
einer  Ebene,  welcho  in  constantem  Abstände  8  vom  Massenmittel- 
punkte parallel  mit  sich  fortrückt,  hinrollt.  Die  Grösse  und  Rich- 
tung der  Geschwindigkeit  des  Massenmittelpunktes  wird  durch  die 
unveränderliche  Resultante  /?  der  Momentankräfte  bestimmt  und  jene 
invariabele  Ebene  ist  senkrecht  zur  Axe  des  nach  Grösse  und  Axen- 
richtung  constanten  resultirenden  Paares  6  der  Momentankräfte. 
Das  Centralellipsoid  dreht  sich  jeden  Augenblick  um  einen  anderen 
Diameter  21,  nämlich  um  denjenigen,  welcher  durch  seinen  Berüh- 
rungspunt  J  mit  d.*      invariabelen  Ebene  geht,  auf  welcher  es  rollt, 

seine  Winkelgeschwindigkeit  ß  ist  /  proportional,  sodass    ^  =- 

constant  bleibt.  Diese  Constante,  durch  die  Grösse  des  resultirenden 
Axenmomentes  dividirt,  gibt  den  Abstand  H  des  Massenmittelpunk- 
tes von  der  invariabelen  Ebene;  das  Quadrat  derselben  Constanten 
bedeutet  den  unveränderlichen  Bestandtheil  der  lebendigen  Kraft 
des  Systems,  welcher  von  der  Rotation  umdieMomentanaxc  herrührt. 

Die  Componente  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Axe  des  resul- 

ßt 

tirenden  Paares  G  bleibt  constant  gleich  . 

r'fr 

In  dem  besonderen  Falle,  dass  zu  irgend  einer  Zeit  das  System  um  eine 
Hauptaxe  des  Centralellipsoids  rotirt,  bleibt  diese  Axe  fortwährend  Rututionsaxe 
und  die  Winkelgeschwindigkeit  constant.  Die  Hauptaxen  des  Centralellipsoids 
heissen  daher  auch  permanente  Rotationsaxen  des  Systems. 

Nach  Cap.  XII  bestimmt  man  loicht  den  anfänglichen  Geschwindigkeitszustand 
des  Systems  aus  den  Momentankräften,  welche  dasselbe  in  Bewegung  setzen. 

2.  Aus  Tbl.  I,  Cap.  V.  §.  9.  ist  bekannt,  dass  die  Bewegung  einos  unver- 
änderlichen Systems  äquivalent  ist  dem  Rollen  eines  gewissen,  dem  beweglichen 
System  angehörigen  Kegels,  zu  dossen  Mittelpunkt  ein  beliebiger  Systempunkt  ge- 
wählt werden  kann,  auf  einen  anderen  Kegel  mit  demselben  Mittelpunkte,  welcher 
eine.  Translationsbewegung  besitzt,  wie  sie  durch  die  Bewegung  des  Systempunktes, 
welcher  gemeinschaftlicher  Mittelpunkt  beider  Kegel  ist,  bestimmt  wird.  Der  erste 
Kegel  ist  der  Ort  (T)  aller  Momentanaxen  des  Mittelpunktes  im  System,  der  zweite 
der  Ort  (C)  aller  mit  den  Momentanaxen  paralleler,  sich  in  jenem  Mittelpunkte 
schneidender  Geraden.  In  unserem  Falle  ist  der  Mittelpunkt  beider  Kugel  der  Mas- 
senmittelpunkt. Der  Kegel  (T;  schneidet  das  Centralellipsoid  in  einer  Curve,  welche 
die  Berührungspunkte  J  desselben  mit  der  invariabelen  Tangentenebene  enthält, 
der  zweite  schneidet  diese  Ebene  in  der  Curve  aller  Punkte  /,  in  welchen  die- 
selbe im  Laufe  der  Bewegung  von  dem  Centralellipsoid  berührt  wird.  Die  erste 
Curve  auf  dem  Ellipsoid  nennt  Poinsot  die  Polodie  (von  it 6 log  und  odog,  Weg 
des  Pole«  J  der  Momentanaxe,  nicht  ,, Poloide wie  man  zuweilen  findet),  die 
zweite  ebene  Curve,  auf  welcher  während  der  Bewegung  die  erste  berührend  hin- 
rollt, ihrer  sehlangeuartigen  Windungen  wegen  die  Herpol odie  (von  fynetv, 
Kriechen,  schleichen).  Durch  beide  Curveu  wird  die  Bewegung  des  Systems  in 
ausgezeichneter  Weise  charaktcrisirt.   Sie  hängen  von  den  Hauptaxen  des  Central- 
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ellipsoids  und  von  dem  Abstände  des  Massenmittelpunktes  vou  der  iuvariabclen 
Tangentenebene  ab. 

Um  die  Polodie  zu  bestimmen,  hat  man  auf  dem  Ccntralellipsoid  den  Ort 
aller  Tunkte  zu  suchen,  deren  Tangcntonobcno  vom  Mittelpunkte  denselben  Ab- 
stand d  besitzt.  Sind  «,  p\  y  die  Halbsten  dieses  Ellipsoids,  so  bestehen  mithin 
für  dieso  Curve  die  Gleichungen: 

„,  +  ßt  +  y9  -  1  -  0,     0|  +  ßT  +      -  ^  -  °- 

Sie  ist  daher  die  Schnittcurve  des  Ccntralellipsoids  mit  einem  anderen  conceu- 

<*'     ß*  y* 

trischen  und  coaxialen  KUipsoide,  dessen  Halbaxen  -y  ,  J ,  sind.  Multipli- 
ern man  die  zweite  Gleichung  mit  d*  und  subtrahirt  sie  hierauf  von  der  ersten, 
so  ergibt  sich  die  Gleichung: 

welche  dio  Kegelfläche  (r)  darstellt,  welche  die  Momentanaxen  cuthält.  Die 
Polodie  ist  domnach  der  Schnitt  eines  Ellipsoids  mit  einer  concentrischen  Kegcl- 
fläche  zweiter  Ordnung.  Diese  Kanmcurvo  vierter  Ordnung  zerfällt  in  zwei  ge- 
trennte Theilo,  von  denen  jeder  für  sich  auf  einer  invariabelcn  Ebene  rollend 
angenommen  werden  kann,  um  die  Bewegung  vollkommen  zu  charakterisiren. 
Jeder  dieser  Theilo  hat  zwei  Paar  Scheitel,  welche  durch  die  Hauptebenen  des 
Ellipsoids  bestimmt  werden.  Der  Abstand  6*  der  Taugentenebene  ist  nun  nicht 
kleiner  als  die  kleinste  und  nicht  grösser  als  die  grösste  Halbaxe  des  Ellipsoids. 
Es  sei  a  <  ß  <  y.  Für  8  =  a  redneirt  sich  der  Kegel  auf  die  Gerade,  welche 
•die  Axo  a  enthält  und  die  Polodie  auf  zwei  Punkte.  Dasselbe  findet  für  8  =  y 
statt.  In  diesen  Fällen  rotirt  das  System  fortwährend  um  die  kürzeste  oder  längste 
Axc  des  Centralcllipsoids.  Ist  «  <_  8  <  ß,  so  enthält  die  yz-Ebenc  keine  reellen 
Geraden  des  Kegels  (F)  und  umgibt  derselbe  also  die  x-Axc,  d.  h.  die  kleinste 
Axe  u  des  Ellipsoids.  Für  ß  <  8  <  y  schneidet  die  ary- Ebene  der  Kegel  nicht 
in  reellen  Geraden,  also  umgibt  derselbe  dio  längste  Axo  y.    Für  8  =  ß  zerfällt 

der  Kegel  in  zwei  Ebenen  ~  (l  —  -j^)  -f-  ;*j  (A  —  ~i)  **■  °*  welche  durch  die 

mittlere  Axe  ß  hindurchgehen  und  gleich  geneigt  gegen  die  Ebene  (aß)  sind. 
Sie  schnoiden  das  Centralellipsoid  in  zwei  Ellipsen,  von  denen  jede  als  Polodie 
gelten  kann  und  welche  beide  sich  selbst  in  den  Scheiteln  der  mittleren  Axe  troffen. 

In  allen  Fällen  ist  die  Polodie  eine  geschlossene  Curve,  welcher  Umstand 
sich  in  einer  gewissen  Periodicität  der  Bewegung  des  Systems  ausspricht. 

Die  Polodie  kann  nach  Obigem  als  der  Ort  der  Berührungspunkte  einer  Ebene 
mit  dem  Centralellipsoid  detinirt  werden,  welche  zugleich  die  Kugel  x1  -f-  y*  -J-  z*  =  81 
berührt.    Der  Ort  der  Berührungspunkte  mit  der  Kugel  ist  der  Schnitt  dieser  mit 

dem  Kegel  .r*  (l  —  +  y*  (l  —  +  z*  (l  —  J2 )  =  0,  eine  sphärische 
Ellipse. 

Fällt  man  vom  Massenmittelpunkte  S  auf  die  invariabele  Ebene  das  Perpen- 
dikel SPt  so  ist  PJ  dio  Projection  des  Semidiamoters  SJ,  welcher  nach  dem  Be- 
rührungspunkte der  Polodie  mit  der  Ilerpolodie  hinführt.  Nun  hat  SJ  ein  Maxi- 
mum und  ein  Minimum,  entsprechend  den  Scheiteln  der  Polodie,  daher  hat  auch 
der  Radiusvector  der  Ilerpolodie  ein  Maximum  und  Minimum  und  sieht  man  leicht, 
dass  diese  Curve  sich  wellenförmig  zwischen  zwei  um  P  in  der  invariabelon  Ebene 
mit  dem  Maximum  und  dem  Minimum  von  PJ  beschriebenen  Kreisen  hinwindet. 
Der  Kegel  (O,  auf  welchem  der  Kegel  (Tj  rollt,  zeigt  daher  Cannelirungen  und 
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ist  zwischen  zwei  concentriachen  Kreiskegeln  cnthalton.    Derselbe  ist  im  Allge- 
meinen transcendcnt  und  kehrt  nicht  iu  sich  selbst  zurück. 

In  dem  Falle  d  =  ß  ist  die  Herpolodie  eine  Doppelspirale,  welche  in  un- 
endlich violen  Windungen  von  beiden  Seiten  sich  dem  Punkte  P  asymptotisch 
Hilbert. 

Ist  das  Centralollipsoid  ein  Rotationsellipsoid,  so  werden  beide  Curven  Kreise; 
ist  es  eine  Kugel,  so  füllt  die  Momentanaxe  mit  der  Axe  des  resultircnden  Paares 
der  Momentankräfte  zusammen,  beide  Curven  sind  Punkte,  welche  fortwährend 
vereinigt  bleiben. 

Die  beiden  Ellipsen,  welche  dem  Falle  9  —  ß  als  Polodie  entsprechen,  zer- 
legen die  Oberfläche  des  Ellipsoids  in  zwei  Paar  Scheitelräume,  welche  in  den 
beiden  Scheiteln  der  mittleren  Axe  zusammenstossen  uud  von  denen  das  eine  die 
Scheitel  der  kleinsten,  das  andere  die  der  grössten  Axe  enthält.  Die  Ellipsen 
trennen  die  Schaar  Polodien,  welche  um  die  Scheitel  der  kleinsten  Axo  horum-  * 
laufen,  von  denen,  welche  die  Scheitel  der  grössten  Axe  umschliesscn.  Wird  eine 
der  beiden  Axen,  die  grösste  oder  die  kleinste,  der  mittleren  nahezu  gleich,  so 
wird  der  Scheitelraum,  der  ihr  zugehört,  sehr  eng,  der  andere  sehr  weit.  Fällt 
der  Pol  J  in  einen  der  Räume,  so  bleibt  er  in  demselben  und  beschreiht  die  Po- 
lodie, welche  durch  ihn  hindurchgeht.  Hiernach  kann  beurtheilt  werden,  welche 
Aenderungen  in  der  Lage  der  Momentanaxe  vor  sich  gehen,  wenn  die  Bewegung 
durch  ein  kleines  Momentankräftcpaar  gestört  wird. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  und  Sätzo  verdankt  man  Poinsot  (Theorie 
nomelle  de  la  rotation  de*  corps,  prisentee  ä  f  Institut  le  19.  mai  1884,  auch  als 
Anhang  in  den  Elements  de  Statiquc  des  Verfassers;  in  erweiterter  Form  erschie- 
nen 1851  in  Liouville  Journal  de  Malhim.  T.  XVI,  sowie  separat  in  4°  und  8°). 

3.  Behufs  der  rein  analytischen  Behandlungsweise  unseres  Probloms  gehen 

wir  von  den  Eul  er 'sehen  Gleichungeu  §.  2.  aus,  in  welchen  G^}  =  GlJ>  —  ff^=  0 
ist,  sodass  sie  lauten: 

B%  +  (A-C)rp  =  Q 

C%  +  (B-A)Pq  =  0. 

Man  erhält  sofort  zwei  Integrale  derselben,  indem  mau  sie  das  eine  mal  mit 
Apt  Bq,  Cr,  das  andere  mal  mit  p,  q,  r  multiplicirt  und  addirt,  nämlich: 

A*p*  +  B*q*  +  Vr*  —  (P 
Ap*  +  Bq*  +  Cr«  =  A, 

wo  G',  A  die  Intcgrationsconstanten  bezeichnen.  Die  Bedeutung  derselben  ist  klar. 
Da  Ap,  Bq,  Cr  die  Componenten  des  resultirenden  Paares  der  Momentankräfto 
sind,  so  ist  G  dies  Paar  selbst,  A  stellt  nach  Cap.  XII,  §.  11.  die  lebendige  Kraft 
2  Tt  dar,  welche  nach  Nr.  1.  constant  ist. 

Für  dio  Punkte  der  Momentanaxe  im  System  ist  —  =  'J  =  -"-  .  Setzt 

P    i   9  r 

man  den  gemeinschaftlichen  Werth  dieser  Quotienten  gleich  — ,  sodass  p  =»  Ix, 

q  =  ly,  r  —  Xz  wird  und  eliminirt  nach  der  Substitution  dieser  Grössen  in  die 
beiden  Integrale  den  Factor  l,  so  erhält  man  als  Ort  der  Momentanaxcn  im  System 
den  Kegel  zweiten  Grades: 

A  (G*  —  Ah)  .r«  +  B  «?*  —  Bh)  y*  +  C  (G*  -  CA)  ;»  =*  0. 
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Mit  Rücksicht  auf  A  m»  ~,  B  mm  1,  C  =-  ^  und  ^  «  8*  (s.  Nr.  1.)  nimmt 

diese  Gleichung  die  Form  unter  Nr.  2.  an. 

Für   die   Systempunkte,   welche  auf  der  Axe  des  Paares  &  liegen,  ist 

~-  =  „{'  =n  "  und  folglich,  wenn  man  Ap  —  kx,  Bq  =  ly,  Cr  =  X z  in 
A  p       Bq  Cr 

die  obigen  Integrale  einführt,  so  erhält  man  als  Ort  der  Axen  des  resultireudeu 
Paares  im  System  der  Kegel  zweiten  Grades: 

(ff«  -  Ah)  x*  +  *   (ff«  -  Bh)  y*  +    *  (ff«  -  CA)  z*  -  0, 
dessen  Gleichung  in  die  Form 

gebracht  werden  kann   und  welche  sich  bereits  in  Nr.  2.  ergab.    Setzt  man 

A  —  Mo«,  /f  =  itfA*  C  =-  Mc\  sodass  ^  +  |J-  +  -*)  «=  1  das  zweite  Central- 
ellipsoid  von  Clebsch  darstellt,  so  wird  die  Gleichung  des  Kegels 

(1  -  6*a*)  £  +  (1  -  «W>  j£  +  (1  -  *»c«)  p  -  0 
und  ersieht  man,  dass  der  Kegel  das  zweite  Ellipsoid  in  der  sphärischen  Ellipse 
xt  _|_  y*  +  zi  =  a«,  iL'  +  |*  +        „  i  gehneidet. 

4.  Die  Winkelgeschwindigkeit  als  Function  der  Zeit  darzustellen,  multipli- 
ciren  wir  zunächst  die  Euler'schen  Gleichungen  der  Keihe  nach  mit  BCp,  CAq, 
ABr  und  addiren  sie.  Dies  gibt  mit  Rücksicht  auf  p*  +  q*  -f-  r«  Ä«, 
pdp  -f-         +  rrfr  ™  ßdfi: 

ABC-Sl  —  +  [{BC(C  —  Ä)  +  6\4(/l  -  C)  -f  -4 Z?  (Z?  -  ^)]  •  /,?r  «  0, 
oder,  wie  leicht  zu  sehen: 

ABC  -  Sl        +  (A  -  B)  (B  -  C)  (C  —  A)pqr  =-  0. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Winkelgeschwindigkeit  constnnt  ist,  sobald  zwei  Haupt- 
trägheitsinomente  gleich  sind;  ebenso  wenn  eine  der  Componenten  p,  r  Null  it>t. 
Soll  dies  aber  der  Fall  sein,  ist  also  z.  B.  r      0,  so  folgt  aus  den  Euler'schen 

Gleichungen  ~  mm  0,  ^  =•  0,  (B  —  A)  pq  =  0.    Mithin  müssen  dann  die  beiden 
dt  dt 

anderen  Componenten  p  und  q  einzeln  constant  und  eine  von  ihnen  Null  sein, 
wenn  nicht  B  *=*  A.  Abgesehen  von  diesen  Specialfällen  ist  ß  im  Allgemeinen 
von  Moment  zu  Moment  variabel. 

Wir  haben  iu  der  vorstehenden  Gleichung  noch  q,  r  durch  £  auszudrücken. 
Zu  dem  Ende  inultipliciren  wir  von  den  Gleichungen 

A*p*  +  B*q*  +  Cr*  =  ff« 
Ap*  +  Bq*   +  Cr«   _  h 
p*    +    q*     +    r«    -  Ä* 

die  zweite  mit  —  (B  -}-  C),  die  dritte  mit  Z?C  und  addiren  alle  drei.  Dies  gibt 
uns,  wenn  wir  zugleich  die  entsprechenden  Umtauschungen  der  Buchstaben  vor- 
nehmen, die  weiteren  Gleichungen:  • 

(A  —  B)  (A  —  C)  p*  =  ff»  —  (B  -f  C)  h  +  BC  •  fl« 
(B  —  C)  (Ii  —  A)  q*  =  (i1  —  (C  -\-  A)  h  -\-  C  A  '  Ä« 
{C  —  A)  {C  —  B)  r*  =  G*  —  (A  -\-  B)  h      A  B  •  Sl*. 
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Indem  wir 

(B  +  C)h  —  G*=*BC  X*,  (C+  A)h-  G*=>CAp,*,  (A  +  B)  h  —  6?»  —  AB  •  *« 
setzen,  gehen  dieselben  über  in 

(/I          B)  (A          C)  P*  mm  BC[Sl*  —  X*) 

(B  —  C)  {B  —  A)  q*  mm  CA  (£«  — 

(C  —  A)  (C  —  B)  r*  —  (ß«  —  v«). 
Es  sei  nun  A  >  5  >  C,  also  a  die  kleinste,  ß  die  mittlere  und  y  die  grösste 
Ualbaxe  des  Centralellipsoids.  Dann  folgt,  weil  die  linken  Seiten  der  ersten  und 
dritten  Gleichung  positiv  sind,  dass  ß*  —  X* ,  ß*  —  v*  positiv  sind  und  dass, 
weil  die  linke  Seite  der  zweiten  negativ  ist,  ß*  —  o-*  negativ  sein  muss.  Indem 
wir  nun  die  drei  Gleichungen  mit  einander  raultiplicircn  und  den  Werth  des  Pro- 
duktes pqr  benutzen,  ergibt  »ich  ans  der  zu  Anfang  dieser  Nummer  aufgestellten 
Gleichung 

ßrfß 

dl  =  4-  — 

V(Sl*  -  X*)  (u-*  —  ß»)  (ß*  -  v») 

woraus  £  als  Function  von  t  zu  finden  ist.  Das  Integral  dieses  Ausdruckes  ist 
ein  elliptisches  und  kann  also  ß  im  vorliegenden  allgemeinen  Falle  nur  durch  ellip- 
tische Functionen  dargestellt  werden.  Man  kann  aber  auch,  ohne  diese  Darstellung 
selbst  auszuführen,  einige  Eigentümlichkeiten  von  ß,  insbesondere  dessen  Perio- 
dicität  aus  dieser  Differentialformel  entwickeln.  Zunächst  aber  müssen  wir  zeigen, 
dass  i«,  fi*,  v*  positiv,  also  i,  (i,  v  reell  sind.    Aus  den  Gleichungen 

A*p*  +  B*q*  +  Cr*  mm  G*   und    A  p*  +  Bq*  +  Cr*  —  h 
folgt  nun  Ah  _  p  _  ßqt  {A  _  ß)  +  Cr,  [A  C) 

und  da  A  >  B  >  C,  so  ist  Ah  —  G*  positiv.  Daher  sind  auch  {C  -\-  A)  h  ~-  G* 
und  (/*  +  B)  h  —  G*  positiv.    Ferner  ist 

(B  +  Q  h  —  G*  mm  [(/?  +  C)  A  —  A']  p*  -f  Cy«  -f  Br\ 

also  da 

/J  -|-  C  —  A  mm  Zm  (z*  +  x»)  -f  Zm  (x*  -f  yl)  ~  £»*  (y*  +  *')  —  2  Zm  a* 
positiv  ist,  gleichfalls  positiv.    Demnach  sind  31*,  u.%  v*  alle  drei  positiv  und  also 
X,  ft,  v  reell.    Die  Bedeutung  der  hier  auftretenden  Grössen  ist  klar.    Es  ist 

0  =  H£  -»)• 

«»-«...e»  (»*_,),     ca_  -  i) 

und  da  ö*  nicht  kleiner  als  a  sein  kann,  so  ist  die  erste  Grösse  positiv,  da  es 
aber  nicht  grösser  als  y  ist,  so  ist  die  dritte  negativ,  die  zweite  kann  positiv  oder 

negativ  sein,  je  nachdem  S  ^  ß.   Man  kann  daher  auch  X*,  p*,  v*  die  Form  geben: 

X*  mm   &  [(ß*  +  y«)  &  _  ßlyt] 

u*  =  tft  j(y»  4-  a»)  d«  —  y«a«] 
9*  *m  G*  [(«»  -f  /}«)  d*  —  a*ß*] . 

Was  ferner  die  relative  Grösse  von  A*,  u»,  v*  anlangt,  so  folgt  aus  Ah  —  *  >  0 
durch  Mulliplication  mit  B  —  C  und  beiderseitige  Addition  von  ÄCA  die  Relation 
oder  A(B  -  C)h  +  BCh>(B  -  C)  G*  +  //  CA 

(C  -f-  .4)  ÄA  -  BG*  >  M  +  B)  Ch  -  CG*, 
d.  h.  ji*  >  »*.    Ebenso  aus  G*  >  CA 

-  B)  G*  4-  ^ÄA  >(/<_//)  C7/  4-  ^ÄA 
oder  4-  6')  /?//  -  BG*>(B  +  C)  Ah  -  AG*, 


Digitized  by  Google 


826  Bewegung  eines  rüuml.  Systems  ohne  cotitin.  Kräfte.         XIV.  Cap'. 

d.  Ii.  (t*  >  l*.  Es  ist  mithin  pJ*  sowohl  grösser  als  v*,  als  auch  grösser  als  k*. 
Die  Grössen  v2  und  A*  können  aber  je  nach  Beschaffenheit  von  G*  —  Bh  ver- 
schiedenes Verhältnis*  zu  einander  haben.    Denn  es  ist 

v  \<:      a)  n 

also  **  >  A»,  wenn  G*  —  Bh  >  0.  d.  Ii.  <J  <  ß,  v*  =  A*  für  G*  —  /?/*  oder 
A  =  ß  und  **  <  A*,  wenn  G*  —  ///<  <  0,  d.  h.  £  >  0  ist.  Da  nun  die  Diffe- 
renzen ß*  —  A*,  n-1  —  ß',  ß*  -  vl  dem  Obigen  zufolge  alle  drei  positiv  sind, 
also  A*  <  ß*  <  p*  und  ß*  <[  »'  ist,  so  erhalten  wir  hinsichtlich  der  Grenzen, 
innerhalb  welcher  ß  Bich  bewegt,  folgende  Uebersicht: 

8  <  ß  ,  A«  <  v«  <  m*.  i«  <»«  <  ß«  <  fi' 
d  =  0  ,  V  =  v*  <  u«,  A*  =  *«  <  ß*  <  i»' 
<5>p\       »•<l»<fli,       v*  <  A«  <  Ä«  <  p«. 

Es  sei  nun  zunächst  &  <C  ß  und  liege  in  Folge  dessen  ß*  fortwährend  zwischen 
und  ft*.  Der  kleinste  Werth,  dessen  ß  fähig  ist,  ist  v,  da  ß*  —  v*  nicht 
negativ  werden  kann,  weil  sonst  die  Wurzel  in  dem  Ausdrucke  für  dt  imaginär 
würde;  hat  also  ß  zur  Zeit  t  =  0  einen  Werth  ß0  zwischen  v  und  p  und  ist  es 
z.  B.  im  Wachsen  begriffen,  so  kann  es  nur  fortwachsen  bis  ß  =  /4  und  nimmt 
dann  wieder  ab  bis  ß  =  v,  wächst  hierauf  wieder  bis  ß  =  p  u.  s.  f.  Ob  aber 
ß  zur  Zeit  t  —  0  im  Wachsen  begriffen  ist,  entscheidet  sich  durch  das  Zeichen 
des  Produktes  pqr  zur  Zeit  /  =  0,  wie  aus  der  Gleichung 

ABC  dt~  +  (A  _/?)(/?_  O  (C  -  A)  pqr  =  0 

zu  ersehen  ist,  welche  zeigt,  dass    ^    und  pqr  immer  gleiche  Zeichen  besitzen. 

Hiervon  hängt  das  Zeichen  der  Wurzel  in  dem  Ausdrucke  für  dt  ab.  Die  Zeit, 
welche  verfliegst,  während  ß  von  v  bis  p  wächst  oder  abnimmt,  ist  demnach: 

T    r  ßrfß 


•J 


K(ß*  -  x*)  Ca»  —  ß«)  (ß?  —  *') 


und  die  Zeit,  während  wolcher  ß  von  ß„  bis  p  wachsend  zum  erstenmale  geht: 

/  ßrfß 
1\  =  ' 


~JV{Sl*  -  Ä*J \\u*—  ß'j  (ß«  -  v«) 


Man  hat  dann  ß  =  v  zu  den  Zeiton  Tx  +  1\  Tx  -f  3  T,  . . .  T,  -f  (2  n  -f  1)  7* 
und  ß  =  p  zu  den  Zeiten  7', ,  7\  -f  2  7",  7  ,  -f  4  7\  . . .  T,  -f  2  «  7'.  Um  für 
irgend  eine  Zeit  /  die  Winkelgeschwindigkeit  ß  zu  findon,  hat  man  t  —  Tt  durch 
T  zu  dividiren.  Der  Quotient  sei  m,  der  Best  sodass  t  —  7',  <=  «f  -f  r\ 
Ist  nun  m  gerade,  so  entspricht  der  Zeit  t  —  t'  der  Worth  ß  =  u,  ist  m  unge- 
rade, der  Werth  ß  =  v.    Im  ersten  Falle  ist  dann  ß  aus  der  Gleichung 

ßrfß 


A«)  (u*  -  ßl)  (ßl  —  v») 


zu  suchen;  im  zweiten  aus  einer  ähnlichen,  in  welcher  nur  v  und  ß  dio  Grenzen 
des  Integrales  sind.  Zu  jedem  also  auch  zu  jedem  /  gehört  nur  ein  Werth  ß, 
umgekehrt  aber  gehören  zu  demselben  ß  unendlich  viele  Werthe  von  t  und  kehrt 
derselbe  Werth  ß  periodisch  wieder. 

In  ganz  gleicher  Weise  ist  die  Betrachtung  für  den  Fall  S  >  ß  durebzu- 
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führen.    Der  Füll  d  =  ß  gestaltet  sich  einfach,  indem  v  —  l  wird.    Man  hat 

(ä«  -  v*)  Vp*  —  a«' 
odcr  - 


wenn  man  —  Sl%  =  O*  setzt.  Wird  ß  —  A0  für  /  —  0  und  wächst  &  von 
Sl0  nach  u-  zu,  so  ist  die  Zeit  /,  wofür  St  von  Sl0  his  ß  zunimmt: 

'     —  v  Ltv  -  v*  +    -  ßo*  jv  —  v2  -  jv  — ~a«J 

und  die  Zeit  Tt,  während  welcher  &  "Von  ß„  bis  p  zunimmt: 

1      JV  —  *?   JV  —  **  +  /V  —  "»o« 

Von  nun  an  nimmt  &  wieder  ah  und  die  Zeit,  wahrend  welcher  es  von  p  bis  zu 
ß  abnimmt,  ist: 

/•         Ärfß  .     i      ,  fV  —  v*  -f-  Vp*  — "ä« 


(.Q*  —  **)  l>*  -  Ä»  /V  —  v*       J  a*  —       —  fV  —  £* 

Für  ß  =  v  wird  dieser  Ausdruck  unendlich  gross.  Es  nähert  sich  mithin  ß, 
wenn  es  einmal  im  Abnehmen  begriffen  ist,  dem  Wcrtho  v  asymptotisch.  Für 
ß  =  v  wird  aber,  wie  aus  den  Gleichungen 

(A  —  B)  (A  ~  C)  p*  =  /?C*(ß«  —  v*J 
{Ii  —  C)  (A  —  B)  7*  =  6^  (u»  —  ß«) 
(5  -  CO  (A  —  C)  r*  =  AB  (ß«  -  v*) 

folgt,  p  =  r  =  0,  während  ß  =  ?  =  v  wird,  d.  h.  es  nähert  sich  die  Bewe- 
gung fortwährend  der  Rotation  um  die  mittlere  Ilauptaxe. 

Sobald  ß  gefunden  ist,  hat  man  für  seine  Componenten : 


HC 

(A 

-  B)  {A 

-  C) 

CA 

-  Q  {<* 

-  //) 

AB 

-  C){B 

Vp%  - 

j/ß^-**, 

Es  bleibt  nun  noch  der  letzte  Theil  unserer  Aufgabe  übrig,  die  Bestimmung 
der  Lage  des  beweglichen  Systems  gegen  das  feste  Coordinatensystem  der  .r,  y,  z 
zur  Zeit  t.  Dies  kann  gescholten,  indem  wir  die  Cosinusse  a,  b,  c;  b',  c;  a",  b",  c" 
der  Richtungswinkel  der  Hauptaxen  des  Centralellipsoids  oder  indem  wir  dio 
Eulcr'schen  Winkel  <p,  tp,  fr  (s.  S.  153)  als  Functionen  der  Zeit  darstellen.  Wir 
wählen  die  constante  Richtung  dor  Axo  des  Paares  G  zur  :-Axe,  also  die  jry-Ebcnc 
parallel  der  invariabolen  Ebene.  Dann  erhalten  wir,  da  dio  Richtungscosinusse 
r,  c',  c"  dieser  Axe  gegen  die  beweglichen  ITauptaxen  die  Wertho  haben: 

c  =  sin  tp  sin  fr,     c  —  cos  cp  sin  fr ,     c"  —  cos  fr 

und  Ap,  Bg,  Cr  die  Componenten  von  G  sind: 

A p  =  G  sin  tp  sin  fr ,     Bq  —  G  cos  tp  sin  & ,     Cr  =  G  cos  9 , 

sodass  also  sogleich  angegeben  werden  kann: 

cos  fr  —  y  ,    tgv-  „'^ 
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Um  ip  zu  finden,  geben  die  beiden  ersten  der  drei  Gleichungen  am  Schlüsse 
des  §.  3.,  S.  817: 

dxp 

p  sin  <p  -f-  q  cos  q>  =  sin  fr  — 

und  folglich  mit  Rücksicht  auf  die  vorstehenden  Gleichungen,  wenn  man  mit  sin  9 
beiderseits  muttiplirirt : 

G(Ap*  +  Bg*)  -  [G*  -  Cr*)^, 

oder  mit  Hülfe  der  Gleichung  4n*  +  Äy*  -f  Cr1  «  A: 

0  (A  —  Cr*) 

Es  ist  A  —  Cr*  =  Ap*  +  #y*  stet*  positiv,  ebenso  tf*  —  Cr»  =  +  /J»?«, 
mithin  wächst  ip  mit  /  gleichzeitig.  Dies  heisst  soviel,  als  die  Knotenlinie  der 
beweglichen  Hauptebene  (aß)  des  Centraletlipsoids  mit  der  invariabelen  Ebene 
dreht  sich  fortwährend  in  demselben  Sinne  um  die  Axe  des  Paares  G.  Nach  Sub- 
stitution des  Werihes  von  r*  ans  (A  —  C)  (B  —  C)  r*  =  AD  (&«  —  v«),  wodurch 

h_—  Cr*        (A_—_f)  (*-_C)A_-  ABC(a*  —  *»)         H  —  a* 
G*  _  ctrt  ="       _  C)  (B  -  C)  G*  —  ÄBC*(a*  —  V)       £(,/  —  ß»)  ' 

wenu  abkürzend 

—  £7)  {#  —  C)  A   —  ABC- v*  —  ABC -II 
(A~C)(B—C)G*-ABC*v*=ABCJ 

gesetzt  wird,  kommt: 

d    _     G     H  —  a*  G     II  —  W   SldSl  

Durch  die  Integration  dieses  Ausdrucks  wird  noch  eine  Coustante  tl>0  eingeführt. 
Die  Zahl  der  Constanten  ist  an  sich  gleich  zwölf,  nämlich  die  drei  Componentcn 
von  G  parallel  den  festen  Axen,  von  denen  aber  zwei  auf  Null  roducirt  sind, 
während  die  dritte  G  selbst  darstellt,  weil  wir  die  r-Axc  in  die  Richtung  der  Axe 
von  G  legten;  sodann  A,  Ä„  und  ipQ  und  sechs  andere  Constanten,  betreffend  die 
Bewegung  detf  Massenmittelpunktes. 

Die  vorstehende  Gleichung  liefert  &  als  Function  von  ip.  Dieselbe  ist  perio- 
disch. Z.  B.  für  den  Fall  d  <  ß  nimmt  während  der  Zeit  Tt  in  welcher  &  von  v 
bis  zu  tt,  oder  von  tt  zu  v  geht,  t/>  stets  um  dieselbe  Grösse 

v  __  G   /**  (//  —  Sl1)  SldSl 


CJ(J  - 


si*)  Via*  —  X*)  (ui  —  a*)  a*  —  v*) 

zu.  Den  Kegel,  welchen  die  Momentanaxe  um  die  Axe  et  des  Ccntralcllipsoids 
beschreibt,  durchläuft  sie  in  der  Zeit  4  T,  nach  welcher  sie  eine  der  ursprüng- 
lichen parallele  Lage  erreicht  bat.  Für  diese  sind  »,  y,  r,  &,  <p  dieselben  wie 
zu  Anfang  dieser  Zeit,  während  ip  auf  xp  -f-  4  *P  angewachsen  ist.  Ist  also  4  W 
nicht  commen8urabcl  mit  2jt,  so  hat  das  System  nicht  eine  Lage  erreicht,  in 
welcher  es  der  ursprünglichen  Lage  parallel  ist.  Vollständige  Periodicität  findet 
blos  statt,  wenn  »P  und  it  commensurabel  sind. 

Die  oben  erwähnte  Darstellung  der  neun  Cosinusse  a,  b,  r;  //,  r:  a",A",  c" 
wurde  zuerst  von  Jacob i  gegeben  (Sur  la  rotation  d'un  Corps,  lettre  adressee  d 
l'Acad.  des  sciences  de  Paris,  Crelle's  Journal  Bd.  39,  S.  293  und  mathem.  Werke 
Bd.  II,  S.  139 — 196),  später  in  anderer  Form  von  Weierstrass  in  den  Abhand- 
lungen der  Berliner  Akademie  (im  Auszuge  mitgethcilt  im  Artikel  ,, Rotation"  in 
Hoffmann's  mathem.  Wörterbuch  von  Natani).  Vgl.  hierüber  auch  die  neucr- 
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dings  erschienene  Arbeit  von  Brill  (Sul  problema  della  rotazionc  dei  corpi.  Cre~ 
mona,  Annali  di  matcmalieu  pura  ed  appl.  Seria  II,  T.  III,  p.  33  (1869). 

4.  Wir  wollen  den  speciellen  Fall,  dass  B  =  A  ist,  etwas  weiter  verfolgen.  Die 
E  u  I  e  r 'scheu  Gleichungen  werden  hierfür,  wenn  man  {A  —  C) :  A  =  (A  —  C)  :  B  =»  (i 
setzt: 

rf/-^r-0,      -  +  ^,-0,  rf7-0. 

Es  bleibt  also  dio  Componento  r  der  Winkelgeschwindigkeit  in  Bezug  auf  die 
Rotationsaxe  y  des  Centralellipsoids  constant:  r  =  n.  Ans  den  ersten  beiden  Glei- 
chungen erhält  man  p  ^  -f-  q  ^  =  0  und  mithin  p1  -\-  q%  =  m*,  wo  m  eine  weitere 

Constante  bezeichnet,  nämlich  die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Projection  der 
Momentanaxe  auf  die  Ebene  des  Aeqnators  des  Centralellipsoids.  Demnach  ist 
die  Winkelgeschwindigkeit  &  selbst  constant  und  fl*  »  p*  -j-  q*  -\-  r*  =»■  m*  -f-  ;/*. 
Mit  den  Axen  a,  ß  bildet  die  Momentanaxe  veränderliche  Winkel,  ihr  Winkel 
mit  y  aber  ist  constant  und  sein  Cosinus  n  :  Ä.  Demnach  ist  der  Kegel  der  Mo- 
mentanaxen  im  System  ein  gerader  Kegel  um  die  Axe  y  und  die  Polodie  ein  Kreis* 
in  Folge  dessen  behält  der  Semidiameter  /  des  Centralellipsoids,  welcher  in  die 
Momentanaxe  fällt,  constante  Länge  und  ist  die  Herpolodie  gleichfalls  ein  Kreis 
in  der  invariabelen  Ebene  nm  den  Fusspunkt  der  Axe  des  Paares  G  mit  einem 
Radius  gleich  der  Projection  von  /  auf  diese  Ebene;  der  Kegel  der  Momontan- 
nxen  im  Kaume  ist  mithin  ebenfalls  ein  gerader  Kreiskegel  um  die  Axe  von  O. 
Da  beide  Kegel  sich  berühren,  so  folgt,  dass  die  Momentanaxe  fortwährend  in 
die  Ebene  der  Axe  y  und  der  Axe  des  Paares  G  fällt 

Differentiirt  man  die  erste  Enler'sche  Gleichung  nnd  eliminirt  ~  mit  Hülfe 

der  zweiten,  so  kommt: 

d^p   i     •  •        j\  l  dp 

Demnach  werden 

j>  =  a  cos  (int  +  b  sin  (int,     q  =  —  a  sin  (int  -{-  b  cos  (int. 

Die  Constanten  werden  durch  die  Anfangswerthe  pQ,  q»  von  p,  q  bestimmt  und 
wenn  e  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  Axe  m  für  t  —  0  mit  der  Axe  ß  bildet, 
so  ist  Po  =  to  »in  «,  q0  =  m  cos  f.  Daher  wird  a  =  p0  =  m  sin  e ,  b  =  qQ  =  m  cos  $ 
und  folglich: 

p  ss  m  sin  (p n t  +  e) ,     q  «=»  m  cos  {(int  +  *) . 

Weiter  hat  man: 

««»-£.  +      *  -  °J?~£?  "'■ 

Hieraus  ergibt  sich  <p  =  p,nt  -f-  t  -f  on,  oder  wenn  man  den  Anfangswerth  von 

<p  mit  qp„  bezeichnet,  <p  =  <pu  -f  (int,  sowie  ip  =»  1  Kt>  be" 

wegt  sich  mithin  dfe  Knotenlinie  des  Aequators  und  der  invariabelen  Ebene  in 
letzterer  mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  und  entfernt  sich  ein  beliebiger 
Radius  des  Aequators  von  dieser  Knotenlinie  gleichförmig.  Die  Neigung  der 
Aequatorebene  gegen  die  invariabele  Ebene  bleibt  constant. 

§  7.  Freie  Bewegung  eines  unveränderlichen  schweren  Systdtns. 
Wenn  Kräfte  das  System  afficiren,  welche  einer  Einzelkraft  fortwährend  äqui- 
valent sind,  die  durch  den  Massenmittelpunkt  hindurchgeht,  so  bestimmt  diese  die 
Bewegung  des  Massenmittelpunktes  und  damit  die  Translationsbewegung  des 
Systems,  hat  aber  keinen  Einfluss  auf  die  Rotation  desselben  um  eine  durch  diesen 
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Punkt  gehende  Axe.  Das  Centralellipsoid  rollt  zugleich  auf  der  invariabelcn  Kbcne, 
wie  bei  dem  Falle,  dass  gar  keine  continuirlichcn  KrUfte  wirken.  Ist  das  System 
z.  B.  schwer  und  wird  demselben  ein  Anfangsgeschwindigkeitszustand  ertheilt, 
indem  es  z.  B.  einen  Stoss  erhält,  so  beschreibt  der  Massenmittelpunkt  eine  Pa- 
rabel, welche  die  Itichtnng  des  Stosses  zur  Tangente  hat  und  dreht  sicli  nach 
den  Sätzen  des  §.  C.  nm  diesen  Massenmittelpunkt.  Erfolgt  der  Stoss  z.  13.  in 
einer  Hauptebene  des  Massenmittelpunktes,  so  ist  das  Paar  G  der  Momentan 
kräfto  senkrecht  zu  der  dritten,  zu  dieser  Hauptebene  senkrechten  Hanptaxe  und 
dreht  sich  das  System  fortwährend  um  diese.  Ist  es  eine  homogene  Kugel,  so  ist 
jede  Ebene  des  Massenmittelpunktes  Hauptebene  und  dreht  sich  die  Kugel  fort- 
während um  den  Durchmesser  senkrecht  zu  der  Ebene  des  Massenmittelpunktes, 
welche  die  Stossrichtnng  enthält.  Anziehungen  der  Kugel  durch  andere  Massen 
ändern  nichts  an  dieser  Bewegung,  da  sie  immer  einer  Einzelkraft  äquivalent  sind, 
welche  durch  den  Massenmittelpunkt  geht.  Ist  das  System  eine  schwere  Linie 
(dünner  Stab),  so  dreht  sie  sich  um  ihren  Massenmittelpunkt  und  bleibt  dabei 
stets  in  einer  durch  diesen  Punkt  gehenden  Ebene.  Wird  das  schwere  System 
von  einem  momentanen  Stosspaare  affieirt,  so  sinkt  der  Massenmittelpunkt  in  einer 
Vertikalen  und  dreht  sich  das  System  um  ihn  um,  wie  in  §.  C. 

§.  8.  Rotation  eines  unveränderlichen  Systems  um  einen  festen 
Punkt.  Sind  A'0,  VQy  Z0  die  Componcntcn  des  Widerstandes,  welchen  der  feste 
Punkt  im  Laufe  der  Bewegung  zu  leisten  hat,  parallel  dreien  rechtwinkligen  Coor- 
dinatenaxen  dieses  Punktos,  so  sind  die  Gleichungen  der  Bewegung  in  dor  ur- 
sprünglichen Form: 

£m  ^  =  ZX  +  Ao,     £m  ^  -  XV  +  yot     £m  ^  -  £Z  +  Z0, 

-*£)  =  2^x-^ 

Von  diesen  sechs  Gleichungen  sagen  die  drei  ersten  aus,  dass  die  Resultante  der 
gegebenen  Kräfte  P  in  Verbindung  mit  dem  Widerstande  äquivalent  ist  der  Resul- 
tante aller  Kräfto  m<p.  Nach  Cap.  XIII,  §§.  2.  u.  6.  ist  letztere  gleich  dem  Produkte 
aus  der  Gesammtmasse  M  und  der  Beschleunigung  des  Massenmittelpunktes  und 
kann  leicht  mit  Hülfe  der  dortigen  Ausdrücke  dargestellt  werden.  Die  drei  letz- 
ten Gleichungen  gestatten  ganz  dieselbe  Transformation  auf  die  Euler'sche  Form, 
wie  bei  der  freien  Bewegung,  mit  dem  Unterschiede,  dass  Ay  B,  C  jetzt  die  Träg- 
heitsmomente für  die  Hauptaxen  des  festen  Punktes  bedeuten,  dio  Momentan- 

uxe  fortwährend  durch  diesen  Punkt  geht  und  G^\  6**.1)  sich  anf  jene  Haupt- 
axen beziehen. 

Ist  das  System  continuirlichen  Kräften  nicht  unterworfen,  so  rollt  das  Träg- 
heitsellipsoid  des  festen  Punktes  auf  der  invariabelen  Ebene,  wie  bei  der  freien 
Bewegung  das  Centralellipsoid.  Der  Widerstand  ist  ein  continuirlicher  und  am 
Anfang  der  Bewegung  eino  Momentankraft,  welche  die  Resultante  der  anfäng- 
lichen Momentankräfte  vernichtet.  Das  anfängliche  Paar  G  der  Momentankräfto 
bestimmt  die  Bewegung. 

§.  9.  Rotation  eines  unveränderlichen  schweren  Systems,  für 
welchos  das  Centralellipsoid  ein  Rotationsellipsoid  ist,  um  einen 
feston  Punkt  auf  dessen  Rotationsaxc.    Es  sei  5  (Fig.  272.)  der  Massen- 
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mittelpunkt,  O  der  feste  Punkt,  OS X"  also  die  Rotationsaxc  des  Centralellipsoids, 
OV  die  Vertikale,  OZ'  senkrecht  zu  OX'  in  der  Vertikalebene  VOX'  und  Ol'' 
senkrecht  zu  dieser  Vertikalebene.  Das  TrUgheitsmoment  um 
die  Flnuptaxe  SX'  sei  A%  das  um  die  Axen  dos  Aequators  B\ 
p,  q,  r  seien  die  Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit  Ä 
um  dio  Momentanaxe  OJ  und  p0}  q0,  r0,  Sl0  die  Anfangs- 
werthe  dieser  Grössen.  Setzt  man  OS  —  l  und  den  veränder- 
lichen Winkel  VOX'=  <*,  so  ist  Mgl  sin  a  das  einzige  das 
System  beschleunigende  Krüftopaar  und  OV'  seine  Axe.  Daher 
sind 

A  Af  =  0,    //$  -f  (A  -  H)  rp  =  Mgl  sin  «, 
ill  dl 

Bft+(B  -  A)pq  -  0 

die  Euler'achen  Bewegungsglcichungen.  Sie  liefern  p  —  p0  und  ist  also  die 
Componente  von  &  um  die  Rotationsaxe  des  Centralellipsoids  con- 
stant  und  //  (y*  +  r*  —  q0*  —  r0*)  =  2  Mgl  (cos  a0  —  cos  a),  wenn  aa  den  An- 
fangswerth von  a  bezeichnet.  Hierzu  crhült  man  ein  weiteres  Integral  durch  die 
Bemerkung,  dass  die  ProjccÄon  des  resultircndcn  Axenmomentes  dor 
Momentankräfte  auf  die  Vertikale  OV  constant  sein  muss.  Denn  das 
Axenmoment  Mgl  sin  a  fällt  in  die  Axe  OV  und  fügt  blos  dem  Axenmomcnte 
Bq  die  Elementaränderung  Mgl  sin  a  •  dl  hinzu,  ändert  aber  nicht  die  Axenmomcnte 
Ap  und  Br,  welche  in  OX"  und  OY'  fallen.  Daher  besteht  die  Projectionssuramc 
von  Ap,  Bq,  Br  auf  OV  aus  Apcosa  -f-  Brsina  und  bleibt  constant,  sodass 
also  Ap  cos  a  -\-  Br  sin  a  =  Ap0  cos  a0  -j-  Br0  sin  a0  ist. 

Wir  wollen  die  Art  und  Weise  untersuchen,  wie  der  Winkel  a  sich  mit  der 

Zeit  ändert.  Es  ist  offenbar  q  =  ~  und  ergibt  sich  aus  den  beiden  zuletzt  ge- 
gebenen Integralen  durch  Elimination  von  r  für  q  der  Ausdruck: 

mit  Hülfe  dessen  also  /  als  Function  von  a  und  umgekehrt  a  als  Function  von  / 
darstellbar  ist.    Es  sei  nun 

1.  q0  von  Null  verschieden  und  positiv;  dann  wird  da  =  qdl  positiv  und 
mithin  a  von  au  an  wachsen  und  q  mit  dem  Zeichen  (-(-)  zu  nehmen  sein.  Nach 
einiger  Zeit  wird  aber  a  einen  Werth  at  erreichen,  für  welchon  die  Grösse  unter 
dem  Wurzelzeichen  in  q  verschwindet  und  da  q  nicht  imaginär  werden  kann,  so 
kann  a  nicht  weiter  wachsen,  sondern  wird  wieder  abnehmen.  Von  diesem  Mo- 
mente ist  da  =-  qdt  negativ  und  folglich  die  Wurzelgrösse  mit  dem  Zeichen  (— ) 
zu  nehmen.  «  kann  aber  nur  so  lange  abnehmen,  als  es  einen  zweiten  Werth  at 
nicht  erreicht,  für  welchen  die  Wurzelgrösse  abermals  verschwindet.  Sobald  dieser 
orreicht  ist,  muss  a  wieder  wachsen,  weil  q  nicht  imaginär  werden  darf;  es  wächst 
wieder  zu  a  an,  nimmt  hierauf  wieder  ab  bis  at  u.  s.  f.  Die  Wcrthe  at  und  at 
des  Maximums  und  Minimums  von  a  sind  also  Wurzeln  der  Gleichung,  welche 
man  erhält,  indem  man  die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen  in  dem  Ausdrucke 
für  q  gleich  Null  setzt.  Dies  gibt  eine  eubischo  Gleichung  in  cos  a,  welche  cos  at 
und  cos  at  als  reelle  Wurzeln  besitzt.  Daher  muss  auch  ihre  dritte  Wurzel  reell 
sein.  Nun  wird  für  cos  a  =  -j*  1  jener  Ausdruck  —  eo,  für  cos  a  =  cos  at  ver- 
schwindet er  und  geht  mithin  für  diesen  AVerth  ins  Positive  über.  Für  cos  a  =  —  1 
wird  er  gleichfalls  —  oo  und  da  er  für  cos  a  =»  cos  at  verschwindet,  so  geht  er 
nuch  für  letzteren  Werth  ins  Positive  über.    Es  kann  daher  der  dritte  Wurzel- 
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werth  für  rosa  nicht  zwischen  —  1  und  -f-  1  liegen,  weil  in  diesem  Falle  jeden- 
falls ein  Uebergang  ins  Negative  stattünden  müsste  und  der  Ausdruck  dann  auch 
nochmals  wieder  ins  Positive  gehen  müsste,  um  bei  cos  a  =  —  1  ins  Negative 
übergehen  zu  können,  vier  Wurzeln  aber  nicht  möglich  sind.  Dem  dritten  Wurzel 
werthc,  der  ausserhalb  der  Grenzen  —  1  und  -f-  1  liegt,  entspricht  keiu  reeller 
Winkel  a,  obgleich  er  selbst  reell  ist.  —  Ein  Fall  erfordert  eine  Separatunter- 
suchung, die  wir  später  ausführen  werden,  nämlich  der,  das» 

A  p0  cos  a0  -{-  Br0  sin  «0  =  A  p0 

ist,  in  welchem  Falle 

ApQ  (cos  a0  —  cos  et)  -\-  BrQ  sin  et»  =»  A  p0  (1  —  cos  et)  ««  2  Ap0  sin*  $  a 

wird  und  mithin  der  Nenner  B  sin*  a  —  AB  sin*  \  a  cos*  \  a  unter  dem  dritten 
Gliede  im  Wurzelausdrucke  sich  theilweise  weghebt  uud  der  Ausdruck  für 
cos  a  =  i  1  nicht  mehr  —  od  wird. 

2.  Eh  sei  q0  =  0.  In  diesem  Falle  hat  die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen 
den  Factor  cos  a0  —  cos  a  und  ist  also  cos  et  =-  cos  «0  eine  Wurzel  der  eubischen 
Gleichung.    Der  Anfangswerth  des  anderen  Factors  ist 

2  Mg  Bl  sin*  a0  -f-  2  B*r0*  cos  cca  —  2  ABpüra  sin  «„ 

und  wenn  dieser  positiv  ist,  so  muss  cos  a0  —  cos  a  von  Null  ins  Positive  über- 
gehen, also  a  wachsen,  ist  er  negativ,  so  nimmt  a  ab.  Im  ersten  Falle  ist  a„ 
das  Minimum,  im  zweiten  das  Maximum  der  Wertbe  von  «.  Ist  aber  der  Anfangs- 
werth dieses  zweiten  Factors  selbst  Null,  so  ist  g  fortwährend  Null  und  folgt  aus 
dem  Ausdrucke  für  diese  Grösse,  dass  et  constant,  also  gleich  «„  bleiben  muss. 
Dann  ist  aber  auch  vermöge  der  Gleichung 

B  (q*  -}-  r*   -  </0*  —  rQ*)  =  2  Mffl  (cos  «„  —  cos  a) 
die  Componente  r  constnnt  und  wenn  man  sie  in  zwei  weitere  Componenten  zer- 
legt, eine  um  die  Vertikale,  die  andere  um  OX',  so  ist  erstere  insbesondere  — — -, 

stn  et 

welche  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  »ich  die  Vcrtikalebcne  FOX*  um  OV 
dreht,  raisst,  gleichfalls  constant. 

Der  Fall,  dass  qa  negativ  ist,  erledigt  sich  in  ähnlicher  Weise,  wie  der  unter 
1.  behandelte  Fall,  dass  q0  positiv  sei. 

3.  Es  sei  q0  =  0,  r0  «—  0,  sodass  also  anfangs  blos  Rotation  um  die  Axe 
OS  stattfindet.    Man  hat  hierfür: 

1  Ä  ±       y  {cos  a0  —  cos  et)  [2%/-  -  (cos  «o  —  cos  o)] 

und  et  =  oto  ist  der  eine  Grenzwerth  für  a.  Für  et  =  et0  wird  der  zweite  Factor 
unter  der  Wurzel  2Mgl  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  /  positiv  oder  negativ 
ist,  also  nimmt  et  von  a„  an  ab  oder  wächst  an  zu  einem  Grenzwerthe  der 

2  Mg  Bl 

sich  mit  Hülfe  der  Gleichung    -         (1  —  cos*  a,)  =»  cos  aQ  —  cos  «j  ergibt  und 

A  Po 

derjenige  der  beiden  Wcrthe  ist,  welche  dieser  Gleichung  genügen,  wofür  cos  at 
reell  ist.   Zwischen  diesen  Werthen  «0  und  a,  oscillirt  a. 

Wir  wollen  den  besonders  wichtigen  Fall  näher  betrachten,  dass  p0  sehr 
2  M  a  B  l 

fjross  sei.    Dann  ist  —  ^--5—  sehr  k\eiu  un<*  ™itaIn  «i  8c,,r  "aMe  gleich  ot0,  d.  h. 

*  Po  , 

es  entfernt  sich  die  Axe  OX  nur  sehr  wenig  von  der  Axe  des  anfänglichen  Paares 
der  Momentankräfte  in  der  Ebene  VOX.  Setzt  man  also  «  =  +  so  wird 
sehr  nahe  cos  ot0  —  cos  et  =  8  sin  a<,  und  mithin 

1/*Mylösina«      A*p*8*sin*~o7«  Mulsin«,  .  /        '~A*p~*d~  >{ 

'/-±l  H  Ii  sin*«      ~±      AH      /  1^1  —  Myiß  sinttj 
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> 

du  d8 

Nnn  ist  «  =  —=—.    Daher  findet  man  das  Maximum  8.  von  8.  indem  man 
Y       dl        dt  1 

die  Wurzelgrösse  gleich  Null  setzt.    Es  ist 

2MqlB  . 
*1==    A*p0*  8ma° 

fiir  die  Zeit  /,  welche  verfliesst,  bis  a  von  a0  zu  a0  +  *  gegangen  ist,  erhält  man: 

Ja         Vgl  sin  «0  j      /  , 

0  j/    f  V  MglBsinuJ 

=  Äp-0ArCCO8V-  MglBsinuJ 

und  hieraus 

2MglBsin  a0    .t.^Po.        „  .  .  „     .   2  gl  B  sin  a0  A  pü 

Die  Zeit  Ty  während  welcher  die  Axe  OTC  eine  Oscillation  vollführt,  d.  h.  der 
Winkel  a  von  zu  a0  +  *i  wird  und  dann  wieder  auf  o0  zurückgeht,  er- 
hält man  als  das  Doppelte  der  Zeit,   welche  8  =  8t  entspricht;  sie  ist  daher 

T  —  2« 

Die  Winkelgeschwindigkeit  o,  mit  welcher  sich  die  Ebene  VOK'  um  die 
Vertikale  OV  umdreht,  ist  ta  =  s'fa~am    ^ua  (*er  ODen  aufgestellten  Gleichung 

A p  cos  et  ~f~  Är  «n  a  =  Ap0  cos  «0  -f-  #r0  sin  a0 

folgt  aber  im  vorliegenden  Falle 

Br  sin  et  =  Ap0  (cos  or0  —  cos  a)  =  Ap0S  sin  oc0, 
A  v 

mithin  a  =   ■-  .  0     •  8.    Diese  Grösse  erreicht  also  mit  8  ihr  Maximum  und 
B  sin  a0 

Minimum  und  da  8  den  Factor  /  hat,  so  ist  sie  positiv  oder  negativ,  je  nachdem 
der  Massenmittelpunkt  höher  oder  tiefer  als  der  feste  Punkt  liegt.  Der  Mittol- 
werth  von  o  ist 

Bsmc<0  8tJ  A  o0 

o 

Der  Winkel  &,  welchen  die  Vertikalebene  in  der  Zeit  t  beschreibt,  wird 

»  .  L,  =  ^as_  L,  „»Hl,-» 

^  B  stn  u0l  A  p0  \        Ap0  Bf 

0  o 

Für  die  Zeit  T  einer  Oscillation  der  Axe  0  X"  wird  der  Winkel  &  zu  &.  =  2jt  —-S—^,' 

AtPf? 

Die  Zeit  t  eines  vollen  Umlaufes  der  Axe  OX'  um  die  Vertikale  folgt  unter  Zu- 
grundclegung  des  Mittelwerthes  von  a>,  mit  Hülfe  dessen  9-  —  j o>,d/  =  a>t*  wird, 

aus  der  Gleichung  2«  =  cd*«,  nämlich  t  =-  2«  • 

AI  gl 

4.  Wir  haben  oben  den  Fall,  das»  A p0  cos  a0  -\-  Br0sin  a0  —  Ap0  sei,  von 
der  Betrachtung  vorläufig  ausgeschlossen  und  füllen  diese  Lücke  jetzt  nachträg- 
lich ans.    In  diesem  Falle  nimmt  q  die  Form  an: 

9  a  -  ro*«>  +  ßw  +     -  ^p-Vi«. 

Schell,  Theorie  d.  Bew.  n.  d.  Kräfte.  53 
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Es  sei  nun  zunächst  q0  nicht  Null,  sondern  positiv,  so  wachst  a,  erreicht  aber  ein 
Maximuni  welches  kleiner  als  «  ist,  da  für  a  =  n  die  Grösse  q*  =  —  cc 
wird.  Hierauf  nimmt  also  «  wieder  ab,  geht  durch  a0  hindurch  und  da  für  a  =  0 
die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen,  welche  früher  in  diesem  Falle  ebenfalls 
—  od  wurde,  jetzt  noch  positiv  sein  kann,  so  kann  «  selbst  negativ  werden  und 
also  die  Axe  ÖX*  durch  die  Vertikale  hindurchschwingen.  Für  a  =  —  it  wird 
aber  diese  Grösse  — oo,  mithin  erreicht  a  nach  jener  Seite  hin  gleichfalls  eine 
Grenze  at.  —  Aehnliches  findet  statt,  wenn  q0  negativ  ist. 

Für  qQ  =  0  entnehmen  wir  aus  der  Gleichung 

ApQ  cos  u  +  Br  sin  a  =  Ap0  cos  «u  -{-  ßru  sin  au 

den  Werth  für  r,  welcher  im  vorliegenden  Falle  r  —  ^  ly  \a  wird  und  erhalten 

hiermit  r0  =       tg\a0  und  folglich,  indem  wir  noch 

cos  a0  —  cos  a  —  2  sin  \  (a  -f-  tr0)  sin  \  (a  —  a0) 

setzen : 


Mgl  «n  \  («  +  «,„)  .in  i  <«  -  «„)  _  "'V  ilg>  4  „  -  ,,,«  J  a„) 

-  pÄ      *»'  -  3n=qr^ » „;)   *  <«  +  "«>  ""1  <a  -  • 

Die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen  verschwindet  für  a  ==  «üt  a  =  —  or0  und 

t 

coä*  1  a  =  -  - --, ,  ,     •    l«t  der  letztere  Ausdruck  <  1,  so  geht  a  von  «„ 
4  iW  g  l  Ii  cos*  a0 

bis  zu  dem  kleinsten  Wertho  a, ,  welcher  dieser  Gleichung  genügt;  ist  er  grösser 
als  1,  so  geht  et  von  a0  bis  a,  =  —  a„. 

5.  Die  unter  Nr.  3.  gewonnenen  Resultate  liefern  die  Erklärung  der  Phäno- 
mene des  Bohnenberger'schen  Maschinchens  und  der  Foucault'scheu  gyro- 
scopischen  Apparate.  Die  Axe  des  Rotationskörpers  beschreiht  bei  denselben  dem 
Schein  nach  einen  geraden  Kreiskegel  von  constanter  Form  um  die  Vertikale  des 
festen  Punktes  mit  einer  Geschwindigkeit,  welche  abnimmt  mit  wachsendem  p0. 
In  Wirklichkeit  ist  der  Kegel  wellenförmig  gerippt,  nur  bemerkt  man  nicht  dio  klci- 
non  Schwankungen  der  Axe  OX'  in  der  Vertikalebcne,  da  die  Periode  derselben  sehr 
kurz  ist.  Der  Werth  von  &  ist  unabhängig  von  a„,  man  kann  daher  dio  Anfangs- 
lage der  Axe  ändern,  ohne  dass  dies  Einfluss  auf  die  Bewegungsart  der  Ver- 
tikalcbenc  ausübt. 

Ausführlich  behandelt  die  vorliegende  Aufgabe  Lottner  [Reduction  der  Be- 
wegung eines  schweren,  um  einen  festen  Punkt  rotirenden  Revolutionskörpers  auf 
die  elliptischen  Transcendenten,  Crelle's  Journ.  Bd.  60,  S.  111  (1865)].  Die  hier 
gegebene  elementare  Analyse  rührt  von  Rosal  her  (Droits  de  cini-malique  pttre, 
p.  319,  woselbst  noch  zwei  schwierigere  Probleme  dieser  Art,  von  denen  das  eine 
aber  ein  veränderliches  System  betrifft,  erörtert  sind). 

g.  10.  Ein  unveränderliches  System  rotirt  um  einen  festen  Punkt 
Oy  für  welchen  das  Trägheitsellipsoid  desselben  ein  Rotationsellip- 
soid um  eine  Axe  OA  ist,  man  soll  das  continuirlich  wirkende  Kräfte- 
paar G{1)  bestimmen,  welches  in  Verbindung  mit  einem  anfänglichen 
Paare  G  der  Moraentankräftc  bewirkt,  dass  die  Bewegung  dos  Systems 
dem  Rollen  eines  geraden  Kreiskegels  der  Momentanaxen  im  System 
mit  OA  als  Axe  auf  einen  anderen  geraden  Krciskegel  mit  einer  ge- 
gobenon  Axe  OV  von  fester  Richtung  äquivalent  werde. 
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1.  Wenn  blos  ein  Paar  Moment ankräfte  G  vorhanden  ist,  dessen  Azenmoment 
nach  §.  8.  und  §.  6.,  Nr.  1.  constant  nach  Grösse  und  Richtung  bleibt  und  man  legt 
senkrecht  zn  seiner  Axe  OG  eine  Tangentenebene  an  das  Trägheitsellipsoid,  so 
ergibt  sich  der  Pol  J  der  Momentanaxe  als  der  Berührungspunkt  und  da  die  Nor- 
male des  Rotationsellipsoids  in  J  die  Axe  OA  schneidet,  so  fallen  OJ,  OG,  OA 
jederzeit  in  eine  Ebene.  Da  die  Trägheitsmomente  aller  Axen  der  zu  OA  senk- 
rechten Aequatorebene  gleich  sind,  so  ist  der  Kegel  der  Momentanaxcn  OJ  im 
System  ein  gerader  Kreiskegel  um  OA  als  Axe  und  ebenso  beschreibt  OG  im 
System  einen  zweiten  geraden  Kreiskegol  um  diesolbe  Axe.  Da  OJ  constante 
Länge  behält,  so  ist  der  Ort  der  Momentanaxen  im  absoluten  Räume  gleichfalls 
ein  gerader  Kreiskegol  um  OG  als  Axe.  Das  System  dreht  sich  um  die  Momentan- 
axe  mit  constantcr  Winkelgeschwindigkeit  um  und  der  Kegel  JOA  rollt  gleich- 
förmig auf  dem  Kegel  JOG,  sodass  beide  sich  längs  der  Momentanaxe  berühren. 
Wirkt  nun  aber  ein  Kräftepaar  6r  '  continuirlich,  so  ändert  es  jeden  Augenblick 
das  Paar  der  Momentankräfte  ab,  indem  zu  diesem  das  unendlich  kleine  Paar  &l)dt 
hinzutritt.  Daher  beschreibt  die  Momentanaxe  OJ  weder  im  System,  noch  im  ab- 
soluten Räume  denselben  Kegel.  Wohl  aber  kann  das  Paar  ö'1'  so  bestimmt 
werden,  dass  der  Kegel  der  Axen  OJ  im  System  ein  gerader  Kegel  um  OA  bleibe 
und  der  Kegel  derselben  Axen  im  Räume  gleichfalls  ein  gerader  Kegel  JOV 
werde  um  eine  feste  gegebene  Axe  OV.  Da  OA ,  OG ,  0Jf  von  welchen  Linien 
jetzt  OG  ebenfalls  seine  Lage  im  absoluten  Räume  ändert,  vermöge  der  Beschaffen- 
heit des  Ellipsoids  und  OA,  OJ,  OV  vermögo  der  Berührung  der  beiden  Kegel 
in  einer  Ebene  liegen,  so  fallen  sämmtliche  vier  Gerade  OA,  OG,  OJ  y  O  V  in 
eine  Ebene,  welche  um  OV  als  feste  Axe  rotirt.  Die  Axe  OA  des  Ellipsoids  be- 
schreibt dann  um  OV  gleichfalls  einen  geraden  Kegel. 

Um  nun  das  Paar  der  Bedingung  der  Aufgabe  gemäss  zu  bestimmen, 
benutzen  wir  die  Eigenschaft  der  Figur,  dass  0Vy  OG,  OA  fortwährend  in  einer 
Ebene  bleiben,  sodass,  wenn  OG',  OÄ  die  Lagen  von  OG,  OA  nach  Verfluss  des 
Zeitelementes  dt  sind,  die  Pyramidenräumo  OV  AÄ  und  OVGG'  an  der  Kante 
OV  denselben  unendlich  kleinen  Winkel  besitzen  und  also  die  Geraden  OA  und 
OG  gleiche  Winkelgeschwindigkeit  um  OV  haben  müssen.  Zerlegt  man  nun 
die  Winkelgeschwindigkeit  &  nm  die  Momentanaxe  OJ  in  zwei  Componenten  Stv 
und  Sla  nm  O  V  und  OA,  so  erhält  man  nach  dem  Parallelogramm  der  Winkel- 
geschwindigkeiten, wenn  X  und  a  die  Neigungen  von  OA  gegen  OJ  und  OVsind: 

'  tin  a  a  sin  a 

Die  letztere  ertheilt  OA  keine  Winkelgeschwindigkeit,  diese  Gerade  dreht  sich 
vielmehr  mit  &„  allein  um  OV.  Um  die  Winkelgeschwindigkeit  von  OG  zu  be- 
stimmen, bedenken  wir,  dass  das  Axenmoment  G,  welches  wir  auf  OG  aufgetragen 
denken,  weder  seine  Grösse,  noch  seine  Neigung  gegen  die  Axe  OA  oder  OV 
ändern  darf,  wenn  die  Winkelgeschwindigkeit,  mit  welcher  der  Kegel  JOA  auf 
JOV  rollt  und  die  Winkel  JOA  und  JOV  constant  bleiben  sollen.  Daher  muss 
die  unendlich  kleine  Componente  G^dt  vom  Axenmoment,  welche  sich  als  die 
unendlich  kleine  Linie  G  G'  am  Endpunkte  des  Axenmomentes  G  mit  diesem  zu 
dem  geänderten  Axenmomente  G  verbindet,  senkrecht  zur  Ebene  VOA  sein  und 
folglich  6*^  von  0  ans  aufgetragen  in  die  Schnittlinie  der  Tangentenebene  der 
beiden  Kegel  längs  OJ  mit  einer  auf  OV  senkrechten  Ebene,  oder  was  dasselbe 
ist,  in  die  Knotenlinie  des  Aeqnators  des  Trägheitsellipsoids  mit  dieser  Ebene 
fallen.    Dividiren  wir  daher  GÖ  =  G{l)dt  durch  den  Abstand 

Gsin  {GOV)  =  Gsin{a  -  w), 
wo  00 A  —  u  ist  und  dt,  so  erhalten  wir  die  gesuchte  Winkelgeschwindigkeit, 
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nämlich  - -— -  — — -.    Daher  besteht  der  Bedingung  der  Aufgabe  gemäss  die 
6  «i«  («  —  «) 

Gleichung: 

_  riii  X  Gw 
U 


woraus 


sin  a  '    G  sin  (<*  —  u)  ' 
_  tf  £  ^  sin  {a  —  u). 


.sin  et 


Da  in  diesem  Ausdrucke  blos  das  Produkt  G  Sl  vorkommt,  und  fl  mit  G  gleich- 
zeitig den  Sinn  wechselt,  so  wechselt  G^  nicht  den  Sinn  mit  St. 

Für  X  =  0  ist  G{1)  —  0.  In  diesem  Falle  fällt  OJ  in  OA  und  da  eine 
Hauptaxe  ist,  so  genügt  das  Paar  G  der  Momentankräfte,  um  das  System  fort- 
während um  OA  rotiren  zu  lassen.  Der  Kegel  JOA  reducirt  sich  auf  die  Gerade 
OA,  welche  auf  dem  Kegel  AOV  nicht  fortrücken  kann. 

Für  et  =  u  ist  ebenfalls  G{1)  —  0.  Hier  fällt  G  in  0  V  und  JOA  rollt  von 
selbst  auf  JOG  ohne  ein  Paar 

Für  «  =  X  fällt  OJ  in  0  V  und  wird  G{X)  «=  «in  (i  —  «);  es  fällt  0«/ 
in  OTond  wird  gleich  dem  Paare  der  Centripctalkräfte  um  OJ,  der  Kegel 
JOA  rollt  fortwährend  auf  dem  festen  Kegel  JOV,  der  sich  auf  eine  Linie  zu- 
sammenzieht, ohne  dass  OJ  sich  bewegt. 

Für  a  —  X  —  \  n  wird  JOV  eine  Ebene;  für  X  =  \n  findet  dies  mit  JOA 
statt;  für  a  =  \  n  werden  die  Kegel  supplementär. 

Die  beiden  Kegel  können  sich  während  der  Bewegung  so  berühren,  dass  sie 
auf  entgegengesetzte  Seiten  der  gemeinschaftlichen  Tangentenebene  fallen  und 
in  diesem  Falle  stimmt  der  Sinn  des  Rollens  mit  dem  Sinne  der  Rotation  des 
Systems  um  OV  überein  und  die  Knotenlinie  hat,  wie  man  sagt,  eine  directe  Prä- 
cession;  oder  sie  fallen  auf  dieselbe  Seite  jener  Ebene.  Ist  in  diesem  letzteren 
Falle  der  bewegliche  Kegel  stärker  gekrümmt  als  der  feste,  so  wird  die  Präces- 
sion  retrograd,  ist  er  flacher,  sodass  er  den  festen  Kegel  umgibt,  so  wird  sie 
direct. 

Das  continuirliche  Paar  G^  drückt  entweder  die  Kegel  aneinander  oder 
sucht  sie  zu  trennen,  wenn  man  sich  dieselben  als  wirkliche  Bestandteile  des 
Systems  und  des  absoluten  Raumes  denkt.  Dies  hängt  von  der  Lage  der  Axc 
OG  gegen  OV  und  OJ  ab.  Denn  ohne  Hinzutritt  von  würde  der  bewegliche 
Kogel  auf  einem  festen  Kegel  mit  OG  als  Axe  (wenn  er  auch  kein  Kreiskegel  ist) 
rollen,  wendet  daher  dieser  seine  Concavität  von  dem  Kegel  JOV  ah,  so  bedarf 
es  eines  Paares  welches  den  Kegel  JOA  an  JOV  andrückt,  damit  JOA 

auf  JOV  rolle,  im  anderen  Falle  ist  ein  Paar  erforderlich,  welches  das  Eindrin- 
gen des  Kegels  JOA  in  JO  f  hindert.  Der  erste  Fall  tritt  ein,  wenn  OG  in  den 
Nebenwinkel  von  AOV  fällt,  der  letztere,  wenn  OG  in  AOV  selbst  fällt.  Die 
vorliegende  Untersuchung  überhaupt  verdankt  man  Poinsot  [Theorie  des  cönes 
circulaires  roulants.  Liouville,  Journ.  de  inathem.  T.  XVIII  [1853),  p.  41 J.  Er 
behauptet  aber,  dass  (v  '  die  Kegel  stets  von  einander  zu  trennen  strebe.  Dies 
wurde  von  Bour  {Communivation  u  la  sociale  phitomaligiie  de  Paris  sitr  les  eoncs  rou- 
lants. L'Institut,  1865,  p.  404)  berichtigt,  indem  er  zwei  Fälle  aufführt,  in  wel- 
chen ein  Aneinanderrücken  der  Kogel  stattfindet,  nämlich  1.  wenn  VOA  spitz 
ist  und  OJ  in  den  Winkel  VOA  fällt,  also  die  Kegel  sich  von  aussen  berühren, 
der  Kegel  VOJ  aber  sehr  eng  ist.  Ist  das  Trägheitsellipsoid  alsdann  ein  ver- 
längertes, so  kann  OG  ausserhalb  VOA  fallen,  dann  ist  a  —  u  und  damit  6,(" 
negativ  und  drückt  die  Kegel  aneinander;  2.  wenn  VOA  stumpf  und  der  Kegel 
VOJ  gleichfalls  sehr  eng  ist.  Dann  bildet  OJ  einen  stumpfen  Winkel  mit  OA, 
der  bewegliche  Kegel  umhüllt  den  festen»   bei  einem  abgeplatteten  Trägheits- 
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ellipsoid  kann  dann  0  6  mit  0./  gleichfalls  auf  entgegengesetzte  Seiten  von  OV 
fallen  und  G^  negativ  sein. 

2.  Den  Ausdruck  für  das  gesnebto  Paar  ff'  '   kann  man  in  verschiedene 

Formen  bringen.    Da  das  Trägheitsellipsoid  ein  Rotationsellipsoid  um  die  Axe 

OA  ist  und  mit  dieser  die  Momentanaxe  OJ  den  Winkel  X  bildet,  so  ist  das  Träg- 
heitsmoment 3/x*  um  OJ  gegeben  durch  die  Gleichung 

M*2  —  Acos*X+  Bsin*X, 

wenn  A  und  B  die  beiden  Hauptträgheitsmomente  sind,  nämlich  das  für  die  Axe 
OA  und  das  allen  Axen  der  zu  OA  senkrechten  Aequatorcbcne  gemeinsame  Träg- 
heitsmoment. Ferner  besteht  zwischen  X  und  dem  Winkel  GOA  «=»  u  die  Gleichung 

lg  X  ^  A 
tg  «  ™  7/  * 

Denn  die  Componcnten  des  Paares  G  der  Momentankräfte  längs  OA  und  senk- 
recht dazu  sind  einerseits  G  cos  u  und  Gsinu,  andererseits  ist  aber  auch 

G  cos  u  =  ASl  cos  X,       G  sin  u  =  BSL  sin  X, 

weil  die  Componenten  dieses  Paares  nach  den  Hauptaxen  die  Produkte  aus  den 
Trägheitsmomenten  um  diese  Hauptaxen  und  den  Componcnten  der  Winkel- 
geschwindigkeit um  sie  sind.  Dividirt  man  beide  Gleichungen  ineinander,  so 
folgt  die  genannte  Relation.  Kndlich  hängen  die  Winkel  u  und  X  mit  der  Nei- 
gung i  der  Axen  OJ  und  OG  durch  die  Gleichung  X  =  m  i  i  zusammen,  je 
nachdem  OG  zwischen  OJ  und  OA  oder  zwischen  OJ  und  OV  fällt.  Ist  A  >  B, 
so  ist  das  Trägheitsei lipsoid  abgeplattet  und  zeigt  die  Betrachtung  der  Meridian- 
ellipse, dass  OG  zwischen  OJ  und  OA  fällt,  also  X  =  i  -f-  u  ist;  für  A  <  B 
findet  die  Gleichung  X  =  u  —  i  statt.  Mit  Hülfe  der  eben  entwickelten  Rela- 
tionen, nämlich 

M*%  =  A  cos2  X  -f-  B  sin  X*,     tg  X  :  tg  u  =  A  :  B ,     i  =  «  +  i, 
wozu  man  noch  G  cos  i  =  M%*Sl  fügen  kann  (Cap.  XII,  §.  3.),  kann  man  aus 

<?U>-  GSl"^  *(»(«-») 
sm  a  • 

den  Winkel  1  eliminiren  und  erhält 

(1)        G*    sin  u 
°     =  B     i^«  *,n  ("  -  W)  • 

Es  hängt  demnach  nicht  von  /I ,  sondern  nur  von  dem  Aequatorträgheits- 

momente  B  ab.    Welche  Systeme  man  daher  auch  rotiren  lassen  mag,  wenn  sie 
dasselbe  B  besitzen,  so  bleibt  die  Präcession  dieselbe;  der  Winkel  X  aber  und 
a  —  X,  sowie  die  davon  abhängige  Beschaffenheit  des  rollenden  Kegels  ändert  sich. 
Eliminirt  man  aus  der  eben  gewonnenen  Form  «,  so  kommt: 


gW  =  a»     x  A  -  BtgXcotgu 


oder  wenn  man  die  halbe  Oeffnung  at  de«  feston  Kogels,  nämlich  e>  =  et  —  X 
einfuhrt,  indem  man  «  =  m  -f-  X  setzt: 

J     -  °  '° K  A*  +  BUg*X 

oder  endlich,  indem  man 

G2  —  ß'  (A  cos2  X  -f  B  sin*  X)  =  Sl2  cos*  X  {A  +  B  sin2  X) 

aus  den  Gleichungen 

G  cos  u  =  ASl  cos  X    und    G  sin  u  =  B Sl  sin  X 

bildet  und  einsetzt: 
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ff<l>  —  Ä«  sin  X  cos  X  \A  —  Ii  tgX  cotg  (o>  +  l)] . 

3.  Man  kann  zu  dem  Ausdrucke  für  das  Paar  G^  auch  auf  folgendem  Wege 
gelangen.  Es  seien  wieder  X  und  co  die  halben  Oeffnungen  der  Kegel  JOA  und 
JOV  und  &  die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Momentanaxc  0.1.  Beschreibt 
man  nun  um  O  mit  dem  Radius  1  eine  Kugel,  so  erhält  man  auf  dieser  durch  die 
beiden  Kegel  zwei  Kreise  *  und  o,  von  denen  der  erstero  auf  dem  letztoren  rollt. 
Der  Schnittpunkt  J  der  Momentanaxe  mit  der  Kugol  rückt  im  System  auf  s  und 
im  absoluten  Baume  auf  a  fort,  indem  *  auf  o  hinrollt.  In  dem  Zeitelemeute  dt 
drelit  sich  nun  der  Kegel  JOA  um  die  Summe  der  Contingcnzwinkcl  de  -\-  de 
beider  Kegelflachen  um,  wenn  dieso  auf  verschiedenen  Seiten  der  gemeinschaft- 
lichen Taugentcnebenu  liegen  (um  die  Differenz,  wenn  sie  auf  entgegengesetzte 
Seiten  falleu,  welcher  Fall  aber  in  dem  der  Summe  inbegriffen  gedacht  werden 
kann,  wenn  die  Vorzeichen  der  Contingenzwinkel  gehörig  gowahrt  werden),  und 
da  dieser  Winkel  auch  Sldt  ist,  so  besteht  die  Gleichung  Sldt  =  //«-}-  dt.  Sind 
aber  nun  da  und  da  die  beiden  sich  deckenden  Bogenelcmente  von  *  und  a,  über 
welche  der  Pol  ./  während  dt  hinrückt  und  sind  r,  o  die  Krümmungshalbmesser 

der  Normalschnitte  der  Kegel  senkrecht  zu  OJ,  so  werden  de  =  d* ,  rff  =  <i~ 

r  q 

und  da  ds  =  da  ist,  erhält  mau  Ä  dt  =  da  (  *  +  Hierzu  kommt  r  —  tg  X, 

q  =  tgto  und  hiermit  wird: 

da  lg  X  tg  at 

dt  lg  X  -{-  tg  w 

Andererseits  aber  crlheilt  das  Paar  dem  Syste  m  um  die  Knotenlinie  L,  in 

welche  es  fällt,  da  diese  eine  Hauptaxe  ist,  eine  unendlich  kleine  Winkel- 
geschwindigkeit jtdl,  welche  sich  mit  £  zu  der  Winkelgeschwindigkeit  Sl'  des 
folgenden  Momentes  nach  dem  Parallelogramm  der  Winkelgeschwindigkeiten  zu- 
sammensetzt ,  sodass  &'  dessen  Diagonale  wird.    Daher  ist 

ndt  :  Sl  =  sin  909.  :  sin  9,0  L  =  da  :  1 . 
sodass        —  -*  und  folglich: 

ls*  +  lßa 

wird.  Dies  ist  der  Auadruck  für  die  Winkelbeschleunigung  itt  welche  um  die 
Knotenlinie  hinzutreten  muss  zur  Winkelgeschwindigkeit  9  um  die  Momentan- 
axe, damit  der  Kegel  JOA  auf  dem  Kegel  JOf  mit  der  Winkelgeschwindigkeit 
9  rolle. 

Nun  besteht  aber  das  Paar,  welches  die  Bewegung  der  Kegel  aufeinander 
erhält,  aus  zwei  Componenten,  dem  Paare  der  Centripetalkräfte  und  dem  Paare, 
welches  von  den  Kräften  der  Winkelbeschleunigung  herrührt.  KrBteres  ist  die 
Geschwindigkeit  des  Endpunktes  des  Axenmomentes  der  Momentankräfte,  hat 
also  das  Axenmomeut  G9  sin  i  und  dieses  fällt  in  die  Knotenlinie.  Wenn  das- 
selbe nun  um  diese  Linie  dio  unendlich  kleine  Winkelgeschwindigkeit  ydt  er- 
zeugt, so  fügt  es  dem  Paare  der  Momentankräfte  das  Elementaraxenmoment 
ßydt="  G9sinidl  hinzu,  woraus  folgt,  dass  die  Winkclbeschlcunigung  desselben 

um  die  Knotenlinie  y  =         sin  i  ist.    Da  nun  das  gesuchte  Paar  mit  seinen 

AxBumomenten  in  die  Knotonlinie  fällt  und  der  von  den  Ccutripetalkräften  her- 
rührende Theil  bereits  in  dieser  Linie  liegt,  so  muss  auch  der  Theil,  welcher  von 
den  Winkelbeschlüuuigungskräften  gegeben  wird,  in  diese  Linie  fallen.  Ist  x  die 
Winkclbeschleunigung,  welche  ihm  entspricht,  so  ist  sein  Axenmoment  Z?x.  Es 
bilden  aber  y  und  x  zusammen  das  obige  «,  sodass  n  =  y  -|-  x  ist.  Daher  hat  man 
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_ ,    tg  X  tg  to         GSl  sin  i 
x  —  Sl* 


tgX  +  tgm  B 

Nun  ist  aber    __ 

G  cos  i  =  SlVA  cos*  i  +  B  sin*  X 

und  hieraus  folgt  ,       , ,         M  m ' 

G  sin  i  =  (#  —  A)  sin  X  cos  X, 

sodass  nach  einer  leichten  Reduction 


ß4  sin  X  cos  X  ^  —  tg  X  cotg  (co  -f-  *)J 


und  also  das  gesuchte  Paar  allein,  abgesehen  von  dem  Bestandtheile  der  Centn- 
petalkräfte,  wird: 

G^  =  B%  =  ß»  sin  X  cos  x\^  —  tg  X  cotg  (cd  +  *)J  , 

welcher  Ausdruck  mit  der  letzten  Form  in  Nr.  2.  übereinstimmt. 

4.  Man  kann  dieselbe  Methode  anwenden  für  den  Fall,  daes  die  beiden  Kegel 
nicht  Kreiskegel,  sondorn  Kegel  von  beliebigen  Basen  s,  a  sind.  Man  wird  näm- 
lich die  beiden  sie  längs  der  Momentanaxe  osculirenden  Kegel,  deren  Radien  r,  o 
seien,  construiren  und  in  der  gemeinsamen  Tangentenebeno  auf  OJ  ein  Perpen- 
dikel OTl  errichten,  um  welches  als  Axe  dio  Winkelbeschleunigung 


^  +  ^ 
r  9 


wie  früher,  sich  ergibt.  Dieselbe  zerfallt  wieder  in  zwei  Componenten,  von  denen 
die  eine  y  von  den  Centripetalkräften ,  die  andere  x  von  den  Winkelbeschleuni- 
gungskräften herrührt,  y  und  x  fallen  aber  nicht  in  die  Gerade  OTI.  Vielmehr 
hat  man  in  dem  Trägheitsellipsoid  zur  Ebene  GOJ  den  conjugirten  Diameter  zu 
suchen;  um  ihn  erfolgt  y.  Bildet  die  Axe  Oy  mit  Oll  den  Winkel  ep,  so  folgt 
x*  =  y*  -f  jt*  —  Iny  cos  q>.  Das  Paar,  welches  x  gibt,  ist  so  zu  bestimmen, 
dass  es  mit  dem  Paare  G&sini  der  Centripetalkräfte  zusammen  die  Beschleuni 
gung  r  um  OJI  hervorruft. 

§.  11.  Als  Beispiel  zu  vorstehender  Theorie  dient  die  Präcession  der 
Nachtgleichen.  Man  betrachtet  die  Erde  als  ein  abgeplattetes  Rotationsellip- 
soid von  homogener  Beschaffenheit  oder  aus  concentrischen  Krusten  verschiedener 
speeifischer  Masse  gebildet.  Jedenfalls  muss  dieselbe  hiernach  als  ein  System  von 
zwei  gleichen  Hauptträgheitsmomenten  gelten.  Die  Beobachtung  zeigt,  dass  dies 
Erdsphäroid  täglich  um  seine  Rotationsaxe  ÖA  sich  umdreht,  während  diese  selbst 
um  die  Axe  OV  der  Ekliptik,  wenn  auch  mit  sehr  geringer  Geschwindigkeit,  rotirt 
und  in  Folge  dessen  die  Knotenliuie  des  Erdäquators  und  der  Ekliptik  auf  dieser 
langsam  fortrückt.  Diese  Knotenlinie  verbindet  den  Frühlings-  und  Herbstnacht- 
gleichepunkt mit  einander  und  ihre  Drehung  um  die  Axe  der  Ekliptik  heisst  die 
Präcession  der  Nachtgleichen.  Sie  ist  dem  Sinne  nach  der  Erdrotation  ent 
gegengesetzt.  In  Wirklichkeit  ist  Also  nicht  OA  die  Momentanaxe  der  Erde,  son- 
dern eine  Linie  OJ,  die  Diagonale  eines  Parallelogramms,  welches  OA  und  OV 
zu  Soitenrichtungen  und  die  beiden  genannten  Geschwindigkeiten  der  Rotation 
um  OA  und  OV  zu  Seitenlängen  hat.  Die  Axe  OA  boschroibt  daher  um  OJ 
einen  Kegel,  welcher  auf  einem  Kegel  JOV  rollt  und  zwar  liegen  wegen  dem 
entgegengesetzten  Sinne  der  Rotation  die  Kegel  auf  derselben  Seite  der  Tan- 
gentenebene und  ist  der  Kegel  JOA  sehr  schmal. 

Sind  wie  S.  114  <o,  co'  die  Winkelgeschwindigkeiten  um  OA  und  0  V  und 
ist  &  die  wirkliche  Geschwindigkeit  um  die  Momentanaxe,  so  ist 

to  :  fl  :  co  =  sin  X  :  sin  a  ;  sin  {X  -4-  °0 
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und  folgt  für  tg  l  ein  sehr  kleiner  Werth  und  für  &  :  to  =  sin  et  :  sin  (et  -f-  X) 
eine  sehr  wenig  von  1  abweichende  Zahl.  In  Wirklichkeit  tritt  zu  der  Präcession. 
noch  eino  geringe  periodische  Nutation  der  Erdaxe,  welche  hier  ausser  Acht 
gelassen  ist.  Damit  die  Bewegung  der  Erde  in  der  angegebenen  Weise  zu  Stande 
komme,  muss  ein  Paar  G^  =  Sl*  sin  l  cos  l  (A  -f-  Ii  igX  entg  a)  \xm  dio  Knoten- 
linie drehend  wirken.  Dies  Paar  rührt  von  den  Attractioncn  der  Sonne  und  des 
Mondes  her.  Würde  dasselbe  plötzlich  aufhören,  so  würde  sich  dio  Bewegung  der 
Erde  andern.  Der  Kegel  JÖA  würde  nicht  mehr  auf  dem  Kegel  JOV,  sondern 
auf  einem  Kegel  JQG  rollen,  dessen  Axe  die  Axe  des  resultirenden  Paares  der 
Momentankräfte,  welche  dann  eine  constante  Richtung  annähme,  6ein  würde. 
Die  Projection  der  Erdaxe  auf  die  Ebene  der  Ekliptik  und  in  Folge  dessen  die 
zu  ihr  senkrechte  Knotenlinie  würde  dann  nicht  mehr  eine  retrograde  Präcession, 
sondern  nur  eine  kleine  Oscillation  zeigen.  Das  Paar  <7<  '  kann  dargestellt  werden 
und  ergeben  sich  aus  seiner  Betrachtung  für  die  Astronomie  wichtige  Folgerungen. 

§.  12.  Rotation  eines  unveränderlichen  Systems  um  eine  feste 
Axe.  Sind  Iiu  Rt  die  Widerstände,  welche  zwei  beliebige  Punkte  0,  Q  der  fosten 
Axe  leisten  müssen,  damit  dieselbe  fest  bleibe,  X,,  Vt,  Z,;  Xf,  Vly  Zt  ihre  Com- 
ponenten  bezüglich  eines  Coordinatensystems,  dessen  Ursprung  und  z-Axe  der  Punkt 
0  und  die  feste  Axe  ÖQ  sind,  so  sind  die  Bewegungsgleichungen  des  Systems, 
welche  die  Aequivaleuz  der  gegebenen  Kräfte  einschliesslich  der  Widerstände  mit 
den  Kräften  mtp  zur  Zeit  *  darstellen. 

Em  ^  =  ZX  +  X,  +  X, 
2m        =  ZZ  +  Z,  -{-  Zt, 

Zm(z  %  -  'S) =  £{zX  - xZ)  +  -v»A 

worin  OQ  =  h  gesetzt  ist.  Da  die  Bewegung  des  Systems  durch  die  von  drei 
nicht  in  gerader  Linie  liegenden  Punkten  bestimmt  ist  und  die  Bewegung  von  0, 
Q  bereits  bekannt  ist  (ihre  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  ist  Null),  so  be- 
darf es  blos  noch  der  Kenntniss  der  Bewegung  eines  einzigen  dritten,  nicht  in 
der  Axe  liegenden  Punktes  und  muss  es  möglich  sein,  die  Coordinatcn  aller  Punkte 
(xyz)  durch  seine  Coordinaten  auszudrücken.  Man  wählt  hierzu  irgend  einen 
Punkt  in  der  Entfernung  1  von  der  Axe  und  wonn  das  System  sich  in  der  Zeit 
/  um  den  Winkel  #  umgedreht  hat,  so  sind  1.  #  seine  Polarcoordinaten  und  ist 

-—  =  Ä  seioe  Geschwindigkeit,  welche  zugleich  die  Winkelgeschwindigkeit  des 

Systems  darstellt  und        —        seine  Tangentialbeschleunigung,  welche  zugleich 

die  Tangeutialcomponcnte  der  Winkelbeschleunigung  und  da  eine  Neigung  der 
Axe  ausgeschlossen  ist,  die  ganze  Winkelbeschleunigung  des  Systems  darstellt. 
Für  den  Punkt  (xyz)  sind  nun  r,  <r0  -f  :  die  Polarcoordinaten  in  der  a\y-Eboue 
und  senkrecht  dazu,  wenn  der  Radiusvector  anfangs  mit  der  .r-Axe  den  Winkel 
9a  bildet.    Behufs  der  Rcduction  der  Bewegungsgleiehungeu  ist  daher: 
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♦ 

x^rcos  (*0  +  »),       £  -  -  r  *««  «r0  +  fr)  ^  =  -  Ay 

»-"&•(».  +  »),  »•«*(*„  + 4»^-  a* 

*  -  °> 

•^•r  n*  rfV  t,x        r  t    i      tt  o  in 

rf/f  =  -  y  —  -  aß»,       *  (U   -  y  rf<-  =  (*'  +  ;/')  A  -  r»A 

rf*//  rfA  rf«y  rf  /    r/.y  ,  dSl 

dfi  -     'r  *T  *  * ^  -  *  rf?  -  ä(*  a  -  »  dt)  =  r  Ä 

(Pz 

d,>  -  °- 

Mit  Hülfe  dieser  Relationen  nehmen  die  Bewegungsglcichungcn  unter  Einführung 
der  Coordinaten  xt,  yn  z,  des  Massenmittelpunktes  die  Form  an: 

-  Myx        -  M&Xi  =  ZX  +  X,  +  X, 

dft  -  üfA«yi  = 

0  -  2Z  +  z,  +  zt> 

-  27»i*z    ^  +  Zmyi  •  Äl  —  2?  (yZ  -  i-K)  -  Fth 

-  Zmyt  —  —  £»i*z  - A«  =  2?(tX  -  *Z)  +  X,A 

Snt*  •-*->-  Z(xV-yX). 

Von  diesen  Gleichungen  enthält  die  letzte  nichts  von  den  Widerständen  Rtt  /?,; 
die  fünf  übrigen  enthalten  deren  Componenten.  Wenn  die  sechste  Gleichung  & 
geliefert  hat,  geben  dio  fünfte  und  vierte  die  Werthe  von  X,  und  Vt,  hierauf 
die  erste  und  zweite  die  von  X,,  Vl  und  dann  die  dritte  die  Summe  X,  +  Z,, 
welche  in  zwei  beliebige  Summanden  zerlegt  werden  kann,  in  Wirklichkeit  aber 
uur  als  eine  einzige  Kraft  auftritt,  welche  längs  OQ  angreift. 

Die  durch  dio  Integration  dieser  Gleichungen  eintretenden  Constnnten  werden 
mit  Hülfe  der  Anfangslage  und  der  anfänglichen  Winkelgeschwindigkeit  bestimmt, 
indess  kann  zu  dieser  Bestimmung  auch  ein  anfängliches  System  von  Momentan- 
kräften gegeben  sein,  welches  den  Anfangszustand  herbeiführt.  Ist  letzteres  der 
Fall  und  bezeichnen  S,  H,  Z  die  Compononteu  einer  am  Punkte  (xyz)  angrei- 
fenden Momentankraft  und  drücken  &iy  Ht,  Z,;  St,  Ht,  Z,  die  Componenten  der 
Momentanwiderstände  aus,  welche  die  Punkte  0,  Q  der  Wirkung  des  Momen- 
tankräftesysteins  entgegensetzen,  so  hat  man  vermöge  der  Aequivalenz  dieser 
Kräfte  mit  den  Kräften  mv  die  Gleichungen  für  don  Anfangszustand: 

Zm  ~  =  ^  +  3,  +  Sn        Zm(„       -  z  % )  =  Z(yZ  -  zH)  -  Hth 

Zm$L  =  ZH  +  Hx  +  Ht,       Zm(z  ^  -  x        -  27(zÄ  -  *Z)  +  ST,// 

Zm^-ZZ  +  Z,+Zt,        Zm(x^-y£)  =  Z(xH-yS), 
oder,  wenn  man  wie  oben  reducirt: 

-  MA0y,  =  ZS  +  St  +  St,      -  Zmxz-Sl0  =  Z(yZ  -  z  H)  Hth 
MSl0xt  ==  ZH  -f  H,  -j-  H»,  Zmyz  •  A0  =  Z  {zS  —  xZ)  -f  ST,A 

0  -  £Z  -f  Z,  -f  Zt.  Irnr«.  Ä0  =  £         -  y£), 

welche  Gleichungen  auf  den  Anfang  der  Bewegung  zu  beziehen  sind. 
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Die  Bedeutung  dieser  Gleichungen  liegt  am  Tage.  Man  denke  sich  die  Mo- 
mentankräfte mv  des  Systems  reducirt  für  den  Punkt  0,  so  erhält  man  eine  Re- 
sultante und  ein  resultirendes  Paar.  Die  Resultante  ist  senkrecht  zu  der  Ebene, 
welche  durch  die  Axe  OQ  und  den  Massenmittelpunkt  geht  und  gleich  der  Winkel 
Geschwindigkeit,  multiplicirt  mit  der  Masse  und  dem  Abstände  des  Massenmittel- 
punktes von  der  Axe.  Die  gegebenen  Momcntankräfte  und  die  beiden  Wider- 
stände in  0  und  Q,  alle  an  den  Punkt  0  verlegt,  müsseu  der  Resultanten  äqui- 
valent sein.  Dies  ist  der  Inhalt  der  drei  ersten  Gleichungen.  Das  Paar  zerfällt 
in  ein  Paar  Ar,  dessen  Axenmoment  in  OQ  fällt  und  ein  Paar  A',  dessen  Axcn- 
moment  senkrecht  zu  dieser  Axe  ist.  Ersteres  ist  gleich  dem  Produkte  aus  der 
Winkelgeschwindigkeit  und  dem  Trägheitsmomente  um  OQ,  letzteres  hat  don  Werth 

wiif  -f-  (Ewiyi)*,  wenn  ßu  die  Winkelgeschwindigkeit  ist.  Die  Aequi- 
valenz dieser  Paare  mit  dein  resultirenden  Paare  der  gegebenen  Momentankräfte 
und  der  Widerstände  wird  durch  die  drei  letzten  Gleichungen  ausgesprochen. 

In  ähnlicher  Weise  sind  die  Bewegungsgleichungen  für  die  Wirkung  der 
continuirlichen  Kräfte  zu  interpretiren.  Der  Punkt  0  ist,  wie  jeder  Punkt  der 
Axe,  ein  Beschleunigungscentrum.  Die  Kräftereduction  für  dasselbe  liefert  aber 
nun  wieder  eine  Resultante  und  ein  resultirendes  Paar.  Die  Resultante  ist  das 
Produkt  der  Gesammtraasse  des  Systems  und  der  Beschleunigung  des  Massen- 
mittelpunktes. Die  drei  ersten  Gleichungen  drücken  ihre  Aequivalenz  mit  der 
Resultanten  der  continuirlichen  Kräfte  und  der  continuirlichen  Widerstände  aus. 
Vgl.  Cap.  XIII,  §.  6.,  woselbst  für  den  vorliegenden  Fall  *  =-  0  wird,  weil  dio 
feste  Axe  sich  nicht  neigt.  Das  resultironde  Paar  besteht  aus  dem  Paare  der 
Centripetalkräfte  und  dem  Paare  der  Winkelbeschleunignngskräfte.    Die  Winkcl- 

beschlcuniguug  reducirt  sich  aber  hierauf  ihre  tangentiale  Componente  — .  Die 

Aequivalenz  dieses  resultirenden  Paares  mit  dem  resultirenden  Paare  der  gege- 
benen Kräfte  und  der  continuirlichen  Widerstände  ist  der  Inhalt  der  drei  letzten 
Gleichungen. 

Am  Anfange  der  Bewegung  erleidet  das  System  einen  Stoss  und  während  der 
Bewegung  einen  continuirlichen  Druck,  beide  Einflüsse  werden  durch  die  anfäng- 
lichen Momentanwiderstandskräfte  und  durch  die  continuirlich  wirkenden  Wider- 
stände der  Axe  getilgt. 

§.  13.  Rotation  um  eine  feste  Axe  ohne  Einwirkung  von  con- 
tinuirlichen Kräften.  Ein  System  sei  zur  Zeit  /  =  0  von  Momentankräften 
ergriffen,  nachher  aber  sich  selbst  überlassen  worden.  Die  Gleichungen  seiner 
Bewegung  zur  Zeit  t  sind  dann: 

M  ■  !/t  -f  »fa-,  Ä«  +  X,  +  X,  =  0,  Ztnxz  •  '~  -  S  myz  ■  ß*  -  Fth  =  0 
-  M  ■  xt       -f-  +  r,  +  rt  -  0,      Zmyt  ■  d~  +  Zmxz    fl«  +  X,A  =  0 

z,+  z«  =  o,  ^  =  0 

und  für  den  Anfangszustand  gelten  dio  folgenden: 

SS  +  M  •  y,Ä„  +  3,  +  a,  =  o,  £(yZ  —  z  //)  -f  Zmxz  ■  Ä„  Hth  =  o 
EH  —  3/ •  +  H,  +  Ht  =  0,      E(zS  -  xZ)  +  Zmyz  ■  Ä„  -f  St!>  0 

2JZ  +  Z,  -j-  Z,  —  0,      2{xH  —  yS)  —  Zmr*  •  Ä0, 

worin  Sl„  die  anfängliche  Winkelgeschwindigkeit  bezeichnet.  Das  System  der 
sechs  ersten  Gleichungen  zoigt  1.  dass  die  Winkelgeschwindigkeit  constant, 
&  =        ist;  2.  dass  die  Axe  in  ihrer  Richtuug  keinen  Druck  erleidet,  sondern 
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blos  senkrecht  zu  ihr  ein  solcher  stattfindet.  Die  beiden  Paare,  welche  die  Axe 
umzustürzen  drohen,  sind 

Yth  =■  Zmyz  •  Ä«,       —  Xtk  =  Zmxz  •  &*; 

sie  bilden  ein  zur  Axe  senkrecktes  Paar  ß*  V\Zmxz)*  -j-  (Zmyz)*.  Dasselbe 
ist  nur  Null,  wenn  die  feste  Axe  eine  Hauptaxe  ist;  in  diesem  Falle  braucht  sie, 

da  alsdann  X|t  Yt  Null  sind,  nur  in  einem  einzigen  Punkte  fest  zu  sein;  3.  der 



Drnck  im  Punkte  (0,  0,  K)  ist        V  (Z mxz)*  +  der  im  Ursprung  hat 

zu  Componenten  —  X,  =  Mx^*  —  X,,  —  Yx  —  MyxSt*  —  Ys,  er  wird  Null, 
wenn  die  Axe  eine  Hauptaxe  des  Massenmittelpunktes,  d.  h.  xx  =»  0,  yx  =  0  ist. 
Aus  dem  System  der  sechs  für  den  Anfangszuatand  geltenden  Gleichungen 

Z  (x  U   y  3) 

erhält  man  zunächst  die  Winkelgeschwindigkeit  ß„  =   = — — — ;  sie  ist 

fn  r^ 

die  Compononte  des  resultircnden  Paares  der  stossenden  Momentankräfte,  deren 
Axe  parallel  der  Rotationsaxe  ist,  dividirt  durch  das  Trägheitsmoment  des  Systems 
in  Bezug  auf  die  Rotationsaxe.  Sodann  liefern  diese  Gleichungen  die  Beant- 
wortung aller  Fragen,  welche  die  anfängliche  Erschütterung  der  Axe  betreffen. 
Soll  insbesondere  die  Axe  keine  Erschütterung  erleiden,  so  müssen  Ht,  Zx\ 
Stt  Htt  Za  sämmtlich  Null  sein.    Dies  führt  zu  den  Bedingungen: 

£S  +  MytSl0  =  0,  Z{yZ  —  zH)  +  Zmxz  •  Ä0  =  0 
EH  —  Mxx&Q  =  0,  Z{zS  —  xZ)  +  Zmyz  •  Äu  —  0 
ZZ  =  0,  Z{xH  —  yS)  —  Zmr*  •  Sl0  —  0. 

Die  Gleichung  ZZ  =  0  zeigt,  dass  keine  Stosecomponente  parallel  der  Rotations- 
axe vorhanden  sein  darf,  dass  also,  wenn  man  die  Stosskräfte  für  einon  Punkt 

der  Axe  reducirt,  die  Resultante  derselben  senkrecht  zur  Axe  sein  muss;  dio  erste 

ZU  x 

und  zweite  Gleichung  zeigen  ferner,  dass  -=-^  =   sein  muss;  hieraus  folgt, 

Ea  yx 

dass  diese  Resultante  senkrecht  zu  der  durch  die  Axe  und  den  Massenmittelpunkt 

des  Systems  geführte  Ebene  gerichtet  sein  muss.   Die  vierto  und  fünfte  Gleichung 

liefern  die  Bedingung  für  die  Richtung  der  Axe  des  Stosspaares,  welches  senkrecht 

zur  Rotationsaxe  gerichtet  ist.  Denn  die  Tangente  der  Neigung  dieser  Axe  gegen 

,.        .      .  .  Z(zS  —  xZ)  Zmyz 

die  a:- Axe  ist         _  ^  =»  „  —  • 

Z(yZ  —  zH)  Zmxz 

Wir  wollen  annehmen,  der  Stoss  rühre  von  einer  einzigen  Kraft  5f,  H,  Z 

her,  welche  im  Punkte  x  =  «,  y  =  ß,  x  =  y  =  0  das  System  treffe.    Iu  diesem 

Falle  reduciren  sich  die  Gleichungen  auf: 

3  +  My{Qn  =  0,  Zmxz  —  0 
H  —  MxtSl0  =  0,  Zmyz  =  0 
Z  =  0,  aY  —  ßX  —  Zmr*  .  ß0. 

Diese  Kraft  muss  also  senkrecht  zur  Ebene  sein,  welche  durch  die  Axe  und  den 
Schwerpunkt  geht.    Bezeichnen  wir  sie  mit  P,  so  wird 

P  -  V&+  H*  -  MSl0VxJ-+~y?  =  MSl*d, 
wenn  d  den  Abstand  des  Massenmittelpunktes  von  der  Axe  bedeutet  und  wenn  f 
der  Abstand  der  Kraft  von  der  Axe  ist,  aY  —  ßX  —  P-  f.    Hierdurch  liefert 
die  letzte  Gleichung  Pf  =  MSl0df  =  Zmr*  ■  Ä0  oder 

Zmr* 
'  =  Md 

Zieht  man  aber  durch  den  Massenmittelpunkt  eine  Axe  parallel  der  Rotationsaxe 
und  setzt  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  sie  gleich  M%*t  so  wird 

Zmr*  =  A/(k*  +  d*) 
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und  folglich  erhält  man  für  den  Abstand  /",  welcher  eiue  Stosskraft  haben  muas, 
wenn  sie  die  Axe  nicht  erschüttern  soll: 


Der  Schnittpunkt  der  Stossrichtung  mit  der  Ebouc  durch  die  Axe  und  den  Massen- 
mittelpunkt heisst  in  Uebereinstimmung  mit  den  Lehren  des  Cap.  XII.  über  den 
Stoss  der  Stossmittelpunkt.  Seiu  Abstand  von  der  Axe  ist  f.  Geht  die  Axe  durch 
den  Massenmittelpunkt,  d.  h.  ist  d  —  0,  so  kann  dieselbe  nur  dann  ohne  Er- 
schütterung bleiben,  wenn  f  =  x  wird,  d.  h.  sie  erleidet  in  diesem  Falle  immer 
eine  Erschütterung. 

§.  14.  Rotation  um  eine  feste  Axe  unter  Einfluss  eines  Paares, 
dessen  Axe  der  Kotationsaxe  parallel  ist.  Wirkt  auf  das  System  nur  ein 
Paar,  dessen  Axe  der  Rotationsaxe  parallel  ist,  so  sind  XX  e=  XY  =  XZ  =  0, 
X(yZ  —  zF)  =  0,  X(zX  —  xZ)  =  0  und  werden  demnach  die  Gleichungen 
der  Bewegung: 

M,h  d£  +  Mx,  ß'  +  A'j  +  X,  =  0 

-  *  *,  ~  +         +  r,  +  rx  -  o 

+  zt  =  o, 

Xmxz  ■  ~  —  Xmyz  •  Ä*  -  Yxh  =  0 
dSl 

Xmyz  •  — — |-  Xmxz  •  fl'  -4-  A',  h  =  0 

dSl 

X(xV  —  yX)  -  Xmr*  ■   ^  =  0. 

Soll  die  Axe  während  der  Bewegung  nur  in  einem  Punkte,  dem  Ursprung  der 
Coordinaten,  Druck  erleiden,  also  die  Bewegung  ebenso  erfolgen,  wie  wenn  die 
Axe  in  jenem  Punkte  allein  bofestigt,  im  Uebrigen  aber  frei  beweglich  wäre,  so 
ist  X,  =  yt  =  Zt  =  0  zu  setzen.  Dann  liefern  die  vierte  und  fünfte  Gleichung 
die  Bedingungen 

Xmxz  ■  —  —  Xmyz         =  0, 
dSl 

Xmyz  ■  —  -f-  Xmxz    &*  —  (), 

aus  denen  man  durch  Elimination  von  ~  findet:  Sl*  [(Xmxz)*  -\-  (Xmyz)*]  —  0, 

d.  h.  Xmxz  =  0,  Xmyz  =  0.  Die  Axe  raus«  mithin  eine  Hauptaxe  des  Punktes 
sein,  in  welchom  sie  fest  ist.  Der  Druck  auf  die  Axe  ergibt  sich  ans  den  drei 
ersten  Gleichungen;  er  ist,  da  Zt  =  0,  senkrecht  zur  Axe. 

Soll  der  bis  jetzt  noch  als  fest  angenommene  Punkt  gleichfalls  keinen  Druck 
erleiden,  so  muss  auch  A'|  =  X,  =  0  sein.    Dies  gibt  die  Bedingungen: 

y,^  +  *,a«-o,    -^1  +  ^  =  0, 

dSl 

aus  welchen  man  durch  Eliminatiou  von         findet:   Ä*  (x,*  +  y,*)  =  0,  d.  h. 

=  0,  y,  —  ü.  Demnach  kann  die  geforderte  Bedingung  nur  erfüllt  werden, 
wenn  die  Axe  durch  den  Massenmittelpunkt  geht.  Wenn  also  ein  unver- 
änderliches System  sich  anfänglich  um  eine  Hauptaxo  des  Massen- 
mittel punktesdreht  undder  contin uirlic he n  Einwirkung  eines  Kräfte- 
paures  unterworfen  ist,  dessen  Axe  mit  der  Hauptaxe  parallel  läuft, 
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so  rotirt  es  fortwährend  um  diese  Axe  weiter,  auch  wenn  dieselbe 
frei  wird. 

Die  Winkelbeschleunigung  ergibt  sieh  in  allen  Fällen  aus  der  letzten  Glei- 
chung.   Bezeichnet  Pp  das  Paar,  so  wird 

d&  Pp 
dt         Zmr*  ' 

Die  Integration  dieser  Gleichung  liefert  &  und  der  Anfangswerth  Ä  wird  wie 
beim  vorigen  Problem  bestimmt. 

§.  15.  Bewegung  eines  schweren  Systems  um  eine  horizontale 
Axe.  Zusammengesetztes  Pendel.  (Fig.  273.)  Ein 
unveränderliches  schweres  System,  welches  unter  allei- 
nigem Einfluss  der  Schwere  sich  um  eine  feste  horizon- 
tale Axe  dreht,  beisst  ein  zusammengesetztes  Pendel.  Die 
horizontale  Rotationsaxe  nehmen  wir  zur  Axe  der  die 
Richtung  der  Vertikalen  zur  y-Axe,  positiv  abwärts  ge-  % 
rechnet,  die  x-Axe  horizontal.  Ks  sind  alsdann  die  Com- 
ponenten  der  gegebenen  Kräfte  A'=—0,  V*=*mg,  Z  =  0 
und  folglich 

ZX  =  0,      ZV  =  yZm  =,  gMy      ZZ  =  0, 

Z(yZ  -  zV)  =  -  gZmz  —  —  g/Uzt, 

Z  (zX  -  xZ)  =  0,     ZixF  —  yX)  =  gZmx  —  <J  Mxt , 

wenn  M  die  Masse  des  8ystems  und  xu  yi7  z,  die  Coordinaten  des  Massenmittel- 
punktes S  bedeuten.  Legen  Wir  die  xy- Ebene  durch  den  Massenmittelpunkt,  so 
wird  x{  =  0;  wir  erhalten  daher  als  Gleichungen  der  Bewegung  des  Pendels: 

MVi  zfr  +  Mxi  •  Ä*  +  A'i  +  *■  -  o 


dt 

da 
dt 


gM  -  Mx,        +  Myt  •  Ä«  +       +  r%  —  0 


dSl 

Zmxz  •  —    -  Zmyz 

Zmyz  •  -{-  Zmxz 
gMxx  —  Zmr9  •  ^  = 


Z,  +  Zt  =  0, 

ß*  -  h  r9  =  o 

ä»  +  hxt  = 
o. 


Es  sei  nun  a  der  Abstand  SA  des  Schwerpunktes  von  der  Axe,  a  der  Winkel, 
den  diese  Linie  zur  Zeit  t  —  0  mit  der  Vertikalen  bildet,  &  derselbe  Winkel  zur 
Zeit  f,  so  hat  man: 

d(a  —  &)  d»        dSl  d& 

Xl  -  Vt  =aeoM9,       Sl  -  _         -  -  dt   =  -  -  • 

Ferner  ziehen  wir  durch  den  Massenmittelpunkt  eine  Parallele  zur  Axe  und  be- 
zeichnen den  Trägheitsradius  des  Systems  in  Bezug  auf  sie  mit  x.  Dadnrch  wird 
das  Trägheitsmoment  für  die  Rotationsaxe  Zmr*  —  M  (a»  +  **)  und  wenn  wir  diese 
Werthe  in  das  Gleichungssystem  einführen,  so  geht  zunächst  die  letzte  Gleichung 
über  in 

9 


d*& 
dt*  + 


a  +  v 


sin»  =  0. 


Sie  ist  die  eigentliche  Gleichung  der  Bewegung,  indem  sie  den  Winkel  #  und 
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also  auch  die  Winkelgeschwindigkeit  &  als  Function  der  Zeit  bestimmt.  Sie  hat 
aber  dieselbe  Form,  wie  die  Gleichung 

&  +  7  -»  =  0, 

wolehe  die  Bewegung  eines  einfachen  Pendels  von  der  Länge  l  bestimmt.  Für 

/  =     -j-        orhalten  wir  folglich  ein  einfaches  Pendel,   welches  zn  denselben 

Zeiten  dieselben  Winkel  &  mit  der  Vertikalen  bildet,  wie  die  Linie  AS  in  un- 
serem zusammengesetzten  Pendel,  welches  also  mit  diesem  gleiche  Schwingungen 
ausführt.  Es  ist  daher  zunächst  nur  nöthig,  dies  einfache  Pendel  weiter  zu  unter- 
suchen. 

Sämmtliche  Punkte  des  zusammengesetzten  Pendels  machen  Schwingungen 

x* 

von  derselben  Art,  wie  das  einfache  Pendel  von  der  Länge  /  =  a  +   -  .  Denkt 

man  sich  einen  Augenblick  die  Verbindung  der  Punkte  unter  einander  gelöst  und 
jeden  für  sich  unabhängig  von  den  übrigen  um  die  gemeinsame  Axe  schwingend,  so 
worden  alle  Punkte,  deren  Abstand  von  der  Axe  kleiner  ist,  als  /,  schneller,  allo  die, 
welche  weiter  von  ihr  abliegen,  langsamer  schwingen,  als  das  zusammengesetzte 
Pendel;  diejenigen  aber,  welche  den  Abstand  /  von  der  Axe  besitzen,  werden  frei 
dieselbe  Bewegung  haben,  die  sie  im  System  besitzen.  Alle  diese  Punkte  liegen 
auf  einer  um  die  Rotationsaxe  mit  dem  Abstände  /  beschriebenen  Cylinderfläche. 
Eine  Ebene  durch  den  Massenmittelpunkt  und  die  Rotationsaxe  geführt,  schneidet 
diese  Cylinderfläche  in  zwei  Geraden  A',  Ä\  welche  von  der  mit  der  Rotations- 
axe parallelen  Masscnmittelpunktsaxe  die  Abstände 

x»  x' 

a  =   —  ,       a=/-f-a  =  2«-J-  — 
a  a 

haben.  Die  erste  diesor  Geraden  nennen  wir  eine  zur  Rotationsaxe  (Aufhänguugs- 
uxc)  gehörige  SchwitigungSHxe  und  ihren  Schnittpunkt  mit  der  Linie  AS  den 
Schwingnngsraittelpunkt.  Zwischen  der  einfachen  Pendellänge  /,  dem  Abstände  a 
der  Aufhängnngs-  und  dem  Abstände  a  der  Schwingungsaxe  vom  Massenmittel- 
punkte bestehen  die  Rotationen: 

/  «ss»  a  +  a  ,     aa  =■  x* . 

Zwischen  der  Aufhängnngs-  und  Schwingungsaxe  besteht  Reciprocität  in  der  Art, 
dass  die  Schwingungsaxe  zur  Aufhängungsaxe  werden  kann,  ohne  dass  die  ein- 
fache Pondellänge  /  sich  ändert.  Denn  es  vertauschen  dadurch  a  und  a  blos  ihre 
Rollen  und  da  sio  in  beiden  vorstehenden  Gleichungen  symmetrisch  vorkommen, 
so  ändern  sie  bei  dieser  Vertauschung  nicht  ihre  Grösse.    Es  ist 

l  =*  a  4-       «=  a  -f-  • 

a  n 

Aufhängnngs-  und  Schwingungsaxe  liegen  immer  auf  entgegengesetzten  Seiten 
der  Masscnmittelpunktsaxe  in  sulohen  Abständen  von  letzterer,  dass  deren  Pro- 
dukt constant,  nämlich  gleich  dem  Quadrate  des  Trägheitsradius  um  die  Massen- 
mittelpunktsaxe  ist.  Die  Punkte  A,  Ä  bilden  daher  auf  AS  eine  gleichliegende 
Involution,  deren  Mittelpunkt  S  und  deren  Constante  x*  ist. 

Es  gibt  unendlich  viele  Axen  im  Räume,  um  welche  ein  schwereres  System 
als  um  horizontale  Axen  schwingend,  dieselben  Schwingungen  macht.  Um  sio  zu 
finden,  ziehen  wir  durch  den  Massenmittelpunkt  eine  Axe  y,  deren  Trägheitsradius  x 
sei.  Nehmen  wir  alsdann  im  Abstände  a  von  y  irgend  eine  zu  y  parallele  Axe  A  zur 

x* 

Aufhängeaxe,  so  ist  die  ihr  zugehörende  einfache  Pendellänge  l  =  a  +  und 
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bleibt  eonstant,  wenn  a  constant  bleibt.  Demnach  erhalt  man  für  jede  Gerade 
auf  einer  um  y  mit  der  Länge  a  beschriebenen  Cylinderfläche  dieselben  Schwin- 
gungen.   Weil  aber  Anfhängungs-  und  Schwingnngsaxe  reeiprok  sind,  so  liefern 

x! 

auch  alle  Geraden  d.  welche  auf  einer  zweiten  um  y  mit  dem  Abstände  d  = 

1  a 

beschriebenen  Cylindorfläche  liegen,  dieselben  Schwingungen;  denn  jede  von  ihnen 

ist  Schwingungsaxc  zu  derjenigen  Geraden  des  ersten  Cylindors,  welche  mit  ihr 

und  y  in  einer  Ebene  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  y  liegt.  Jedem  Abstände 

a  entsprechen  zwei  solche  Cylinderflächen,  um  deren  Goraden  als  Axen  das  Pendel 

x« 

Schwingungen  derselben  einfachen  Pondelliinge  /  =  a  -\  ansführt.  Je  nachdem 

fl 

man  a  wühlt,  ändern  sich  diese  Cylinderflächen.  Es  kann  gefragt  werden,  für 
welchen  Werth  von  a  die  Länge  /  ein  Minimum  werde.  Da  /  =  a  -j-  d  und 
ad  =  x*  ist,  so  kommt  diese  Aufgabe  darauf  hinaus,  unter  allen  Rechtecken  des- 
selben Inhaltes  x*  dasjenige  vom  kleinsten  Umfange  zu  finden.  Da  das  Quadrat 
diese  Eigenschaft  allein  besitzt,  so  folgt,  dass  a  =»  d  =»  x  sein  müsse,  welchem 
Werthe  die  Pendellänge  /  =  2x  entspricht.  Die  beiden  Cylinderflächeu  fallen 
zusammen.  Unter  allen  Axon  also,  welche  einer  gegebenen  Massen- 
mittel pun  ktsaxe  y  von  gogobenem  Trägheitsradius  x  parallel  laufen, 
liegen  die  Axen  der  kürzesten  Oscillationsdaner  auf  einem  um  y  mit 
dem  Abstände  x  beschriebenen  Cylinder. 

Durch  den  Massenmittelpunkt  kann  man  eine  Kegelfläche  zweiten  Grades 
legen,  welche  alle  Axen  desselben  Trägheitsradius  x  enthält.  Es  gibt  daher  eine 
Schaar  von  Cy lindern,  welche  der  Ort  der  Axen  kürzester  Oscillationsdaucr  dem 
Trägheitaradius  x  entsprechend  ist. 

Da  /=»2x  das  Minimum  der  Pendellänge  für  den  Trägheitsradius  x  ist,  so 
erhält  man  das  absolute  Minimum  von  l  für  das  Minimum  von  x.  Die  Axen 
also,  um  welche  ein  Pendel  dio  kürzeste  Oscillationsdaucr  besitzt, 
liegen  auf  einem  um  die  Massenmittelpunk tshauptaxe  des  kleinsten 
Trägheitsmomentes  mit  dem  Abstände  gleich  dem  Trägheitsradius 
dieses  letzteren  beschriebenen  Cylinder. 

§.  16.  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems,  welches  mit 
einor  Fläche  (Oberfläche)  fortwährend  eine  feste  Ebene  E  berührt. 

1.  Wir  wollen  zunächst  annehmen,  dass  die  Berührung  der  Fläche  mit  K 
nur  in  einem  einzigen  Punkte  stattfindet,  welcher  im  Allgemeinen  in  der  Fläche, 
wie  auch  auf  der  Ebene  wechseln  wird,  sodass  dio  Fläche  auf  der  Ebene  rollt. 
Wir  legen  der  Untersnchung  ein  festes  Coordinatensystem  der  x,  yt  z  zn  Grunde, 
in  Bezug  auf  welches  e,  e,  e"  dio  Richtungscosinusse  der  Normalen  der  festen 
Ebene  nnd  p  ihr  Abstand  vom  Coordinatcnnrsprung  seien,  so  dass 

ex  -\-  ty  +  *"z  —  p  =  0 
ihre  Gleichung  wird.  «,  e"  sind  dann  zugleich  dio  Richtungscosinusse  des 
Widerstandes  fl,  welchen  die  Ebene  im  Berührungspunkte  B  leistet  und  Rt  —  X„ 
Iit'=  yt,  Äe"=  Zx  sind  dessen  Coraponenten  parallel  den  festen  Coordinaten- 
axen.  Bezeichnen  j?0,  y„,  :„  dio  Coordinaten  des  Massenmittelpunktes  5,  so  hat 
man  als  die  drei  ersten  Gleichungen  der  Bewegung* 

m*^  =  zx  +  x„  =  zr  +  yu  -  sz  +  z%.  (i) 

Wir  nehmen  weiter  die  Hauptaxen  des  Massenmittelpunktes  als  Coordinatenaxcn 
der  x ,  y\  z  an  nnd  bezeichnen  mit  «,  b,  c;  b\  c\  d' ,  b" ',  c"  die  Richtungs- 
cosinusse dieser  Axen  gegen  dio  festen  Coordinatenaxen;  dann  sind  die  drei  letz- 
ten Gleichungen  der  Bewegung 
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A  dJl  +  (C  -  B)  qr  -  U  +  {y'Z;  -  z  F,') 

BdJ{  +  (A-  C)rp  =  31'+  (r'AV  -  ar'Z,')  (2) 

C  Üdt  +  (Z?  ~  ^  Vq  =  y  +  y  Xi'} ' 

worin  Z/,  3/',  N'  die  Componentcn  des  resultirenden  Paares  der  gegebenen,  am 
System  angreifenden  Kräfte  in  Bezug  auf  die  Hauptaxen,  x\  y,  z  die  Coordinaten 
des  Berührungspunktes  B  und  X,',  yt't  Z,'  die  Componentcn  des  Widerstandes  II 
parallel  denselben  Axen  bedeuten.  Setzt  man  die  Componenten  des  resultirenden 
Paares  der  gegebenen  Kräfte  bezüglich  des  Massenmittelpunktes  und  der  den  Axen 
der  x,  y,  z  parallelen  Axen  dieses  Punktes  gleich  L,  M,  N,  so  sind  /,',  M',  A7' 
die  Projectioncn  von  Z,,  My  N  auf  die  Axen  der  x',  >/,  :',  nämlich: 
L'  =  aL  +  bM  +  cN,  3/'=  aL  +  ft'.W  +  f'iV,  A*  —  a'Z,  +  O/  -f  c"A 
und  ebenso  sind: 

x,'=  nx,  +  i>r,  +  czx,  yt'—  «x,  +  b'yt  +  c'z,,  z,'—  a"xl  +      +  c"z, . 

Bezeichnen  noch  x,  y,  z  die  Coordinaten  von  //  bezüglich  der  festen  Axen,  so 

hat  man:  ,       ,  ,       „  , 

x  —  x0  =  ax  f       +  «  : 

V  —  Vv  —       +  *V  +  (3) 
z  —  ;„  =»  cx  +  f  j/  -(-  c  z  ; 

weil  dieser  Punkt  auf  der  festen  Ebene  liegt,  so  gilt  die  Gleichung 

ix  -f-  e'y  -+-  e"z  —  p  =*  0  (4) 
und  zugleich  besteht  für  ihn  in  Bezug  auf  die  Hauptaxen  die  Gleichung  der  be- 
rührenden Fläche,  welche 

F  (x,  y,  z)  _  0  (5) 

sei.  Endlich  hat  man,  da  R  die  Richtung  der  gemeinschaftlichen  Normale  dieser 
Fläche  und  der  Ebene  besitzt,  die  Gleichungen 

x/      r;      z;   1 


d_F  dF  CF        1//>/'Y  .   /cF\*  .  /dF\* 

d£  d?  dz         ?  ^x)  +  \{,y')  +  \dz> 


(C) 


Denkt  man  sich  die  neun  Cosinusse  a,  ä,  e;  ...  durch  die  Euler'schen  Winkel 
<p,  ip,  &  dargestellt,  so  hat  man  als  Unbekannte  des  Problems  durch  Functionen 
dur  Zeit  auszudrücken:  dio  Winkel  qp,  tp,  9;  die  Componenten  p,  y,  r  dor  Winkel- 
geschwindigkeit um  die  Hauptaxen;  die  Coordinaten  x9,  y0,  z0  des  Massenmittel- 
punktes S;  die  Coordinaten  x\  y,  z'  des  Berührungspunktes  B  im  beweglichen 
System;  die  Coordinaten  x,  y,  z  desselben  Punktes  im  absoluten  Kaume  oder  auch 
statt  dessen  die  Coordinaten  x  —  .r0,  ;/ — y0,  :  —  z9  bezüglich  eines  dem  festen 
Coordinatensystem  paralleleu  durch  S  gelegten  Systems,  sowie  endlich  den  Wider- 
stand Ii  oder  seine  Componenten  X/,  yt',  Z,'.  Zur  Bestimmung  dieser  achtzehn 
Grössen  liefern  die  Gleichungen  (1)  bis  (6)  dreizehn  Bedingungen,  wozu  aber  noch 
die  Ausdrücke  S.  817  für  p,  7,  r,  sowie  die  Relationen: 

x;  y;  z; 


-     I,        |  ~      »     J  j  1»_ i     ~  I'    t     W~i   T.II    .  H  tl 

t«  +  *A  +  «  c  (ß  -j-  «*  -f  (  c  ea  +  t  b  e  c 
kommen,  welche  man  erhält,  wenn  man  bedenkt,  daes  die  drei  Nenner  die  Cosi- 
nusse der  Neigung  des  Widerstandes  gegen  die  Hauptaxen  sind.  Man  hat  daher 
im  Ganzen  wirlich  dio  nöthigen  achtzehn  Bedingungen  zur  Lösung  des  Problems. 

Wenn  dio  Fläche  F  die  Ebene  fortwährend  mit  einer  Spitze  berührt,  so 
bleiben  x't  y\  z  constant  und  hört  die  Bedingung  auf,  dass  R  die  Richtung  der 


(7) 
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Flächennormale  besitze,  denn  diese  wird  an  einer  .Spitze  unbestimmt,  x',  y,  z 
sind  bekannt  und  hat  man  also  nur  fünfzehn  Unbekannte.  Es  fallen  von  den  acht- 
zehn obigen  Bedingungen  aber  auch  die  drei 

rw'       '      >\  n  v  '     \r  •     t  '  &F  dF 

#•(*,  y,  z)  -0,       X,  :Yr.Zt  -g-,s^:^ 

Es  kann  aber  auch  der  Fall  eintreten,  dass  F  die  Ebene  längs  einer  Geraden 
berührt.  Da  in  diesem  Falle  dio  Ebene  in  allen  Punkten  der  Geraden  Tangenten- 
ebene  ist,  so  sind  die  Widerstände  in  allen  Punkten  parallel  und  haben  eine 
Einzelresultante  mit  bestimmtem,  aber  von  Gerade  zu  Gerade  wechselnden  An- 
griffspunkte x\  y,  z.  Dieser  vertritt  die  Stelle  dos  obigen  Berührungspunktes 
B  nnd  ändert  sich  die  Anzahl  der  Gleichungen  nicht.  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenu 
F  abwickelbar  ist.  Ist  aber  /'  windschief,  so  findet  die  Berührung  nur  in  einem 
Punkte  der  Geraden  statt. 

Besitzt  die  Fläche  F  eine  scharfe  Kante,  mit  welcher  sie  auf  der  Ebene 

gleitet,  so  fällt  F  =  0  und  X,':  Y{ :  Z,' —  |£  :        :  |?  hinweg,  treten  aber 

an  die  Stelle  dieser  drei  Bedingungen  die  beiden  Gleichungen  der  Kante 

x  —  a         y  —  b       z  —  c 

n  n  n*- 

und  die  Bedingung,  dass  die  Kante  in  die  Ebene  fällt,  welche,  da  der  Angriffs- 
punkt x\  y',  x  des  Widerstandes  bereits  in  ihr  liegt,  sich  darauf  reducirt,  dass 
die  Kante  auf  der  Richtung  (e  et")  senkrecht  steht,  nämlich  auf 

{n  -f-  e'«' -j-  c "n"=  0 . 
2.   Eine  Vereinfachung  kann  man  in  vorstehenden  Gleichungen  eintreten 
lassen,  wenn  man  die  feste  Ebene  zur  xy- Ebene  wählt.    Dann  ist  e  =  c'=»  0, 
e"=  1,  p  =  0  und  hat  man 


M  5*9  =  ZX  +  Xlt      M*J?  -  ZY  +  Ylt      M  ^°  =  £Z  +  Z,  (1) 
dp 


A  i  +  (c  -  v«r  -  L'  +  (f'z''-  z'r*) 

B%+  {A  -  C)rp-  M'  +  (z'X;  -  x'Z,')  (2) 

x  —  Xy  =  ax  +  « y  "T  a  2 
y  —  y„  —       +       +  (3) 
z  —  :0  =  ci  4-  cy  +  c  : 
z-0     (t)         /•(*',  yf  O  -  0  (5) 

]öf  -  "gF  -  ~w  (6) •      V     T    ~cr    (7) • 
#x'      %'  ä? 

An  die  Stelle  der  Gleichungen  (2)  wird  man  oft  mit  Erfolg  die  entsprechenden 
Gleichungen  treten  lassen,  welche  sich  auf  das  dem  festen  Coordinatensystem 
parallele  System  des  Massenmittelpunktes  bezieben  und  die  Componenten  des  resul- 
tiren  den  Paares  der  continuirlichen  Kräfte  darstellen.  Nach  Cap.  XIII,  §.  12.,  Nr.  1. 
sind  dieselben  die  Derivirten  des  resultirenden  Paares  der  Momentankräfte  und  da 
dieses  letztere  zu  Componenten  um  die  Hauptaxen  die  Grössen  Ap,  Bq,  Cr  hat, 
so  erhält  man  durch  Projection  auf  jene  Axen  die  Grössen 

Apa  -f-  Bt/a-\-  Cra",       Apb  +  B qb'  +  Crb",       Apc  -f-  Bqc  -f-  Crc", 
Schill,  Theorie  d.  lkw.  u.  «1.  Kräflc.  51 
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um  deren  Derivirten  es  sich  handelt.  Da  R  die  Richtung  der  z-Axe  hat,  so  sind 
X,  =0,  J',  =»  0,  Z,  —  Ä,  reduciren  sich  die  Coraponcnten  des  Paares  von  R 
auf  —  R  (y  —  y0),  Ii  {x  —  x0)  und  werden  mithin  (2)  vertreten  durch: 

^  (Apa  +  Bqa  +  Cra")  =  L  -  Ii  (y  -  y0) 

4-  {Apb  +  ßqb'  +  Crb")  =  Jf  +  Ii  [x  -  x0) 
dl 

(Ape  +  Bqc  +  Crc")  =  N. 

3.  Es  sei  das  System  der  Schwere  unterworfen  und  finde  Reibung  an  der 
festen  Ebene  statt.  Letztere  sei  unter  dem  Winkel  t  gegen  den  Horizont  geneigt. 
Man  hat  dann,  wenn  die  x-Axo  in  der  festen  schiefen  Ebene  horizontal,  die  y-Axe 
positiv  die  schiefe  Ebene  hinunter  und  die  positive  z  -Axe  oberhalb  derselben  an- 
genommen werden,  der  positive  Sinn  der  x-Axe  aber  so  bestimmt  ist,  dass  die 
positive  Drehung  um  die  z-Axe  die  positive  x-Axe  zur  positiven  y-Axe  führt,  indem 
man  die  Componenten  der  Reibung  nach  den  Axen  der  x,  y  mit  Mf,  Mf  be- 
zeichnet, sodass  /",  f  ihre  Verhältnisse  zur  Masse  des  Systems  darstellen: 
EX  =  Mfy       ZY'       Mg  sin  i  +  Mf,       HZ  Mg  cos  i, 

und  da  der  Punkt  B  in  Bezug  auf  die  Axen  des  Punktes  S  parallel  denen  der 
x,  y,  z  die  Coordinaten  x  —  x0,  y  —  y0,  z  —  z0  besitzt,  so  werden 

L  =  -  (2  -  r0)  Mf,  M  — '  (z  —  z0)  Mf,  N  —  (x  —  x0)  Mf  —  (y  —  y0)  Mf 
Setzen  wir  also  noch  die  relativen  Coordinaten  des  Punktes  B  in  Bezug  auf  5 
und  die  eben  genannten  Axen  gleich  x",  y",  z",  sodass  x"=»  x  —  x0,  y"=  y  —  y0> 
z"=  (z  —  z0)  =  —  z0,  so  wird  das  obige  Gleichungssystero : 

~  {Apa  +  Boa  +  Cra")  -  -  M  z"f  -  Ry" 
—  g  sin  i  +  f  ^  (Apb  -f  Bqb'  +  Crb")  =       M z"f  +  Rx" 

*2  =  -  8  •* «  i+-ü/       jjVP°  +  B<1  '  +  Cr  c")  =       M  (x'f  -  y"f) 

x"=  ax  +  fl'y  -f-  a"z  ,     .     ,  X,'  i",'  Z/ 

y"  =  Ax'4-  &VH-  A'Y      b  (X'  y'  ^  -  °         dF  cF  ÖF 

z"=  cx  4"  <"V4-  c':'  <V 

V  '  f*  '         7  ' 

x  —  xa  =  x  ,    y  —  ya  =  y  ,    ;  —  r0  =  z  ,    :  =»  0  =   •  ,   =-  -,,  • 

V  c  c 

Die  Compouenten  der  Geschwindigkeit  des  Berührungspunktes  B  sind: 
dx       dx0       dx"       dx0         ,  da         ,  da'         ,  da" 

dt  ~  dt  +  IT  -  ~dl  "•"  * dl      y  rf/  +  *  </V 

rfy       rfyo  ,    V  _  ^   ,     ,db        .dt/       .  dlf 
dt        dt  ^  dt        dt  ^     dt  ^  J  dt   ^  dt 
dz        dzo    ,     dz"       dz0    .      .  de    .      ,  de         ■,  de" 

dt=-dT  +  -dT=  dt  +  *  dl  +  *  rfT  +  =  Ä  "  °'     :  -  °- 

Seine  Geschwindigkeitscomponente  senkrecht  zur  festen  Ebene  der  x,  y  ist  stets 
Null,  da  er  in  dieser  Ebene  bleibt.  Er  gleitet  auf  dieser  Ebene  und  die  Geschwin- 
digkeit dieses  Gleitens  wird  durch  die  Reibuug  verändert.  Er  gleitet  aber  nur 
so  lange,  als  die  Reibung  nicht  seine  Geschwindigkeit  zu  vernichten  vermag: 
sowie  dies  letztere  eintritt,  liegt  der  Berührungspunkt  in  der  Momentauaxe  und 
beginnt  das  System  auf  der  Ebene  zu  rollen  oder  zu  bohren,  je  nachdem  die  Mo- 
mentanaxe  in  die  Ebene  fällt,  oder  uutcr  einem  spitzen  odor  rechten  Winkel  gegen 
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sie  geneigt  ist.  Wenn  B  gleitet,  so  ist  die  Reibung  seiner  Geschwindigkeit  direct 
entgegengesetzt  und  verhalten  sich  daher  ihre  Componenten  Mf,  Mf'  wie  die  Cora- 
ponenten  seiner  Geschwindigkeit,  d.  h.  es  ist 

r  =  f 

dx  dy 
dt  dt 

und  da  die  Reibung  dem  Drucke  proportional  ist,  so  hat  man  zugleich 

wo  p  den  constanten  Reibungscoefficienten  zwischen  der  Ebene  und  der  Fläche 
F  bedeutet.    Reicht  aber  die  Reibung  hin,  die  Geschwindigkeit  von  B  tu  tilgen, 

so  werden  ^  =  0,   -ß  =  0  und  ist  das  Verhältniss  der  Componenten  der  Rei- 
dt  dt 

bung  unbestimmt,  das  System  hört  auf  zu  gleiten.  Wir  setzen  hier  voraus,  dass 
sobald  das  Gleiten  aufhört,  auch  keine  Reibung  mehr  stattfindet,  d.  h.  dass  die 
Reibung  sich  nur  auf  eine  Resultante  ohne  Paar  reducire  oder  die  wälzende  Rei- 
bung Noll  sei. 

§.  17.  Als  Beispiel  zur  vorstehenden  Theorie  behandeln  wir  die  Bewegung 
einer  schweren  homogenen  Kugel  auf  einer  schiefen  Ebene.  Man  hat 
hierfür,  da  der  Massenmittelpunkt  S  zugleich  der  Kugelmittelpunkt,  also  z<,  con- 
stant  ist,  zunächst: 

"d7  =  f'  =  9*ini  +  f,       0  =  R-Mg*ini.  (1) 

Ferner  ist,  da  A  =  B  =  C  —  l  Ma*,  wenn  a  den  Radius  der  Kugel  bezeichnet, 
da  zugleich  x"=  y"=*  0,  z"=»  a  ist: 

l»  ^  («P  +  oq  +  d'r)  =•—/" 
i'~(t>P  +  b'q  +*"')  =  /• 

t'di  (cp  +  cq  +  °"r)  ~*  °' 

Nun  sind  p,  q,  r  die  Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  im  System 
festen,  mit  ihm  beweglichen  Axen  der  x',  y't  z  und  da  diese  gegen  die  Axen  der 
x"f  y",  z"  die  Richtungen  abc,  db'c,  a"b"c"  haben,  so  stellen 

ap  -f-  a'q  -f-  d'r  =  pt,       bp  -f-  b'q  -\-  b"r  =  ?|,       cp  -j-  c'q  -f-  c*r  =  r, 
die  Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit  nach  den  Axen  x",  y",  z"  von  fester 
Richtung  dar,  für  die  wir  aber  von  jetzt  p,  q,  r  schreiben  wollen,  da  keine  Ver- 
wechselung zu  befürchten  ist.    Demnach  lauten  diese  Gleichungen  jetzt: 

*'%  —  r>   »'5-''  <2> 

Die  Componenten  ^ ,  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  B  lassen  sich  eben- 
falls einfacher  darstellen.    Zunächst  benutzen  wir  die  Formeln  S.  152  für  , 

da  dt 
,  .  .  . ,  mit  deren  Hülfe  sich  findet: 

dt 

dx       dx(f   ■/»  .   /  ,  , 

dt  =  dt         r  ~~  °  q'  x         p  ~~  ar' y     ^aq  ~  ap^  z 

dt  -  d,u  +  (4V  -    *  +  {b"p  -  br)  ,J'  + {bq  -  *»  z'> 

wo  aber  p,  ^,  r  die  ursprüngliche  Bedeutung  haben. 

54* 
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Nun  sind  aber,  da  die  Richtung  BS  die  des  Kugelradius  ist: 

*  '         »  . 

:r_  =   y  =   z  =  1 

c  c         c'  » 

d.  Ii.  x'  —  r*,  y  —  es,  z  —  c"s  und  folglich,  wenn  man  diese  Werthc  in  die 
vorstehenden  Ausdrücke  einsetzt  und  nach  p,  q,  r  ordnet: 

dx  fix* 

Ti  =  di  +  *  l(fl  c  ~  " c  )  p  -Hac  —  0  c)  ?  +  (« —  «<• )  ''J 
%  =  'dt  +  s  [(b"c'  ~  b'c"]  p  +  {be"~  h"c)  q  +  {b'c  ~  bc']  rJ ' 

welche  Ausdrücke  aber  mit  Hülfe  der  Formeln  (4)  S.  146  übergehen  in 

ddxt  —  "  +  *  (*P  +  *V  + 
£  =  v  -  s  {ap  +  ap  +  a  p  ), 

wobei  zur  Abkürzung  noch         —  u,  ~  —  v  gesetzt  würde.    Setzen  wir  nun 

dl  dl 

wieder  p  und  q  an  die  Stelle  von  ap  -j-  a'q  -f-  <z"r,  bp  -\-  6'^  -f-  6"r,  so  werden 
die  Componenten  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  B: 

dx  , 

Die  Hichtigkeit  dieser  Formeln  leuchtet  auch  sofort  ein,  wenn  man  bedenkt,  dass 
sq,  —sp  die  Geschwiudigkeitsbestandtheile  sind,  welche  von  den  Rotationen  um 
die  y~  und  x-Axe  herrühren,  während  i/,  v  die  Translationsgeschwindigkeiten  des 
Systems  sind. 

Für  den  Fall,  dass  der  Punkt  B  auf  der  Ebene  gleitet,  gelten  demnach  die 
Gleichungen: 


du 

dt  = 

dv 

dl  = 

f 

g  sin  i  -f  f' 

t  dt 

-r 
r 

0  = 

Ii  —  Mg  cos  i 

,  dr 

*'di  = 

0. 

(/  -f-  sq        V  —  sp 


Für  den  Fall  des  Rollens  u.  s.  w.  aber  treten  an  die  Stelle  der  beiden  Gleichungen 

M  Vp^-^  /  '  =  V-R  und  f:  f  =  («-{-  *'/)  :  (v  —  sp)  die  beiden 

u  +  *?  —  0 
»  —  «p  =-  0, 

welche  ausdrücken,  dass  der  Punkt  B  jeden  Augenblick  in  der  Momentanaxe  liegt 
oder  seine  Geschwindigkeit  Null  ist. 

In  beiden  Fällen  hat  man  zur  Bestimmung  von  p,  q,  r,  u,  v,  f,  f\ß  die 
acht  nöthigen  Gleichungen. 

Aus  dem  Gleichlingssystem  ergibt  sich  nun  Folgendes: 

1.  Der  Widerstand  ist  R  =  Mg  cos  i,  also  constand  während  der  ganzen 
Bewegung. 

2.  Die  Componente  r  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Vertikale  des  Massen- 
mittelpunktes ist  constunt. 

3.  Die  Elimination  von  f.       im  Falle  des  Gleitens,  gibt: 
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du       ,    dq  /du\*      (dv  .    \«        ,  .  . 

*>  +  isdJtaflgini     -4—.%..  —        —  g  sin  i)  . 

dt    1    s    dt        '  u  -f  sq     dt       v  —  sp\dt       "  ' 

Sind  nun  v0  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  dos  Massenmittelpunktes 
zur  Zeit  *  —  0,  p0,  q0  die  Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Axen 
der  x\  y  zu  derselben  Zeit,  so  liefert  die  Integration  der  beiden  ersten  Glei- 
chungen: 

«  —  "o  «*  $  *  (ff  —  tfo) 

v  —  i\>  +  $  »  (p  —  p0)  =-  g  sin  i  •  t. 

Hilden  wir  hiermit  die  Grössen  n  -±  sq%  v  —  spt  welche  die  Componenten  der 
Geschwindigkeit  des  Berührungspunktes  B  sind,  nämlich 

u  +  sq  —  \u  —  \  «o  -j-  sq0  =  l  (m  —  $  «u  +  ?  *7o)  =  1  U 

v  —  sp  =  —  $  </«»  » •  t  —  §  »„  —  spt>  =  ^  (t>  —  gsini  -t  —  $  a„  —  $  *p0)  +  ff  «n  t  •  / 
Soa„.aUo  -*"+»*«•«, 

k  +  »?  =  i  V,  V  =  u  —  $u0  -j-  }sq0 

v  —  sp       %  F  -\-  g  sin  i  •  1 1       V  =  v  —  g  sin  i  •  t  —  ^  v0  —  $  sp0t 
so  können  wir  zunächst  U  und  V  durch  die  Zeit  darstellen,  hiermit  also  auch 
u,  w,  sowie  p  und  7.    Wir  führen  zu  dem  Ende  U  und  f  in  die  beiden  letzten 

der  obigen  Differentialgleichungen  ein.    Da  nun  ^  =  ^  —  g  sin  i  *-»  ^ 

wird,  so  nehmen  diese  Gleichungen  dio  Gestalt  an: 

/ffW  .  ....         1  dU  1  rfF 

\dt)  +  Iä >>  =  "v C0Ä ' '    *  *  -  ir+\järrr  dt  ' 

oder,  wenn  wir  behufs  weiterer  Vereinfachung  (ig  cos  i  •  l  =  0  und  j #  sin  i  ■  t  —  xö 
setzen,  wobei  also  %  =  *  —  ist: 

V<///       Vrf/  /N      Vrf/^  '  dt  =  F  +  x<9  dt' 

Behufs  der  Integration  führen  wir  eine  Hiilfsvariabele  ff  ein,  derart,  dass  dio  erste 
dieser  Gleichungen  von  selbst  erfüllt  wird;  wir  setzen  nämlich 

dU      de  dV  d0 

—  =  --  •  sin  a ,         -  «=  —  •  cos  a . 

dt       dt  '       dt  dt 

Mit  Hülfe  dieser  Werthe  wird  die  zweite  der  Gleichungen 

V  -f  x  9  =  U   cotg  a . 

Sie  gibt,  differentiirt 

'  dV  t     d&      dU  V  da 

H  +*d7  =  dl  C0(g°  -  sin^adt 

und  spaltet  sich  vermöge  der  Substitutionsgleichungen  für  ff,  aus  denen  folgt 
dV  =»  dU  cotg  ö,        =  *«>i  ff  •  rf®,  in  die  beiden 

sin*  0  sin  tp 

Von  diesen  liefert  zunächst  die  letzte  das  Integral  *iU  +  /  lg  +  Const  =  0, 
oder  tf*  =  c  •  coty  ^ff, 

worin  c  die  Integrationsconstante  bedeutet.    Weiter  ist 

d9  =  4^-  ,      dV  =  dU  ■  cotg  ff 

.91 72  C 
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und  wenn  man  also  behufs  Entfernung  von  c  die  Combinationen 
cotg  \  c  +  ig  *  <J  =  ~-  =  jU*  +  cV~* 

cotg  \a  —  ig  \a  =  2  cotg  ±o  =  1  ff*  —  c  ff~  * 
mit  Hülfe  des  gefundenen  Integrales  bildet, 

2  d&  —  (  *  ff*  +  cU~  *)  rfff, 

2dF  =        ff*  —  cU-*)dU, 
woraus  zwischen  ff,  F,  9  die  beiden  Gleichungen 

x 

+  r 


,     -  4-  c-, 

1  —  X 

fli essen,  wenn  x  ^  1  und 

2  »  =  -1    ff*  +  /  •  ff«  -f  r 

2^  -  ,JC  ff*  +  /  •  ff*  +  C, 

wenn  x  =  1.    Sobald  die  Constauteu  C,  C',  c  bestimmt  sein  werden,  bestimmen 

diese  beiden  Integrale  vermöge  G  =»  pgeosi  t  die  Grössen  ff,  V  und  durch  sie 

7 

u  =  ff  +  t  "o  —  ?  *?oi  »  —  V  +  !7  «»  «' '  '  +  4  »o  +  }  sp0y  »owie  q  —  —  ff  —  i/. 
p  =  —  (u  —  ^  f  —  g  sin  i  -  t)  als  Functionen  der  Zeit  /. 

Um  diese  Coustanten  zu  bestimmen,  seien  ff0,  f'0  die  Werthe  von  ff,  F  für 
/  —  0;  man  hat  dann,  da  &  =  0  wird,  für  f  «=  0: 

•    9       c  (1  +  x)        1  -  x  +  • 

~l  '0==  L  LJ*  - '  ■  ^  +  ' 

wenn  x  =  1.  Die  Constaute  c  ist  aber  eine  überzählige  und  kam  in  die  Rech- 
nung durch  die  Integration  nach  a,  welche  einer  Differentiation  folgte.  Die  beiden 
zu  integrirenden  Gleichungen 

\dt)  +  \dl/       \dt  /  '        ff  dt     "  V  -f  x«  ,// 

verlangen  nur  zwei  Constanten  und  hängt  also  c  von  t\  C,  also  von  ff„,  ffp  ab. 
Diese  Abhängigkeit  ergibt  sich,  indem  man  mit  Hülfe  der  beiden  Integrale  die 
Grösse 

2(K  +  HÖ)  =  1  ff!  +  *  -  rff1  "-f^'-t-Cx 
c 

bildet,  welche  vormöge  der  Differentialausdrückc 


„.„„  ,  <  1  und 
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- 

2  d6  —  (y  V*  +  clT  x)  dU 
IdV  -        U*  -  cU~*)dU  1 


und 
auf  die  Form 


2(y+  xO)  =  2/7^  +  C  +  Cx 


gebracht  werden  kann,  mit  dem  aus  der  Differentialgleichung 

1  dU  1  dV 

U  dl  =  V  -f  x©  d< 

folgenden  Wcrthe   V  +  %Q  —  U   v  vergleicht.     Dies  liefert   (f  -f  Cx  —  0, 
welche  Gleichung  aber  durch  die  Gleichungen  der  Constantonbestimmung  über- 
geht in  2F0=  1  tf01  +  x  —  cl/u1-*,  oder 
c 

c*  +  2  V0U9*-1  •  c  -  V**  =  0, 
sodass   

c  -  u*-x{-  f0  ±  Yu*  +  *v) 

wird  und  also  immer  reell  ist.  Ueber  das  Vorzeichen  in  diesem  Ausdrucke  ent- 
scheidet der  anfängliche  Geschwindigkeitszustand.  Es  sei  z.  B.  die  horizontale 
Anfangsgeschwindigkeitscomponente  u9  sg0  «=  \  U0  positiv,  so  ist  auch  V  wenig- 
stens eine,  wenn  auch  noch  so  kurze  Zeit  positiv  und  folglich 

dB       c  fig  cos  i  dt 

mit  c  zugleich  positiv  oder  negativ.    Daher  hat  c  mit  ^  =>  f,  '  d.  h.  mit  dem 

Sinne,  in  welchem  die  Reibung  parallel  der  x-Axe  wirkt,  gleiches  Zeichen.  Ist 
aber  f  negativ,  so  wird  c  =  —  £;0X_1        -f  ^0r+^V)  »nd  hiermit 


da  r'+xC'-O  ist. 

4.  Wenn  x  >  1  ist,  so  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen 
//>+*  eU1'*  1 

Ul+*         cUx~*  Und  1 

2  V  =  .  -  ,         ■  +  (T  2  P  -  -1  -  U*  +  /  •  £r-<  +  6", 

c  (1  -f-  x)        1  —  x  2f  1  * 

worin  #  =  (ig  cos  i  ■  l  ist,  dass  für  V  =  0  die  Grösse  Ö  und  folglich  auch  die 
Zeit  t  unendlich  gross  werden  inuss;  es  kann  also  in  diesem  Falle  die  Geschwin- 
digkeit des  Berührungspunktes,  deren  Componenten 

u      nq  mn.  \  [/t       v  —  sp  mm  l  V  -j-  g  sin  i  •  t 

sind,  niemals  Null  werden.  Die  Grösse  x  ist  ^  ^  und  die  Bedingung  x  >  1 
ist  also  tgi>  \  u. 

Bewegt  sich  also  eine  schwere  homogene  Kugel  auf  einer  unter 
einem  Winkel  t  gegen  den  Horizont  geneigten  Ebene,  dessen  Tan- 
gente mindestens  gleich  \  vom  Rcibungscoefficientcn  zwischen  Ku- 
gel und  Ebene  ist,  so  ist  die  Reibung  niemals  im  Stande,  die  Ge- 
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schwindigkeit  des  Berührungspunktes  zu  tilgen  und  kann  mithin  die 
Kugel  nur  gleiten,  nie  rollen. 

Je  grösser  i  wird,  desto  kleiner  wird  der  Druck  R  =  Mgcosi  und  die  Rei- 
bung fili,  um  so  leichter  gleitet  also  die  Kugel. 

Mit  wachsendem  f,  also  wachsendem  ©  und  mithin  fortwährend  wachsendem 
V  reduciren  sich  die  vorstehenden  Formeln  für  x  >  1  immer  mehr  auf 

2  (1  ~  x)  ,      also      V  +  0  =  0 

v  —  —  .  ul  -  *  =*  _  e 

2  (1  -  x) 

c 

und  werden,  wenn  man   —  -  =  n   setzt,   indem  man   für  U,  V.  Q  ihre 

2  (1  —  x) 

Werthe  einführt,  immer  näher  die  Gleichungen  erfüllt : 

1 


u  — 


(npg  cos  i  •  t)* 
v  =-=  g  (sin  i  —  u  cos  i)  t  +  4  v0  +  }sPo, 

welche  abgekürzt  lauten: 

k  -»  $  m„  —  |  A «p ,  w  =»  ^  (««'«  t  —  cos  i)  /  . 
Es  nähert  sich  demnach  die  horizontale  Componente  u  der  Ge- 
schwindigkeit d e 8  Berührungspunktes  einer  Constanten,  die  Com- 
ponente in  der  Richtung  des  steilsten  Abfalles  aber  wird  der  Zeit 
proportional.  Die  Bahn  des  Berührungspunktes  wird  daher  mit  wach- 
sendem t  immer  mehr  parabolisch. 

6.  Ist  x  <  1,  so  wird  V  —  0  für  9  —  C,   d.  h.  da  G  —  pg  cos  i  ■  t  ist, 
für  die  Zeit 

l,  -  .— C— .  =  ,      —  -.(xF0  +  J^/,«  +  *V)  . 

1       2  (ig  cos  i  {l  —  xf)  (ig  cos  iv 

Für  =  0  wird  aber  2F=(y,  also  2  (P  +  x0)  =  2  (tf-f-  Cx)  =  0,  d.  h.  da 
x(9  =»  t  g  sin  i  ■  t  ist,  V  —  —  i  g  sin  i  ■  /,.  Demnach  werden  die  Componenten 
u  sq  —  |  U,  v  —  sp  =*  \V  -\-  g  sini  -  tt  der  Geschwindigkeit  des  Berührungs- 
punktes beide  zugleich  für  t  —  tt  Null.  Es  verschwindet  also  die  Geschwindig- 
keit des  Berührungspuuktes  und  die  Kugel  beginnt  zur  Zeit  /,  zu  rollen.  Von 
diesem  Augenblick  an  gilt  mithin  das  Gleichungssystem: 

*»£--'  •  +  "-• 

dr 

11  =  Mg  cos  i  £  ä  —  =  0 . 

Sind  nun  «,,  v, ,  p,,  7,  die  Werthe  von  u,  v,  p ,  q  für  /  =  r, ,  so  erhält  man,  wio 
in  Nr.  3.: 

"  —  »1  =  i  s  (7  —  7i) 

"  -  »1  +  t*  (p  -  Vi)  —  «7  «'«  «'  <<  "  O- 

Um  die  Constanten  zu  bestimmen,  hat  man  für  t  =-  /,  aus  den  Gleichungen  von 

Nr.  3.: 

V  =  u  —  *k0  +  $*?o 
/7  =  t'  —  g  sinx  •  t  —  4  t)0  —  $  */>0» 
wofür  V  —  0,   F  =  —  » 17  *tn  1  •  /,  ist: 
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und  weil  zur  Zeit  f,  auch  die  obigen  beiden  Gleichungen  u  +  «=  0,  v  —  sp*=Q 
gelten: 

"t  +  *7i  =  0,       i>,  —  spx  —  0, 
wodurch  auch  p,  und  qx  bestimmt  sind.    Für  irgend  eine  Zeit  /  >  tt  bestehen 
also  die  Gleichungen: 

«  —  "i  —  i»\q  —  qt)  "  +  «tf  =  0 

»  —  wi  +  \g  (p  —     =  9  *in  »•('--  '0       i>  —  */>  —  o. 

Man  erhält  hiermit  unter  Berücksichtigung  der  Werthe  der  Constanten: 

k  —  «,,      q  —  ?J,     t,  —  o,  —  *(p  —  p,)  —  $0  «ni'(/-  /,), 

sowie       j  i  A 

du  dv         dp  .    .       ,    dp  , 

d.  h.:  Die  horizontale  Componente  u  der  Geschwindigkeit  des  Mittel- 
punktes der  rollenden  Kugel  ist  constant  und  findet  in  ihrer  Rich- 
tung kein  Reibungswiderstand  statt.  Die  Componente  der  Geschwin- 
digkeit in  der  Richtung  des  stärksten  Abfalles  die  schiefe  Ebene 
hinab  wächst  der  Zeit  proportional.  Der  Kugelmittelpunkt  beschreibt 
daher  eine  Parabel,  parallel  der  schiefen  Ebene,  deren  Hauptaxe 
die  Richtung  des  stärksten  Abfalles  hat.  Die  Beschleunigung  dieses 
Punktes  in  dieser  Richtung  ist  JjJi'ni  und  die  Reibung  — $  Mg  sin  f. 
Da  Ii  —  fiMg  cos  i  und  wegen  x  <  1  auch  }g  sin  i  <  pg  cos  i  ist,  so  folgt,  dass 
die  Reibung  im  vorliegenden  Falle  nicht  dem  pfacben  dos  ganzen 
Druckes,  sondern  nur  einem  Bruchtheil  hiervon  gleich  ist.  Die  Com- 
ponente q  der  Winkelgeschwindigkeit  um  den  Kugeldurcbmesser  pa- 
rallel der  Linie  s  t  eilsten  A  b  f  all  es  ist  constant,  sowie  die  um  den  zur 
schiefen  Ebene  senkrechten  Durchmesser;  die  Winkelgeschwindig- 
keit p  um  den  horizontalen  Durchmesser  ist  gleichförmig  beschleu- 
nigt. 

6.  Ks  seien  die  Anfangsgeschwindigkeiten  i/0,  t»„,  p0,  qQl  r0  säramtlich  Null. 
Dann  findet  in  horizontaler  Richtung  überhaupt  keine  Geschwindigkeit  statt,  wird 
also  auch  keine  Reibung  erregt,  d.  h.  es  ist  fortwährend  f  =■  0.  Demnach  ist 
das  Gleichungssystem: 

di-*  *,dft=-f'  «  +  ^  =  o 

dv  da  °^er 

-  =  gsini  -f  f      1*^  =  0  u  +  *9  =  0  v  —  *p  =  0 

Ii  =  Mg  cos  i  = 

Man  erhält  hieraus  mit  Rücksicht  auf  den  Anfangszustand: 

w  —  0,       q  =  0,       «  -j-  sq  =»  0. 

Der  Mittelpunkt  der  Kugel  bewegt  sich  also  geradlinig  die  schiefe 
Ebene  entlang  und  findet  keine  Rotation  um  eine  Axe  parallel  der 
Richtung  des  steilsten  Abfalles  statt  ebenso  wenig  wie  um  eine  Axo 
senkrecht  zur  Ebene.  Die  horizontale  Componente  der  Geschwindig- 
keit des  Berührungspunktes  ist  Null. 

Für  den  Fall  des  Gleitens  der  Kugel  hat  man  nun: 

*  +  !.*-.*« 
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und  da  f'  aufwärts  wirkt,  also  negativ,  nämlich  f  =  —  pgcosi  ist: 

i  dP 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

v  +  l  SP  —  9  *"*  ' •  * '»      $  sp  =  (ig  cos  i  ■  t 

und  also  wird: 

v  =  g  {sin  i  —  fi  cos  i)  l ,       \  sp  ==  jtitf  co*  «  •  / 

und  die  Geschwindigkeit  des  Berührungspunktes: 

v  —  sp  =  g  (sin  i  —  \  fi  cos  i)  •  t. 

Dem  Anfangszustande  entsprechend  kann  das  Gleiten  nur  abwärts  stattfinden, 
daher  muss  diese  Grösse  positiv,  d.  h.  sin  i  —  \  (t  cos  i  >  0  oder  tg  i  >  \  p  oder 
also  x  >  1  sein.  Die  Kugel  kann  also  nur  gleiten,  wenn  die  Neigung 
i  der  schiefen  Ebene   gegen  den  Horizont  die  Bedingung  erfüllt 

Für  das  Rollen  ist  ^  -f-  $  s  ^  =  gsini,  also  v       l  sp  =  g  sin  i  •  t  und 

hierzu  kommt  v  —  sp  =  0,  sodass 

*/>  =  $  0  ««  /  •  <  i       p  »  4    «n  i  •  / 

wird.    Die  Reibung  beträgt  hier  —  f  =  \s  ^  =  }g  sin  i.    Die  Reibung  des 

Gleitens  ist  pg  cos  i,  grösser  als  sie  kann  die  im  vorliegenden  Falle  statt- 
findende Reibung  nicht  sein,  man  muss  also  haben  $g  sin  i  <^  p,g  cos  i,  d.  h. 
$  tg  i  <^  fi  oder  x  *C  1.  Das  Rollen  der  Kugel  findet  also  in  den  Fällen 
statt,  in  welchen  der  Neigungswinkel  t  der  Bedingung  »  "5;  ^  f*  K  6  - 
nügt. 

§.  18.  Wir  wollen  den  Fall  der  Bewegung  einer  homogenen  schweren 
Kugel  auf  einer  horizontalen  Ebene  besonders  behandeln.  Man  hat  hierfür, 
da  i  =0: 

Vr+rn  =  M    oder   -  +  .f-o 

<ll=r         **dt=f  u  +  sg  =  v-sp  v-sp-0 

II  =  Mg      i  s  £  -  0 

1.  Es  seien  wieder  u0,  »0,  p0t  g0  die  Componenten  der  Anfangsgeschwindig- 
keiten und  habe  für  den  Fall  des  Gleitens,  den  wir  zuerst  behandeln,  die  positive 
a:-Axe  Richtung  und  Sinn  der  Anfangsgeschwindigkeit  des  Berührungspunktes 
"o  +  *7o  ==  i  ^'o.  Dadurch  wird  die  ihrer  Componente  v0  —  sp0  =-  0  und  P\  =  0. 
Es  bestehen  also  die  Gleichungen  (§.  17.,  Nr.  3.): 

"  +  *q  =  l  V ,       #  —  "  ~  *  »«  +  ?  *7o 

w  —  Sp  =  \  T,       F  =  v  —  $  t'0  —  $sp0  z=  v  -  r0,       ru  —  */>o  =  0. 

Weiter  wird  . 

1  =  °'     C=2^>  C=0 
und  mithin  ^ 

fi)  «  ^  =  tfQ  _  tf,       ^  =  o. 

Daher  ist 

u  +  sq  =  \U  =  $(f/0  —  f*/7/)  «=  «0  +  *70  —  }u#/,       t>  —  ä/>  «=  0; 

d.  h.  die  Geschwindigkeit  des  Berührungspunktes  behält  während 
des  Gleiten»  constantc  Richtung  und  ist  gleich  förmig  verzögert.  Die 
Reibung  ist  daher  ebenfalls  constant  nach  Richtung  und  Intensität. 
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Für  die  Geschwindigkeit  (u,  v)  des  Kugclmittelpunktes  hat  man  aus  obigen 
Gleichungen: 

"  —  V  +  }uo  -  $  *70  =  f/0  -  (ig  t  +  ?  m0  —  1tsq0  —  $  («o  +  *7o)  +  *«o  —  t'yo  —  f»0'i 
d.  h.  u  =  w0  —  »  —  »„. 

Die  Projcction  der  Geschwindigkeit  des  Mittelpunktes  auf  die 
Richtung  des  Gleitens  ist  gleichförmig  verzögert,  die  Projection 
derselben  senkrecht  zu  die ser  Ri c h tung  in  der  Horizontalebene  con- 
stant;  der  Mittelpunkt  beschreibt  demnach,  so  lange  die  Kugel  glei- 
tet, einen  Bogen  einer  horizontalen  Parabel,  deren  Hauptaxo  der 
Richtung  des  Gleitens  parallel  läuft.  Dieser  Satz  rührt  von  J.  Albr.  Eu- 
le r,  dem  Sohne  von  L.  Euler  her  {Mim.  de  PAcad.  de  Berlin  1758,  p.  284). 

üm  die  Gleichung  dieser  Parabel  zu  erhalten,  hat  man 

da:  dy  . 

"  =  dt  =  *°  ~"  *9  '        V  =  dt  00 

und  hieraus,  da  x  =  y  —  0  für  t  =  0,  wenn  der  Ursprung  des  Coordinaten- 
systems  die  Anfangslage  des  Berührungspunktes  ist: 

x  =  u0t  —  ipgt*,      y  =-  v0t, 

mithin  nach  Elimination  von  r: 

Die  Coordinaten  o,  ß  des  Scheitels  erhält  man,  indem  man  x  -f-  a,  y  -\-  ß  für  x  und 
y  in  diese  Gleichung  einsetzt  und  a,  ß  so  bestimmt,  dass  die  constanten  Glieder 

verschwinden.    Dies  gibt  a  =  2^ig '    ^  =         *  Scheitelgleichung  der 

Parabel  ist  also  J—  x;  ihr  Parameter  ~—  . 

2  /»  0  2  /t  # 

Die  Componenteu  der  Winkelgeschwindigkeit  ergeben  sich  aus  den  obigen 
Gleichungen  für  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  des  Berührungspunktes, 
nämlich 

Die  Componente  der  Winkelgeschwindigkeit  um  dieAxe  parallel 
der  Richtung  des  Gleitens  ist  constant,  um  eino  hierzu  senkrechte 
horizontale  Axc  aber  glei ch f ü r m ig  ve r zöge rt. 

2.  Die  Bahn  des  Mittelpunktes  ist  nur  so  lange  parabolisch,  als  die  Kugel 
gleitet.    Das  Gleiten  hört  auf,  sobald  die  Geschwindigkeit 

«  +  sti  —  i  U  —  »o  +  SqVo  — 
des  Berührungspunktes  Null  wird.    Dies  und  damit  das  Rollen  der  Kugel  erfolgt 
mit  der  Zeit  /,,  welcho  der  Gleichung  genügt 

t  =  i  "°  +  *7"  _  Ii» . 
'    '  P/7         "  V>ü' 

Sind  m,  ,  t>,  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  des  Mittelpunktes  für  diese 
Zeit  f,,  so  hat  man  ans  den  obigen  Formeln  u  =  u0  —  yujty  v  —  v0: 

«i  =  "u  —  PQh  =  «o  —  ^  ("o  +  «9o)  =•  ?  "o  —  ?*</o  ,       fj  =  wo  • 
Zu  derselben  Zeit  /,  treten  aber  vermöge  des  Rollens  die  Bedingungen 

u  +       =*  0,       »  —  ä/>  =  0 
oin.    Daher  geben  diese  ?/,  -f-  «fj  =  0,  t>,  —  J?/?t  =  0  und  es  bestehen  daher 
für  irgend  eine  auf  tx  folgende  Zeit  /  die  Gleichungen: 
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u  —  »j  =  §s  (q  —  m  -f-  &<]  =  0      u,  =  w0  —  pgti      u,  -f-       =  0 

»  —  f,  -f  $s(p  —  p,)  =  0      v      s  p  =  0      p,  =  Po  »,  —  sp,  =  0, 

woraus  folgt:    u  —  »,  =  $  *      —  y,)  =  —  s  (q  —  q,),    also    q  =     ,   k  = 
t,  —  u,  =  —  ^  *  (/>  —  /?,)  =  *  (p  —  /;,),  also  p  =  Pi,  v  =  ü,  =»  p0. 

Es  bleiben  demnach  die  Componenten  u,  p  der  Geschwindigkeit 
des  Mittelpunktes  constant  und  behält  diese  selbst  also  denselben 

Werth  +  wo*  una"  dieselbe  Richtung.    Ebenso  bleiben  die  Com- 

ponenten p,q  der  Winkelgeschwindigkeit  constant.  Die  Berührungs- 
punkte mit  der  Ebene  liegen  in  gerader  Linie,  nämlich  in  der  Tan- 
gente der  Parabel,  welche  die  Projection  der  Bahn  des  Mittelpunk- 
tes bis  zur  Zeit  r,  darstellt. 

Die  Reibung  ist  von  der  Zeit  /,  an  Null,  wie  aus  ^"=-0=»/,  ^  =  0  =  f 

folgt. 

3.  Ein  interessanter  Specialfall  ist  p„  =  0.  Hierfür  ist  für  die  Zeit  des 
Gleitens  u  =  w0  —  pgt>  p  —  0.  Die  Bahn  des  Mittelpunktes  ist  eine 
Gerade  parallel  der  x-Axe,  er  beschreibt  sie  gleichförmig  verzögert. 

Ferner  ist  p  =  0,  q  —  q0  —  \  —  .    Von  der  Zeit  t.  =  1  S^  hört  das 

*  pg 

Gleiten  auf  und  rollt  die  Kugel.  Die  Geschwindigkeit  ihres  Mittelpunktes  ist 
dann  constant  gloich   i/t  =  w0  —  —  i  «o  —  I^Vo-     Wenn  «  während  des 

Gleitens,  also  vor  der  Zeit  f,  Null  und  hierauf  negativ  wird,  d.  h.  wenn  für  die 
Zeit  t,  zwischen  0  und  tx  die  Gleichung  «0  —  pgtt  =  0  erfüllt  wird,  so  wird  die 

Kugel  zurücklaufen.     Es  ist  nämlich  /,  <  tu  d.  h.         <  l  "°      $q\  also 

*  9  ¥•!] 

"o  *C  "f  ("o  "4"  *  ^o)  unt^  folglich  «,  =•  «o  —  ?  (»ü  *f"  *Vü)  negativ.  «0  muss  aber 
positiv  sein,  damit  «„  — •  pgtt  =  0  für  eine  positive  Zeit      verschwinden  könne. 

4.  Auch  wenn  t>0  nicht  Null  ist,  kaun  der  Rücklauf  der  Kugel  eintreten. 
Der  Mittelpunkt  beginnt   den  Parabelbogen  zu  beschreiben  mit  der  Anfangs- 
geschwindigkeit Yn0*  +  p0'  in  der  Richtung  der  Anfangstangente;  zur  Zeit 
von  wo  an  er  geradlinig  in  der  Richtung  der  Endtangonte  fortgeht  und  die  Kugel 

rollt,  ist  seine  Geschwindigkeit  Yuf~-f~vJ  =  K(T"U  — T^tfo)*  +"»?•  Hat  nun 
der  Mittelpunkt  zur  Zeit  l,  den  Scheitel  der  Parabel  noch  nicht  erreicht,  so  er- 
scheint diese  Geschwindigkeit  in  Bezug  auf  die  Anfangsrichtung  rechtläufig,  sowie 
er  aber  den  Scheitel  Uberschritten  hat,  rückläufig.  Die  Zeit,  welche  er  aber 
braucht,  um  den  Scheitel  zu  erreichen,  ergibt  sich  aus  y  =  vQt,  wenn  man  für 

V  die  Ordinate  B  =  "°—  des  Scheitels  einsetzt,  nämlich  /.  =  —  .    Da  sie  positiv 
r      pg  pg 

sein  muss,  so  bewegt  sich  der  Mittelpunkt  überhaupt  nur  dann  nach  dem  Scheitel 

hin,  wenn      positiv  ist.    Soll  also  die  Kugel  rechtläufig  gleiten,  so  muss  tx  <  tv 

d.  h.  $  («o  +  *?o)  <C  uo>  d.  h.  \  sq0  <  «0  sein.   Da  nun  /,  positiv,  also  u0  -f-  sq0  >  0 

ist,  so  folgt  *7o>  — -  m0-    Es  muss  also  für  die  Rechtläufigkeit  sq0  zwischen  —  «0 

und  -f-  ^  "o  Hegen.    Ist  aber  /,  >       so  hat  der  Mittelpunkt  den  Parabelscheitel 

bereits  überschritten,  bis  die  Kugel  zu  rollen  anfängt.    Sie  rollt  daher  in  der 

Richtung  einer  Tangente  fort,  welcho  mit  der  Anfangsrichtung  einen  stumpfen 

Winkel  bildet  und  ihre  Bewegung  erscheint  rückläufig.     Damit  dies  eintrete, 

muss  m0  positiv  und  sq0      $  «0  sein. 

Ueber  das  Problem  der  Bewegung  einer  homogenen  schweren  Kugel  auf 
einer  Ebene  mit  Rücksicht  auf  Reibung  ist  von  Literatur  insbesondere  anzu- 
führen: 
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Coriolis,  Theorie  mathernatique  des  effels  du  jeii  de  billard,  Cnp.  1,  sowie  Min- 
ding, Handbuch  der  theoretischen  Mechanik.    Berlin  1838.    S.  325  etc. 

R  e  s  a  1 ,  Etüde  geometrique  sur  le  moueement  d'une  tphere  glissani  ou  roulant  sur  un 
plan  horizontal.   {Compt.  rend.  de  l'Acad.  des  scienccs,  T,  LXVIII  (1869),  p.  1158.) 

Amthor,  Ueber  die  Bewegung  eines  Körpers  auf  einer  krummen  Fläche  mit 
Rücksicht  auf  gleitende  Reibung  (Dissertation).  Leipzig  1869.  (Behandelt 
verschiedene  hierher  gehörige  Probleme,  Bewegung  eines  homogenen  Rota- 
tionskörpers auf  einer  horizontalen  Ebene,  einer  Kugel  auf  einer  Kugel,  die 
Bewegung  des  Kreisels  etc.) 

Jullicu,  Problemes  de  ntecanique  rationelle,  T.  II,  p.  192.  (2"««  e"dit.) 


XV.  Capitel. 

Die  Bewegungsgleiohungen  eines  beliebigen  veränderlichen  Systems. 
D'Alembert'8  Princip.  Das  Gauss'sohe  Princip  deB  kleinsten  Zwanges. 
Verwandtschaft  der  Bewegungen.  Newton's  Sata  über  die  Aehnlich- 

keit  der  Bewegungen. 

§.  1.  Es  sei  ein  beliebiges  System  von  n  Massenpunkten  m,-  ge- 
geben, auf  welches  sowohl  äussere  als  innere  Kräfte  einwirken;  das- 
selbe sei  frei,  d.  h.  nicht  an  Bedingungen  gebunden,  dass  gewisse  Punkte 
auf  gegebenen  Curven  oder  Flächen  bleiben  sollen  und  dgl.  Sind  JT„ 
]',,  Zi  die  Componenten  der  Resultante  Pi  aller  auf  m,-  wirkenden  Kräfte 
parallel  den  Axen  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems,  in  Bezug 
auf  welches  dieser  Punkt  die  Coordinateu       y,,  s,  besitzt,  so  sind 

die  Bewegungsgleichungen  desselben.  Aehnliche  Gleichungen  erhält  man 
für  i'=l,  2,  3  ...  w,  d.  h.  für  alle  Punkte  des  Systems;  im  Ganzen 
also  3«.  Die  Grössen  Xit  F,,  Zt  sind  Functionen  der  Coordinaten  der 
n  Punkte,  deren  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  t  und  von  /  selbst, 
können  zum  Theil  constant,  insbesondere  Null  sein  u.  s.  w.  Man  kann 
diese  3  n  Gleichungen  in  eine  einzige  zusammenfassen,  welche  vermöge 
der  Willkürlichkeit  gewisser  darin  vorkommender  Grössen  sofort  wieder 
in  sie  zerfällt  werden  kann,  ihrer  Bedeutung  wegen  aber  von  Wichtig- 
keit ist.  Bringen  wir  nämlich  in  jeder  der  drei  Gleichungen  die  rechten 
Seiten  auf  Null,  multipliciren  sie  mit  den  vollständig  willkürlichen  un- 
endlich kleinen  virtuellen  Verschiebungen  dxi,  fy,,  dr,  der  Punkte,  addi- 
ren  sie  alle  drei  und  summiren  hierauf  nach  i  durch  das  ganze  System 
hindurch,  so  ergibt  sich 

*■{(-<  P  -  *)  **+  (m>  %  - r)  *»> + (-"•  S' - z) M - ° 

als  die   fragliche  Gleichung,   welche  vermöge   der  Willkürlichkeit  der 
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Grössen  öx,  öy,  Sz  gleichbedeutend  mit  den  3  n  Bewegungsgleichungen 
des  Systems  ist. 

Sowohl  das  System  der  Kräfte  w,  —    ,  m,  ~  ,  w,  ■  ■'    oder  was 

dt*  dt*  dt. 

dasselbe  ist,  der  Kräfte  //»,<jp,-,   deren  Componeuten  sie  sind,   als  das 

System  der  gegebenen  Kräfte  /*,  (-¥,-,  K,,  Z,)  vermag  dem  Punktsystem 

die  Bewegung  zu  ertheilen,  welche  dasselbe  annimmt.   Daher  sind  beide 

Kräftesysteme  äquivalent  und  halten  sich  folglich,  wenn  man  eines  von 

ihnen,  z.  B.  das  letzte,  umkehrt,  Gleichgewicht.   Nach  dem  Princip  der 

virtuellen   Geschwindigkeiten  für  ein .  freies   System   muss  daher  die 

Summe  der  virtuellen  Arbeiten  aller  Kräfte 

dlXi  <Py,  d2Zi 

mt  Ufi  ~  Xi"    m'  dfi  ~  r"    m<  dt  ~~  Zt 

für  jede  beliebige  virtuelle  Verschiebung  des  Systems,  d.  h.  für  jede 
Wahl  der  Grössen  oa:,,  dy,,  özi  verschwinden.  Dies  ist  der  Sinn  der 
vorstehenden  Gleichung. 

Die  Kräfte  m/qp,-,  welche  den  Systempunkten  m,  ihre  Bewegung  zu 
ertheilen  vermögen  und  zwar  jedem  für  sich  so,  als  ob  er  nicht  mit  den 
übrigen  das  System  bildete,  heissen  bei  einzelnen  Autoren  Effectiv- 
kräfte  und  wenn  sie  in  umgekehrtem  Sinne  genommen  werden:  Reac- 
tionskräfte.  Da  es  für  das  Gleichgewicht  einerlei  ist,  welches  von 
den  beiden  Kräftesystemen,  das  der  #i,<p,  oder  das  der  umgekehrt 
wird,  so  kann  man  den  Inhalt  jener  Gleichung  auch  so  aussprechen: 

Das  System  der  gegebenen  Kräfte  P{  und  das  der  Reac- 
tionskräfte  — m, ;  <p,-  halten  sich  in  jedem  Augenblicke  wäh- 
rend der  Bewegung  an  dem  Punktsysteme  Gleichgewicht. 

Da  die  gegebenen  Kräfte  /*,-,  welche  auf  das  System  einwirken, 
den  Bewegungszustand  jeden  Augenblick  abändern,  so  muss,  damit 
der  Bewegungszustand  für  jeden  Zeitmoment  bestimmt  werden  könne, 
derselbe  für  irgend  eine  Zeit,  z.  B.  für  t  =  0  gegeben  sein.  Für 
diesen  Anfangszustand  müssen  die  Geschwindigkeiten  aller  System- 
punkte nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn  bekannt  oder  wenigstens  solche 
Bedingungen  gegeben  sein,  mit  Hülfe  deren  sie  sich  ermitteln  lassen. 
Uebrigcns  kann  dieser  Anfangszustand  auch  der  Zustand  der  Ruhe  des 
Systems  sein.  An  Stelle  der  Anfangsgeschwindigkeiten  kann  man  aucli 
ein  System  von  Momentankräften  it\-  geben,  welche  fähig  sind,  dieselben 
zu  erzeugen.  Dies  System  ist  alsdann  dem  System  der  Momentankräfte 
m,  Vi  für  die  Zeit  t  =  0  ebenso  äquivalent,  wie  das  System  der  Kräfte 
/-*,-  es  in  Bezug  auf  w, r<p,  ist.  Sind  3*,-,  Z,-  die  Componenten  von 
A',,  so  führen  dieselben  Schlüsse  wie  oben  zu  der  Gleichung 

*{(""'!«  -  -)  *■'■■■+  ('"' ")  «*+ ('"■  t'  - z)  **)  -  °- {'- °>  • 
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welche  vermöge  der  Willkürlichkeit  der  Grössen  da:,-,  dy,-,  dz;  in  3 u 
Gleichungen  zerfallt  werden  kann. 

§.  2.  Wir  wollen  die  Hauptgleichung  des  §.  1.  in  die  Form  bringen  : 

Sie  drückt  aus,  dass  die  virtuelle  Arbeit  der  Kräfte  m,?,-  der  virtuellen 
Arbeit  der  Kräfte  P,  gleich  ist  für  jede  beliebige  Verschiebungsart  des 
Systems.  Sind  nun  AT/,  F,,  Z,  die  partiellen  Differentialquotienten  einer 
Function  U  der  Coordinaten  der  Systempunkte  nach  x,,  y,-,  z,  genom- 
men, nämlich 

^J7  dff 

r,~~6)y;'  ,_2r,' 

so  wird  die  virtuelle  Arbeit  der  Kräfte  P,  rechter  Hand: 

£  (Xidxi  +  Yiiyi  +  Zidti)  =  2:  (      Ar,  +  —  dy,  +  |^        =  d«T 
und  nimmt  jene  Gleichung  die  Form  an: 

MS* +3-* +3?  *.)-«• 

Die  Function  tf,  deren  Natur  in  den  einfachsten  Fällen  bereits  S.  243 
und  615  erörtert  wurde  und  welche  den  Namen  „Kräftefunction" 
führt,  kann  in  folgenden  Fällen  leicht  gebildet  werden: 

1.  Wenn  auf  die  Systempunkte  Kräfte  P,-  von  Constanten  Rich- 
tungen (ctißiyi)  und  Intensitäten  wirken.    Denn  für  eine  solche  ist 

Xi  =  P,  cos  a,-,      Yi  =  P,  cos  ßit      Z{  =  P,  cos  y,, 
Xidxi  -\-  Yidt/i  -f-  Zi$Zi  =  Pi  (cos     •  dxi  -f-  cos  ßi  •  dy,-  -\-  cos  yi  •  6*zi) 

=  d  •  Pi  (x{  cos  or,  -f-  y{  cos  ß,-  -f-  r<  cos  y,) , 

mithin  die  Kräftefunction 

U  =  ZPi  {x{  cos  ai  -f-  y,  cos  0,  -f-     cos  y,)  =  2:         +  #,y,-  -f-  6T,c,) , 
wo  Ai,  i?,-,  Ci  von  t  unabhängig  sind,  aber  mit  i  variiren  können. 

2.  Wenn  Kräfte  P,  wirken,  deren  Richtung  senkrecht  zu  einer 
festen  Ebene 

x  cos  U{  -f-  y  cos  ßi  -f-  z  cos  yi  —  p  =  0 
und  deren  Intensitäten  Functionen  /*,(?«)  von  dem  Abstände 

O,  =  —  {Xi  COS  Ui  -f-  y;  cos  ßi  -f-  2,-  cos  y,  —  p) 
der  Systempunkte  von  diesen  Ebenen  sind.    Denn  dann  ist 

Xi  =  fi  ((fi)  ros  a, ,      Yi  =  f{  (o.)  cos  ßi ,      Z,  =  /*,  (o,)  cos  y,; 

-V,da\  -f-  +  Z;dr,  =     (o.)  {cos  or,  ■  da;,  -f"  cos  ßi  •  ty,  +       >'i  • 

=  —  A  (?.)  '  %  =  ö  '  f—  fi  (o.)  dg,-, 
mithin  w,       _        „  .  .  , 

=  -fiiifddff,: 
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3.  Wenn  die  Kräfte  P,-  Attractionen  nach  festen  Centren  C,  (a,-,  c,) 
und  ihre  Intensitäten  Functionen  der  Entfernung  r,  von  diesen  sind. 
Dann  wird  nämlich 

X,öx{  +  7,-dy,  -f  Z, Jzi  =  -/>,  { ^Z^'  ÖXi  +  *yt  +  ^=^' 

v.       r,-  T|  J 

-  -  p>  (5  + £  *•* + £  '*) — ft4ri  -  *  ^ 

alß°  Ü=£f—Pidri. 

4.  Wenn  die  Kräfte  P,  gegenseitige  Anziehungen  der  Systempunkte 
unter  einander  sind.  Bezeichnen  wir  nämlich  die  Intensität  der  Kraft, 
mit  welcher  sich  die  Massen  ;/t,-  und  m*  anziehen,  durch  P,a,  so  sind 

die  Componenten  der  an  m,-  angreifenden  Kraft  —  P,*  ^  ,  —  P,*  ^  , 

—  P*       i  oder  wenn  man  / —  Pikdr^c  —  Rik  setzt:  — — ,  — — ,       —  . 
dz,-  ^  da:,  dy, 

Die  Componenten   der  an  m*  angreifenden  Kraft  sind  dann  ebenso 

4~ ->       -  >   ^r^.    Nun  wirken  auf  w,  Kräfte  in   den  Richtungen 

da:*      dyk  czk 

nach  allen  übrigen  Punkten  m2,  m3,  .  ..  m„,  daher  sind  die  Componen- 
ten der  ganzen  an  ml  wirkenden  Kraft: 

x  =  dS^i  +  n**  +  •••  +  *»-) 
1  aa-j 

g(*l2 +  *„  +  •••  +  /?lH) 
a      +     +  •••  4-  *i .) 

Für  den  Punkt  m2  erhält  man  X>,  F2,  Z2,  indem  man  die  eingeklam- 
merte Summe  durch  R2l  -\-  R73  -f-  •  •  +  Ä2 «  ersetzt.  Die  Grössen  Ä 
hängen  nur  von  den  Coordinaten  der  beiden  Punkte  ab,  deren  Indices 
ihnen  angehängt  sind;  es  sind  daher  die  Differentialquotienten  dersel- 
ben nach  Coordinaten  mit  anderen  Indices  Null.  Daher  kann  man  der 
Summe  Bn  -f  P,3  -\-  •••  -f-  Rin  die  Summe  aller  übrigen  R  zufügen 
und  erhält  die  Kräftefunction 

ff  —  Ä12  +  Äl  3  H  h  Äln  +  Äi3  +  Ä2 1  H  hÄ2«H  h  Ä—l,  «  —  , 

sodass  du  dü 

da-,  dy,  özi 

Xitxi  +  r.dy,  +  Zidzi  =  6U. 

5.  Wenn  auf  Punkte  des  Systems  theils  Kräfte  der  unter  1.,  theils. 
solche,  welche  unter  2.,  3.  oder  4.  aufgeführt  sind,  wirken.   Die  Kräfte- 
function ist  dann  die  Summe  von  Gliedern,  welche  von  den  den  ein- 
zelnen Kräftegruppen  cutsprechenden  Kräftefunctionen  gebildet  werden. 
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Die  Attractionsgesetze,  welche  hierbei  211  Grunde  gelegt  werden  können, 
sind  willkürlich,  können  auch  von  Punkt  zu  Punkt  verschieden  sein, 
sowohl  nach  der  Kraftintensität  als  auch  nach  dem  Sinne  der  Kraft, 
als  auch  nach  der  Starke  der  Anziehung  in  der  Einheit  der  Entfer- 
nung. Auch  ist  es  nicht  nöthig,  anzunehmen,  dass  jedes  Centrum  alle 
Massen  anzieht. 

§.  3.    Sollen  an  die  Stelle  der  ?,  n  Coordinaten  arn  yt ,  r,;  a\>,  y.2, 
x„,  y„,  zH  neue  Coordinaten  gi ,  g.,y  ...  </$„  in  die  Bewegungs- 
gleichungen oder  in  die  Hauptgleichung  des  §.  1.  eingeführt  werden, 
so  gestaltet  sich  die  Ausführung  dieser  Operation  folgendermassen.  Man 
multiplicire  die  3  n  Gleichungen 

m  dt1  =  dt2  =     '  dl1  =  1 

resp.  mit  ,        ,  addire  sie  und  summire  nach  1".    Man  erhalt 

dann:       Cq'  ^ 

f  =  •     (ffixi  rx,       dhj;  <y,       ifz;  <)z,\     %"{     cx,  cy  <%\ 

/    V  dt2  o,Js+  dt*         +         W  =iA'l'^+1,^+Z'^j* 

Indem  man  nun  dem  Index  s  die  Weithe  1,  2,  ...  3«  beilegt,  erhält 
man  3 «  Gleichungen  dieser  Art  und  indem  mau  sie  mit  den  willkür- 
lichen Variationen  dy, ,  dg., ,  .  .  .  ögiH  der  neuen  Variabelen  multiplicirt 
und  addirt,  weiter: 

Indem  man  die  Ordnung  der  beiden  Summationen  umkehrt,  erhält  man 

l  f  1   ^  dt1      s  Oqs    "  ^  dt1      s  ügt   H  ) 

=  27         2?        Sqs  +  y,  £  lUi  dg,  +  Z,  2         d^j  . 

Die  Vergleichung  dieser  Gleichung  mit  der  früheren 

Z»>>  (^f     +  *f  <>y<  +  =  2        +  r,d.v,  +  z.-fc,) 

zeigt,  dass  an  die  Stelle  der  Variationen  dar,,  dy,,  dz,  blos  die  Ausdrücke 

f.  Xi    t        .     C'Xi    vi  1      ^  t 

*•  +  *;;  **  +  •••  +  **.  **• 

Sr  hfl!,  Thenn*  d.  Il,-w.  ...  d.  Kiilt<\  55 
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treten.  Existirt  eine  Kräftefunction  U,  so  nimmt  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  die  Form  an: 

Die  neuen  Coordiuaten  ^  sind  von  einander  unabhängig,  wie  die  Coor- 
dinaten  a-,  y,  z  und  zerfallt  die  obige  Gleichung  in  Um  Gleichungen, 
indem  man  die  Coefficienten  der  qx ,  </.»,  .  .  .  73 „  der  Reihe  nach  gleich 
Null  setzt. 

§.  4.  Wir  nehmen  jetzt  an,  das  System  der  Massenpunkte  wt,  sei 
nicht  mehr  frei,  sondern  Bedingungen  unterworfen  und  stellen  die  Diffe- 
rentialgleichungen der  Bewegung  für  dasselbe  auf.  Wir  beschranken 
uns  hierbei  aber  ausdrücklich  auf  solche  Bedingungen,  deren  Einfluss 
durch  Kräfte  von  bestimmter  Intensität  und  Kichtung  vertreten  werden 
kann  uud  welche  analytisch  durch  Bedingungsgleichungen  zwischen  den 
Coordinaten  der  Punkte,  welche  ihnen  genügen  sollen,  darstellbar  sind. 
Von  Bedingungen,  welche  durch  Ungleichungen  ausgedrückt  werden, 
sehen  wir  ab.  Ersetzen  wir  die  Bedingungen  durch  Kräfte,  so  kann 
das  System  als  ein  freies  angesehen  werden.  Es  seien  S**'  die  Resultan- 
ten aller  Bedingungskräfte,  welche  an  den  Punkten  m,  angreifen,  S1'^ 
S£)  ihre  Componenten;  indem  wir  diese  den  Componenten  Jf,,  K,-,  lt 
der  äusseren  und  inneren  Kräfte  hinzufügen,  erhalten  wir  gemäss  §.  1. 
als  Bewegungsgleicliungen : 

,„,  J»  _  x,  +  e    m,      =  r,  +  s>;>,    mi  $!-*,+ 

worin  die  Grössen  S^'K  &'h        aber  noch  zu  bestimmen  sind.  Indem 

-r  '      y  '  t 

wir  nun  ähnlich,  wie  §.  1-  verfahren  und  die  Bewegungsgleichungen 
mit  den  Componenten  <J.rf-,  dz,  willkührlicher  virtueller  Verschiebun- 
gen multipliciren ,  sie  addiren  und  hierauf  noch  den  Index  1  summiren, 
ergibt  sich  die  eine  Gleichung 

*)  **' + (*"'  -J"  - r)  + 0  -2-  - z)  **• j 

welche  aber  wegen  der  Willkührlichkeit  der  öx,  ötj,  dz  wiederum  in 
die  ursprünglichen  3  n  Gleichungen  zerfällt  weiden  kann. 

Denkt  man  sich  die  Glieder  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung 
mit  entgegengesetzten  Zeichen  den  Gliedern  rechter  Hand  zugefügt,  so 
drückt  dieselbe  den  Satz  aus: 

Die  gegebenen  Kräfte  P,,  die  Reacti on skräfte  —  m, <p{ 
und  die  Bedingungskräfte  S*'>  halten  sich  während  der  Be- 
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wegung  jeden  Augenblick  Gleichgewicht  an  dem  System  der 
Punkte  w4,  wie  an  einem  freien  System  von  einander  unab- 
hängiger Punkte. 

Es  seien  (Fig.  274.)  i>  und  die  Resultanten  der  gegebenen  und 
die  der  Bedingungskräfte  am  Massenpunkte  im.  Die  Resultante  von  V, 
und  SW  ist  die  Effectivkraft  «1,-9,-.  Bringen  wir  sie  und  die  ihr  entgegen- 
gesetzte Reactionskraft  —  m,  qp,-  an,  wodurch  die  Wirkung  von  P{  und 
nicht  alterirt  wird  und  bilden  die  Resultante  von  P,  und  —  m,-a>,-,  so 
folgt  aus  den  Parallelogrammen  dejr  Figur,  dass 
Qi  entgegengesetzt  gleich  SW  ist.    Weiter  folgt,  ^.        '  jj 

dass  P,  in  die  beiden  Componenten  w.qo,  und  ()«        /  \  ^ 
zerfällt.    Da  von  diesen  die  Kraft  m,<p,-  die  Be-      /  \ 
wegung  des  Punktes  m,  für  sich  bestimmt,   so  -w^c  1 
nennt  D'Alembert  die  Componente  0,  von  v. 
weil  sie  nichts  zur  Bewegung  beiträgt,  vielmehr 

der  Bedingungskraft  Oleichgewicht  zu  halten  hat,  eine  verlorene 
Kraft.  Da  dieselbe  Betrachtung  für  alle  Punkte  gilt,  so  kann  der  In- 
halt des  vorstehenden  Satzes  auch  so  ausgesprochen  werden: 

Während  der  Bewegung  des  Systems  halten  jeden  Augen- 
blick die  verlorenen  Kräfte  den  Bedingungkräften  (Span- 
nungen, Pressungen)  Gleichgewicht. 

Restituirt  man  daher  die  Bedingungen  selbst  für  die  Kräfte  SSl\  so 
kann  man  auch  unter  Anwendung  des  Princips  der  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten sagen: 

Während  der  Bewegung  des  Systems  halten  jeden  Augen- 
blick  mit  Rücksicht  auf  die  Bedingungen,  denen  das  System 
unterworfen  ist,  die  verlorenen  Kräfte  sich  Gleichgewicht 
und  ist  mithin  die  virtuelle  Arbeit  derselben  für  jede  mit 
der  Natur  des  Systems  vereinbare  Verschiebung  Null. 

Dieser  Satz  führt  den  Namen  des  D 'AI ember t  schon  Princips, 
weil  er  von  diesem  Mathematiker  zuerst  aufgestellt,  in  einem  Memoire 
1742  der  Pariser  Academie  vorgelegt  und  in  seinem  Tratte  de  mecanique 
(II«*™8  partie,  Chap.  I)  1743  vollständig  begründet  wurde.  Mit  Hülfe 
der  obigen  Gleichung  wird  er  durch  das  Princip  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten analytisch  eingekleidet  und  dient  also  im  Grunde  dazu, 
die  Probleme  der  Bewegung  der  Systeme  auf  Probleme  des  Gleich- 
gewichts zurückzuführen. 

Durch  Einführung  der  Bediuguugskräftc  machten  wir  das  System 
zu  einem  freien  und  waren  in  Folge  dessen  die  Variationen  da*,  <5y,  dz 
vollkommen  willkührlich.  Es  gentigt  aber  nach  Cap.  VII,  §.  4.  zum 
Gleichgewichte  von  Kräften  an  einem  Bedingungen  unterworfenen  System, 
dass  nur  solche  Variationen  eingeführt  werden,  welche  mit  den  Bedin- 
gungen verträglich  sind.    Für  solche  ist  aber  die  Summe  der  virtuellen 

55* 
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Arbeiten,  nämlich  £  (tfjM.r,  -f-  Sj^dy,-  -f-  S^öz.)  =  0.  Sind  also  L  =  0, 
il/=0,  =  0,  .  .  .  die  dem  System  vorgeschriebeneu  Bedingungsglei- 
chungen, so  kanu  die  obige  Gleicliung  zweckmässig  durch  das  Gleichungs- 
system 

*  {('«<  J'  -  *)  da,  +  (*,  -Jf  -  i;)  %  +  (,«,•  J<  -  z)  öz]  =  0 


£  {  —  da\-  -f       dy;  +       dr#- J  =  0 

■ 

ersetzt  werden. 

Es  bleiben  nun  noch  die  Grössen  ,S<'\  S*'*  zu  bestimmen ,  um 
die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  der  einzelnen  Systempunkte 
vollständig  zu  haben.  Hierzu  bedienen  wir  uns  der  Euler'schen  Me- 
thode der  Multiplicatoren ,  die  wir  bereits  Cap.  VIT,  §.  8.  (S.  611)  bei 
der  Aufstellung  der  Bedingungen  des  Gleichgewichts  anwandten.  Von 
den  3«  Variationen  da:,-,  dy,,  dr,  sind  nämlich  nur  3«  —  x  von  ein- 
ander unabhängig,  wenn  x  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen  ist, 
indem  durch  die  zweite,  dritte,  ...  xte  der  Gleichungen  des  vorstehen- 
den Gleichungssystems  x  Variationen  durch  die  übrigen  ausgedrückt  und 
aus  der  ersten  Gleichung  eliminirt  werden  können.  Multiplicirt  man 
daher  behufs  dieser  Elimination  die  zweite,  dritte,  .  .  .  Gleichung  resp. 
mit  den  noch  unbestimmten  Multiplicatoren  A,  u,  .  .  .,  deren  An- 
zahl x  ist  und  addirt  sie  zur  ersten  Gleichung,  so  können  A,  ji,  v,  .  .  . 
so  bestimmt  werden,  dass  die  Coefficienteu  von  x  Variationen  Null  und 
diese  hierdurch  eliminirt  werden.  Da  die  übrigen  Variationen  alsdann 
von  einander  unabhängig  und  vollkommen  willkührlich  sind,  so  erfordert 
das  Bestehen  der  gewonnenen  Gleichung,  dass  auch  ihre  Coefficienton 
verschwinden.  Demnach  sind  in  jener  Gleichung  alle  Coefficicnten  der 
Variationen  gleich  Null  zu  setzen.  Die  Ausführung  dieser  Rechnung 
ergibt  unmittelbar  die  3«  Gleichungen  der  Bewegung,  nämlich: 

<L  VM  dA 

dt*  ~     <:,  ^  '  vzi  ^     rz{  ' 

»Sie  wurden  zuerst  von  Lagrange  gegeben.' 

Vergleicht  man  sie  mit  den  obigen  Beweguugsgleichungen ,  nämlich 


Digitized  by  Google 


XV.  Cap.  Lagrangc's  Form  der  Bewegnngsgleiehungcn.  869 

* 

-■■  "P  -  x<  +  *?.   ••"  J'  =  r,  +  *?,     ,PJ;  -  z.  +  «!". 

so  orhält  man  als  Componenten  der  Verbindungskräfte  S,: 

rt,      ,  iL    .      IM  ?A' 

x  VXi  C.L'i  dXj 

Die  Bedeutung  der  einzelnen  Glieder  dieser  Ausdrücke,  sowie  die  der 
Multiplicatoren  A,  fi,  v,  . .  .  ist  dieselbe,  wie  sie  »S.  612  angegeben  wurde. 
Um  die  Multiplicatoren  wirklieb  darzustellen,  muss  man  die  Bedingungs- 
glcichungen  L  =  0,  ^f=0,  iV  =  0,  .  .  .  zweimal  differeutiiren ,  indom 
man  .r,,  y,,  c,-  als  Functionen  von  t  behandelt  und  sodann  in  die  zwei- 

ffr,     (ft/  d2* 

ten  Differentialgleichungen  derselben  für  ■  ■  ' ,  ■  -     die  Ausdrücke 

einsetzen.    Dies  liefert  %  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  A,  jn,  v}  ... 

.  Zur  Bestimmung  der  Bewegung  des  Systems  ist  die  Kenntniss  des 
Anfangszustandes  erforderlich.  Sind  5it  i/,,  Z,  die  anfänglichen  Mo- 
mentankräfte, wolche  auf  m,  stossend  wirken,  so  hat  man: 

*  {("'•  t  ~  s)  **<  +  ("'- *  -  H0  4"  +  («••  2'  -  z-)  '•••)  = " 

v  ISN  ?N  cN.  ) 

aus  welchen  man  für  die  anfänglichen  Momentankräfte  mit  Hülfe  eines 
Multiplicatoren8ysteins  An  p,,  »',,...  findet : 

rf.r,  ^>  <W 

'"'  r//  ~  Ä|'         ca,  +  ^  är,  +     *r,  + 

'"'  *  =  "'  +  *' ^  +  "'  *w  +    »„  +■■■  ,==o. 
m'  ,u  =  z'  +  l>  »,,-  +  "',:.  +  '•';.-,+  ••• 

Um  A, ,  fi{,  v,,...  zu  bestimmen,  hat  man  in  die  ersten  Differential- 
gleichungen von  L  =  0,  M  —  0,  A  =  0,  . .  .  die  Ausdrücke 
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einzuführen. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  der  Bewegung  die  Beschleuniguugs- 
componenten  ,  ' »  gleich  Null,  so  erhält  man  die  Bedingun- 
gen des  Gleichgewichts,  wie  sie  S.  611  angegeben  sind. 

Vermöge  der  Bedingungsgleichungen,  deren  Anzahl  x  ist,  hängen 
die  Coordinaten  der  n  Systempunkte  von  einander  ab  und  ist  daher  die" 
Bewegung  aller  bekannt,  wenn  es  die  einer  gewissen  Anzahl  ist.  Daher 
sind  von  den  3«  obigen  Bewegungsgleichungon  nicht  alle  von  einander 
unabhängig.  Dies  sind  die  3  n  —  x  nach  der  Elimination  von  x  Va- 
riationen übrig  bleibenden  Gleichungen.  Sie  bestimmen  zusammen  mit 
den  x  Bedingungsgleichungen  wieder  3«  Gleichungen  für  die  n  Punkte. 
Ist  das  System  z.  B.  unveränderlich  und  frei,  so  sind  die  Bedingungs- 
gleichungen die,  welche  die  constantc  Entfernung  der  Systempunkte  von 
eiuander  ausdrücken  und  von  der  Form 

L  =  (*,  -  xky  +  (y(  —  y»)»  +  (*f-  -  za)"'  —  c  =  0. 

Ihre  Anzahl  ist  x  =  3»  —  6,  indem  für  drei  Punkte  drei,  für  jeden 
der  7i  —  3  übrigen  drei  weitere  Bedingungen  erforderlich  sind.  Daher 
ist  die  Anzahl  der  von  einander  unabhängigen  Bewegungsgleichungen 
des  freien  unveränderlichen  Systems  3«  —  (3  n  —  6)  =  6,  wie  sie  sich 
in  Cap.  V  zeigte.  Dieselben  ergeben  sich,  wie  wir  bald  zeigen  werden, 
durch  Elimination  von  &L\  sehr  einfach  wieder. 

*  y 

Da  die  3  n  —  x  Differentialgleichungen  der  Bewegung  von  der  zwei- 
ten Ordnung  sind,  so  führen  sie  2  (3«  —  x)  =  6«  —  2  x  Constanten 
durch  die  Integration  ein.  Dieselben  bestimmen  sich  durch  die  Anfangs- 
werthe  der  Coordinaten  und  der  Geschwindigkeiten,  deren  Zahl  6n  ist, 

zwischen  denen  aber  2x  Bedingungen  L  =  0,  M  =  0,  .  .  .,   ^-  =  0, 

dM  ,  _  .  .  i-  ,. 

— —  =  0,  ...  bestellen,  sodass  zu  ihrer  Bestimmung  die  nötliige  Anzahl 
dt 

6  n  —  2  x  Gleichungen  vorhanden  ist. 

§.  5.  Aus  dem  D'  Alemb  er  fachen  Princip  kann  ein  andere» 
Princip  gefolgert  werden,  welches  von  Gauss  aufgestellt  und  von  ihm 
das  Princip  des  kleinsten  Zwanges  genannt  wurde.  Den  stati- 
schen Theil  desselben  lernten  wir  bereits  S.  629  kennen. 

Es  sei  (Fig.  275.)  Ä  der  Ort  des  Massenpunktes  m,  zur  Zeit  /, 
B  der  Ort,  an  welchen  er  zur  Zeit  t  -{-  dt  gelangen  würde,  wenn  die 
Kraft  P,  auf  ihn  als  einen  freien  Punkt  wirken  würde,  d.  h.  wenn  die 
Bedingungen,  denen  m,  als  Systempunkt  genügen  muss,  nicht  vorhanden 
wären.    Nach       würde  er  vermöge  der  in  A  zur  Zeit  t  erlangten  Go- 
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schwindigkeit  und  der  Beschleunigung,   die  ihm       ertheilt,  gelangen. 
Es  sei  ferner  C  der  Ort,  an  welchen  m,  am  Ende  der  Zeit  l      dl  ver- 
möge seiner  Geschwindigkeit  und  der  Wirkung  der  Kraft  m,gp,-  oder,  was 
dasselbe  ist,  vermöge  der  Kraft  P,  und  der  Bedingungen,  welche  2.. 
ihm  seine  Verbindung  mit  dem  System  auferlegt,  gelangt.   Die      jp  jj 
Kraft  Pi  zerfällt  nun  in  die  Kraft  m,<jp,-  und  die  verlorene  f~~Ji}Y 
Kraft  Qiy  welche  ihn,  ohne  dass  er  weiter  Geschwindigkeit  J^~~^  • 
besösse,  von  A  nach  I)  um  die  Strecke  AD  =  CB  im  Zeit-  * 

elemente  dt  fortführen  würde.    Nach  S.  201  hat  man  A  D  =  l  -  -  dl* 

m,- 

CB 

und  folglich  wird  £),  =  2  ro,  •  ^  ,  also  der  Strecke  CB  proportional. 

Nach  dem  D'Al  ein  herrschen  Princip  halten  nun  die  verlorenen  Kräfte 
Qi  am  System  Gleichgewicht  und  ist  also  die  Summe  ihrer  virtuellen 
Arbeiten  für  jede  mit  den  Bedingungen  des  Systems  vereinbare  virtuelle 
Bewegung  Null  oder  negativ.  Es  sei  nun  y  der  Ort,  an  welchen  m, 
vermöge  irgend  einer  solchen  virtuellen  Bewegung  gelangen  würde,  so- 
dass Ay  seine  virtuelle  Verschiebung  darstellt.  Die  Projection  derselben 
au£  die  Richtung  der  Kraft  0,  nämlich  auf  die  Richtung  von  AD>  ist 
aber  gleich  der  Projection  von  Cy  auf  CB  und  wird,  wenn  der  Wiukel 
CBy  mit  #  bezeichnet  wird,  durch  Cy  •  cos  &  ausgedrückt.  Demnach 

2  zu- 
stellt Qi  •  Cy  ■  cos  0  =        •  CB    Cy  •  cos  #  die  virtuelle  Arbeit  von  Qi 

dar  und  muss  also  nach  dem  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 

Z2nn  •  CB  •  Cy  •  cos  &  <0 

sein.    Es  ist  aber  y  Bl  =  CB*  -f-  Cy2  —  2  •  CB  •  Cy  •  cos  #  und  folglich 

Zmi    y~B2  —  Htm  •  CB'*  =  Ztm  •  Cy'1  —  2  £m{  •  C B  -  cos  y  •  cos  & . 

Da  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  in  Folge  der  eben  entwickelten 
Bedingung  unter  allen  Umständen  positiv  ist,  so  folgt,  dass  für  jede 
beliebige  virtuelle  Bewegung 

Zmt  •  CB*  <  Zm,  ■  y Bl 

ist.  Die  Linie  CB  stellt  die  Abweichung  des  Ortes  6\  welchen  »», 
zur  Zeit  *  -f-  dl  wirklich  einnimmt,  von  dem  Orte  2?,  welchen  er  in 
Folge  der  freien  Bewegung  einnehmen  würde,  dar.  Ebenso  ist  yB  die 
Abweichung  desselben  Punktes  von  dem  Orte  der  freien  Bewegung, 
welche  er  bei  irgend  einer  beliebigen  anderen  mit  den  Bedingungen  des 
Systems  vereinbaren  Bewegung,  als  der  wirklich  erfolgenden  erleiden 
würde. 

Daher  ist  die  Summe  der  Produkte  aus  den  Massen  der 
Systempunkte  in  die  Quadrate  ihrer  Abweichungen  von  der 
freien  Bewegung  für  die  vi  rk  lieh  er  folgende  Bewegung  unter 
den  ähnlich  gebildeten  Summen  aller  anderen  mit  den  Be- 
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dingungen  des  Systems  vereinbaren  Bewegungen  ein  Mi- 
nimum. 

Die  Bewegung  des  Punktes  m,-  als  eines  Systempunktes  ist  eine 
gezwungene;  der  Zwang  rührt  von  seiner  Verbindung  mit  dem  System 
her.  Betrachtet  man  2m ,  •  C B7  als  das  Maass  dieses  Zwanges,  so  kann 
der  vorstehende  Satz,  den  man  nach  seinem  Entdecker  dass  Gauss'schc 
Princip  vom  kleinsten  Zwange  nennt,  auch  so  ausgesprochen 
werden : 

Die  Bewegung  der  P unkte  eines  irgend  welchen  Bedin- 
gungen unterworfenen  Systems  erfolgt  in  jedem  Augenblick 
in  möglichster  Uebereinstimmung  mit  der  freien  Bewegung 
oder  unter  möglichst  kleinem  Zwange,  wenn  unter  dem 
Maasse  des  Zwanges,  den  das  ganze  System  in  jedem  Zeit 
elementc  erleidet,  die  Summe  der  Produkte  aus  dem  Qua- 
drate der  Ablenkung  jedes  Punktes  von  seiner  freien  Be- 
wegung in  seiner  Masse  verstanden  wird. 

Vgl.  Gauss,  lieber  ein  neues  allgemeines  Grundgesetz  der  Me- 
chanik [Crclle's  Journ.  Bd.  IV,  S.  232  (1*21))];  Schefflcr,  Ueber 
das  Gauss'sche  Grundgesetz  der  Mechanik  rschlö  milch 's  Zeitschrift 
für  Mathcm.  und  Physik.    III.  Jahrg.  (1858)  S.  197]. 

Für  den  Fall  des  Gleichgewichtes  der  Kräfte  /*,  an  dem  System 
fallen  die  verlorenen  Kräfte  Qi  mit  den  Kräften  />,  zusammen,  also  die 
Punkte  D  mit  B,  C  mit  A  und  wird  2?m,  •  Alf  ein  Minimum  (vgl.  S.  629). 

Man  kann  die  Arbeit  bestimmon,  welche  die  Ablenkung  des  System- 
punktes von  der  freien  Bewegung  erfordert.    Sie  ist 

  2 

ZQi  •  CB  =  —  ZQi  •  BC  ==  —      Zmi  •  BC- 

(tt~ 

und  mithin  dem  Zwange  proportional.  —  Gauss  deutet  in  seiner  Ab- 
handlung noch  auf  die  Analogie  des  Satzes  mit  der  Methode  der  klein- 
sten Quadrate  hin;  Möbius  hat,  wohl  hierdurch  veranlasst,  denselben 
das  Princip  der  kleinsten  Quadrate  genannt. 

Wir  fügen  einige  einfache  Beispiele  zu  den  vorstehenden  §§.  1 — f>. 
hinzu,  für  wolcho  das  System  aus  zwei  Massenpunkten  zusammen- 
gesetzt ist. 

§.  6.  Zwei  Massenpunkte  in,  m  bewogen  sich  frei  mit  gegebenen 
Anfangsgeschwindigkeiten,  indem  sie  allein  ihrer  gegenseitigen 
Anziehung  oder  Abs  tossung  unterworfen  sind;  welches  ist  die  Natur 
ihrer  Bewegung? 

1.  Ist  P  die  Kraftintenaität,  mit  welcher  sie  sich  anziehen  oder  abstossen, 

i  > 

#  X    ^  1/  t/ 

so  greifen  an  m  und  m  reBp.  die  Kräfte  X  =  +  P     -        ,  V  =  -f-  P  , 

r  r 

» 

Z  °"  +  P±^r  -i  -  =  ~  r,  #—-'/<  an.    Die  Gleichungen 

der  Bewegung  sind  daher: 
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(Px  .  (Px' 

m  dp  -  A       m  dp  A 

m        =  r  m  •  _    =  —  i 

dp  dP 

m  u%  =  /  m  ^  /. 

(fix  (i^JC 

Addirt  man  dio  Gleichungen  paarweise,  so  geben  sie  m  d(J  -f  m  -  =  0  u.  s.  w., 
mithin  durch  Integration: 

dx   .      ,  dx'  dt/   ,      ,  du        a  dz         ,  di 

m  dt  +  m  dt    "  «'       "di  +  m  dt'*'       m  dt +  "  rff  =  y< 
Demnach  bleiben  die  Summen  der  Componenten  der  Momentankrilfte  während  der 
ganzen  Bewegung  constant.    Setzt  man  daher  in  irgend  einem  Punkte,  z.  B.  im 
Coordinatenursprung,  die  Momentankrüfte  zusammen,  so  bleibt  die  Resultante 
der  Momentankrüfte  nach  Grösse  und  Richtung  fortwährend  constant. 

Ihre  Intensität  ist  («»  -f-  ß*  -f-  y*)^  und  ihre  Richtungscosinusse  sind  a,  ß,  y  pro- 
portional. Dies  leuchtet  ein,  wenn  man  bedenkt,  dass  die  continuirlichen  Kräfte, 
welche  diese  Resultante  abändern  könnten,  nämlich  die  Anziehungen  oder  Ab- 
stossungen  der  Punkte,  entgegengesetzt  gleich  sind.  Da  für  die  Coordinaten  x,, 
yJt  zt  des  Massenmittelpunktes  (m  -f-  m)  xt  =  mx  -f-  m'x'\  (m  -j-  m)  yx  =  my  -}-  my'\ 
(in  -J-  m)  r,  =  im  -f-  m't  ist,  so  geben  die  vorstehenden  Gleichungen: 

{m  +  ^        ^  <"  +  "°  f '  =  ('"  +  *>  rf/  y* 

Der  Massenmittelpunkt  besitzt  daher  constante  Geschwindigkeit 
von  constanter  Richtung;  sie  ist  Null,  wenn  die  Summe  der  Momentankräfto 
anfangs  Null  ist. 

2.  Mau  erhält  weiter  die  Corabinationen  der  Bcwcgungsgleichungen: 

'  dt*)  +  m\J  dt    ~  ~  dp)  =  ° 
d>:\         .(  .  <Px         .  tPz'\ 

•xdfi)  +  m\i  dt*- -**r)  =  0 

(P.r\  ,(  ,  <Py  ,  (Px\ 

*dfl)  +  m\Xdfl  --*-dt')-i)' 

<U  .v  Z  -  :  V  -  (y'Z  -  z  V )  -  (y  -  ,/)  Z~-(z-  z)  V 

-  +  ^  { [y  -  y)  (s  -  0  -  (=  -  O  (if  -  y ) }  -  o 

ist.  Diese  Gleichungen  drücken  aus,  dass  das  resultirende  Paar  der  continuir- 
lichen Kräfte  verschwindet.    Sie  geben  integrirt: 

/    dz  dy\         ,(  .  dz  ,  dy\ 

m\J  dt   -*dl)  +  m\»  dt  ~  Z    dt  )  =  C< 

(dx  dz\   ,     ,(  .  dx  ,  di'\ 

z  dt  -xdt)  +  mKz  dt  ~x  dt)  =  r* 

\x  dt  ~  !f  dt)  +  m  \x  dt  ~  *  ~dt-)  = 

Demnach  ist  das  resultirende  Paar  der  Momentankrüfte  wahrend  der 

Bewegung  nach  Grösse  und  Axenrichtung  constant.     Seine  Grösse  ist 
i 

('i*  -f  +  <Vr  und  seine  Richtungscosinusse  sind  proportional  ctt  rJ}  r3.  Mul- 
tiplicirt  man  dieso  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  .r  —  x\  y  —  »/,  r  —  z',  so 
liefert  ihre  Addition: 

r,  (x  —  .r')  +  <t  (y  "  !/')  4"  c3  (:  —  :')«=  0. 


f  rPz 

<!'  dp 

(  (Px 

ml 

lzdp 

(  d*!t 

«  1 

\*  dP 

m 
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Du  nun  x  —  x,  y  —  »/',  r  —  z  den  Richtungscosinussen  der  Verbindungslinie 
der  Punkte  tu,  m  proportional  sind,  so  folgt:  Das  System  der  beiden  Punkte 
bewegt  sich  so,  dass  ihre  Verbindungslinie  fortwährend  zur  Axon- 
richtung  des  resultirenden  Paares  der  Momentankriifte  senkreebt 
oder  also  zur  invariabelen  Ebene  desselben  parallel  bleibt.  Fallen 
die  anfänglichen  Momentankräfte  in  ciue  Ebene,  so  erfolgt  die  Bewegung  der 
Punkte  in  dieser  Ebene.  Die  obigen  drei  Gleichungen  drücken  auch  aus,  dass 
die  Summe  derProjectionen  der  Flächenräume,  die  von  einem  feston 
Punkte  nach  den  beweglichen  Punkten  gezogenen  Radienv ectoreti 
beschrieben  werden,  auf  eine  beliebige  Ebene  constant  bleibt. 

3.  Man  kann  denselben  Gleichungen  nach  Poinsot  noch  eine  andere  inter- 
essante Bedeutung  abgewinnen.  Wählen  wir  die  invariabele  Ebene  zur  Ebene 
der  yZ,  so  sind  ct  und  r3  Null,  weil  sie  den  Richtnngscosinussen  der  Axe  des 
resultirenden  Paares  proportional  sind,  welche  jetzt  in  die  ar-Axe  fällt.  Aus  den 
zwei  letzten  der  Gleichungen 

/    dz  dy\         .(  .  dz'         .  dy'\ 

»  (:  t  -  x         +  m'(z  «*'  -  x  d;'-)  _  0 
V    dt  dt  /  ^      \    dt  dt  / 

erhält  man  nämlich  durch  Elimination  von  ih,  nt: 

V  dt      X  dt)    \x  dt      V  dl)      V  dt       X  dt)  '  \x  dt       y  dt) 

Nun  denke  man  sich  in  m  und  m  die  Tangenten  an  die  Bahnen  dieser  Punkte, 
lege  durch  sie  und  den  Coordinatenursprung  Ebenen  und  errichte  in  demselben 
auf  sie  die  Normalen  N,  AT\  Sind  p,  qf  r  die  Richtungscosinnsse  für  N,  so  be- 
stehen, weil  sowohl  der  Punkt  x,  y,  r,  als  auch  der  Punkt  x  -f-  dx,  y  -f-  dy ,  2  -f-  dz 
in  die  zu  N  senkrechte  Ebene  fällt,  die  Gleichungen: 

px  +  VJ  +  r*   —  0, 
aus  welchen  man  ***  +         +  rdz  =**  °' 

p  ;  q  :  r  —  (ydz  —  zdy)  :  (zdx  —  xdz) :  {xdy  —  ydx) 
zieht.  Ebenso  ergibt  sich  für  die  Richtungscosinusse  p',  q\  r  der  Normalen  A*': 

p':  q ':  r  =  {y'dz  —  ~'dy)  :  [z'dx'  —  x'dz')  :  (x'dy  —  ydx'). 
Mit  Hülfe  dieser  Werthe  kann  die  aus  den  Bewegnngsgleichungen  gezogene  Pro- 
portion so  geschrieben  werden:   q  :  r  =  q ':  r '.    Nun  sind  aber  die  Gleichungen 
der  beiden  Normalen  ft\  AT': 

x  *t  1  und  30  y  1 
p   ~~   q    =    r  p   ~   q    =  r 

und  folglich  -  '  =  -  ,       =  *  die  ihrer  Projectionen  auf  die  invariabele  Ebene. 
q        r      q  r 

Beide  sind  hiernach  identisch.  Legt  man  daher  durch  die  Tangenten  der 
Bahnen  der  Punkte  und  einen  festen  Punkt  Ebenen,  so  schneiden  sie 
die  durch  denselben  Punkt  geführte  invariabele  Ebene  in  ein  er  ge- 
meinschaftlichen Schnittlinie. 

1.  Da  der  Massenmittelpunkt  sich  mit  constanter  Geschwindigkeit  geradlinig 
bewegt,  so  braucht  man  nur  die  relative  Bewegung  der  Punkte  nt,  m  in  Bezug 

auf  ihn  weiter  zu  verfolgen,  um  das  ganze  Problem  zu  lösen.  Die  ursprünglichen 
Gleichungen  waren: 
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nx 

'"  rf* 

-  =F  p 

0 

r 

"  rf* 

r 

> 

d*y 
dl* 

-  =F  p 

y  —  y 

r  ' 

•  rfV 
*  rf* 

-  +  /'  * 

r 

» 

d*: 
'"rf* 

=  T  p 

z  —  z 
r  ' 

.  d*z' 
m  dt* 

r 

» 

z 

Setzt  man  4;  =  xl  +  £,  y  =-  y,  +  yt  z  —  z,  -f  .r'—  x,  -f  y'=-  y,  4  ij\ 
z'  =  z,  4"  £\  wo  *i»  y«»  zt  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes,  £,  77,  f ,  .  . .  rela- 
tive Coordinaten  in  Bezug  auf  diesen  sind,  so  erhält  man  vermögo 


rf*x,  _  rf*y,  _  rf*z, 

~  rf*  ~  U' 


rf* 


rf* 


z.  B.  für  m,  die  Gleichungen: 


1.1.-1. 


rf*        +  ^ 


r  df  r       *  dt*  r 

Aus  m(  4*  m'£  =  ^  erhält  man  aber  durch  Addition  und  Subtraction  von  m'{  weiter: 

(»  +  ««-rr 

und  ebenso 

(m  4-  »»')  17  =-*»'(>]  —  ij'),     (m  4"  »')  £  =■  »'(£  —  £')> 
sodass  4',  V»     AUS  den  Gleichungen  für  m  verschwinden  und  diese  werden: 


mm 


dt* 


X  (m  4-  »')  J>  -J-  .       m«'-^  -  X  («  4.  m)  P 


Ihre  weitere  Behandlung  hängt  von  der  Natur  der  Kraft  P  ab.  Für  das  Newton'- 
sche  Attractionsgesetz  sind  die  relativen  Bahnen  von  m,  m  um  ihren  Massen- 
mittelpunkt Kegelschnitte.  % 

Um  die  relative  Bewegung  des  Punktes  m  gegen  m  zu  bestimmen,  würde 
man  aus  den  ursprünglichen  Gleichungen 


d*x        .    n  x  —  x 


ableiten: 


m  dt*        X  ^  r 

,  rf*«'  _  _  x  —  x 
m  =  -\-  P 


d*z  -  z 

m  dt*  =  — 


rf* 


d*  (x  —  x) 
dt* 


<*  (V  -  y) 
rf* 


<*  («'  —  0 
rf* 


x  —  x  y  —  y  z  —  z 

worin  x'~~  x,  y  —  y,  z'  —  z  die  relativen  Coordinaten  von  m'  gegen  m  sind  u.  s.  w. 

§.  7.  Zwei  schwere  Massenpunkte  m,  m  sind  durch  einen  bieg- 
samen Faden  mit  einander  verknüpft,  welcher  über  eine  vertikale 
feste  Rolle  ohne  Reibung  hinweggeht.  Welche  Bewegung 
nimmt  dies  System  unter  Einwirkung  der  Schwere  an? 

Es  seien  x,  x'  (Fig.  276.)  die  Abstünde  von  an,  m  bis  zu  den  Be- 
rührungspunkten des  Fadens  mit  der  Rolle  zur  Zeit  /;  die  gegebenen 
Kräfte  P  sind  die  vertikal  abwärts  wirkenden  Gewichte  mg,  m'g\  die 

Effectivkräfte  m      ,  m  ■      und  die  verlorenen  Kräfte  mitbin  mg-  m— , 
rf*        rf*  "  dt* 

.  d*x 


Fig.  S76. 


m 


,  .  Das  Gleichgewicht  derselben  erfordert  für  jede  mit  der 
Bedingung  x  +        Const.  vereinbare  virtuelle  Bewegung 
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0  —  d(t  )  8x  -f  m'[g  -    ^  )  fix  =  0, .    dx  +  8x  =  0. 

Multiplicirt  man  die  zweite  dieser  Gleichungen  mit  Z,  addirt  sie  zur  ersten  und 
setzt  die  Coefficientcn  von  dx,  fix  gleich  Null,  so  kommt 

d*x  ,   ,  .  (Po?'         ,    "  , 

m  dt*  =  m°  +    '       m  dt*   =  m°  + 

und  wenn  man,  um  zunächst  X  zu  bestimmen,  hiermit  die  Gleichung  -'^  -4-         =  0 

verbindet,  so  ergibt  sich 

^    2  mm    2  mg  •  m  g 

wi  -j-  m     ^  mg  -f-  mg  ' 

d.  h.  —  J  ist  das  harmonische  Mittel  der  Gewichte  mg,  mg.  Hiermit  werden  die 
Bcwcgungsglcichungen  der  beiden  Massen 

d*x  d*x  m  —  m 

dl*    =6'  dt*     =-6'      *°      &"  TO+W^ 

Sind  daher  w  und  m'  gleich,  so  ist  G  =  0  und  die  Bewegung  beider  Müssen  gleich- 
förmig; ist  <?  nicht  Null,  so  »st  sie  gleichförmig  veränderlich.  Für  die  Geschwindig- 
keiten ergibt  sich 

„  =  ^  =  Gl  +  «,       *  -         -  -  tf<  +  «' 

und  da    .    -f-         =  0  ist,  so  sind  dio  Anfangsgeschwindigkeiten  «  und  tt  ver- 
möge ce  -f-  a'  =»  0  einander  entgegengesetzt  gleich.    Für  die  Abstände  a-, 
hat  man 

x  =  ±Gt*  +  «/  4-  0,      .r'  =  ^  tff*  —  ttt  -f  j?', 

wo  ß  -f  0'  =  Con*/. ,  nämlich  gleich  der  Länge  des  Fadens  weniger  des  Stücks, 
welches  auf  der  Rolle  aufliegt. 

Sind  nicht  die  Anfangsgeschwindigkeiten  a,  «',  sondern  die  anfänglichen 
momentanen  Stosskräftc  me>,  m'<o  gegeben,  welche  in  der  Richtung  des  Fadens 
wirken  mögen,  so  liefert  das  D'Alcmbcrt'sehc  Princip  für  sie: 

m  (<o  -  ^)  fix  -f  r«'(a/  -   ^  )  fix  =  0,  fix  +  fix  =  0.      für     l  -  0 

m  {(  =  ot a>  -p  Z| ,       to  rff    =  r«a>  -f-  *,      für     /  =  0, 

also 

to  tu  ,v  dx  d.v         via  —  in'bi 

m   -f-  TO  </*  f/f  TO  +  TO 

Dio  Grössen  —  *  und  —  drücken  die  continuirlich  wirkende  Spannung  T  zur 
Zeit  t  und  die  momentane  Spannung  7',  zur  Zeit  /  =  0  aus,  welche  dor  Faden 
auszuhalten  hat.  Denn  indem  man  deu  Faden  durchgeschnitten  und  an  seine 
Stelle  die  Spannung  T  eingeführt  denkt,  wird  z.  B.  die  Bewcguugsgleichung  für 

d*x 

dio  Masse  m  werden:  m  =  mg  —  T,  deren  Vcrgleichung  mit  dor  oben  auf- 
gestellten T  —  —  X  ergibt,  u.  s.  w. 

Die  vorliegende  Aufgabe  und  ihre  Lösung  enthält  die  Theorie  der  Atwood' 
sehen  Fallmaschine.    Für  m  :  m  =  7:8  erhält  man  deren  gewöhnliche  Einrich- 
tung, für  welche  G  =      g  wird. 

Man  kann  die  Aufgabe  etwas  verallgemeinern.    Die  Punkte  m,  to'  seien  ge- 
nöthigt,  auf  zwei  Geraden  zu  bleiben,  welche  sieh  tangirend  an  dio  Rollo  au- 
scbliessen  und  mit  der  Horizontalen  die  Winkel  «,  a   bilden.    Die  Gewichte  zer 
fallen  in  zwei  Componcnten  mg  rosa,  miß  cos  a',  welche  durch  dio  Normalwider- 
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stünde  der  Geraden  vernichtet  werden  und  mg  sin  a,  mg  sin  et',  Reiche  an  die  Stelle 
der  obigen  /«//,  mij  treten.  Dies  ist  die  einzige  Modifikation,  welche  in  die  oben 
behandelte  Lösung  eingeführt  zu  werden  braucht,  um  die  Lösung  der  erweiterten 
Aufgabe  zu  erhalten. 

§.  8.  Eine  schwere  homogene  Linie  (Kette)  hängt  über  eine  ver- 
tikale feste  Kollo  auf  beiden  Seiten  mit  ungleieh  langem  Stücken 
herab;  welche  Bewegung  nimmt  sie  an?  Ist  2«  die  Summe  der  Ketten- 
stückc,  welche  rechts  und  links  niederhangen,  von  den  Berührungspunkten  mit 
der  Holle  an  gerechnet  (ohne  das  auf  der  Rolle  aufliegende  Stück),  x  das  eine, 
2  a  —  x  das  andere  Stück,  so  ist  das  Gewicht  der  Differenz  2  [x  —  a)  die  be- 
schleunigende Kraft  des  Systems.    Man  erhiilt  daher  als  Bewegungsgleichung: 

v 

2f*«  dlt  =  2ng(x  -  a), 
wo  (i  das  Gewicht  der  Längeneinheit  bedeutet.   Die  Integration  derselben  gibt: 

t]/l. 

x  —  a  =  Ae     "  -f  Äe  a. 

War  die  Kette  anfangs  in  Ruhe  und  hing  auf  der  einen  Seite  die  Länge  a  -f  A, 
so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Constanten  b  =  A  -\-  B,  0  =  A  —  B,  wenn 
letztere  Gleichung  mit  Hülfe  der  Gleichung  für  die  Geschwindigkeit  folgt.  Daher 
wird:  , 

(,]/*  -iV*\ 
x-a  =  \b\e     "  +  e  "). 

Diese  Gleichung  gilt  bis  x  =  2«,  wo  die  Kette  bis  auf  ein  Stück  abgerollt  ist, 
welches  auf  der  Rolle  berührend  aufliegt.    Die  Zeit  /0  hierfür  ergibt  sich  aus 

2  a        Ü'^  -fj* 
--  =  e       "  +  e 

Mit  Hülfe  der  Relation  (e*  +  e~  ")*■■■  (e°-  <•"")*  =  4  findet  sich  hierzu  noch 
deren  Addition  zur  vorigen 

'"/r.-'Kr-f /'(;:/•  <i 

a  5 

ergibt,  woraus  f„  folgt.    Beispiel:       =  • 

§.  9.  An  einer  biegsamen  Geraden  (einem  Faden),  welcher,  mit 
seinem  einen  Ende  A  befestigt,  vertikal  herabhängt,  befinden  sieh 
zwei  schwere  Massenpunkte  m,  tn;  das  System  macht,  aus  der  Gleich- 
gewichtslage herausgebracht,  Schwingungen  um  dieselbe.  Wie  sind 
dieselben  beschaffen,  wenn  die  Entfernung  aus  dieser  Lage  sehr 
klein  ist  und  das  System  in  einer  Ebene  schwingt? 

Die  x-  und  y-Axe  seien  horizontal,  die  z-Axe  vertikal,  positiv  abwärts,  der 
Ursprung  der  Coordinaten  im  Aufbängepunkte  des  Fadens.  Die  Länge  der  Faden- 
stücke Am,  mm  sei  a,  a .  Ferner  sei  der  Winkel,  den  Am  mit  der  z-Axe  bildet, 
#  und  der  Winkel,  den  die  Ebene  mAz  mit  der  .tz- Ebene  bildet,  <p;  endlich 
seien  &\  tp  die  analogen  Winkel  für  das  Fadenstück  mm.  Indem  man  die  Span- 
nungen 7',  7y  der  Fadenstücke  einführt,  erhält  man  sogleich  die  Gleichungen  der 
Bewegung  beider  Massen  m,  vi',  nämlich: 
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m        —  -  T  sin  *cM(F+  r  sin  9'  cos  tp'      m  -        ?  sin  9'  cos  tp' 

m        .  -  T  sin  9  sin  tp  +  1"  sin  9'  sin  tp'      m  ^   =  -  7"  sin  9'  sin  tp' 

,„  ^  =  miJ  -  y  co«  *  +  reo«  ■  o.  m'y  -  T  cos  9'. 

Hierzu  kommen: 

x  =s  a  sin  9  cos  tp  x  —  a  sin  9  cos  tp 

y       a  sin  9  sin  tp  y  =—  a  sin  9  sin  tp 

z  =  a  cos  9  :  =  «  cos  9 . 

Diese  Gleichungen  vereinfachen  sich,  wenn  9,  9'  sehr  klein  sind  und  die  Bewe- 
gung in  der  xz- Ebene  erfolgt.    Man  hat  dann  näherungsweise: 

m   T9  +  T'9\      m'         =  -  1"9\       x  -  «6-,      x'  =  «tf  -f  «> 

rf/1  =  mff  ~~      +      '     "  'rf/i"  ™  "f  "  7  >      =  —  «.         z  —  a  +  a  . 

Da  2'  constant  bleiben,  so  folgt  sofort  7"=  wi'p,  7'  —  (w  +  m)  y.  Weiter 
erhält  man: 

w/i         =  —  (m  +  m  )       +  »itffr,       m  ^fl        -f  a  rf-f  ^  my9 . 

Multiplicirt  man  die  letzte  dieser  Gleichungen  mit  einer  unbestimmten  Grösse  l 
und  addirt  sie  zur  ersten,  so  kommt 

{m  +  w>  £r  +  *«'f'     +  f  {(«  +  *-)»  +  «u  -  i)    -  «• 

Bringt  man  diese  Gleichung  auf  die  Form 

f  (9  +  « . .— .  +  *  •  m-i- .  (♦  +  i^vw-  -  0, 

\      '    a      m  -\-  Im         /  ■      a      m  -\-  km  \     '      m  -f  iw  / 
setzt  •       .  < 

und  disponirt  über  k  so,  dass 

*  a    l  — 

m       Im'        d   m  -f-  m' 

wird,  so  geht  die  Gleichung  über  in  die  Form 
1    9      m  4-  m  .       .       *f*qp  , 

*•+  « -  +  1V-0  0,,er  ^  +  "'-0; 

Die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  für  k  sind  reell  und  ist  die  eine 
positiv,  die  andere  negativ;  auch  für  die  negative  Wurzel  ist  m  -f-  Jim  positiv, 
wie  sich  aus  der  vorstehenden  Form  dieser  quadratischen  Gleichung  ergibt,  deren 
rechte  Seite  und  deren  Zähler  linker  Hand  für  ein  negatives  k  negativ  sind. 
Demnach  ist  der  Cocfficient  von  tp  in  unserer  Differentialgleichung  positiv  und 
erhalten  wir  als  Integral 

q>  =*  9  +  %9'  =  a  cos  (n<  +  ß) , 

oder  entsprechend  den  beiden  Wurzelwerthen  Z,,  l,  von  i,  zu  welchen  nt,  n, 
gehören  mögen,  die  beiden  Integrale 

Vi  =  *  +  *t&  —  «1  cos  («,/  -f  ßt) 

Würaus 
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fr  —  -   ^_      {«,xt  cos  («,/  +  p\)  -  a,x,  co*  (n,<  +  p%} 

; {"*  C0*  {n,t  +  ß,)  ~  °*  C0S  {ntt  +  ft) 
folgt.  Die  Anfangswcrthe  von  fr,  fr',  rf<    bestimmen  die  Constanten  «,; 

ßi  i  ßt-    Man  siebt,  dass  die  Winkel  fr,  fr'  algebraische  Summen  sind  von  Win- 

2  jg  2x 

kein,  welche  zwei  Pendelschwingungen  von  den.  Oscillationsdauern  —  ,  —  ent- 

«,  n, 

sprechen.  Sind  daher  n(  und  nt  commensurabel,  so  wird  die  Bewegung  periodisch, 
sodass  das  System  in  die  Anfangslage  zurückkehrt. 

§.  10.  Zwei  schwere  Massenpunkte  m,  m  sind  durch  einen  nicht 
schweren  Stab  verbunden  und  liegt  dies  System  in  einer  Vertikal- 
ebene auf  zwei  gegen  die  Vertikale  unter  den  Winkeln  uf  tt  geneig- 
ten Oeraden  auf;  dasselbe  macht  kleine  Schwingungen  um  eine  Gleich- 
gewichtslage; man  soll  die  Oscillationsdauer  derselben  finden. 

Ist  fr  die  Neigung  des  Stabes  gegen  die  Vertikale  zur  Zeit  /,  T  seine  Span- 
nung, sind  Nt  iV'  die  Widerstände  der  beiden  Geraden,  x,  x'  die  Abstände  von 
n,  m  vom  Schnittpunkte  derselben  und  a  die  Länge  des  Stabes,  so  bestehen  die 
Gleichungen: 

d*x 

»  —  =  mg  cos  a  -f  Tcos  (fr  -f.  o) ,       :V  =  mg  sin  a  -f  T  sin  (fr  -f-  «) 
cPx' 

tn         =  mg  cos  a  —  T  cos  (fr  —  a') ,      N'  =  mg  sin  cc  +  T  sin  (fr  —  a) 

x  =  x'  cos  (a  -f-  «')  —  o  cos  (fr  -j-  «) 
x'  *=>  x  cos  (o  -f-  «')  -f-  a  cos  (fr  —  a'), 

mit  Hülfe  welcher  x,  x\  iV,  T,  fr  als  Functionen  der  Zeit  zu  finden  sind. 
Für  die  fraglichen  kleinen  Schwingungen  hat  man  zunächst  die  Gleichgewichts- 
lagen dadurch  zu  suchen,  dass  man 

mg  cos  «  4-  T  cos  (fr  -\-  et )  =  0 
mg  cos  a  —  T  cos  (fr  —  a')  =  0 

setzt.  Es  seien  xlt  xt'  die  Werthe  von  x,  welche  einer  solchen  entsprechen. 
Dann  kann  man  setzen: 

x  =  xt  -f-  i  ,       x  =  */  -f  4' 

und  sind  £,  sehr  kleine  Grössen,  deren  Quadrate  und  Produkt  getilgt  werden 
sollen.  Indem  man  nun  aus  den  Gleichungen  der  Bewegung  T  eliminirt  und  ab- 
kürzend et  -f-  «'  =  ß  setzt,  ergibt  sich 

m         ~  9  C°S  ")  ^  ~~  X  C0'  ^  ~*  "'  (~<ä* '  ~~  0  C°*  " )  ^  ~~  X  C0'  ^  ö  °* 
Aus  der  Gleichung  x*  -f  a:'*  —  2.t^'co#/?  —  «"  folgt  aber  nach  Einsetzung  der 
Werthe  x  =  x,  -f  £,  x'=-      -f-      mit  Streichung  der  Glieder  zweiter  Ordnung: 
+         —  c°8  ß  =  °>  woraus 

_     *  ar_i  —  Xy  cos  ß 

Xt  COS  ß  —  X,' 

Durch  Elimination  von  x,  x',  4'  ergibt  sich  daher,  wenn  blos  die  Glieder  erster 
Ordnung  beibehalten  werden: 

{m  (*,'  -  x,  cos  p)'  +  m  (*,  -  *{  cos  ß)*}  *f 

-f  g  sin9  ß  (/na-,  cos  a  -f  m'xt'  cos  u)  •  £  =  0, 
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eine  Gleichung  von  der  Form 

*,*  +  "'S  =  o. 

2  TT 

welche  auf  die  Oscillationsdauer  hinweist. 

n 

§.  11.  Bewegung  des  Rades  an  der  Welle.  Es  seien  m,  vi  (Fig.  277.) 
die  schweren  Massen,  welche  durch  Fäden  mit  dem  Rade  und  der  Welle  ver- 
bunden sind,  xy  x  die  Abstände  ihrer  Schwerpunkte  von  den  Berührungspunkten. 

Dann  sind  m  (g  — 

Her.  277. 


\),   m'\q  —    dli  J  deren  verlorene  Kräfte.    Ein  Massen 


dt*r  -  v  dt* 

punkt  (i  des  Rades  oder  der  Welle  im  Abstände  r  von  der 


Axe  wird  von  der  Tangentialkraft  u-r  ^  afficirt,  wo  tu  die 

Winkelgeschwindigkeit  zur  Zeit  l  bedeutet;  die  Centripetal- 
kraft  ttreo*  kommt  nicht  in  Betracht,  da  sie  bei  einer  mit 
der  Natur  des  Systems  vereinbaren  Verschiebung  keine  vir- 
tuelle Arbelt  leistet.  Die  verlorene  Kraft  an  (t  ist  daher 
die  der  Tangentialkraft  entgegengesetzte  Kraft,  da  keine 
gegebene  Kraft  an  ft  angreift,  wenn  wir  das  Gesammt- 
gewicht  des  Rades  und  der  Welle  am  Schwerpunkte  der 
Maschine  angreifend  denken,  woselbst  aber  von  ihm  gleich- 
falls keine  Arbeit  geleistet  wird.  Sind  nun  der  Radius  des 
Rades  und  der  der  Welle  c  und  c,  so  sind,  wenn  der  Appa- 
rat um  den  unendlich  kleinen  Winkel  6*4r  gedreht  wird,  cd&,  cd  fr,  rÖ&  die  vir- 
tuellen Wege  und  besteht  daher  nach  dem  D'Alembert'schen  Princip  die  Gleichung. 

_  da 

dt* 


Nun  hat  man 


dx 


dx 


=  —  c'a>,  weil  die  Geschwindigkeiten  der  Massen 


dl  '  dt 

i,  m  denen  der  Berührungspunkte  gleich  sind,  x  aber  mit  wachsendem  Drehungs- 


winkel  abnimmt;  daher  sind         =  c     -  ,  -r« 

dt*  dt  1  dt* 


c        und  nimmt  die  Glei- 
at 


chung  die  Form  an: 

/  d(o\         ,  ,(     ,     ,  dta\       d<a  , 

wenn  M%*  das  Trägheitsmoment  der  Maschine  für  ihre  Axe  ist.    Hieraus  folgt: 


mc  —  nie 


dto 

dt   ~  M%*  +  mc*  +  nie*  '  {h 
mithin,  wenn  to  =  0  für  t  —  0  ist: 


mc  —  mc' 


9*- 


M%*  +  mc*  +  »«V* 

Ist  also  mc  —  nie'  nicht  Null,  d.  h.  sind  m  und  tri  nicht  im  Gleichgewicht,  so  ist 
die  Bewegung  eine  gleichförmig  beschleunigte.  Die  Spannungen  T,  T'  der 
Faden  sind: 


r  -  m  („ 


d*v\  (  dm\  ( 

di*)-m\>-  c  dt)  =  v"- 


c  (mc  —  7/i 
Mx*  -f  mc*  + 


,Px 
dl* 


M** 


c(mc  —  mV)  \ 
*  +  mc*  +  mV*  )g 


Die  Spanuungcu  sind  cunstuut  während  der  Bewegung. 
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§.  12.  Zwei  geometrische  Systeme,  welche  so  auf  einander  bezogen 
sind,  dass  jedem  Punkte  des  einen  ein  einziger  Punkt  des  anderen  ent- 
spricht und  umgekehrt,  stehen  in  einer  eindeutigen  Verwandtschaft  zu 
einander  in  Bezug  auf  diese  Punktpaare.  Solche  Verwandtschaften  sind 
die  Congruenz,  die  Achnlichkeit,  die  projectivische  Verwandtschaft  u.  s.  w. 
Zwei  mechanische  Systeme  können,  wenn  ihren  Punkten  die  Coefficien- 
ten  zukommen,  welche  man  Masse  nennt,  ausser  diesen  geometrischen 
Beziehungen  auch  hinsichtlich  letzterer  verwandt  sein  und  wenn  an  ihnen 
Kräfte  wirken,  so  kann  auch  hinsichtlich  dieser  eine  Correspondenz 
zwischen  beiden  Systemen  bestehen,  vermöge  welcher  die  Kräfte  des 
einen  Systems  eindeutig  durch  die  Kräfte  des  anderen  nach  Intensität, 
Richtung  und  Sinn  bestimmt  werden.  Ist  dies  der  Fall  und  ist  ausser- 
dem noch  für  irgend  eine  Zeit  eine  bestimmte  Beziehung  der  Geschwin- 
digkeiten für  die  Punkte  beider  Systeme  festgesetzt,  so  werden  auch 
die  Bewegungen,  welche  beide  Systeme  annehmen,  eine  bestimmte  Ver- 
wandtschaft zeigen,  sodass  die  Beschaffenheit  der  Bewegung  des  einen 
aus  der  des  anderen  gefolgert  werden  kann.  Von  den  Einheiten,  welche 
in  der  Mechanik  in  Anwendung  kommen,  können  drei,  die  der  Länge, 
der  Zeit  und  der  Masse,  willkürlich  angenommen  werden,  während  die 
der  Geschwindigkeit  und  der  Kraft  auf  sie  zurückführbar  sind.  Je  nach 
der  Definition  der  beiden  mit  einander  zu  vergleichenden  Bewegungen 
werden  diese  fünferlei  Grössen  bestimmte  Verhältnisse  zu  einander  haben 
und  umgekehrt  entsprechen  bestimmt  vorausgesetzten  Beziehungen  dieser 
Grössen,  bestimmte  Verwandtschaften  der  Bewegungen. 

§.  13.  Aus  der  grossen  Menge  von  Möglichkeiten,  welche  hinsicht- 
lich der  Verwandtschaft  der  Bewegungen  «weier  Systeme  eintreten  kön- 
nen, wollen  wir  hier  nur  den  einfachsten  Fall  behandeln,  dass  die 
homologen  Längen  (also  auch  Flächen-  und  Körperräume),  die  Zeiten, 
in  welchen  homologe  Punkte  homologe  Bahnstrecken  durchlaufen ,  die 
homologen  Massen,  die  Geschwindigkeiten  und  die  Kräfte  während  der 
Bewegung  beider  Systeme  constante  Verhältnisse  bewahren  sollen.  Wegen 
der  constanten  Linienverhältnisse  werden  die  Systeme  geometrisch  ähn- 
lich sein;  der  constanten  Massenverhältnisse  wegen  werden  sie  beider- 
seits aus  gleich  viel  ähnlichen  übereinander  gelagerten  Systemen  be- 
stehend angesehen  werden  können  und  wenn  hierzu  noch  die  Bedin- 
gung tritt,  dass  die  Kräfte  in  beiden  Systemen  dieselben  Kichtungen, 
gleichen  Sinn  und  constantes  Verhältniss  ihrer  Intensitäten  haben,  so 
werden  auch  die  homologen  Zeiten  und  Geschwindigkeiten  constante, 
von  den  Verhältnissen  der  genannten  Grössen  abhängige  Verhältnisse 
besitzen.  Um  dies  näher  zu  begründen,  seien  arif  y,-,  z,-;  77,,  m„ 
,«,;  Ä'i,  f,-,  Zi\  SV,  H,-,  Z,  die  Coordinaten,  Massen  und  Kräfte  der  homo- 
logen Punkte.  Dann  bestehen  für  die  homologen  Bewegungen  beider 
Systeme  die  Beziehungen : 

Srl.ell,  Theorie  d.  Bcw.  u.  d.  Kralle.  f»6 
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e  {(•'•■  *?  - x)  **< + (""  2'  - r)  <*  +  ("'•  £'  - z*)  *•••)  -  ° 

\tXi  Cilfi  LZi  J 

ZI       «3.r,  +       <5y,  -f-  —  dz,)  =  0 

für  «Ins  eine  und 

wenn  Z  (a%  »/,      x\  y\  z\  .  .  .)  =  0,  .V  (.r,  y,  z;  x't  y',  /,...)=*  0,  .. 

fi  •••)  — 0»  v '(£»*  V»  f>  •  •  •)  =  0,  . . .  die  Bedingungen  sind, 
welchen  beide  Systeme  genügen  müssen.  Ist  nun  a  das  constapte  Ver- 
hältniss  der  Liniendimensionen,  ß  das  der  Massen,  y  das  der  Kräfte 
und  sind  £  und  c  die  Verhältnisse  der  homologen  Zeiten  und  Geschwin- 
digkeiten, so  hat  man: 

S,=  yX,-,     Hi  =  yYi,     Zi  =  yZr,  t=tt. 
Hierdurch  geht  die  Hauptgleichung  für  das  aweite  System  über  in 

+  ff  5'- r *)-*.} -o 

und  diese  Relation  muss  vermöge  der  Aehnlichkeit  der  Systeme  und 
der  Bewegungen  unabhängig  von  den  Multiplikatoren  a,  /S,  y,  f  sein. 
Demnach  müssen  diese  als  gemeinschaftliche  Factoren  zur  Linken  heraus- 
fallen und  muss  folglich  - 

",-  -  r 

sein.  Das  Verhältuiss  tf  der  Gescliwindigkeiten  ergibt  sich,  wenn  man 
bedenkt,  dass  Geschwindigkeit  der  Quotient  des  Bogenelementes  durch 
das  Zeitelemcnt  ist;  es  wird  daher 

Was  die  Bedingungen  L  =  0,  //=<>;  ftl  —  0,  iV=  0,  .  .  .  betrifft,  so 
müssen  vermöge  der  geometrischen  Aehnlichkeit  der  Systeme  die  Func- 
tionen L\  /»/',  ...  dieselben  wie  i,  M,  ...  und  damit  L\  M*,  ...  von 
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dem  Factor  u  unabhängig  sein  können ,  homogene  Functionen  der  Coor- 
dinaten  sein. 

Die  vorstehende  Betrachtung  liefert  daher  den  Satz: 
Zwei  Systeme,  welche  einander  geometrisch  ähnlich 
nach  dem  Achnlichkeitsverhältnissc  et  sind,  deren  homo- 
loge Punkte  Massen  von  constantem  Verhältnis»  ß  besitzen 
und  an  deren  horaologon  Punkten  Kräfte  wirken,  deren  Rich- 
tungen und  Sinn  in  beiden  ähnliche  Lage  und  welche  In- 
tensitäten von  constantem  Verhältnis»  y  besitzen,  welche 
ferner   von   homologen   Stellungen   mit  Geschwindigkeiten 

-y  /  a  y 

ausgehen,  deren  Verhältniss  o  =  y    ^  ist,  führen  durchweg 

ähnliche  Bewegungen  aus  und  zwar  ist  das  Verhältniss  f 
der  homologen  Zeiten,  in  welchen  je  zwei  homologe  Punkte 

homologe  Bahnstrecken  beschreiben,  «  =  1/    ^  und  behalten 


die  Gesch windigkeiten  das  Verhältniss  o*  fortwährend  bei. 

§.  14.  Man  verdankt  diesen  wichtigen  Satz  Newton  (Principhi, 
üb.  II,  prop.  32).  Schon  Galilei  wirft  in  seinen  Dialogen  die  Fragt* 
auf,  wie  es  komme,  dass  zwei  ähulich  construirte  Maschinen  nicht  auch 
immer  ähnliche  Bewegungen  zeigen,  dass  oft  eine  Maschine  im  Modell 
sehr  gut  ist,  während  sie  in  grossem  Massstabe  ausgeführt,  nicht  das 
Gewünschte  leistet.  Er  findet  die  Schwierigkeit  in  der  Verschiedenheit 
der  Widerstände,  welche  in  beiden  Maschinen  auftreten.  Nach  Newton 
haben  Cauchy  [Mem.  de  TAcad.  des  sc.  T.  IX,  p.  117  (1829)]  und  Com- 
bes  Folgerungen  aus  den  Betrachtungen  des  ersteren  gezogen,  Cauchy 
in  Bezug  auf  physikalische  Vorgänge,  Comb  es  in  Bezug  auf  die  Tur- 
binen. In  neuerer  Zeit  hat  Bertrand  (Note  sur  la  similitude  en  me'ca- 
nique^  Journ.  de  lecolo  polytechn.  Cah.  XXXII,  p.  189  (1818)]  den 
Newton'schen  Satz  aus  dem  D' Alembert'schen  Princip  entwickelt 
und  eine  Menge  älterer  und  neuerer  Beispiele  hinzugesammelt,  von  denen 
wir  einige  mittheilen  wollen. 

1.  Wenn  zwei  Punkte  M,  M'  v«n  gleichen  Massen  von  demselben 
Centrum  O  der  ersten  Potenz  ihrer  Entfernung  von  ihm  proportional 
angezogen  werden,  so  erreichen  sie,  obgleich  von  verschiedenen 
Anfangslagen  ausgehend,  dennoch  zu  gleicher  Zeit  das  Centrum. 
vorausgesetzt,  dass  sio  ohne  Anfangsgeschwindigkeiten  oder  mit 
Bolchen  abgehen,  welche  proportional  ihren  anfänglichen  Entfer- 
nungen von  0  sind.  Das  Centrum  0  bildet  niimlich  mit  den  Punkten  Mf  M' 
zwei  Systeme,  in  welchen  das  Verhältniss  der  Kräfte  y  =  OM:OM\  das  der 
Linien  a  —  OM  x  0 M'  und  das  der  Massen  ß  =  1  ist.  Daher  ist  für  das  der 
OiW  GM 

Zeiten  f*  =       ,  :  .     ,  =  1.   Es  entsprechen  also  proportionalen  Abständen  der- 

selben  von  0  gleiche  Zeiten,  mithin  erreichen  beide  Punkte  zu  derselben  Zeit 
das  Centrum. 
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Zieht  0  nach  der  «ten  Potenz  der  Entfernung  an,  so  ist  a  =-=  OM  :  GM', 
ß  =  if   y  =  (^^»)  ,   also  t*  =  (^y«)1  Die  liomologcn  Strecken  werden 

dann  in  Zeiten  durchlaufen,  deren  Verhältniss  f  —  a^{l~m)  lst>    Fi,r  d,e  New" 

ton 'sehe  Attraction  n  =  —  2  wird  t  =  (Euler,  Mechanica,  T.  I,  Cap.  III, 
§.  308.). 

Für  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  der  Cycloide  ist  die  Tan- 
dv 

gentialkraft  /»  ^  —  mg  cos  \co,  wenn  a>  den  Wälzungswinkel  darstellt  (s.  S.  332). 

Denkt  man  sich  daher  um  einen  Punkt  0  einen  Kreis  mit  g  als  Radius  beschrieben 
und  einen  Punkt  M'  gleichförmig  auf  diesem  Kreise  sich  bewegend,  so  würde, 
wenn  dor  nach  ihm  gezogene  Radius  0  M'  mit  einem  festen  Durchmesser  des 
Kreises  den  Winkel  J  a>  bildet,  seine  Projcction  M  auf  diesen  Durchmesser  eine 

dv 

Bewegung  haben,  für  welche  m  d(  =  mgcos\to  wäre,  also  dieselbe,  als  ob  M 

von  0  der  ersten  Potenz  der  Entfernung  proportional  angezogen  würde.  Man 
folgert  hieraus  leicht  den  Isochronismus  des  Cycloidenpendels. 

2.  Zwei  Punkte  bewegen  sich  auf  zwei  Kreisen  von  den  Radien 
r,  r  mit  constanten  Geschwindigkeiten;  ihre  Massen  und  Umlaufs- 
Zeiten  seien  m,  in;  T,  T '.  Welches  ist  das  Verhältniss  der  Centri- 
pctalkräfte,  welche  diese  Bewegungen  ermöglichen?  Man  hat  hier 
u  =  r  :  r,   ß  =»  m  :  m,  f  =  T :  T',  mithin 

aß       mr  m'r 

3.  Zwei  Pendel  von  den  Längen  schwingen  an  zwei  Orten,  wo 
die  Beschleunigung  der  Schwere  g  und  g  ist,  nachdem  sie  um  diesel- 
ben Elongationswinkel  aus  der  Gleichgewichtslage  herausgebracht 
sind;  welches  ist  das  Verhältniss  der  Zeiten,  in  welchen  sie  homo- 
loge Bogen  durch  lau  fen,  also  auch  das  Verhältniss  ihrer  Oscillations- 
danern?    Es  ist  für  sie  ß  =  m  :  «»',   y  =»  mg  :  mg ,  mithin  ist 

t 


r    y       r    g       r  g 


4.  Zwei  Fäden  von  den  Längen  /,  /'  und  den  Massen  nt,  m  seien 
durch  zwei  Gewichte  P,  P'  gespannt.  Die  Oscillationsdauern  7",  T' 
haben  für  sie  das  Verhältniss: 


T :  r, 


Denn  (mit  Vernachlässigung  der  Fadendurchmesser)  sind  die  Faden  zwei  ähnliche 

p 

Systeme,  für  welche  a       /  :  t ',   ß  —  m  :  m't   y  —  p, ,  mithin  ist 


-y* 


m  P' 

,  ■    -    u.  s.  w. 


Wenn  die  Fäden  beide  durch  gleiche  Gewichte  gespannt  und  durch  eine 
beliebige  Anzahl  von  Massen  belastet  werden,  welche  auf  beide  ähnlich  vertheilt 
Nind  und  sich  verhalten,  wie  dio  Längen  der  Fäden,  so  führen  beide  Fäden  ihre 
Oacillationen  in  Zeiten  aus,  welche  den  Längen  /,  /'  proportional  sind.  (Duhamel.) 
Denn  es  ist  a  —  /  :       ß  =»  / :  l'.   y  =-  1 ,   ulso   (  =  1:1', 
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5.  Das  Modell  einer  Maschine  ist  gegeben,  man  soll  beurtheilcn, 
ob  die  Ausführung  im  Grossen  empfehlenswerth  ist  oder  nicht. 

Ist  a  das  Aehnlichkeitsvorhältniss,  so  ist  a3  das  der  Massen,  das  der  Schwer- 
kräfte ist  also  gleichfalls  <*',  es  muss  mithin  das  Verhältniss  aller  anderen  Kräfte, 
welche  auf  die  Maschine  und  das  Modell  wirken,  gleichfalls  a3  sein.  Das  Ver- 
hältniss der  Zeiten  ist  demzufolge  «  =  V a\  das  der  Arbeiten  a4,  das  der  Ge- 
schwindigkeiten V a.  Da  die  Widerstände  der  Luft  dem  Quadrate  der  Geschwindig- 
keit und  den  Flächen  proportional  sind,  so  ist  ihr  Verhältniss  a3,  wie  gefordert 
wird;  auch  die  gleitende  Reibung,  welche  proportional  dem  Drucke  ist,  liefert  das 
Verhältniss  et3,  dio  wälzende  Reibung  aber,  welche  proportional  dem  Drucke  und 
umgekehrt  proportional  dem  Durchmesser  der  Räder  angenommen  wird,  liefert  das 
Verhältniss  a*.    Sio  ist  demnach  im  Modell  grösser,  als  in  der  Maschine. 


XVI.  Capitel. 

Die  Principe  der  Erhaltung  der  Bewegung  des  Massenmittelpunktes, 
der  Flächen,  der  lobendigen  Kraft  und  der  kleinsten  Wirkung  für 

das  veränderliche  System. 

§.  1.    Durch  Corabination  der  Bewegungsgleichungen 

«i^- ^^!'  =  ^+^  ».'^'"«-S'+S».  '  =  1,2,3,...« 

des  §.  4.  im  vorigen  Capitel  oder  auch  durch  passende  Wahl  der  vir- 
tuellen Verschiebungen  in  der  Gleichung 

+(«*&-*)  + (-  S-  - z)  *«} 

=  £  {SCO _f_  S^8yi  +  SS?izt} 

erhält  man  Sätze  von  umfassender  Anwendbarkeit  (Principe)  für  das  be- 
liebig veränderliche  System,  welche  zum  Theil  Integrale  der  Differential- 
gleichungen der  Bewegung  liefern  und  für  das  unveränderliche  System 
bereits  in  Cap.  XII  und  Cap.  XIII  aufgestellt  wurden. 

Summirt  man  die  Bewegungsgleichungen  nach  dem  Index  i,  so  er- 
hält man 

=  x  *+ 

Für  den  Massenmittelpunkt  (.r,  r,)  des  Systems  bestehen  aber  die 
Gleichungen 
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£  rm  Xi  =  M  ;r, ,  £m,!/i=  Myx,  £  m,  z,  =  M  c, 

Mit  ihrer  Hülfe  erliült  man  daher  aus  den  vorstehenden : 

^=2^+^    3/^  =  ^1',+  ^,  M***=£Z<+2.sy. 

Dies  sind  aber  die  Bcwcgungsgleichungen  des  Punktes  a*j,  //p  z,.  Sie 
drücken  den  Satz  aus: 

Der  Massenmittelpunkt  des  Systems  bewegt  sich  so,  als 
ob  er  die  Gesammtmasso  des  Systems  enthielte  und  an  ihm 
sämmtliche  Kräfte,  innere,  Süssere  und  die  Kräfte,  welche 
die  Bedingungen  des  Systems  vortreten,  parallel  mit  ihren 
Richtungen  angriffen.  (Princip  der  Bewegung  des  Massenmittel- 
punktes.) 

Es  sei  nun  zunächst  das  System  frei,  also  =  0,  =  0,  =  0. 
Halten  sich  in  diesem  Falle  die  Kräfte  P{,  wenn  sie  parallel  mit  sich 
an  einen  Punkt  verschoben  gedacht  werden,  Gleichgewicht  oder  sind 
sie  Null,  so  ist  £X%  =  0,  £Vi  =  0,  £ZL  =  0  und  die  Bcwegungsglei- 
chungen  des  Massenmittelpunktes  werden: 

dl-       V »      dl1       1  '      «/£*       U  * 

Aus  ihnen  folgt: 

*i  •■=  «»  +  v»  //i  =  &  H-  IV»  ri  =  >'o  +  n 

Der  Massenmittelpunkt  beschreibt  daher  die  Gerade 

*i  —  «o  =  .vi —  00  =  -i  —  y.> 
«i  0i 

mit  constantcr  Geschwindigkeit  j/a^  -{-  0,'  -f-  yi2  vou  konstanter  Kich- 
tung.  Dieser  Fall  tritt  insbesondere  ein,  wenn  eine  Kräftefunction  U 
existirt,  welche  blos  von  den  Differenzen  der  Coordinaten  der  System- 
punktc  abhängt.    Enthält  nämlich  U  die  Differenz  xh  —  xk  =  '% ,  so  ist 

rü       <U       rü  rU       .        rU  .  ?U 

=  ,:z ,     —  =  —.,    also    n     -f  ^  -  =  0 
flv/,       (>$       dxk  (i  (Xu  exu 

und  ähnlich  für  alle  übrigen  Differenzen,  sodass 

Z.Xi      £  rU  =  0,     £¥,  =  £  (  ü  =  0,      ZZ,  =  £  (  U  =  0 

rxi  c;ii  rzi 

werden.  Dies  findet  insbesondere  bei  gegenseitigen  Attractioncn  der 
Systempunkte  statt.  Man  sieht  dies  auch  direct  ein,  indem  diese  inneren 
Kräfte  paarweise  gleich  und  entgegengesetzt  sind  und  sich  also  bei  der 
Verlegung  an  einen  Punkt  paarweise  tilgen. 
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Ist  das  System  nicht  frei,  sind  aber  die  Bedingungen  so  beschaffen, 
dass  sie  blos  von  den  Differenzen  der  ar-Coordinatcn,  der  y-Coordinaten 
und  der  z - Coordinaten  abhängen,  so  werden  ^^y*  Null, 

weil  sie  die  Differentialquotienten  —  ,  ——  ,  .  .  .  enthalten,  welche  paar- 
weise sich  tilgen.  Die  Kräfte,  welche  solche  Bedingungen  zu  vertreten 
vermögen,  tilgen  sich  daher  ebenfalls  paarweise.  Man  kann  daher  den 
Satz  aufstellen: 

Ist  ein  System  keinen  continuirlichen  Kräften  oder  in- 
neren paarweise  entgegengesetzt  gleichen  oder  überhaupt 
solchen  Kräften  unterworfen,  welche  an  einen  Punkt  ver- 
legt sich  Gleichgewicht  halten  und  ist  es  frei,  so  bewegt 
sich  der  Massenmittelpunkt  desselben  gleichförmig  in  ge- 
rader Linie  oder  bleibt  in  Ruhe,  wenn  es  anfänglich  ruhte. 
Dasselbe  findet  statt,  wenn  das  System  nicht  frei  ist,  aber 
ausser  diesen  Bedingungen  auch  die  Kräfte,  welche  die  Be- 
dingungsgleichungen des  Systems  vertreten,  an  einen  Punkt 
verlegt  im  Gleichgewichte  sind.  Insbesondere  findet  dieser 
Satz  statt,  wenn  eine  Kräftefunction  existirt  und  sio  nebst 
den  Bedingungsgleichungen  nur  von  den  Coordinatendiffe- 
renzen  abhängt.  (Princip  der  Erhaltung  der  Bewegung  des  Massen- 
mittelpunktes.) 

Die  Gleichungen  für  die  Bewegung  des  Massenmittelpunktes  erhält 
man  auch  aus  der  Gleichung,  welche  das  D' Alembert'scho  Princip  mit 
Hülfe  der  Variationen  der  Coordinaten  darstellt,  indem  man  dem  System 
einmal  eine  Verschiebung  parallel  der  .r-Axe,  das  anderemal  eine  solche 
parallel  der  y-Axe  oder  parallel  der  t-Axe  ertheilt  denkt.  Die  Varia- 
tionen öx  sind  hierbei  im  ersten  Falle  alle  gleich  und  zugleich  alle  Sy 
und  dz  Null;  in  den  beiden  anderen  sind  alle  dy,  resp.  6z  gleich  und 
öx  und  öz,  resp.  öx  und  öy  Null.  Jedesmal  fällt  aber  die  noch  in  der 
Gleichung  verbleibende  Variation  als  gemeinsamer  Factor  heraus. 

§.  2.  Um  den  Inhalt  und  Umfang  des  Princips  von  der  Bewegung  des  Massen- 
mittelpunktes zu  erläutern,  wählen  wir  folgende  Beispiele  und  Anwendungen. 

I.  Ein  Körper,  auf  welchen  die  Schwere  wirkt,  wird  im  leeren  Räume  in 
irgend  einer  Weise  geschleudert  und  ist  sich  hierauf  selbst  überlassen.  Sein 
Massenmittelpunkt  beschreibt  dorn  Principe  zufolge  eine  Parabel,  deren  Ebene 
vertikal  ist  und  durch  die  Anfangsrichtung  der  Geschwindigkeit  desselben  hin- 
durchgeht. Die  vollständige  Bewegung  des  Körpers  ist  eino  Schraubenbewegung 
mit  jedem  Augenblick  wechselnder  Sckraubenoxo;  dieselbe  kann  man  auflösen  in 
die  Translationsbewegung  eines  Systempunktes  und  die  Rotation  um  eine  beweg- 
liche, durch  diesen  hindurchgehende  Axe.  Wählt  man  zu  dem  Systempunkt  den 
Massenmittelpunkt,  so  zerfällt  die  Bewegung  dos  Körpers  also  in  die  parabolische 
Translation  dieses,  verbunden  mit  einer  Rotation  um  eine  wechselnde  Axe  des 
Massenmittelpunktes. 
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2.  Zerfällt  ein  System  während  der  Bewegung  oder  finden  Explosionen  in 
demselben  statt,  so  ßnden  diese  Ereignisse  nur  in  Folge  des  Aufhörens  oder  der 
Erregung  inuerer  KrUfte  statt  und  da  diese  steU  paarweise  sich  gleich  und  ent- 
gegengesetzt ßind,  so  vermögen  sie  nicht  die  Bowegung  des  Schwerpunktes  zu 
ändern;  dieser  setzt  vielmehr  trotz  des  Auseinanderfliegens  der  Systemstücke  seine 
Bahn  fort,  als  ob  gar  keine  Störung  stattgefunden  hätte.  Wenn  eine  Bombe  zer- 
platzt, so  wird  die  Explosion  durch  die  chemischen  Molecnlarkräfte  hervorgerufen, 
welche  als  gegenseitige  Anziehungs-  und  Abstossungskräfte  paarweise  gleich  und 
entgegengesetzt  sind.  So  lange  die  Bombenstücke  nicht  auf  ein  Hinderniss  stossen, 
dessen  Widerstand  als  eine  neue  Kraft  in  das  System  eintritt,  geht  der  Schwer- 
punkt der  zerplatzten  Bombe  in  der  parabolischen  Bahn  der  kugelförmigen  Bombe 
fort.  Eine  kleine  Modifikation  erleidet  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  in  der 
Luft  nach  dem  Zerplatzen,  indem  der  Luftwiderstand  auf  die  Bombensplitter  anders 
wirkt,  als  auf  die  unversehrte  Bombe. 

In  ähnlicher  Weise  haben  alle  Eruptionen  der  Vulkane,  Erdbeben  u.  s.  w. 
absolut  keinen  Einfiuss  auf  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  der  Erde  oder  gar 
des  Sonnensystems;  die  Erde  könnte  zertrümmert  werden  und  das  ganze  Sonnen- 
system könnte  zerfallen,  ohne  dass  der  Schwerpunkt  des  Ganzen  in  seiner  Bahn 
oder  seiner  Geschwindigkeit  gestört  würde. 

.1.  Auf  unser  Sonnensystem  wirken  als  äussere  Kräfte  die  Anziehungen  der 
Fixsternwelt;  wegen  der  ausserordentlich  grossen  Entfernung  sind  diese  Kräfte 
sehr  klein  und  halten  sich,  an  dem  Schwerpunkt  des  Sonnensystems  angebracht 
gedacht,  nahezu  Gleichgewicht.  Daher  ist  der  Schwerpunkt  des  Sonnensystems 
entweder  in  Ruhe  oder  er  bewegt  sich  nahezu  in  gerader  Linie  mit  approximativ 
constantcr  Geschwindigkeit.  Man  hofft  die  Richtung  dieser  Geraden  durch  Beob- 
achtung bestimmen  zu  können. 

4.  Ein  lebendes  Wesen  befinde  sich  isolirt  im  Räume;  es  mögen  auf  dasselbe 
keine  äusseren  Kräfte,  ausser  etwa  die  Schwere  wirken  und  in  diesem  Falle  soll 
dasselbe  durch  eine  vollkommen  glatte  horizontale  Ebene  unterstützt  sein,  deren 
Widerstand  das  Gewicht  tilgt.  Trotz  aller  Muskelanstrengung  wird  es  dem  Wesen 
nicht  gelingen,  seinen  Schwerpunkt  in  Bewegung  zu  bringen,  wenn  es  ursprüng- 
lich in  Ruhe  war  oder  ihn  zur  Ruhe  zu  bringen,  wenn  es  sich  in  Bewegung  be- 
findet. Denn  alle  Muskelkräfte  sind  als  innere  Kräfte  paarweise  gleich  und  ent- 
gegengesetzt und  vernichten  sich,  an  den  Schwerpunkt  verlegt.  So  sehr  auch 
immer  ein  Vogel  in  solcher  Lage  mit  den  Flügeln  schlagen  mag,  es  wird  nicht 
helfen,  ihn  vom  Fleck  zu  bringen;  so  viel  auch  immer  der  Mensch  auf  einer  voll- 
kommen glatten  Horizontalebene  sich  drehen  und  wenden  und  seine  Muskeln  an- 
strengen mag,  er  wird  seinen  Schwerpunkt  nicht  heben  und  nicht  aufstehen  kön- 
nen, wenn  er  liegt  oder  sitzt.  Bios  der  Luftwiderstand  und  die  Reibung,  wenn 
sie  als  neue  äussere  Kriiftc  hinzutreten,  inachen  eine  Aenderung  in  der  Lage  des 
Schwerpunktes  möglich. 

5.  Eine  Locomotive  wird  an  Ketten  frei  aufgehängt,  sodass  sie  schwingen 
kann,  wie  ein  Pendel;  sie  befinde  sich  in  Ruhe.  Wird  nun  der  Kessel  geheizt 
und  lässt  man  den  Dampf  auf  die  Kolben  wirken,  so  macht  die  Locomotive  Schwin- 
gungen. Bei  der  Bewegung  der  Kolben  wird  nämlich  der  Schwerpunkt  im  Innern 
der  Maschine  verlegt,  da  aber  auf  das  ganze  System  nur  äussere  Kräfte  wirken, 
die  im  Gleichgewichte  sind  (denn  der  Dampfdruck  bildet  sich  durch  innere  Kräfte}, 
so  muss  der  Schwerpunkt  im  Räume  ruhen.  Dies  ist  aber  nur  möglich,  wenn 
gleichzeitig  mit  dem  Vorwärtsgehen  der  Kolben  das  ganze  System  rückwärts  geht 
und  umgekehrt. 
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§.  3.    Intcgrirt  man  die  Gleichungen 

über  ein  beliebiges  Zeitintcrvall  /  —  /0  hinweg,  so  kommt 

t 

Sm>  d*i  -  {sm,       =  *  f( x>  +  «SO  « 

•o 


Zm,  ^  -  (zm,  ^)=zf (Zi  +  «?)  * 

und  wenn  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  den  Richtungs- 
cosinussen einer  beliebigen  Axe  (ccßy)  multiplicirt  und  sie  addirt,  weiter 

\Hi  rfT  cos  tt  ^~  m<  rfT  cos  &     m*  dt  cos  7 ) 

—     [mi  ~d-  cos  a  -f  w,  -g-  cos  0  +  m,  -f  cos  y J 

=  ^ [(A',-  +  S<J)  cos«  +  (I'f  +  #0)  cos  0  +  (Z,  +        cos  y]dl. 

Bezeichnet  nun  den  Winkel,  welchen  die  Geschwindigkeit  iu  des 
Punktes  ro,,  0,  den  Winkel,  welchen  Pt  und  6/  den,  welchen  S{i)  mit 
jener  Axe  bildet,  so  kann  man  die  Gleichung  schreiben: 

t 


£m,Vi  cos  Oj  —  (ZmiVi  cos  &,)  =  £  \  (P,  cos  0,  -f-  s<  cos  ^« ) 


d.  h.:  Projicirt  man  ein  in  Bewegung  begriffenes  .System 
auf  irgend  eine  Axe,  so  ist  die  Aenderung  der  Summe  der 
Momentankräfte  für  die  Proj ectionsbe w egung  während  ir- 
gend eines  Zeitintervalls  gleich  der  Projection  des  totalen 
Kraftantriebes  auf  die  Axe  während  dieser  Zeit. 

Sind  2Xi=ZYi=  ZZ,  =  0,  ZfiW  =         =         =  0,  so  bleibt 

je  y  z 

blos  2m{  Vi  cos  &i  =  (2m/ p,  cos  , 

d.  h.:  Gilt  das  Princip  der  Erhaltung  der  Bewegung  des 
Massenmittelpunktes,  so  bleibt  die  Summe  der  Momentan- 
kräfte für  die  Proj  ectionsbewegung  constant. 
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Man  kann  die  obigen  Gleichungen  auch  durch  folgende  ersetzen : 


i 


«0 

und  erhalt,  wenn  A  der  Winkel  ist,  den  die  Momentankraft  MV  des 
Massenmittelpunktes  mit  der  Axe  bildet: 

t 

MVcosA-(MVcosA)  =  £l(Pi  cos  S{  -j-  Si  cos  ©/)  dt . 


§.  4.  Der  Satz  des  vorigen  g.  kann  folgende  Erscheinungen  erklären: 
u)  den  Rückstoss  der  Geschütze.  Vor  der  Explosion  bilden  Geschütz  und 
Ladung  ein  System,  welches  unter  Einfluss  der  Schwere  und  des  Widerstandes 
des  ebenen  Bodens  im  Gleichgewicht  und  ausserdem  in  Ruhe  sich  befindet.  Die 
Summe  der  Momentankriifte,  projicirt  auf  eine  beliebige  Axe,  z.  13.  auf  die  Axe 
des  Rohrs,  ist  daher  Null.  Da  nun  bei  der  Explosion  nur  innere  Kräfte  entwickelt 
werden,  so  muss  diese  Summe  constant  gleich  Null  bleiben;  damit  dies  möglich 
sei,  muss  die  Summe  der  Momentankriifte  für  die  Kugel  der  Summe  der  Momentau- 
kräftc  für  das  Geschütz  entgegengesetzt  gleich  sein.  Daher  erlangen  die  Schwer- 
punkte beider  Theile  entgegengesetzte  Geschwindigkeiten,  welche  sich  umgekehrt, 
wie  dio  Massen  dieser  Theile  verhalten  und  wird  das  Geschütz  rückwärts  aus- 
weichen. Eine  kleine  Abweichung  hiervon  findet  allerdings  statt,  weil  das  Pulver 
der  Ladung  verdampft;  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  das  Geschütz  zurück- 
weicht, ist  deshalb  etwas  grösser,  als  sie  ohne  dies  sein  würde,  b)  Das  Auf- 
steigen der  Raketen.  Bei  der  Entzündung  tritt  am  unteren  Ende  dor  Rakete 
immer  mehr  Zündmasse  aus,  welche  verbrennt  und  den  Feuerstreifen  liefert;  daher 
muss  die  Rakete  selbst  eine  entgegengesetzte  Geschwindigkeit  annehmen  und  auf- 
steigen. Die  Beschleunigung  der  Schwere  vernichtet  dieso  Geschwindigkeit  all- 
mählig. 

§.  5.  Wir  combiniren  jetzt  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung 
des  §.  2.  in  Cap.  XIV  so,  dass  wir  die  dritte  mit  y,-  und  die  zweite 
mit  z(  multipliciren,  letzteres  Produkt  von  erstcrem  subtrahiren  und 
hierauf  nach  i  summiren.  Dies  liefert,  in  Bezug  auf  alle  drei  Coordi- 
natenpaare  y,z,,  j,-ar,-,  .r,y,  ausgeführt,  die  Gleichungen 

Zm,  (y,        -  2i         =  -  Zi  r.)  +  -  ztSl!) 
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denkt  man  sich  die  Kräfte,  welche  am  System  zugreifen,  für  den  Coor- 
dinatonursprung  reducirt,  wie  beim  unveränderlichen  System,  so  drücken 
diese  Gleichungcu  die  Aequivalenz  des  rosultirendcn  Paares  der  Effectiv- 
kräftc  m,g>,  mit  dem  resultirenden  Paare  der  gegebenen  und  der  Be- 
dingnng8kräfto  aus.    Ebenso  drücken  die  Gleichungen 

aus  welchen  das  Princip  der  Bewegung  des  Massenmittelpunktes  hervor- 
ging, die  Acquivalcnz  der  Roductionsresultantcn  der  Kräfte  ot,<jp,  mit  den 
Kcduction8resultanten  der  gegebenen  und  dor  Bedingungskräfte  aus. 

Nehmen  wir  nun  an,  es  sei  die  rechte  Seite  einer  der  drei  obigen 
Gloichungen,  z.  B.  die  der  ersten  fortwährend  gleich  Null,  so  wird 


d.  h.  die  Componcnto  des  Axenmomentes  des  Paares  der  Kräfte  //i,<p„ 
welche  der  x- Axe  parallel  ist,  bleibt  Null.  Diese  Gleichung  gibt  iutegrirt 


/    iki  dy\ 


und  drückt  ans,  dass  die  Componente  des  resultirenden  Axenmomentes 
der  Mouicntankräfto  parallel  der  a:-Axo  contant  bleibt.  Projicirt  man 
nun  das  System  sammt  allen  vom  Ursprung  nach  den  Systenipunkten 
gezogenen  lladienvectoren  auf  eine  zur  a>Axc  senkrechte  Ebeuc  und 

nennt  da^  den  Elementarscctor,  welchen  die  Projoction  des  nach  m,  hin- 
führenden Radiusvectors  auf  jene  Ebene  im  Zeitelemonte  beschreibt,  so 
nimmt  die  Gleichung  die  Gestalt  an 

und  liefert  nach  dor  Integration 

wenn  man  die  Sectoren  tf^  von  der  Stellung  der  Radicnvectoren  zur 
Zeit  /  =  0  an  rechnet.    Man  hat  daher  den  Satz : 

Wenn  die  Componente  des  resultirenden  Axenmomentes 
aller  am  System  angreifenden  Kräfte,  welches  sich  ergibt, 
wenn  man  dieselben  wie  beim  unveränderlichen  System  für 
einen  Punkt  (den  Coordi  natenursprung)  reducirt,  parallel 
irgend  einer  Axe  während  dor  Bewegung  des  Systems  fort- 
während verschwindet,  also  die  Componente  des  cutspre- 
chenden Axenmomentes  der  Momentankräfte  constant  ist,  so 
ist  für  die  Protection  des  beweglichen  Systems  auf  eine  zu 
jener  Axe  senkrechte  Ebene  die  Summe  der  Sectorcngo- 
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schwindigkeiten,  jode  mit  der  Masse  des  betreffenden  Sy- 
8tempunktes  multiplicirt  constant  und  ändert  sich  die  Summe 
der  Produkte  aus  den  Sectoren  und  den  Massen  der  Zeit  pro- 
portional.   (Frincip  der  Flächen.)    Sind  auch  die  beiden  Grössen 

Z(ziXi-xiZi)+  ^(r15??~.r1sS',)=0,  £(x,  F,- — X,) -f-  2"  — y, S{?)  =  0, 
so  gilt  dieser  Satz  auch  für  die  Axen  des  y  in  :,  resp.  für  Ebenen 
senkrecht  zu  ihnen  als  Projectionsebenen  und  hat  man  ebenso 

und 

Zm;af  =  ±I)2(t-tQ)    ,    2r«,-ff?  — i/>3(l-*0). 

Gilt  als  Flächenprincip  für  drei  zu  einander  senkrechte  Ebenen,  d.  h. 
verschwinden  sämmtliche  drei  Componenten  des  resultirenden  Paares 
der  continuirüchen  Kräfte  bei  der  Reduction  für  einen  Punkt,  so  gilt 
dasselbe  für  alle  Ebenen  des  Raumes.  Denn  es  sei  (t*ßy)  die  Richtung 
der  Normalen  iV  einer  beliebigen  Ebene,  so  erhält  man  sofort 

Z im  (rfffl?.  cos  cc  -f  do^.  cos ß  -f-  da?,  cos  y)  =  ±  (Z>,  cosee  -f-  D2  cos ß-\-DA  cos  y)  dl. 

Es  bedeutet  aber  da(j)  cos  et  -f-  da[y  cosß  -f-  da(?  cosy  die  Projectionssumme 

der  Elementarsectoren  do**  ,  dOy\  da^  oder  also  die  Proportion  des  vom 
Radiusvector,  der  nach  m,-  führt,  im  Räume  beschriebenen  Elementar- 

sectors  auf  die  neue  Ebene.    Bezeichnen  wir  dieselbe  mit  do($ ,  so  ist 

die  linke  Seite  vorstehender  Gleichung  Zmidoty.  Die  Grössen  2>, ,  Z).2,  i).t 

sind  die  Componenten  des  resultirenden  Paares  G  =  YD*  +  D22  -f~  Aj2 
der  Momontankräfte  und  wenn  (a  b  c)  dessen  Richtung  ist,  so  sind 
Dx  —  G  cosa,  J)2  =  G  cos b,  D3  =  G  cosc.  Daher  wird  die  rechte  Seite 
obiger  Gleichung  gleich 

%G  (cosa  cosa  -f-  cosb  cosß  -{-  cosc  cosy)  dl  =  %G  cos&  .  dt , 

wenn  #  den  Winkel  (N,  G)  bezeichnet.*  Demnach  erhalten  wir 

Zmida(i}  =  %G  cos&  dt ,        £m,ö?  =  ±G  cosb  .  {t  —  /ft)  . 

Diese  Summen  werden  ein  Maximum  für  #  =  0,  d.  h.  die  Summe  der 
Flächenräume,  multiplicirt  mit  den  Massen,  wird  ein  Maximum  für  die 
zur  Axe  des  resultirenden  Paares  der  Momentankräfte  senkrechte  Ebene. 

§.  6.  Es  fragt  sich  nun,  in  welchen  Fällen  eine  oder  die  andere 
der  drei  Summen  auf  den  rechton  Seiten  der  Gleichungen  des  §.  5.  ver- 
schwindet. Nehmen  wir  an,  das  System  sei  frei,  also  alle  S?=  S$=  si°=  0. 
Damit  £(t/iZi—  r,  Ft)  verschwinde,  muss  das  Paar,  welches  die  Kräfte 
F,,  Zj,  in  der  //;- Ebene  bei  der  Reduction  für  den  Coordinatenursprung 
liefern,  Null  sein,  müssen  sich  also  diese  Kräfte  auf  eine  blosse  Resul- 
tante reduciren,  deren  Lage  also  die  Lage  der  Centralaxe  des  ebenen 
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Kräftesysteras  hat.  Es  existire  nun  eine  Kräftefunction  U.  An  die  Stelle 
der  Coordinaten  yiy  zf  führen  wir  Polarcoordinaten  r,,  in  der  yz -Ebene 
ein,  während  wir  ^beibehalten.  Wird  dadnrch  nun  U  zu  einer  Function 
von  Xit  r,  und  den  Differenzen  der  Winkel  -0-,  so  verschwindet 

weil  sich  darin  die  Glieder  paarweise  tilgen.  Man  erhält  nämlich  ver- 
möge der  Gleichungen 

!//,  =  rh  cos&t,,  za  =  rA  sind*;      =  r*  cos&ki  Zk  =  rk  sin&ky 
behufs  Einführung  der  neuen  Variabelen,  weil  die  Differentiation  nach 
2/i  und  ijh  resp.  yh  und  za  als  constant  voraussetzen: 

d*A           ?ryi            c>#a  dyh           t>rA  d&h 

dzA  =  sin  &A  drh  +  yA  d»h  0  =  mm  #a  drh  -f-  yA  d#A 

0  =  cos  &a  drh  +  za  d&h  dyh  =  cos  &a  drh  —  za  <*#a  , 

woraus 

-  =  ä  -  ««  #a  +    -  ^  cos^A  ,  -  =  —  cosOa  — -  mm#a 

und  mithin 

du      du    du    a  .  20  air 

y"  ^ - ^ - ^a uud  eben8°  ykK~Zkwr  m 

Enthält  nun  U  blos  die  Differenzen  &a  —  #a  =  £,  so  werden 

dü      dü      dU  dU 

und  folglich  tilgen  sich  die  den  Indices  h  und  k  entsprechenden  Glieder 
in  £(yiZi  —  ZiYi).  Daher:  wenn  eine  Kräftefunction  U  existirt 
und  sie  bloss  von  den  Differenzen  der  Winkel  abhängt, 
welche  die  Projectionen  der  Radien vectoren  auf  die  eine 
Coordinatenebene  mit  einer  der  in  ihr  liegenden  Aien  bil- 
den, so  gilt  das  Princip  der  Flächen  für  diese  Coordinaten- 
ebene. 

Der  Sinn  davon,  dass  U  blos  Function  von  den  Winkeldifferenzen 
ist,  ist  der,  dass  U  sich  nicht  ändert,  wenn  man  dem  System  eine 
virtuelle  Drehung  um  die  zur  Ebene,  wofür  das  Princip  gilt,  senkrechte 
Axe  dergestalt  ertheilt,  dass  das  System  sich  wie  ein  unveränderliches 
verhält.  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  in  U  nur  die  Entfernungen  je 
zweier  Punkte  vorkommen.  Denn  man  hat  für  die  Entfernung  r**  der 
Punkte  ma,  im* 

'  /U2  =  (:ca  —  xky  -f  (rACos&A  —  nsm&k)2  -f  (rAsin&M  —  nsm  &tf 
=  (xa  —  Zk)2  -f  rA2  -f-  rA2  —  2rhn  cus{&h  —  #*) 
und  dieser  Ausdruck  enthält  die  Winkel  #a,  &k  blos  in  der  Verbindung 
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&h  —  Wenn  daher  beim  unveränderlichen  System  U  blos  von  Coor- 
dinateudifferenzen  abhängt,  so  gilt  immer  das  Princip  der  Flächen.  Für 
gegenseitige  Attractionen  gibt  es  immer  eine  Kräftefunction ,  welche 
von  den  Entfernungen  abhängt,  daher  gilt  das.  Princip  für  alle  Ebenen. 
Es  erhellt  dies  auch  daraus,  dass  alle  diese  inneren  paarweise  entgegen- 
gesetzt gleichen  Kräfte  sich  bei  der  Bildung  des  resultirenden  Paares 
tilgen  und  dieses  selbst  mithin  verschwindet.  Bestehen  ausser  den  gegen- 
seitigen Attractionen  noch  Attractionen  nach  festen  Centren,  so  hört 
das  Princip  der  Flächen  auf  zu  gelten,  es  sei  denn,  dass  diese  Centra 
alle  in  gerader  Linie  liegen.  Denn  wählt  man  diese  Gerade  zur  Axe 
der  x  und  projicirt  auf  die  Ebene  senkrecht  zu  ihr,  so  liefern  die 
Attractionen  nach  den  Centren  in  der  Projcction  eine  Resultante,  welche 
durch  den  Ursprung  des  Coordinatcnsystems  geht  und  kein  resultirendes 
Paar. 

In  allen  Fällen,  in  welchen  sich  alle  Kräfte  auf  eine  Einzelresul- 
tante reduciren,  die  durch  einen  festen  Punkt  geht,  gilt  das  Princip  der 
Flächen  für  alle  Ebenen. 

Ist  das  System  nicht  frei,  so  gilt  das  Princip  nur  dann,  wenn  die 
Bedingungen  und  Bedingungskräfto  an  den  genannten  zur  Existenz  des 
Princips  erforderlichen  Eigenschaften  Theil  nehmen.  So  z.  B.  wenn 
die  Bedingungsgleichungen  blos  von  den  Winkeldiffercnzcn  abhängen, 
wenn  die  Verbindungskräfte  paarweise  gleich  und  entgegengesetzt  sind 
u.  s.  w. 

§.  7.  Das  Princip  der  Flächen  gilt  auch  für  die  relative  Bewegung 
freier  Systeme.  Setzt  man  ar,  =  xx  -J-  y,  =  y,  -j-  t]i,  t,-  =  *i  -f*  £V 
in  die  Gleichungen  des  §.  5.  ein,  so  wird  z.  B.  die  dritte: 

*«   S'  -  *    d-£;  +  s«i  (* 

=  x,  £  Yi  —  yx  EXi  +        F,  —  ViXi) 
oder  da  vermöge  des  Princips  der  Bewegung  dts  Massenmittelpunktes 

Setzt  man  hierin  die  Wertlie 

<Pxi      rf2.r,      d%,     (Pyi      dhJs      tfVi      <1*Zi      f££,  tfti 
dl-        dt*  ^  dt1'    dt1        dl1       dl*  '     rf/*       dt-  dt- 

ein,  so  kommt 

•       —  Ennm  •       -f  2>m      (lw  —  >U  tHi)  =  E($ili—i],\,). 

Diese  Gleichung,  sowie  die  analog  gebildeten,  vereinfacht  sich  durch  die 
besondere  Wahl  des  Ursprungs  (or, ylzl)  der  relativen  Coordinateu.  Ist 
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derselbe  der  Massenmittelpunkt,  oder  ein  Systempunkt,  welcher  eine 
gleichförmige  Bewegung  hat  oder  ein  Punkt  dessen  Beschleunigung  fort- 
während durch  den  Massenmittelpunkthindurchgeht,  so  ist  £»ii^=£miiji=Ot 

„der  =  0  oder  'J'  :  J' :  -J'  -  :  :  ^  In 

(/"V  if^SC 

allen  drei  Fällen  wird  -Em,!,  •  —  Znum  '  ül>  =  0  aml  ol,ig° 
Gleichung  nebst  den  beiden  analogen: 

*m<  (fi  3-'  -  *  S)  -    -  ^ 

Da  diese  Gleichungen  dieselbe  Form,  wie  die  Gleichungen  des  §.  1.  für 
die  freien  Systeme  haben ,  so  gelten  auch  die  von  dieser  Form  abhängigen 
Bedingungen  der  Existenz  des  Flächenprincips. 

§.  8.  Integrirt  man  die  Gleichungen  des  §.  5.  über  das  Zeitintervall 
/  —  /„  hinweg,  so  erhält  man 


=  zj  {jfiZi  -  Zi  Vi)  dt  +  £ jltjiSf  -  ZiSf)  dt 

i  I 

=  zj  {ziXi  —  XiZf)  M  +  zJ         —  XiZi)  dl 
/    dy,        dxA      f       /    dtji  ttxX] 

tu 

t  / 

d.  h.:  Die  Aenderungen,  welche  die  Componenten  des  resul- 
tirenden  Paares  dor  Momentankräfte  während  irgend  eines 
Zeitraumes  erfahren,  sind  die  Integrale  der  Componenten 
desresultirenden  Paares  der  gegebenen  undderBedingungs- 
kräfte,  über  dieselbe  Zeit  ausgedehnt. 

Ist  (ceßy)  die  Richtung  einer  Axe,  multiplicirt  man  diese  drei  Glei- 
chungen mit  rosa,  cosß,  cosy  und  addirt  sie,  so  ergibt  sich: 


Digitized  by  Google 


890 


Invariabele  Ebene. 


XVI.  Cap. 


Die  Aenderung  der  Projection  des  resultiren den  Axenmo- 
nientes  der  Momentankräfte  auf  irgend  eine  Axe  ist  gleich 
dem  Integrale  der  Projection  des  Axenmomentes  der  ge- 
gebenen und  der  Bedingungskräfte  auf  dieselbe  Axe. 

Sind  daher  die  gegebenen  und  die  Bedingungskräfte 
im  Gleichgewicht  oder  red uciren  sich  dieselben  fortwährend 
auf  eine  Einzelresultante,  so  bleibt  das  resultirende  Axeu- 
moment  der  Momontankräfte  coustant  nach  Grösse  und  Axen- 
r  ich  tun g. 

Die  zu  dieser  Axe  senkrechte  Ebene  behält  während  der  Bewegung 

fortwährend  dieselbe  Stellung  im  Räume  und  wurde  von  Laplace  die 

invariabele  Ebene  genannt;  ihre  Normale  heisst  die  iuvariabele 

Axe.  Die  invariabele  Ebene  ist  die  §.  5.  erwähnte  Ebene  des  Maximums 

der  Flächen.   Laplace  glaubte  sie  benutzen  zu  können,  zu. finden,  ob 

im  Laufe  der  Zeit  im  Sonnensystem  Stösse  vorgekommen  sind.    Ist  das 

der  Fall,  so  muss  ihre  Lage  sich  geändert  haben  und  umgekehrt  haben 

Beobachtungen  eine  solche  Lagenänderung  festgestellt,  so  kann  man  auf 

Stösse  schliesscn.    Diese  Betrachtungen  basiren  auf  der  Voraussetzung, 

dass  das  resultirende  Paar  der  auf  das  Sonnensystem  wirkenden  Kräfte 

nahezu  Null  ist,  was  für  die  innern  Kräfte  genau,  für  die  äussern  wegen 

der  grossen  Entfernungen  sehr  nahe  zutrifft. 

§.  8.  Znr  näheren  Erläuterung  des  Flächeuprincips  lassen  wir  zunächst 
einige  leichte  Auwendungen  folgen,  welche  sich  den  Betrachtungen  anschliessen, 
die  wir  zur  Erläuterung  des  Princips  der  Bewogung  des  Schwerpunktes  gegeben 
haben. 

Ein  lebendes  Wesen  befinde  sich  irgendwo  isolirt  im  Räume,  die  Einwirkun- 
gen der  äusseren  Kräfte  auf  dasselbe  seien  Null  und  es  sei  anfangs  ruhig.  Dass 
es  seinen  Schwerpunkt  nicht  in  Bewegung  zu  setzen  vermag,  sahen  wir  bereits 
früher;  allein  es  kann  sich  auch  nicht  einmal  um  denselben  drehen.  Denn  be- 
trachten wir  den  Schwerpunkt  desselben  als  Pol,  ziehen  von  diesem  nach  allen 
Punkten  seines  Körpers  Radienvectoren  und  projiciren  das  ganze  System  auf 
irgend  eine  Ebene,  z.  B.  auf  die  durch  den  Schwerpunkt  gehende  Symmetrie- 
ebene. Da  das  System  in  Ruhe  anfänglich  ist,  so  ist  zu  Anfang  die  Summe  der 
Scctoren  Null;  da  das  Spiel  der  Muskeln  aber,  wie  es  immer  beschaffen  sein 
möge,  nur  innere  Kräfte,  welche  paarweise  gleich  und  entgegengesetzt  sind,  zur 
Ursache  haben  kann,  so  muss  die  Summe  der  Momente  der  Momentankräfte 
constant  bleiben  und  da  anfangs  alle  Geschwindigkeiten  Null  sind,  so  ist  die 
Scctorensumme  anfangs  Null  und  muss  fortwährend  Null  bleiben.  Wenn  daher 
das  Wesen  einige  Theile  seines  Körpers  derart  in  Bewegung  setzt,  dass  für  sie 
die  Sectorensumme  beginnt  positiv  zu  werden,  so  müssen  gleichzeitig  andere 
Körpertheile  so  in  Bewegung  gerathen,  dass  die  ihnen  entsprechende  Sectoren- 
summe einen  negativen  Werth  annimmt  und  hierdurch  die  ganze  Summe  auf  dem 
ursprünglichen  Werthe  Null  erhalten  wird.  Wenn  z.  B.  ein  Mensch  in  solcher 
Lage  den  Kopf  nach  rechts  dreht,  so  wird  sich  der  übrige  Körper  nach  links 
drehen;  wenn  er  das  eine  Bein  vorsetzen  will,  wird  er  in  Gefahr  sein,  mit  dem 
anderen  rückwärts  auszugleiten.  Man  sieht  hieraus,  dass  wir  nur  deswegen  auf 
dem  Boden  vorwärts  schreiten  können,  weil  das  eine  Bein,  welches  nach  rück 
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wärt?  ausgleiten  will,  durch  die  durch  den  Druck  auf  den  Hoden  erregte  Reibung 
an  dem  Ausgleiten  gehindert  wird.  Auf  einem  glatten  Boden,  z.  ß.  einer  Eis- 
fläche, findet  das  Ausgleiten  in  Wirklichkeit  sehr  leicht  statt. 

Ein  Tänzer,  welcher  sich  auf  der  Fussspitze  umdrehen  will,  gibt  seinem 
Oberkörper  eine  Drehung  im  einen  Sinn,  gleichzeitig  wird  aber  sein  Unterkörper 
das  Bestreben  crb.tigen,  sich  im  entgegengesetzten  Sinne  zu  drehen;  denn  nur  so 
kann  die  Scctorcnsumme ,  projicirt  z.  B.  auf  die  ITorizontalebcnc  Null,  bleiben. 
Der  Unterkörper  würde  in  Wirklichkeit  jene  Bewegung  annehmen,  wenn  nicht 
die  Reibung  der  Fussspitzc  am  Boden  als  eine  neue  äussere  Kraft  hinzuträte 
und  dies  hinderte. 

§.  9.  Die  6  Combinationen  der  Differentialgleichungen  der  Bewe- 
gung eines  beliebigen  veränderlichen  Systems,  welche  der  Entwick- 
lung der  Principe  der  Bewegung  des  Massenmittelpunktes  und  der 
Flüchen  zu  Grunde  lagen,  nämlich: 

Zmt  §  =  2Xi  +  2?S5? 

sind  dieselben,  wie  für  das  unveränderliche  System.  Für  die  Erfor- 
schung der  Bewegung  des  letzteren  sind  sie  hinreichend,  für  das  ver- 
änderliche aber  bestehen  ausser  ihnen  noch  3  n  —  k  —  6  andere.  Wir 
schliessen  hieraus,  dass  auch  die  aus  ihnen  abgeleiteten  Sätze  für 
alle  Systeme  gültig  sind.  In  der  That  leiteten  wir  aus  ihnen  auch  die 
beiden  eben  genannten  Principe  ab,  welche  für  das  unveränderliche 
System  bereits  früher  erwiesen  wurdon  und  sie  liefern  für  das  veränder- 
liche System  Integrale  der  Bewegungsgleichungen,  wie  für  das  unver- 
änderliche. Beim  unveränderlichen  System  Hessen  sich  null  Kräfte  und 
Paare  verlegen  und  zusammensetzen  und  war  die  Wirkung  der  zusammen- 
gesetzten Kraftgebilde  diesolbe,  wie  die  der  ursprünglichen.  Beim  ver- 
änderlichen System  hört  diese  Aequivalenz  auf;  indessen  behält  die 
Zusammensetzung  von  Kräften  und  Paaren ,  überhaupt  die  Rcduction  von 
Kräften  auch  hier  nichtsdestoweniger  eine  Bedeutung.  So  z.  B.  die 
Unveränderliehkeit  der  Resultanten  und  des  resultirendcn  Paares  der 
Momentankrüfte,  wenn  die  entsprechenden  Gebilde  der  continnirlichon 
Kräfte  verschwinden/ 

Schell,  Thoi.iie  <l.  Ci'w.  Ii.  il.  Kriftc.  f)7 
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§.  10.  Combiniren  wir  die  Differentialgleichungen 
m  rf2,r«'  —vi    c<*>         „,        _  v  J_  ...        -    7  _l  c<" 

so,  dass  wir  sie  der  Reihe  nach  mit  den  ersten  Differentialquotienten 
der  Coordinaten  raultiplicirt  addiren  und  hierauf  durch  das  ganze  System 
suramiren,  so  kommt 

/ dxi  (fix,      dyi  (Piji      (kj  (Pz\         (     dn  dy,  dz\ 

*n,i  \dt    dt  +  dt  w  +  ,//  di>)  =  Z\x'  dl  +  h  dt  +  z'  7// ) 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  nur  der  Diffcrcntialqiiotient 

die  zweite  Summe  rechts  aber  hat  die  Bedeutung 

dt  +  Sy    ,//  +  Sl    dt)  =  Ai  W,  <//  +  dy<  dl  +  ,/J 

^  ^    W,  <//  ^  ^   r/1  ^  0:,  dt)^'" 

wenn  Z.  =  0,  M  =  Ot  ...  die  Bedingungsgleichungen  des  Systems  sind. 

Sind  nun  diese  Bedingungen  nicht  mit  der  Zeit  veränderlich,  so 
enthalten  £,  M,  ...  die  Zeit  nicht  explicit  und  erhält  man 

(dLda-i     dLdyt      dLdz\  (dJU<lxj     dMdfr  dMdzA 

\dxi  dl      oyi  dt      6)?,  t//  /        '     W,  r//      %  <//      0rf  <//  / 

es  verschwindet  also  auch  die  zweite  Summe  rechter  Hand  in  jener 
Gleichung.    Dagegen  hat  man 

> 

/e>Z  dxj  .  dL  dy,  .  dL  dz\  dL 

W,  Ii  +  dy, t~dl       är,-  rff  /       rf/  ' 

rfdMdx, ■  dMdy, ■      <W  «fcA 

wenn  dies  nicht  der  Fall  ist  und  z.  B.  einzelne  Punkte  sich  anf  ver- 
änderlichen Flächen  oder  Curven  bewegen,  vielmehr  wird  dann  die 
zweite  Summe  rechts 

.  c  l  m 

  A   IX    •  •  • 

dt     *  dt 

Mit  Ausschluss  dieses  letzteren  Falles  erhält  man  also  die  Gleichung: 

oder 

,/  ■  I  v 2'(.v,,/.r,  -f  Y,dy,  -f  . 
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Diese  Gleichung  sagt  aus,  dass  die  Elomontaränd orung  der  halben 
lebendigen  Kraft  des  Systems  und  die  Elementararbeits- 
summe  aller  Kräfte  P,  längs  der  von  ihren  Angriffspunkten 
durchlaufenen  Bogen  dementen  gleich  sind.  In  dieser  Glei- 
chung erscheinen  die  Kräfte,  welche  die  Bedingungen  des  Systems  zu 
vertreten  geeignet  sind,  nicht,  da  ihre  Elementararbeit  Null  ist,  indem 
sie  senkrecht  zu  den  Wegen  ihrer  Angriffspunkte  wirken.  Bezeichnet 
T  die  Summe  der  Arbeiten,  welche  von  einer  beliebigen  Anfangslage 
des  Systems  an  gerechnet  bis  zui  Lage,  wo  die  Geschwindigkeiten  t>, 
sind,  geleistet  würden,  so  ist  dT  die  Elementararbeit  für  den  Uebcrgang 
in  die  nächste  Lage  und  also  d  T  =  2(Xidx, -{-  Yidiji  -f-  Z.rfr,).  Daher 

wird  d  •  =  dT 

und  wenn  man  integrirt  von  einer  Lage,  wo  die  Geschwindigkeiten  t/0 
sind,  bis  zur  Lage,  wo  sie  die  Werthe  p,  haben: 

d.  h.  die  Aenderung  der  halben  lebendigen  Kraft  des  Systems 
beim  Uebergang  ans  einer  Lage  in  die  andere  ist  gleich  der 
Aenderung,  welche  die  totale  Arbeit  der  Kräfte  während 
dieses   Ueberganges    erleidet.     (Priocip    der  Aequivalenz 

zwischen  Arbeit  und  lebendiger  Kraft.)  .  .. 

du 

Existirt  eine  Kräftefunction  U  der  Coordinaten,  so  dass  A',-  =  , 

d  •  J^ffi;»;2  =  dU,       .J  Snuvi2  =  U  -f  h  , 

d.  h.  wenn  eine  Kräftefunction  existirt  und  die  Bedingungen 
des  Systems  von  der  Zeit  unabhängig  sind,  so  ist  die  halbe 
lebendige  Kraft  des  Systems  gleich  der  Kräftefunction,  ver- 
mehrt um  eine  Constantc.  (Princip  der  lebendigen  Kraft.) 
Bezieht  man  die  vorstehende  Gleichung  auf  zwei  Lagen  des  Systems, 

welchen  die  Werthe  t/0,  U,  r,  entsprechen,  so  erhält  man  durch 

Elimination  der  Constanten  h 

—  \Lm^  =  V  —  ün  , 

d.  h.  beim  Uebergange  des  Systems  aus  einer  ersten  Lage  in 
eino  zweite  ist  die  Aenderung  der  halben  lebendigen  Kraft 
gleich  derDifferenz  derWerthe,  welche  dio  Kräftefunction 
für  diese  Lagen  annimmt. 

Da  die  Kräftefunction  eine  Function  der  Coordinaten  ist,  so  nimmt 
sie  denselben  Werth  an,  so  oft  das  System  in  dieselbe  Lage  zurück- 
kehrt. Daher  ist  auch  die  lebendige  Kraft  des  Systems  dieselbe  bei 
der  Rückkehr  zu  derselben  Lage.  Von  der  Art  der  Bewegung  des  Sy- 
stems zwischen  beiden  Lagen  nnd  der  Zeit,  welcbe  zum  Uebergang  aus 

57* 
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der  einen  in  die  andere  verwandt  wird,  ist  das  Princip  der  lebendigen 
Kraft  unabhängig,  wie  von  den  Bedingungen  des  Systems. 

Es  ist  dT  =  dü,  T=  U  +  h. 

Man  erhalt  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  auch  aus  der  Gleichung 

*K*  §  -  *) **• ■ + (- -ff '  -  >•)  »< + ('»■  £! '  -  *) 

=  2;(sS?  Ar.-  +  s£'  fy,  +  ^  <5-,) 

♦ 

indem  man  für  die  willkührlichen  virtuellen  Verschiebungen  die  durch 
die  wirkliche  Bewegung  des  Systems  erfolgenden  nimmt,  d.  h.  öx,  =  dx„ 
dyi  =  dyiy  dz,  =  dzi  setzt.    Dies  liefert 

Zmt  dxi  +  ^  rfy,  +        rfz*)  =  ^l^te,  +  Yidyi  +  Z.dzt) 

da  die  Summe  rechter  Hand  verschwindet.  Die  linke  Seite  dioser  Glei- 
chung ist  aber  d  .  ^Emivr  u.  s.  w. 

§.  11.  Zwischen  der  lebendigen  Kraft  der  absoluten  Bewegung  des 
Systems  und  der  lebendigen  Kraft  seiner  relativen  Bewegung  bezüglich 
des  Massenmittelpunktes  besteht  eine  sehr  einfache  Beziehung.  Sind 
>  #i>  ~i  Coordinaten  dieses  Punktes,  |,,  »f,,  f,  die  relativen  Coor- 
dinaten  von  »»,  in  Bezug  auf  ihn,  so  dass  x;  =  x{  -f-  »/,  =  y,  -j-  tj,-, 
z,  =  z{  -f-       so  wird 

.+."•<  #£+$2 +2*1- 

Die  erste  Summe  zur  Rechten  ist,  wenn  v,  die  Geschwindigkeit  des 
Massenmittelpunktes  ist,  £Aft/,*,  d.  h.  die  halbe  lebendige  Kraft,  welche 
dieser  Punkt  besitzen  würde,  wenn  in  ihm  die  ganze  Masse  des  Systems 
vereinigt  wäre,  die  zweite  Summe  aber  ist,  wenn  u,  die  relative  Ge- 
schwindigkeit des  Systempunktes  m,  ist,  ^£mur;  die  dritte  Summe  aber 

verschwindet,  da  =  0  und  mithin  £ m,  ^f1      =        Z//if '-'f'  =  O 

ist  u.  s.  w.    Daher  bleibt 

JSmivr  =  +  ZmiUi1 

d.  h.  Die  lebendige  Kraft  der  absoluten  Bewegung  ist  gleich 
der  lebendigen  Kraft  der  relativen  Bewegung  in  Bezug  auf 
den  Massenmittelpunkt,  zusammen  mit  der  absoluten  leben  - 
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digen  Kraft,  welche  dieser  Punkt  besitzen  würde,  wenn  in 
ihm  die  ganze  Masse  dos  Systems  voreinigt  wäre. 

Wir  haben  hiebei  eine  relative  Bewegung  in  Bezug  auf  ein  in  Trans- 
lation begriffenes  System  zu  Grunde  gelogt,  man  sieht  aber  sofort,  dass 
dor  Satz  auch  für  eine  beliebige  Bewegung  gilt,  auf  welche  man  die 
Bewegung  des  Systems  bezieht;  wenn  man  nämlich 

80tzt<  =  xt  -f-  «|,  -f  a'm  +  a'th  •••• 

Man  kann  hiemit  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  auf  die  relative 
Bewegung  bezüglich  des  Massenmittelpunktes  ausdehnen.  Führt  man 
nämlich  die  obige  Substitution  Xi  =  .r,  -f~  £»?  !/i  =  !/i  ~\~  Vh  zi  —  z\  ~f"  ?« 
in  die  Gleichung  des  Princips  ein,  so  kommt 

d  •  i  Zaun*  =  («te,  £Xi  -f  dy{  £  Y{  +  dz,  ZZ,)  +  Z(JT,rf&  +  +  Z,<tf.)  . 

Aus  den  Glcichungon 

welche  bestehen,  wenn  das  System  frei  oder  solchen  Bedingungen  unter- 
worfen ist,  deren  Kräfte,  an  einen  Punkt  vorlegt,  sich  Gleichgewicht 
halten,  folgt 

d  •  \Mv*  =  flxf£Xi  +  +  tf*,«,- 

und  da  in  Folge  der  oben  entwickelten  Relatiou 

d  '  ^£miVi2  =  d  •  \  M  t',2  -f-  d  •  J^w,m,2 
ist,  so  ergibt  sich 

d.  h.  die  Aeuderung  der  halben  relativen  lebendigen  Kraft 
bezüglich  des  Massenmittelpunktes  ist  gleich  der  relativen 
Elcmentararbeit  der  gegebenen  Kräfte. 

§.  12.  Wenn  für  ein  System  von  w  Punkten  die  höchstmögliche  Anzahl  von 
Bedingungen,  nämlich  3  n  —  1  besteht,  so  genügt  das  Princip  der  lebendigen 
Kraft,  um  die  Bewegung  aller  Systempunkte  zu  bestimmen.  Denn  dasselbe  liefert 
ein  Integral  der  Bewegungsgleichungen ,  welche*  in  Verbindung  mit  den  Bedin 
gütigen  ".in  Gleichungen  liefert,  durch  welche  die  Coordinaton  aller  Punkte  als 
Functionen  der  Zeit  erhalten  werden.  Dies  findet  z.  B.  bei  dem  unveränderlichen 
System  mit  cinor  festen  Axe  statt.  Die  Unveränderlichkeit  desselben  erfordert 
3«  —  <>,  die  Festigkeit  der  Axo  aber  fünf  Bedingungen.  Da  nämlich  zwischen 
zwei  festen  Punkten  der  Axo  bereits  constantcr  Abstand  besteht,  so  werden 
ausser  «lieser  bereits  in  den  3  n  —  (>  Bedingung  mit  inbegriffenen  Bedingungen  zur 
Unveränderlichkeit  der  sechs  Coordinatcn  dieser  Punkte  blos  noch  fünf  Bedin- 
gungen erfordert.  Zusammen  hat  man  also  3«  —  6  -f-  5  =  3  h  —  1  Bedingungen, 
zu  welchen  das  Integral,  welches  die  lebendige  Kraft  liefert,  die  noch  fehlende 
Gleichung  hinzufügt.  So  z.  B.  beim  zusammengesetzten  Pendel  (S.  845),  wo  die 
letzto  der  Bewegungsglcichuugen  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  ist. 

§.  13.  Als  Anwendung  der  Principe  der  Bewegung  des  Massenmittelpunktes 
und  der  lebendigen  Kraft  behandeln  wir  den  geraden  Stoss  sphärischer 
Körper. 
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1.  Es  scieu  gegeben  zwei  homogene  oder  conccntrisch  geschichtete  Kugeln, 
in  Translation  begriffen  und  zwar  so,  dass  ihre  Schwerpunkte  dieselbe  Gerade 
in  gleichem  oder  in  entgegengesetztem  Sinne  durchlaufen.  Die  beiden  Körper 
mögen  zusammentreffen;  dabei  geht  eine  Forraveränderung  derselben  vor  sich, 
welche  eine  Folge  der  gegenseitigen  Einwirkungen  der  Moleküle  auf  einander  ist. 
Obgleich  die  Bestimmung  der  Bewegung  des  einzelnen  Moleküls  sehr  complicirt 
sein  wird ,  lässt  sich  doch  leicht  die  Bewegung  der  Schwerpunkte  ermitteln. 
Dabei  sind  aber  zwei  Fälle  zu  sondern.  1.  Die  Körper  sind  absolut  unelastisch ; 
dann  drücken  sio  sich  zusammen,  bis  die  Geschwindigkeiten  sich  ausgeglichen 
haben  und  gehen  sie  von  diesem  Momente  an  mit  gemeinschaftlicher  Geschwindig- 
keit weiter,  indem  sie  sich  berühren  und  die  durch  den  Stoss  veränderte  Gestalt 
beibehalten.  2.  Die  Körper  sind  vollkommen  elastisch.  In  diesem  Falle  nehmeu 
sie  von  dem  Momente,  wo  die  Zusammendrückung  aufhört  und  die  Geschwindig- 
keiten gleich  geworden  sind,  allmählich  ihre  alte  Gestalt  wieder  an,  indem  sie 
in  entgegengesetztem  Sinne  auf  einander  einwirken  und  in  Folge  dieser  abstoßen- 
den Einwirkung  sich  trennen.  Zwischen  diesen  beiden  Grcnzfällen  der  absolut 
unelastischen  Beschaffenheit  und  der  vollkommenen  Elasticität  liegen  alle  Fälle 
des  grössoren  oder  geringereu  Grades  der  Elasticität,  in  welchen  die  Körper  nicht 
genau  in  die  frühere  Form  zurückkehren.  Während  bei  vollkommen  elastischen 
Körpern  die  Periode  von  dem  Moment  des  Maximums  der  Zusammendrückuug  bis 
zu  dem  Momente  der  Trennung  der  Periode  vom  Moment  der  Berührung  bis  zur 
grössten  Zusammendrückung  vollkommen  gleich  ist  und  in  ihr  alle  Erscheinungen 
genau  ebenso,  wie  in  jener,  nur  in  umgekehrter  Ordnung  eintreten,  ist  dies  bei 
woniger  elastischen  Körpern  nicht  mehr  der  Fall  und  für  unelastische  Körper  ist 
diese  zweite  Periode  vollständig  auf  Null  herabgesunken. 

2.  Betrachten  wir  nun  die  Körper  zu  irgend  einer  Zeit  t  im  Laufe  des 
Stosses;  x,  x'  seien  die  Abscissen  der  Mittelpunkte  C,  Cf  derselben  von  irgend 
einem  Punkte  0  (Fig.  278.)  der  Centralen  gemessen  und  w,  m  ihre  Massen.  Die 
Kugel  C  ist  ein  System,  auf  welches  die  Molecüle  der  Kugel  C'  mit  Kräften  ein 

27s.  wirken,  welche  vermöge  der  symmetrischeil 

Beschaffenheit  des  Systems  eine  Resultante 
liefern,  deren  Richtung  in  die  Centrale  fällt; 
—  die  Kugel  (f  ist  ebenso  ein  System,  auf 
welches  C  einwirkt  und  da  die  Einwirkungen 
je  zweier  Molecüle  gegenseitig  gleich  sind, 
so  ist  die  Kosullante,  welche  an  C'  augreift,  jener  an  C  angreifenden  entgegengesetzt 
gleich.  Ist  also  R  ihr  gemeinsamer  Werth,  so  erhalten  wir  für  die  Bewegung  der 
Schwerpunkte  beider  Körper  nach  dem  Princip  von  der  Bewegung  des  Massen- 
mittelpunktes die  Gleichungen: 

,„  ,Px  =  .       //  '/V  Ii 

dt1       —     '  <ft*    ~~  U 

Aus  ihnen  folgt  durch  Addition: 

>l2.v  ,  tl*x 

"'  rfl»  +  m  dl*  - 0 

und  hieraus  weiter  durch  Integration: 

dx    .      .  r/.r 
m   lt        in       ■  —  Const. 
dt  dl 

Es  Meibt  also  die  Summe  der  Momentan  kr  Ufte  fortwährend  conslaut 
und  besteht,  wenn  t>,  v  die  Geschwindigkeiten  zu  Anfang  des  Stosses 
sind,  während  der  ganzen  Bewegung  die  Gleichung 
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dx   ,      ,  dx'  ,     .  . 

m   .    4-  in  — — -  =  mv  4-  in  v  . 
dt  dt  1 

Sind  nun  die  Kugeln  vollkommen  unelastisch  und  ist  u  ihre  gemein- 
same Geschwindigkeit  im  Momente  des  Maximums  der  Zusammcudriickung,  so  ist 
{in  -f  "<')  «  die  Summe  der  Bewegungsgrössen  für  diesen  Moment  und  erhält  man 
aus  der  Gleichung  (im  +  '"')  u  =  mv  -\-  mv  für  die  gemeinsame  Geschwindigkeit, 
mit  welcher  beide  Körper  nach  dem  Stosso  weitergehen: 

mv  -r-  tu'v 
m  -f-  in 

Hierbei  können  v,  v  gleiche  oder  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  auch  kann 
die  eine  von  diesen  Grossen  Null  sein.  Gehen  die  Körper  mit  entgegengesetzt 
gleichen  Momentankräften  gegen  einander,  so  wird  «  =  0  und  gelangen  sie 
zur  Kuhe. 

3.  Sind  die  Kugeln  vollkommen  elastisch,  so  bedürfen  wir  zur  Bcstim 
mung  der  Geschwindigkeiten  V,  V\  mit  welchen  sich  die  Körper  trennen,  neben 
dem  vorigen  Satze  noch  eines  anderen.  Zu  dem  Ende  multipliciren  wir  die  beiden 

Gleichungen  für  die  Bewegung  der  Schwerpunkte  mit  2^,  2  ^  und  addiren  sie. 
Dadurch  kommt 


2/i 


d(x  —  x) 


dt  dl 
oder  wenn  wir  die  relative  Entfernung  x' —  x  der  Schwerpunkte  mit  r  bezeichnen 
und  vom  Anfange  des  Stosses,  wo  dieselbe  r0  sei  bis  zu  irgend  einem  Momente 
des  Stosses,  wo  sie  r  beträgt,  intogriren,  so  folgt: 

r 

'«(^T- 1™*  +  ^'*\  - 

Diese  Gleichung  sagt  aus,  dass  die  Aenderung  der  lebendigen  Kraft  vor  Beginn 
des  Stosses  bis  zu  irgend  einem  Momente  gleich  der  doppelten  Arbeit  ist,  welche 
die  Stosakräfte  Ii  während  dieser  Zeit  geleistet  haben.  Beziehen  wir  nun  diese 
Gleichung  auf  das  Ende  des  Stosses,  wo  sich  die  Körper  trennen,  so  wird  für 
vollkommen  elastische  Körper  das  Integral  rechter  Hand  Null,  denn  während  der 
ersten  Periode  des  Stosses  findet  Zusammendrückung  statt  und  ist  folglich  dr  und 
also  auch  11  dr  und  der  Werth  des  Integrales,  ausgedehnt  über  diese  Periode, 
negativ;  in  der  zweiten  Periode  ist  dr  positiv,  hat  lidr  die  entgegengesetzt 
gleichen  Werthe,  wie  vorher  und  ist  das  Integral  ausgedehnt  über  diese  Periode 
dem  vorigen  entgegengesetzt  gleich.  Daher  ist  das  Integral  ausgedehnt  über  die 
ganze  Stosszeit  Null  und  erhalten  wir  die  Gleichung: 

mV%  _|_  m-y't  =  mvt  _|_  OTv«, 

d.  h.  bei  vollkommen  elastischen  Körpern  ist  die  lebendige  Kraft 
nach  wie  vor  dem  Stosse  dioselbe.  Bei  unelastischen  oder  nicht  vollkom- 
men elastischen  Körpern  ist  das  Integral  über  die  Stosszeit  ausgedehnt  negativ 
und  findet  folglich  ein  Verlust  an  lebendiger  Kraft  statt  gleich  der  doppelten 
Arbeit  der  molecularen  Kräfte.  t 

Die  folgenden  beiden  Gleichungen,  von  denen  die  erste  die  auf  das  Ende 
des  Stosses  angewandte  obige  Gleichung  der  Momentankräfte  ist,  nämlich 

mV  -\-  m'V'  =  mv  -f-  mv 
wif-f  m'V'*^  i«ü'+  mv* 
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dienen  zur  Bestimmung  der  Geschwindigkeiten  V,  V\  mit  welchen  sich  zwei  voll- 
kommen elastische  Kugeln  trennen.    Indem  man  sie  so  schreibt: 

m  (y*  —  d*)  =■  m  (v*  —  V '*) 
,„  (V  —  v)  mm  m(ü   —  V) 

und  in  einander  dividirt,  sieht  man,  dass  sie  äquivalent  sind  mit 

mV  +  mV'=    mv  +  mv 
V  —     V  =  —  v  -f  v 

und  aus  ihnen  erhält  man 

(m  -\-  tn)  V  =  (tu  —  in)  v  -J-  2  mv 
(m       m )  V' =  (vi' —  wij»'-f-  2mv, 

von  welchen  Gleichungen  die  eine  ans  der  anderen  durch  Vertauschung  vou  «i, 
v,  Vr  und  m\  v,  V'  hervorgeht.  Addirt  und  subtruhirt  man  rechts  im»,  resp.  mV 
und  berücksichtigt  mv  +  wV  =  (m  -f  m')u,  so  erhält  man  weiter: 

V-iu-,,        V  -  2  .  -  „=''  +-"_       ± ; 

es  ist  mithin  die  Geschwindigkeit  im  Momonte  des  Maximums  der  Compressiou 
das  arithmetische  Mittel  aus  den  Geschwindigkeiten  eines  jeden  der  Körper  zu 
Anfang  und  Ende  des  Stosses. 

4.  Als  spezielle  Fälle  heben  wir  folgende  hervor.    1.  Es  sei  C  in  Ruhe, 

also  v  =  0;  sind  die  Körper  unelastisch,  so  ist  diu  gemeinschaftliche  Geschwin- 

m  v  , 

digkeit  nach  dem  Stossc  u  =   — . ;  u  wird  Null,  wenn  m  —  oo  wird,  d.h.  die 

tu  -f-  Ml 

ruhende  Masse  ein  unendlich  grosser  eben  begrenzter  Körper  ist  (niihcrungsweise 

für  das  Auffallen  eines  Körpers  auf  den  Erdboden  giltig).    Sind  die  Körper  voll- 

vi       vi  m\  tti 

kommen  elastisch,  so  wird  V  =     —.  —  ,v,   V  =    ■     — »  v\  für  «/  =  oo  wird 

tu  -f-  m  tu  -f-  tu 

V  =  —  t»,  0,  der  Körper  C  prallt  von  (f  mit  derselben  Geschwindigkeit 

zurück.  (Auffallen  einer  elastischen  Kugel  auf  eine  feste  elastische  Ebene.)  — 
2.  Die  Massen  der  beiden  Kugeln  seien  gleich.  Für  unelastische  Körper 
ist  dann  «  =  \  (v  -f-  »');  für  elastische  wird  V  =  v\  V'  =■  p,  d.  h.  die  Körper 
gehen  mit  verwechselten  Geschwindigkeiten  nach  dem  Stosse  weiter,  ist  also  der 
eine  in  Ruhe,  so  geht  er  nach  dem  Stosse  mit  der  Geschwindigkeit  dos  anderen 
weiter,  während  dieser  zur  Ruhe  gelangt.  (Anwendung  hiervon  auf  die  gerad- 
linige Reihe  clastischor  Kugeln  gleicher  Masse.) 

5.  Es  seien  gegeben  zwei  vollkommen  elastische  Kugeln  von  deu  Massen 
im,  m  (Fig.  279.),  man  sucht  die  Masse  fi  einer  dritten  gleichfalls  vollkommen 

elastischen  Kugel  vou  der  Eigenschaft,  dass,  wenn  die 
Mittelpunkte  der  drei  Kugeln  in  gerader  Linie  liegen 
sodass  fi>  zwischen  tu,  in  sich  befindet,  die  Kugel  in  mit 
der  Geschwindigkeit  / '  auf  dio  ruhende  Kugel  [i  treffend, 
dieser  eine  solche  Geschwindigkeit  crtheilt,  dass  sie  beim 
Stesse  auf  dio  gleichfalls  ruhende  Kugel  tu  letztere  mit  der  grösstinöglichcn  Ge- 
schwindigkeit forttreibt. 

2  vi  \* 

Die  Geschwindigkeit  a»,   welche  u  durch  m  erlangt,  ist  to  —  - —  —  ,  die 

m  -f-  fl 

Geschwindigkeit,  welche  m  von  (i  erhalt,  V'  =  ,  ,   folglieh  nach  Elimi 

nation  von  co: 

/"=  \  my.   _.<L  =  4wiF-  -— -    -     l   -        .  ; 


Digitized  by 


XVI.  Cup.  Stoss  sphärischer  Körper.  !>05 

daher  muss  die  Function  (t      +  ~  )      +  ™)  ein  Minimum  werden.   Dies  führt 

zn  der  Bedingung   1  ^g   =  0,   d.  h.  p  =  Vmm.    Es  muss  demnach  die 

Masse  der  eingeschalteten  Kugel  das  geometrische  Mittel  zwischen  den  Massen 
der  gegebenen  Kugeln  sein. 

Soll  zwischen  m  und  m  eine  ganze  Reihe  von  Kugoln  p,.  pt,  .  .  .  .  p„  ein- 
geschalten werden,  sodass  jede  folgende,  also  auch  die  letzte,  mit  dem  Maximum 
der  Geschwindigkeit  fortgetrieben  wird,  so  wird 

Mi*  —  '".«»,    Pi*  —  f*tf*3,    Ms*  =    f*,1  —         f*,+t,  •  •  •         —  -t'"' 

tt|       us       ii3  !l  it  in 

und  hieraus  folgt  —  ==  —  =....=  =        =  f ,  wenn  e  der  gc- 

m       Mi  J*„_i  J*„ 

meinschaftliche  Werth  des  Verhältnisses  zweier  aufeinanderfolgender  Kugeln  ist 

Multiplicirt  man  diese  n  -\-  1  Gleichungen  von  der  Form  =  e  mit  einander, 

f»»-t 

so  hat  man  f""*"1  =  "*  ,  also  die  geometrische  Progression  pt  =  em,  ft,  = 

"*  I_ 
,  »  /i/i'W+i 

p3  =  f1»»,  ...  pH  =  e  >«,  wo  *  =  ^-J  . 

6.  Bei  vollkommon  elastischen  Körpern  findet  kein  Verlust  an  lebendiger 
Kraft  statt,  wohl  aber  bei  unelastischen.  Um  diesen  Verlust  S  zu  bestimmen, 
hat  man 

d  =  vi  p*  -f-  tuv*  —  (m  -f-  )«')  u*. 
Addirt  und  subtrahirt  man  2  (wi  -f-  »i')  «*,  so  wird 

d  =  m  v*  -f  >»  V*  +  (»<  +  wt  )  "*  —  2  (»'  "f     )  "  •  " 
■  -  mo«  +  wV«  +  (w  -f  ;«')  «'  -  2  (mv  -f  mV)  «, 
da  ,  , 

(»i  -f-  '« )  "  =»  "»»  +  w». 

Indem  man  zusammenzieht,  nimmt  d  die  Form  an: 

d  =  m  („  —  „)«  +  ,„*  („  _  „')». 

r  -  «  und  u  —  v  sind  Gewinn  oder  Verlust  an  Geschwindigkeit  der  Körper;  dem- 
nach ist  der  Verlust  an  leben digerKraft  gleich  der  Summe  der  leben- 
digen Kräfte,  welche  man  mit  den  gewonnenen  und  verlorenen  Gö- 
sch wi  n d  igk e iten  der  K  ö r  per  b  i ldcn  k  iinn.  Setzt  man  in  die  Formel  für  d  den 

Werth  von  u,  nämlich  «  —         ~j~  -"A  ein,  so  kann  man  d  unter  der  Form 


darstellen.  Der  vorliegende  Satz  ist  ein  specieller  Fall  eines  allgemeineren  Satzes 
über  den  Vorlust  an  lebendiger  Kraft  eines  Systems  durch  Stösse,  welchen  Carnot 
zuerst  aufgestellt  hat. 

7.  Es  sei  X  dio  Abscisse  des  Massenmittelpunktes  der  beiden  Kugeln  zu- 
sammen als  ein  System  betrachtet;  für  ihn  besteht  die  Gleichung: 

(»i  -f-  m)  X  =  ntx  -f-  mx'. 

j  v 

A*  ist  eine  Function  der  Zeit,  wie  x,  x'  und  erhält  man  die  Geschwindigkeit  ~- 

des  Massenmittelpunktes  aus  der  Gleichung  (m  4-  m)       —  m  ' X  -4-  m    X  .  Die 

dt  dl    '  dt 

rechte  Seite  ist  die  Summe  der  Momeutaukräfte  und  da  diese  durch  den  Stoss 
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nicht  geändert  wird,  so  folgt,  dass  der  Stoss  auf  die  Geschwindigkeit  des 
gemeinsamen  Schwerpunktes  beider  Kugeln  keinen  Kinfluss  hat. 

§.  13.  Der  schiefe  Stoss  sphärischer  Körper.  Die  beiden  Kugeln 
C,  Cf  mögen  zwei -geradlinige  Translatiousbcwegungen  besitzen,  aber  so,  dass  die 
Schwerpunkte  verschiedene  gerade  Linien  beschreiben;  ihre  Geschwindigkeiten 
seien  coustant.  Die  Kugeln  sollen  im  Laufe  ihrer  Bewegung  zusammentreffen, 
es  fragt  sich,  wie  wird  ihre  Bewegung  durch  den  Stoss  geändert?  In  dem  Moment 
des  Zusammentreffens  zerlegen  wir  ihre  Geschwindigkeiten  jede  in  zwei  Compo- 
neuten,  von  denen  die  eine  in  die  Richtung  der  gemeinschaftlichen  Normalen  CC' 
der  Berübrungsslellc  fällt  und  resp.  v,  v  heissen  soll  und  eine  andere  t,  t' 
parallel  der  Bcrührungsebcne.  Bios  die  ersteren  Compoiieutcn  werden  durch  den 
•Stoss  geändert,  die  geänderten  setzen  sich  hierauf  wieder  mit  r,  z  zusammen 
und  liefern  die  Geschwindigkeiten  V\  mit  welchen  die  Körper  nach  dem  Stosse 
weiter  gehen.  Bei  unelastischen  Körpern  ist  daher  die  gemeinsame  Normal- 
geschwindigkeit 

mv  -4-  mv 

u  —  — ,- 

m  -{• 

und  diese  ist  mit  r,  resp.-  x  zu  combiuiren,  um  V%  V  zu  rinden.  Bei  vollkommen 
elastischen  Körpern  dagegen  sind  die  Normalcompouenten  .V,  S'  nach  dem  Stosse: 

(m   -  vi)  v  4"  "Im'v  .       (/«'--  m)  v  -f-  2mv 

A  =  .      i  ,        A  =  ,  , 

m  -f-  in  vi  -f  m 

welche  resp.  mit  r,  t  zusammentreten. 

Ist  m  ursprünglich  in  Ruhe,  also  v  =  0,  r  =  0,  so  wird 

in  —  vi  2  in 

A  —  ,    v,       y  ^  .--.'V 

und  für  vi  —  »  wird  A  =  —  v,  N*  —  0.  Combinirt  man  in  diesem  letzteren 
Falle  A  —  —  v  mit  t,  so  folgt  das  Reflcxionsgesclz,  nämlich:  wenn  eine 
vollkommen  elastische  Kugel  auf  eine  feste  vollkommen  elastische 
Platte  trifft,  so  bleibt  die  Geschwindigkeit  ihres  Schwerpunktes 
eonstant;  ihre  Richtung  bildet  vor  und  nach  dem  Auffallen  gleiche 
Winkel  mit  der  Platte. 

Sind  die  Massen  gleich,  so  ergibt  sich  A  —  v,  A'  =  v\  die  Kugeln  gehen 
mit  vertauschten  Normalcompoucuten  der  Geschwindigkeiten  weiter. 

§.  14.  Wir  wollen  als  weitere  Anwendung  des  Princips  der  lebendigen  Kraft 
mit  dessen  Hülfe  die  Wirkungsweise  der  Kräfte  an  einer  Maschine  und 
deren  Gang  untersuchen.  Kine  Maschine  ist  ein  System,  an  welchem  Kräfte 
wirken  mit  Bedingungen,  wcleho  als  von  der  Zeit  unabhängig  angesehen  werden. 

Daher  gilt  für  sio  die  Gleichung  JE/»^,2  —  4  S  «i|  »0,°2  =  T  —  T0>  wenn  auch 

wegen  Reibungen  u.  s.  w.  eine  Kräfte funetion  nicht  existirt.  Die  Maschinen  ge- 
statten aber  nicht  beliebige  virtuelle  Verschiebungen,  sondern  in  der  Regel  nur 
eine,  aber  meistens  in  doppeltem  Sinne  (vorwärts  und  rückwärts);  es  ist  daher 
die  Bewegung  aller  Syslempunktc  bestimmt,  sobald  die  eines  derselben  bekannt 
ist,  daher  wird  auch  nur  eine  einzige  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Bewegung 
der  Maschine  erfordert  und  hierzu  kann  die  Gleichung  der  lebondigen  Kraft  be- 
nutzt werden. 

Die  Kräfte,  welcho  an  einer  Maschine  wirken,  sind  doppelter  Art,  1.  solche, 
welche  eine  positive  Klemeutararbeit  leisten,  indem  sio  die  Punkte,  an  welchen 
sie  angreifen,  beschleunigen  und  mit  der  Richtung  der  Wegeleinente  derselben 
spitze  Winkel  bilden;  sio  heissen  Moto ren  und  sind  z.  B.  die  Dampfkraft,  Wasser- 
druck, Wärme,  Elcctricität ,  der  Wind,  die  Schwere,  die  Elasticität,  dio  Muskel- 
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kraft  der  Meuscheu  und  Tbiere  u.  s.  w.  Die  Motoren  wirken  auf  einen  beson- 
deren Maschinenbestandtheil,  welcher  der  Keceptor  genannt  wird  (bei  einer 
Wassermühle  sind  es  die  Schaufeln,  bei  der  Dampfmaschine  die  Kolben,  hei  vielen 
einfacheren  ist  es  ein  Handgriff  oder  ein  FusBtritt  u.  8.  w.).  Die  2.  Art  der  Kräfte 
sind  solche,  deren  Arbeit  negativ  ist,  indem  ihro  Angriffspunkte  zurückweichen 
und  sie  mit  den  Wegclementen  derselben  stumpfe  Winkel  bilden.  Diese  Kräfte 
heiasen  Widerstände;  sie  werden  geleistet  von  den  Körpern,  welche  mit  Hülfe 
der  Wirkung  der  Motoren  durch  die  Maschine  umgeformt  werden  sollen  oder 
werden  zum  Tbcil  durch  die  Berührung  der  Maschinentheile  unter  einander  oder 
mit  der  umgebenden  Luft  u.  8.  w.  erregt.  Der  Maschinenthoi),  welcher  mit  den 
zu  deformirenden  Körpern  in  Berührung  kommt,  an  welchem  also  die  erstgenann- 
ten Widerstände  angreifen,  heisst  das  Werkzeug  oder  bei  grösserem  Umfange 
der  Maschine  die  Arboitsmaschiue,  und  besteht  oft  selbst  aus  einem  ganzen 
System  von  Arbeitsmaschinen. 

Die  Arbeit  der  Motoren  heisst  die  bewegende  Arbeit,  die  Arbeit  der 
Widerstände  die  widerstehende  Arbeit.  Die  Bestimmung  der  Maschine  selbst 
ist  die,  die  Motoren  und  Widerstände  überhaupt  in  Verbindung  zu  setzen  oder 
wie  man  sich  ausdrückt,  die  Arbeit  der  Motoren  zu  übertragen.  Der  Maschinen- 
teil, welcher  zu  diesem  Ende  den  Keceptor  mit  der  Arbeitsmaschine  verbindet, 
heisst  die  Transmission  dor  Maschine.  Bezeichnen  wir  die  bewegende  Arbeit, 
die  während  des  Laufes  der  Maschiue  geleistet  wird,  indem  die  Geschwindigkeiten 

in  V:  übergehen,  mit  Tm  und  die  gleichzeitig  geleistete  Arbeit  der  Wider- 
stände mit  —  Tr,  so  ist  T —  7*0  —  Tm  —  Tr  und  kann  die  Gleichung  der  leben- 
digen Kraft  geschrieben  werden: 

Wir  wollen  jetzt  verschiedene  Annahmen  über  den  Gang  der  Maschiue  machen 
und  zusehen,  wie  sich  hierbei  die  Arbeiten  der  Motoren  und  Widerstände  ver- 
halten. Es  sei  von  einem  gewissen  Zeitpunkte  an  die  Bewegung  der  Maschine 
gleichförmig  uud  die  Geschwindigkeiten  i>t  also  constant  gleich  ty'';  dann  ist  die 
linke  Seite  der  Gleichung  Null  und  folglich  Tm  =  Tr,  es  nimmt  also  während 

dieses  Intervalls  die  Arbeit  der  Motoren  und  Widerstände  um  dieselbe  Grösse  zu 
oder  es  wird  die  Arbeit  der  Motoron  vollständig  aufgebraucht,  um  eine  gleich 
grosse  Arbeit  der  Widerstände  zu  tilgen.  Umgekehrt  ergibt  sich,  dass,  so  lange 
Tm  =  Tr  bleibt,  die  Bewegung  der  Maschine  gleichförmig  bleibt,  weder  beschleu- 
nigt, noch  verzögert  wird.  Denn  man  kann  vermöge  des  bekannten  Zusammen- 
hanges der  Syslempunkte  alle  Geschwindigkeiten  auf  der  linken  Seite  der  Glei- 
chung durch  eine  von  ihnen  ausdrücken  und  diese  muss  folglich  constant  bleiben, 
wenn  die  linke  Seite  der  Gleichung  auf  dem  Werthe  Null  erhalten  werden  soll; 
was  aber  von  ihr  gilt,  gilt  von  jeder,  folglich  u.  s.  w.  Wird  der  Gang  der 
Maschiue  innerhalb  eines  Zeitintervalles  beschleunigt,  so  wächst  die  linke  Seite 
der  Gleichung,  also  muss  während  desselben  Tm^>  Tr  sein  und  umgekehrt;  einem 

Ueberschuss  der  Arbeit  der  Motoren  über  die  der  Widerstände  entspricht  noth- 
wetidig  eine  Zunahme  der  Geschwindigkeit.  Ebenso  entspricht  einer  Verlang- 
samung  der  Bewegung  ein  Ueberschuss  vou  Tr  über  Tm  und  umgekehrt.  Aus 

dieser  Wechselbeziehung  zwischen  dem  Gange  der  Maschine  und  der  Arbeit  dor 
Motoren  und  Widerstände  ergibt  sich,  dass  wenn  die  Arbeit  der  Motoren  säramt- 
lich  auf  die  Tilgung  der  Arbeit  der  Widerstände  verwandt  worden  soll,  man  die 
Maschine  in  gleichförmiger  Bewegung  erhalten  muss,  dass  jeder  Ueberschuss  von 
Arbeit  der  Motoren,  der  nicht  auf  die  Tilgung  eines  entsprechenden  Acquivalentcs 
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von  Arbeit  der  Widerstände  verwandt  wird,  eine  Beschleunigung  der  Bewegung 
der  Maschine  (Vermehrung  der  lebendigen  Kraft)  und  jeder  Defcct  von  Arbeit 
der  Motoren  eine  Verlangsaraung  (Abnahme  der  lebendigen  Kraft)  zur  notwen- 
digen Folgo  hat.  Man  sioht  hieraus,  in  welchem  Sinne  die  Redensart  gemeint 
ist,  wenn  man  sagt,  die  Maschine  verhalte  sich  wie  ein  Reservoir,  in  welches 
Arbeit  der  Motoren  eintritt  und  unter  der  Form  von  lebendiger  Kraft  wieder  aus- 
gegeben wird. 

Nicht  immer  aber  ist  es  möglich,  den  Gang  der  Maschine  so  gleichförmig 
zu  erhalten,  dass  in  jedem  Zcitelcmente  die  Arbeit  der  Motoren  dio  Arbeit  der 
Widerstände  tilgt;  ist  dieser  ideale  Zustand  nicht  herbeizuführen,  so  sucht  man 
eine  periodische  Bewegung  der  Maschine  zu  erreichen.  Es  tilgen  sich  dann 
wenigstens  in  jeder  Periode  für  sich  die  beiderlei  Arbeiten;  denn  zu  Anfang  und 
zu  Ende  der  Periode  haben  die  Geschwindigkeiten  dieselben  Werthe,  also  ist  die 
linke  Seite  der  Gleichung,  wenn  man  sie  auf  die  ganze  Periode  bezieht,  Null  und 
folglich  während  derselben  im  Ganzen  Tm  =  Tr.    Dass  ein  gleichförmiger  oder 

ein  periodischer  Gang  der  Maschine  mit  möglichst  kurzer  Periode  wünschenswerth 
ist,  liegt  am  Tage.  Denn  durch  die  Tilgung  der  Arbeit  der  Widerstände  wird 
ein  Fabrikat  geliefert,  desscu  Erzeugung  der  Zweck  der  Anwendung  der  Maschine 
ist;  die  Beschleunigung  der  Bewegung  hat  daher  keinen  Nutzen,  vielmehr  muss 
die  Arbeit  der  Motoren  vollständig  dem  Zwecke  entsprechend  ausgebeutet  weiden. 
Andererseits  hat  der  gleichförmige  Gang  der  Maschine  auf  die  egale  Beschaffen- 
heit und  damit  auf  den  Werth  des  Fabrikates  Einfluss. 

Beziehen  wir  jetzt  die  Gleichung  der  lebendigon  Kraft  auf  den  ganzen  Zcit- 
•      räum  vom  Anfang  der  Bewegung  der  Maschine  bis  zum  Stillstand  derselben. 
Anfangs  sind  alle  Geschwindigkeiten  Null,  am  Ende  auch,  mithin  ist  die  linke 
Seite  der  Gleichung  Null  und  daher  Tm  =  Tr,  d.  h.  während  des  ganzen  Laufes 

der  Maschine  tilgen  sich  die  Arbeiten  beiderlei  Kräfte  vollständig;  es  wird  nichts 
an  Arbeit  gewonnen,  nichts  verloren.  Man  kann  den  ganzen  Lauf  der  Maschine 
in  drei  Epochen  zerlegen:  1.  den  Anlauf,  vom  Beginn  der  Bewegung  bis  zu  dem 
Momente,  mit  welchem  oiue  gleichförmig«  «»der  eine  periodische  Bewegung  ein- 
tritt, 2.  den  Mittellauf,  die  Zeit  der  gleichförmigen  oder  periodischen  Bewegung 
und  .*{.  den  Eudlauf,  die  Zeit  vom  Sehluss  der  letzteren  Periode  bis  zum  Stillstaude. 
Während  des  Anlaufes  wächst  die  lebendige  Kraft  von  Null  au  und  daher  ist 
während  dieses  Zeitraumes  in  jedem  Moment  und  im  (tanzen  die  Arbeit  der  Mo- 
toren grösser  als  die  der  Widerstände,  der  Uebcrschuss  bringt  dio  Maschine  „in 
den  Gang".  Während  des  Mittellaufs  ist  in  jedem  Momente  oder  wenigstens  für 
jede  Periode  die  Arbeit  der  Motoren  gleich  der  Arbeit  der  Widerstände;  während 
des  Endlaufes  ist  die  linke  Seite  der  Gleichung  negativ,  die  lebendige  Kraft 
nimmt  bis  zu  Null  ab  und  es  geschieht  dies  in  Folge  des  Nachlasseus  oder  Auf- 
hören» der  Wirkung  der  Motoren. 

Die  Widerstände  zerfallen  in  zwei  Klassen:  1.  solche,  welche  durch  die 
Bestimmung  der  Maschine  gegeben  sind  und  herrühren  von  den  umzuformenden 
Körpern,  durch  Tilgung  von  deren  Arbeit  das  Fabrikat  erzeugt  wird;  sie  heisseu 
nützliche  Widerstände,  ihre  Arbeit  sei  Tu\  -\  solche,  welche  in  Folge  der  Be- 
wegung der  Maschine  rege  werden,  wie  die  Reibung,  Luftwiderstand  u.  s.  w.  und 
welche  nichts  gemein  haben  mit  dem  Fabrikate;  sie  heisseu  passive  (schäd- 
liche) Widerstände,  ihre  Arbeit  sei  Ts.    Dio  Gesammtarbeit  Tr  aller  Widerstände 

zerfällt  daher  in  zwei  Theile  und  hat  man  Tr  =  Tu  -\-  Ts.  Da  nun  die  Arbeit 
der  Motoren  Tm  gleich  T  sein  soll,  so  folgt,  dass  ein  Theil  der  Arbeit  der  Mo- 
toren auf  die  Tilguug  der  Arbeit  der  passiven  Widerstände  verwandt  werden  muss 
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und  also  für  die  Bestimmung  der  Maschine  verloren  geht.  Daher  muss  man  die 
passiven  Widerstünde  soviel  als  möglieh  zu  verkleinern  suchen.    Eine  Maschine 

ist  um  so  besser,  je  kleiner  das  Verhältniss        und  je  grösser  ist. 

Jm  Jm 

Jeder  Verlust  an  lebendiger  Kraft  muss  vermieden  werden.  Nun  besteht  die 
lebendige  Kraft  aus  zwei  Theilen:  1.  der  lebendigen  Kraft,  welche  durch  die 
Geschwindigkeiten  der  äusserlich  sichtbaren  Bewegung  gebildet  wird  und  welche 
also  den  Gang  der  Maschine  bestimmt;  2.  der  lebendigen  Kraft,  welche  die  innere 
Bewegung  der  Maschinentheile,  die  kleinen .  Erschütterungen,  die  Schwingungen 
der  elastischen  Bänder,  die  molecularen  Bewegungen  u.  s.  w.  darstellt  und  nichts 
mit  dem  Gange  der  Maschine  im  Ganzen  gemein  hat.  Dieser  /-weite  Bestandtheil 
darf  womöglich  gar  nicht  zu  Stande  kommen  oder  muss  durch  Einführung  grosser 
Massen,  Polster  u.  s.  w.  horabgedrückt  werden;  denn  die  Arbeit  des  Motors,  welche 
ihn  veranlasst,  ist  verloren.  Eine  schlotterige  Mühle  ist  ein  Beispiel  für  diesen 
Nachtheil. 

Die  Gleichung  der  lebondigon  Kraft  zeigt  deutlich  die  Unmöglichkeit  eines 
Perpetuum  Mobile;  ein  solches  wäre  nämlich  eine  Maschine,  durch  welche 
ohne  continuirliche  Wirkung  eines  Motors  fortwährend  die  Arbeit  eines  Wider- 
standes getilgt  wird;  auch  wenn  der  Widerstand  noch  so  gering  ist,  so  kann  seine 
Arbeit  nur  durch  eine  äquivalente  Arbeit  entgegengesetzter  Art  getilgt  werden; 
geschieht  dies  nicht,  sondern  wirkt  ein  Motor  nur  eine  kurze  Zeit,  nach  welcher 
die  Maschine  sich  selbst  überlassen  bleibt,  so  nimmt  die  lebendige  Kraft  ab  und 
sowie  sie  Null  ist,  steht  die  Maschine  still.  Will  man  aber  eine  Maschine  ein 
Perpetuum  Mobile  nennen,  an  welcher  überhaupt  keine  Arbeit  geleistet  wird, 
weder  von  einem  Motor,  noch  von  einem  Widerstände,  sondern  die  einmal  durch 
Momentaukräfte  in  Bewegung  gesetzt,  fortwährend  in  Bewegung  bleibt,  so  ist 
dieselbe  zwar  denkbar,  aber  nicht  realisirbar,  da  wir  die  materiellen  Elemente 
einer  Maschine  nicht  der  Wirkung  der  Naturkräfte  entziehen  können. 

§.  15.  Das  Princip  der  lebendigen  Kraft  hat  die  Physiker  der  Neuzeit  zu 
einer  wesentlich  veränderten  und  allgemeineren  Auffassung  der  Naturprozcsso  und 
ihres  gegenseitigen  Zusammenhanges  geführt.  Man  hat  die  Ansicht  gewonnen, 
dass  die  Summe  aller  Arbeit  im  gesammten  Weltsystem  als  eine  constante  Grösse 
anzusehen  sei  und  dass  alle  Erscheinungen  der  Natur,  so  mannigfach  sie  auch 
sein  mögen,  im  Grunde  nichts  anderes  seien,  als  die  Wechselbeziehung  zwischen 
Arbeit  und  lebendiger  Kraft,  wie  sio  die  Gleichung  ausspricht.  Wo  nach  dieser 
Ansicht  ein  Bewegungsphänomen  auftritt,  wird  ein  entsprechendes  Quantum  Arbeit 
auf  sein  Zustandekommen  verwandt  und  wo  es  aufhört,  wird  ein  ihm  äquivalentes 
Quantum  Arbeit  disponibel.  Vorzugsweise  ist  es  die  mechanische  Theorie  der 
Wärme,  welche  von  diesem  Grundsätze  ausgehend  zu  Folgerungen  der  grössten 
Wichtigkeit  geführt  hat  und  noch  ferner  führen  wird.  Die  heutige  Naturforschung 
ist  Daniel  B  er  nun  Mi  grossen  Dank  dafür  schuldig,  dass  er  die  Gleichung  der 
lebendigen  Kraft  zuerst  in  der  heutigen  allgemeinen  Fassung  festgestellt  hat. 
Nicht  geringere  Anerkennung  zollt  sie  den  Ideen  und  Forschungen  eines  Meyer, 
Helmholtz,  Joule,  Thomson  u.  s.  w.«auf  diesem  Gebiete. 

• 

§.  16.  Von  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  kann  man  ein  Criterium 
für  die  Stabilität  des  Gleichgewichtes  entlehnen.  Besteht  nämlich  für 
das  System  eine  Kräftefunction,  sodass 

ist  und 
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so  fallt  die  Bedingung,  dass  für  bestimmte  Werthe  von  xi  yit  z(,  .  .  . ,  d.  h.  für 

eine  bestimmte  Luge  des  Systems  Gleichgewicht  bestehe,  mit  der  Bedingung  zu- 
sammen, dass  für  diese  Werthe  das  vollständige  Differential  dU  verschwinde, 
sodass  also  im  Allgemeinen  für  jede  Gleichgewichtslage  die  Kräftefunction  ein 
Maximum  oder  ein  Minimum  sein  wird.  Wir  setzen  hierbei  voraus,  dass  aus  U 
bereits  mit  Hülfe  der  Bedingungen  des  Problems  ebenso  viel  Variabein  elimiuirt 
sind,  als  die  Zahl  der  Bedingungen  beträgt  und  demnach  U  als  eine  Function 
vollständig  unabhängiger  Variabein,  die  wir  X,  pt  vt  ...  nennen  wollen,  darge- 
stellt sei.  Findet  ein  Maximum  von^U  wirklich  statt,  so  besitzt  das  System  den 
Charakter  der  Stabilität,  d.  h.  das  System  wird  sich,  wenn  die  Punkte  desselben 
aus  der  dem  Maximum  entsprechenden  Lage  nur  wenig  verrückt  werden  und  kleine 
Anfangsgeschwindigkeiten  erhalten,  im  Laufe  der  Zeit  nie  Uber  gewisse  enge 
Grenzen  hinaus  von  derselben  entfernen. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  können  wir  unbeschadet  der  Allgemeinheit 
annehmen,  dass  das  Maximum  von  U  für  die  Werthe  X  =  (i  =  v  =  --  -  =  0 
eintrete  und  da  ferner  die  Function  V  in  der  obigen  Gleichung  blos  in  der  Ver- 
bindung U  —  l/0  vorkommt,  so  kann  ihr  auch  eine  beliebige  Constante  zngefügt 
werden.  Durch  eine  zweckmässige  Wahl  dieser  Constanten  kann  man  aber  immer 
erreichen,  dass  der  Maxitnalwerth  von  U  selbst  die  Null  ist.  Unter  diesen  Voraus- 
setzungen schreiben  wir  nun  die  Gleichung  so: 

-  V(lt       „....)  -  V{X0,  p„       .  .  .)  +^»,.^ 

sodass  also  V  (1,  a,  v,  .  .  .)  für  X  =  p=*v='   '  =  0  ein  Maximum  wird, 

dessen  Werth  Null  ist  und  *0.  /*o>  *u»  »u(0  zusammengehörige  Werthe  von 
X,  p,  sind.  Da  jeder  Nachbarwerth  des  Maximums  negativ  ist,  so  lassen 

sich  immer  so  kleine  positive  Grössen  /,  m,  »,  ...  angeben,  dass  für  jedes  System 
von  Werthcn  X,  fi,  v}  , . .  dessen  Zablenwerthe  resp.  nicht  grösser,  als  /,  tn,  n,  . . . 
sind,  V  (X,  ft,  v,  .  .  .)  stets  negativ  ist.  Ist  nun  —  p  von  allen  diesen  negativen 
Werthen  der  Function,  absolut  genommen  der  kleinste,  so  kann  gezeigt  werden, 
dass  wenn  Xq,  jt0,  v0t  ...  numerisch  kleiner  als  /,  m,  n,  . . .  und  zugleich  so  an- 
genommen werden,  dass 

ist,  jede  der  Variabelcn  X,  (i,  v,  .  .  .  im  Laufe  der  Bewegung  unter  ihrer  Gronze 
/,  m,  n,  ...  bleiben  wird.  Fände  nämlich  ein  Ueberschreiten  dieser  Grenze 
statt,  so  müsste  wegen  der  Stetigkeit  der  Grössen  X,  (i ,  v,  .  .  .  zu  einer  gewissen 
Zeit  zuerst  Gleichheit  zwischon  einer  oder  mehreren  dieser  Grössen  und  ihrer 
Grenzen  /,  m,  n,  .  . .  eintreten,  ohne  dass  eine  der  übrigen  die  Grenze  über- 
schritten hätte.  Für  diesen  Zeitpunkt  wäre  der  negative  Werth  Von  V  (Z,  u,  v. . . .) 
numerisch  nicht  kleiuer  als  p,  mithin  die  rechte  Seite  unserer  Gleichung  negativ, 
was  mit  der  Natur  der  positiven  linken  Seite  im  Widerspruch  steht;  folglich  über- 
schreiten Xt  (i,  vy  .  ..  nicht  ihre  Grenzen  und  das  Gleichgewicht  ist  stabil.  Man 
sieht  zugleich  auch,  dass  dio  Geschwindigkeiten  v-  gewisse  Grenzen  nicht  über- 
schreiten, denn  da  das  Maximum  von  i^Null  ist,  so  ist 

Zmv?  <  —  U        Mo.  *u,  •  •  •)  +  i  Zr»,  »u(°2. 

Kmllich,  da  /,  m ,  n,  ...  beliebig  klein  angenommen  werden  können,  so  können 
die  Grenzen  für  dio  die  Lage  des  Systems  bestimmenden  Grössen  X ,  (i,  v ,  .  .  . 
und  die  Geschwindigkeiten  v  beliebig  eng  gezogen  werden. 

Der  vorstehende  Beweis  ist  von  Dirichlct;  vgl.  Crelle's  Jonrn.  B.  XXXIII. 
S.  84,  woselbst  auch  eine  Kritik  der  mangelhaften  früheren  Beweise  gegeben  ist. 
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§.  17.  Wir  wollen  jetzt  ein  freies  System  betrachten,  auf  welches  nur 
innere  Kräfte  P  wirken.  Für  seine  Bewegung  existirt  eine  Kräftcfunc- 
tion  ü  und  gilt  die  Gleichung 

£ZW  —  ±Zmvf  =  U—  Uu, 

die  wir  aber  so  schreiben  wollen 

iSmv-  —  V=±2mv<f  —  UQ  . 

Die  Function  U  ist  nach  S.  8G4.  U=J  —  mm  F{r)tlrt  wenn  F{r) 
das  Gesetz  darstellt,  nach  welchem  zwei  Masseneinheiten  anf  einander 
einwirken  und  wenn  U  ein  Maximum  wird,  so  findet  stabiles  Gleich- 
gewicht der  inneren  Kräfte  statt.  Da  U  eine  willkürliche  Constante 
enthält,  so  können  wir  diese  so  bestimmen,  dass  der  Werth  des  Maxi- 
mums gleich  Null  wird  und  für  den  Fall,  dass  ü  mehrere  Maxima  be- 
sitzt, soll  dies  für  das  grösste  von  ihnen  gelten.  Dann  sind  also  alle 
andern  Werthe  von  U  negativ.  Laust  man  nun  das  System  aus  der 
stabilen  Gleichgewichtslage  in  eine  andere  übergehen  und  bezieht  die 
Gleichung  der  lebendigen  Kraft  auf  beide,  so  stellt  die  negative  Grösse 
ü  —  0  die  Arbeit  der  inneren  Kräfte  dar,  welche  dazu  nöthig  ist.  Ebenso 
wenn  das  System  ans  einer  beliebigen  Lage,  welcher  der  Werth  ü  ent- 
spricht, zur  stabilen  Gleichgewichtslage  gelangen  soll,  so  ist  die  positive 
Arbeit  0  —  U  erforderlich.  Es  bedeutet  demnach  —  ü  die  positive 
Arbeit,  welche  die  inneren  Kräfte  leisten  müssen,  um  das  System  aus 
der  Lage,  welcher  ü  entspricht,  in  eine  Lage  stabilen  Gleichgewichts 
überzuführen.    Hiemit  kann  die  obige  Gleichung 

±£m  v2  —  U  =  ±Zm  vQ2  —  Ua 

auch  so  ausgesprochen  werden: 

Für  ein  freies  System,  welches  blos  inneren  Kräften 

unterworfen  ist,  bleibt  während  der  Bewegung  für  jede  Lage 

desselben  die  Summe  der  halben  lebendigen  Kraft  und  der 

Arbeit,  welch e  die  inneren  Kräfte  zu  leisten  haben  würden, 

um    das   System   aus   dieser   Lage    in    eine  Lage  stabilen 

Gleichgewichtes  zu  bringen,  eine  constante  Grösse.  Der 

Werth  der  Ktäftefunction  für  die  fragliche  Lage  gibt  jene 

zu  leistende  Arbeit  an. 

Als  Beispiel  wollen  wir  das  System  zweier  Massenpnnkte  n»,  m  behandeln, 
welche  sich  mit  der  Kraft 

anziehen.  In  der  Entfernnng  r  =  r0  befinden  sich  dieselben  im  stabilen  Gleich- 
gewicht; für  r>r„  findet  Attraction,  für  r  <  r0  Repulsion  satt.  Bringt  man  sie 
auf  ihrer  Verbindungslinie  aus  der  Gleichgewichtslage  in  eine  Entfernung  >  ru, 
so  ist  eine  positive  Arbeit  nöthig,  um  sio  in  diese  Lage  zurückzubringen;  nähert 
man  dieselben  einander  auf  eine  Entfernung  •<  ru,  so  ist  gleichfalls  eine  positive 
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Arbeit  nöthig,  um  sie  zurückzufuhren.  Die  Arbeit  ist  im  ersten  Falle  positiv, 
weil  Anziehung  stattfindet  und  dr  negativ  ist,  im  anderen  Falle,  weil  Abstossung 
stattfindet  und  dr  positiv  ist.    Die  Kräftefunction  ist 

„  -  -         -  ffl  %  =     fr-,  -  r+T^i       +  — 

und  erreicht  für  r  =  r0  ihr  Maximum.    Um  dasselbe  auf  Null  zu  bringen,  hat 

„                 in  tna 
man  Const.  —  -,  zu  setzen. 

Die  Gleichung  ^Z/n»*  —  i/  =  Co«*/,  zeigt  auch  einen  gewissen  Uebcrgang 
von  Arbeit  und  lebeudiger  Kraft  von  einem  Systemtheil  auf  den  anderen.  Das 
System  bestehe  aus  zwei  Partialsystemen  A  und  /?,  welche  durch  einen  nicht  dehn- 
baren Faden  ohne  Masse  mit  einander  verbunden  sein  mögen.  Da  der  Faden 
keine  Masse  hat,  so  ist  seine  lebendige  Kraft  Null  und  wenn  er  gespannt  ist, 
so  ist  die  Arbeit  der  beiden  ihn  spannenden  gleichen  Kräfte  Null.  Es  besteht 
daher  die  Summe  $£mv*  —  U  aus  einem  von  A  und  einem  von  B  herrührenden 
Theile.  Da  beide  zusammen  constant  bleiben,  so  muss  der  erstere  wachsen,  wenn 
der  zweite  abnimmt  und  ist  letzterer  Null  geworden,  so  kommt  die  ganze  Sammc 
dem  Theilo  A  zu,  wenn  in  demselben  Momonte  der  Faden  durchschnitten  wird. 
ti  gelangt  in  den  Zustand  des  stabilen  Gleichgewichtes. 

§.  18.  Wir  fanden  früher  die  Gleichung  =  {-Mvf  -f-  ^Zmu1. 

Da  keine  äusseren  Kräfte  auf  das  System  wirken,  so  ist  Mvt  constant. 
Substituten  wir  also  den  Ausdruck  rechts  in  die  Gleichung  {Zmv2 — U=C, 

80  kommt  ^Emn1  —  l/  =  C, 

wo  C  nur  eine  andere  Constante  ist.  Da  U  blos  von  den  Abständen 
der  Systempunkte  abhängt,  so  hat  es  für  die  relative  Bewegung  der- 
selben Werth,  wie  für  die  absolute.  Es  ist  also  auch  die  halbe 
Summe  derrelativcn  lebendigen  Kraft  zusammen  mit  der 
Arbeit  —  U  eine  constante. 

Die  lebendige  Kraft  ^Emu1  zerfällt  in  vielen  Fällen  in  zwei  Theile, 
von  denen  der  eine  nur  sich  an  der  äusserlicli  sichtbaren  Bewegung 
des  Systems  bemerken  lässt.  Wenn  nämlich  die  Systempunkte  um  ge- 
wisse Gleichgewichtslagen  oscilliren,  welche  sich  in  relativer  Ruhe  oder 
Bewegung  befinden,  so  hat  man,  wenn  a',  y,  z  die  relativen  Coordinaten 
in  Bezug  auf  den  Massenmittelpunkt  für  einen  Systempunkt,  ar, ,  y, ,  z( 
die  der  Gleichgewichtslage  und  §,  £  die  relativen  Coordinaten  bezüg- 
lich dieser  Gleichgewichtslagen  sind:  x  =  .r,  -f-  5,  y—  y,  -f-  tjy  2  =  zt  -{-f. 

Hiernach  werden  —  =  ~*  -f-  -  ,           und  ergibt  sich  ein  Bcstaudthcil 

von  u\  welcher  aus      1  ,        ,        und  ein  anderer,  der  aus  ^,37, 

dt       dt      dt  dt  dl 

d*" 

^  gebildet  ist.    Ist  das  Oscillationscentrum  (;r,  y,  c,)  in  relativer  Hube, 

so  ist  der  erstero  Bestandteil  Null;  dann  ist  u  blos  von  der  inneren 
Bewegung  des  Systems  abhängig. 
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§.  19.    Das  Princip  der  kleinsten  Wirkung  besteht  in  dem 
Satze : 

Wenn  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  gilt,  so  wird  das 
Integral 

V  =■  j£mjVttlSi , 

nachdem  mit  Hülfe  dieses  Princips  aus  ihm  die  Zeit  elimi- 
.  nirt  ist  und  wenn  es  auf  die  ganze  Bahn  des  Systems  von 
einer  ersten  Position  in  eine  zweite  erstreckt  wird,  für  die 
wirkliche  Bewegun  g  oin  Minimum,  d.  h.  kleiner,  als  wenn  das 
System  auf  irgend  einem  anderen  Wege,  welcher  mit  den 
Bedingungen  desselben  vereinbar  ist,  aus  der  ersten  Posi- 
tion in  die  zweite  gelangt. 

Eliminirt  man  nämlich  mit  Hülfe  der  Gleichung  ^<£mlr,2=  ü  -f-  ft 
die  Zeit,  so  erhält  man,  genau  wie  S.  292 

/••  f  /  2(U  -fT)  yZniidsT2 . 
Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  geben  nun  durch  ihre  Inte- 
gration die  3«  Coordinaten  der  Systempunkte,  da  man  aber  aus  ihnen 
die  Zeit  elirainiren  kann,  so  kann  man  3«  —  1  der  Coordinaten  durch 
eine,  z.  B.  durch  xt  ausdrücken.  Dadurch  wird  für  Zwi.ds,2  der  Aus- 
druck Smi  dxf  zn  substituiren  sein  und  erhält  man 

=  /  Y*{ü+lk) JyjSmiixi'*  +  y/*  +  r/*)  ■       =J  Pdxx  . 
und  ist  zu  zeigen,  dass  ö fPdx{  =  JöPdxx  =  0  wird.    Es  ist  aber 

AD        ?\dP  A      _J_ai>    V     _l_dPA       i    dP  A    '_J_  BP  A  dPA  'l 

und  wenn  man  die  partiellen  Integrationen,  wie 

J  IS7  **     =V  gx;  • 

,/>    f'Z  l:>Z 

- — -,ÖXi  —  /  ■•-  Sxidx.  =  —  I  -  '  öx, dx, 
c)X{        J     dxx  1        J     dx{  1 

(da  dx,  an  den  Grenzen  der  Integration  verschwindet,  weil  die  Anfaug6- 
und  Endpunkte  fest  bleiben)  bonutzt,  so  wird 

d  f  P<lx{ 


X{(-_dp)^+(-_''S)^+(- 

J      [  \Xi       dxx  '  scyi      dxx  ' 


Schell  ,  Theorie  d.  ßcw.  u.  <1.  Kräfte. 
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Setzt  man  zur  Abkürzung  A  =  2(U  +  A),  B  =  Zm,(xi'2  yr  -|-  z,'7), 
so  wird  P  =  y  ~A  •  / B  und 

cP 


oder  da 


rf.r,  V   A  r.v,  dxx 


f'X, 


7/B  =  j/£mi  (x*  +        +'  r?)  =  ,/  '  ö  _  <f< 


ist: 


tP  dxt 


dx£_    -m/b/W  <Px,\ 
dxx-y   A  W,~~W'  <W' 


cxi  dxx 

durch  Einführung  dieses  und  der  beiden  ähnlichen  Ausdrücke  ergibt  sich 

,  pu         d»Vi\  rf'.-,\  1 

Er  ist  aber  nach  dem  D'Al  erobert  's  eben  Princip 

und  mitbin  <$  T  =  d /ftZ-r,  =  0  . 

Man  sioht,  dass  man  aus  dem  Principe  der  kleinsten  Wirkung  die 
Bewegungsgleichungen  des  Systems  erhalten  kann. 


XVII.  Capitel. 

Die  zweite  Form  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  von  Lagrange 
und  das  Hamilton'ache  Princip.  Die  Hamilton'sche  Form  der  Bewegung«  - 
gleichungen  und  die  Hamilton'sche  partielle  Differentialgleichung. 

§.  1.    In  <lic  Differentialgleichungen  der  Bewegung 
'">  dl*   =  A'  +  *  Tx<  +  *  ^  +  "  '  • 

m'dfi  ~  cy<+  *  <>*+"'       '=1'2'--  »' 

wofür  /,  =  (),  ifaO,  ...  die  x  Bedingungen  des  Systems  darstellen,  welche 
von  Laprnuge  zuerst  aufgestellt  wurden,  führen  wir  an  die  Stelle  der  Varia 
belen  a-,  //,,      neue  Variabele  y,,  y?,  .  .  .  y    ein,  deren  Zahl  fi  —  3  «  —  x  und 
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welche  so  gewählt  sind,  dass  die  x  Bedingungen  L  =  0,  M  0,  .  .  .  durch  sie 
identisch  erfüllt  werden,  d.  h.  das«  ohne  Zuhülfenahme  irgend  welcher  Relationen 
zwischen  den  Grössen  q  die.  Gleichungen 

L  (qx,  7j,  .  .  .  q^)  —  0,        M  (qt,  qJy  .  .  .  q^)  =  0,  .  .  . 
bestehen.    So  können  z.  B.  die  Coordinatcn  xit  yjt  z(-,  welche  der  Bedingung 

ö*   ^   A«    ^  t« 

genügen  sollen,  durch  die  zwei  Variabein  qx,  qt  ersetzt  werden,  welche  mit  ihnen 
durch  die  Gleichungen  xi  =  a  cos  qx,  y,-  =  b  sin  qt  cos  qt1  zi  =  c  sin  qt  sin  qt  ver- 
bunden sind.  Setzt  man  diese  Ausdrücke  für  x{,  y-,  z-  in  die  genannte  Bedingung 

ein,  so  wird  sie  von  selbst  erfüllt.  Durch  Einführung  der  Grossen  q  nehmen  die 
Differentialgleichungen  der  Bewegung  eine  sehr  bemerkenswerte  Form  an,  welche 
gleichfalls  von  Lagrange  zuerst  gegeben  wurde. 

Es  werden  ar,,  yf,      Functionen  von  qit  qt,  ...  q^.    Mnltipliciren  wir  die 

obigen  Gleichungen  der  Reihe  nach   mit  den  partiellen  Differentialquotienten 

$xi     dy,-  Özi 

"»  o'-»  ~~  von  .r  ,  //,,  :  nach  einer,  qt,  der  Crossen  »,  addiren  sie  und 
iqs      Öq,  Cqf 

summiren  nach  t  durch  das  ganze  System  hindurch,  so  kommt,  da 

£  (ÖL   $xi  dyi        %L    dzA     ^  ÖL  {q^  q,,  .  .  .  qj 

\c~Xj  vqt      cy\  dq,       dz,-  dqj  *"  "  dq, 

^  fdM  fci       dM  <*i   t    ÖM  ÖzA    ^  ÖM  (<?,,  qt,  ^ 

3qs  +         dl,  +  c?tf  =  Ö'h 

und  diese  Ausdrücke  verschwinden,  da  L  (yj,  .  .  .  fy),  M  (y, ,  </8.  .  .  .  q^  ,  .  . . 
identisch  Null  sind: 

,       \  dfi    dq,  +   dP   dq,  +  a7J  =  U'' 

wenn  (>,  den  Ausdruck  _ 

/      c«,  tfy.-  tfzA 

darstellt.   Wir  wollen  die  Differentiationen  nach  der  Zeit  durch  angeführte  Aceente 

bezeichnen  und    ,-  = 
at 

chung  also  schreiben: 


dxt         t    dy(  dij  t 

bezeichnen  und        =  xjy   ^  =  y,-,  —  =»  z-  setzen  und  die  vorstehende  Glei- 


|  dx{  dx^       dy/  dy^       rfz/  0y 

fW'  \   dt  (>q,         dt  dq,  +    dt     ZqJ)  ~  J>' 

Nun  ist: 

d     „     f    ,&7         /W         /Vi  _     \dx!    oaf  dyf   dyl  rf=/  <V< 

.   _    (  ,  rf  3*/       ,  d  W       ,  d  frh 

+  £m<  {*>  dt    tq/  +  1Ji  dt   ^/  +      dt    d9;S  ' 
Der  Ausdruck  links  hat  die  Bedeutung 

dt  •  f""<fr  i>9;  +  y'  ^;  +  2<  a7/)  =  Ä  *  dq;  *  £m> ^  +  1J> :  +  'i}  ~  <a  ^ 

wonn  die  hallte  lebendige  Kraft  mit  7' bezeichnet  und  also  gesetzt  wird: 

T  -  i  2m,        +  y/«  +  • 

58* 
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Die  zweite  Summe  rechter  Hand  gestaltet  sich  folgendermassen  am.  Es  bestehen, 
da  xf,  y,,  z,  Functionen  der  neuen  Variabelen  werden,  die  Gleichungen: 

dx{    t      cx{    ,  tx{ 

*>  =       91  +  dn\     +  "  '  +  e>,M 

Differcntiirt  mau  diese  in  y,\  //,',  .  .  .  y/,  .  .  .  y^'  linearen  Ausdrücke  nach  y/,  so 
ergibt  sich 

a<  s*/  fc/ 

«V  ~~       '      "//  "  '  <'y, '      <ty/    '  cy, 
Wir  können  daher  die  Differentialquotienten  von  x,-,  y,-,      nach  qt  durch  die  ent- 
sprechenden Differontialquotienten  ihrer  Derivirten  x,',  y/,  s/  nach  y,  ersetzen 
und  erhalten  für  jene  Summe: 

f"'  ry/  +"rf/    ry/  +  ' 

-  f  "'<  j*'  ä  e<h  +  *  *  Sy,  +     in  WS 

Difforentiircn  wir  aber  dio  obigen  Ausdriicko  für  x/,  y/,  :/  wich  y5,  so  crhal- 
ten  wir: 

cx: 


o/s  =  hs«h  '"  +  ,vMy,     +        +  *9ti\  9"  ~    i y,      +  rf<  ry, 

d  cxi 

Indem  wir  daher  die  Werthe  für  die  Differentialquotienten  ^  •  - —  ,  .  .  .  ein- 
führen, folgt  weiter  für  jene  Summe  die  Form:  * 

f  «i  j*,         +       ,y;  +  *<•  ,y,(  "  V,4^'^^    +        +  ~  ry,' 

Dio  erste  Summe  rechts  in  obiger  Gleichung  (s.  vor.  Seite)  aber  ist  vermöge  der 

ix,'  dxt- 

Relationen       -  =  - — ,  ...  identisch  mit  Qs.    Demnach  erhalten  wir  jetzt  als 

eine  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung: 

d      cT  ff 

oder  ^     dT  cT 

welches  die  zweite  Lagrange'sche  Form  ist.  Indem  wir  *  von  1  bis  (i  variircu 
lassen,  erhalten  wir  die  jtt  Bcwcgnngsgleichungen ,  welche  y,,  yt,  ...  y^  als  Func- 
tionen von  /  liefern. 

Im  Falle,  dass  eine  Kräftefunction  V  existirt,  haben  wir: 
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und  wordon  mithin  dio  Bewegungsgleiehungcn  in  diesem  Falle: 

d      dT       d[T  -f  V) 

dT 

oder  wenn  man  noch         =  p,  setzt: 

<*/>,       d(T  +  V)  HT 

Substituirt  man  die  linearen  Ausdrücke 

,       r.x.     ,  ix.  , 


ziz=        Vi  +  • '  •  + 


in  den  Ausdruck 


'/„  (/fl 


so  wird  y  eino  homogene  Function  der  Grössen  7,',  7,',  .  .  .  q^  und  folglich  nach 
dem  Euler'schon  Satze  über  die  homogenen  Functionen: 

BT 

oder  mit  Itücksicht  auf  tt— »  = 

%  T  —  PiVt  +  PtVt  +  •  •  ■  +  Vfl- 

§.  2.  Wenn  die  Variabelen  q  bo  gewählt  worden  können,  dass  eine  von 
ihnen  in  der  Krüftefunction  V  und  in  dem  Ausdrucke  T  der  halben  lebendigen 
Kraft  nicht  vorkommt,  während  letztere  Grösse  den  Differentialquotienten  <//  ent- 

halten  kann,  so  wird  ^-       =0,  also        =  0  und  ergibt  sich  mithiu  ein 

Integral  ps  =  Const.  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  unmittelbar. 

Dies  tritt  z.  B.  bei  der  Newton'schen  Atlraction  eines  Punktes  nach  einem 
festen  Centrum  ein.  Denn  für  dios  Centrum  als  Ursprung  der  Polarcoordinaten 
y,  =0  r,   qt  =  <r,  qs  =  <P  hat  man: 

—  —  7  =  J  ;«  (r«  +  +  r*  .»in«  #  •  <p'*) 

r 

(s.  8.  119)  und  kommt  9  nicht  in  V  uud  7*  uud  in  T  blos  9'  vor.    Daher  ist 
p3  -  |^  -  J£  -  ,«r»  „V  #    qp'  =  6W, 

oder  r*  «n1  <r  •  <p' =  Co««/,  ein  Integral  der  Bewegungsgleichungen.    Vermöge  der 

Tran8forraationsformeln  a:  =  r  cos  &,  y  =  r  sin  &  cos  <p,  1  =  r  ««  fr  *m  tp  ergibt 

»  ii 

sich  law  —  — ,  — ^     =  ^L-=^J:1  d.  h.  r*  «in»  fr  ■  tp'  =  yz  —  y'z  =  Const., 
"  *        y     cos2  tp  y* 

nämlich  das  Princip  der  Flüchen. 

§.  3.    Aehnlich,  wie  Cap.  XVI,  §.  19.  aus  dem  Princip  der  kleinsten  Wir- 
kung die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  iu  der  gewöhnlichen  Form  ab- 
geleitet wurden,  können  dieselben  iu  der  zweiten  Lagrango'sclicn  Form  ans 
einem  anderen  Principe  erhalten  werden,  welches  von  Hamilton  zuerst  auf 
gestellt  wurde.    Dies  Princip  ist  der  folgende  Satz: 
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Wenn  die  L»rc  des  Systems  zu  einer  Anfangszeit  /  =  t0  und  zu 
einer  Endreit  tt  gegeben  ist,  so  liofert  die  Gleichung 

<\ 

8  j(T  +  U)  dt  =  0 

die  Gleichungen  der  Bewegung,  worin  T  die  halbe  lebendige  Kraft 
und  U  die  Kräftefunction  ist,  letztere  von  deu  Coordinaten  und  der 
Zeit,  nicht  aber  von  denCoinponenten  der  Geschwindigkeit  abhäng  t. 

Es  ist  nämlich,  wenn  P  von  den  Grössen  yJt  yt,  ...  y^ ,  y,',  y,',  .  .  .  y^' 
abhängt: 

«fr«  -fir.«  -ffät«  +  <£,»+...+  «,„ 

H-  ^f ,  dy,'  +  f--,  dy,'  +  ■  •  •  +         dy  'j  dt . 
Man  hat  aber,  wie  S.  913: 

J  C'/l  J  Cqx         dt  J  Cqx  dt 

dp 

oder,  da  dy,  an  den  Grenzen  der  Integration  verschwindet,  indem  die  Etidposilioii 
de»  Systems,  wie  die  Anfangsposition  eine  feste  ist: 

'1 


I 


Setzt  man  die»,  sowie  die  analogen  Grössen  in  den  Ausdruck  für  die  Variation 
des  Integrales  ein,  so  erhält  man: 

und  wenn  dieses  Integral  verschwinden  soll,  so  müssen  wegen  der  Unabhängig- 
heit der  Grössen  y,,  yt,  ...  qf(  von  einander  die  Coefficicntcn  der  willkürlichen 

Aemleriingen  dy, ,  dy,,  ...  dy    einzeln  verschwinden.   Dies  liefert  die  Gleichungen: 

d  ,,-  , 

6qt  dP 
"dt     ~^,  =  0' 

In  dem  vorliegenden  Falle  ist  nun  /'  =  T  -f*  {7  und  hängt  f  nicht  von  den 
Grössen  y/  ab,  weil  es  nur  von  den  Coordinaten  selbst  abhängt,  welche  nur 

rP  vT 

Functionen  von  y,  sind.     Daher  ist        ,  =  .    ,  und  werden   mithin  die  Glei- 

r'h  «IS 

chungeu : 
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d     dT       ?(T+  U) 

dt  '  dq]  ~~  ~~  dqt'  ' 

welches  die  Lagran  ge 'sehen  Gleichungen  sind  für  den  Fall,  das«  eine  Kräftc- 
funetion  existirt. 

Ueber  die  Ausdehnung  dieser  Methode  auf  den  Fall,  dass  U  auch  die  Com- 
pononten  der  Geschwindigkeit  und  mithin  auch  q    enthält,   8.  Holzmüller, 

Ueber  die  Anwendung  der  Jacobi-Hamilton'schen  Methode  auf  den  Fall  der 
Anziehung  eines  Punktes  nach  dem  electrodynamischen  Gesetz  von  Weber 
iSchlörailch's  Zeitschrift  f.  Mathem.  u.  Physik  Bd.  XV,  S.  69  (1870)]. 

§.  4.  Hamilton  hat  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  in  einer 
cigenthümlichen  Form  gegeben  und  für  den  Fall,  dass  eine  Kräftefunction  existirt, 
dieselbe  von  einer  Function  abhängig  gemacht,  welche  er  die  charakteristische 
Function  nennt.    Wir  fanden  §.  1.  die  Gleichung 

s\  t>  '   I     ^T      '   I  I      dT      t         „  » 

2  T  -  *a  ■" +  ?-„■  *»  +  ••••  +  9„;  v  -    *.  • 

Behufs  der  Entwickelung  der  II  amilton 'sehen  Gleichungen  schreiben  wir  sie  so: 

und  differentiiren  sie  vollständig  nach  allen  darin  vorkommenden  Grössen  qt  und 
qs\    Dies  gibt 

dT=Zq;.d^  +  E?T.dH;-  (z*T,dq;+  dq\t 

oder,  weil  sich  die  beiden  Mittelglieder  tilgen: 

Indem  wir  aber  uns  die  Grössen  pi}  pt,  .  .  .  p^  als  neue  Variabein  an  die  Stelle 

der  Grössen  qt\  qt\  .  .  .  q^  eingeführt  denken,  wird  T  eine  Function  der  Grössen 

ps  und  qs  und  wenn  wir  die  Differentialquotienten  von  T  partiell  nach  pt  und  qf 

genommen  unter  dieser  Voraussetzung  in  Klammern  einschliessen,  so  erhalten 
wir  für  das  vollständige  Differential  von  T  auch  die  Gleichung: 

Die  Vergleichung  dieser  mit  der  vorigen  Formel  liefert  aber  die  Beziehungen: 


(dT\         ,       (ÖT\  dT 

dT  /cT\  dPs  dT 

u  i  w.  tm   wir  W'n  ih,  ^— =  —  /  ^  \  in  die  Gleichung  ^   —  ,--  =  #4 

des  §.  1.  einsetzen,  so  folgt 

als  die  Hamilton 'sehe  Form  der  Bewegungsgleichungen.  Für  den  Fall,  dass 
eine  Kräfte funetion  V  existirt,  welche  von  qt,  nicht  aber  von  «//,  also  auch  nicht 


von 


den  für  q't  eingeführten  p,  abhängt,  ist  Qt  _  ^  —  und  folglich 

äPs  (r){T  -  V)\ 
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Aus  demselben  Grunde,  dass  U  kein  pt  enthält,  kann  man  aber  die  Gleichung 

</,' =  (tT\  auch  so  schreiben: 
\dpsJ 

Setzt  man  daher  T  —  V  =  //  und  tilgt  die  Klammern  als  selbstverständlich,  so 
kann  man  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  unter  der  über  V  gemachten 
Voraussetzung  schreiben : 

dl,       eil        dPs  dH         „       T  r 

und  wenn  keine  Kräftefunction  existirt: 

dq>        <  T         dp>  <  T  4-  <i  »  =  1    "    3  a 

-dT-  tP/      rfT-~  du,     Js>  ** '     •*•  P ' 

dT 

Die  Grössen  p,  =  ^  ,  sind,  da  T  eine  homogene  Function  des  zweiten  Grades 

der  Grössen  qs'  ist,  lineare  Functionen  von  y/;  löst  man  daher  das  Gleichungs- 

cT 

System  pt  =         auf,  so  ergeben  sich  für  die  t/s  lineare  Functionen  von  den  pft 

deren  Coefficienten  die  y,  enthalten.  Mit  ihrer  Hülfe  treten  die  pf  an  die  Stelle 
der  qt'. 

Vermöge  der  Relationen  ^  ,  =  pt  und  (  ,^  j  =  y/  besteht  zwischen  den 

Grössen  pt  und  y/  eine  gewisse  Reciprocität. 

Di«  Function  //  —  T —  U  nennt  Hamilton  die  charakteristische 
Function.  Vgl.  Hamilton:  On  a  general  method  in  Dynamics;  by  wich  the  »tudy 
of  the  motions  of  all  free  Systems  of  attracling  or  repelliny  poinls  is  reduced  to  the 
scarch  and  differentiation  of  one  central  relation,  or  characleristic  funetiun  {Philosoph. 
Transactions  of  l/ie  lioyal  Society  of  London  for  the  year  1834,  P.  II,  p.  247)  und: 
Second  cssay  on  a  general  method  in  Dynamics  (Ibid.  1835,  P.  I,  p.  95). 

Wir  lernten  die  charakteristische  Function  bereits  Cap.  XVI,  §.  17.  ihrer 
mechanischen  Bedeutung  nach  kennen. 

§.  5.  Hamilton  hat  die  Integration  der  BcwegungBgleichuugen  von  einer 
nicht  linearen  partiellen  Differentialgleichung  abhängig  gemacht,  die  wir  jetzt 
aufstollen  wollen. 

Dio  halbe  lebendige  Kraft  T  und  die  Kräftefunction  C,  welche  t  auch  ex- 
plicit  enthalten  darf,  seien  durch  die  '.in  —  x  =  p  Variabclu  qs  dargestellt, 
welche  den  Bedingungen  des  Systems  identisch  genügen.  Wir  bilden  die  Variation 
des  Integrales  , 


{T+  (')dt, 


t 

aber  so,  dass  die  Werthe  an  den  Grenzen  nicht  als  gegeben  angesehen  werden, 
sondern  an  den  Grenzen  andero  Bedingungen  stattfinden.  Indem  wir  abkürzend 
'/•  -{-  U  z=  <p  setzen,  erhalten  wir,  da  <p  eine  Funetiun  von  qf  und  qs'  ist: 

ar-*j9dt-.ßv.dt-  f(z ;  *  *y<)  dt  +  dt 

und  vermöge  der  Relation 
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also,  wenn  man  zwischen  den  Grenzen  x  und  /  integrirt  und  die  dem  Werthe  x 
entsprechenden  Anfangswortho  mit  dem  angefügten  Index  0  bezeichnet: 

t 


Setzt  man  dies  in  UV  ein,  so  ergibt  sich: 


r 

Diese  Gleichung  vereinfacht  sich  sehr,  indem  die  eingeklammerten  Grössen  unter 
dem  Integralzeichen  in  Folge  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  ver- 
schwinden.   Da  nämlich  U  keine  q's  enthält,  so  ist 

ctp       d_(T+U)  dr_ 

Daher  ist 

?V  _  ±           =  d.(L+  U\  _  t     dT  Ä  ,) 

du,       dt     (  fj/            dqs  dt     (  </,'  ' 

Demnach  bleibt  blos 


9V=Z  ^  8qt  -  Z       s9.  =  zPsS,/s  -  £P*8V,° 

-  P?*Vi*  -  PSW  W- 

Da  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  als  erfüllt  angesehen  werden,  so 
sind  qs  und  qt\  sowie  pt  als  gegebene  Functionen  von  /  und  den  2u>  Constanten 

zu  betrachtcu,  welche  die  Integration  dieser  Gleichungen  einführt.  Die  Varia- 
tionen Sqs  sind  daher  solche ,  welche  aus  der  Aenderung  der  2  (i  Constanten  ent- 
springen, da  t  nicht  variirt  wird  und  die  Sqs°  sind  die  der  unteren  Grenze  x  des  In- 
tegrales V  entsprechenden  Werthe  derselben.  Nun  können  nach  der  Integration 
der  Kewegungsgleichungen  alle  Variabein,  also  auch  tp  als  Functionen  von  t  nnd 
den  2f*  Constanten  dargestellt  werden.  Diese  Constanten  sind  willkürlich  und 
kann  man  hierzu  die  Anfangswerthe  qs°,  ps°  wählen.  Es  bilden  die  2  (t  +  1  Va- 
riabein t,  qf,  ps  und  die  2  f*  Constanten  qs°,  p*  ein  System  von  i  p  +  1  Grössen, 
zwischen  welchen  aber  diu  2  fi  Integralgleichungen  bestehen.  Durch  dieselbon 
kann  man  also  die  2  a  Grössen  />f,  pf°  durch  /  und  qt,  qtn  darstellen  und  es  wird 
hiernach  V  =  Jtpdt  eine  Function  von  /,  qs,  qt°.  Hiernach  erhält  man  dio  Aon 
derung  von  V%  indem  /  unvariirt  bleibt,  auch  unter  der  Form 

Die  Vergleichung  beider  Formeln  für  8  V  ergibt: 
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CV  cV  o 

Nun  ist  qp  =  —  ;   du  aber  F  dio  Zeit  sowohl  explicit  als  in  den  Grössen  tls 

implicit  enthält,  so  wird 

dV  _  cV       „dV  't'h  cV 

dT  ~  dt  +  *  Bq,   dl  =  dt  +  ^ 

und  mithin: 

0  =  ^+  Zpf9/  -  <p. 

Es  ist  aber  <p  =  7  +  // ,    P,  =  Jp   und   £p,7/  —  £  ^  '//  =  -  7\ 

2pfqs'  —  rp  =  7*  —  //  =  //,  sodass  sich  dio  Harnilton'sclie  partielle  Differen- 
tialgleichung 

IJ-  +  //  -  0 

ergibt,  welcher  die  Function  F  geniigen  muss.    Dies  ist  jedoeh  so  zu  verstehen, 

dass  in  #  die  Grössen       durch  ps  ausgedrückt  und  pt  »=     -  gesetzt  wird.  Man 

kann  daher  den  Satz  aufstellen: 

Wenn  die  Bewegung,  deren  Gleichungen  sind: 

dl,_cH        <1P,  Cll  ÖT 

dt  -  cp/      ~dt  ^  ~  dqs*  H  —  T  —  U ,      P,=  d-;, 

wo  //  durch  pf  und  qs  dargestellt  ist,  zwischen  zwei  Zeitmomenten 

t,  t  betrachtet  wird  und  als  willkürliche  Constante  der  Integral- 
gleichungen die  2/*  Ant'augswerthe  gt°  und  psa  gelten  und  ferner 

pt  =  —  in  //  gesetzt  wird,  so  ist 

eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  durch  welche 
V  als  eine  Function  von  t  und  den  u  Grössen  qt  definirt  wird.  Das 
Integral 


(T+  V)dt, 


in  welchem  T  -\-  U  vermöge  der  Integralgleichungen  eine  Function 
blos  von  /  und  den  2  fi  Constanten  qtn,  ptn  ist,  nachdem  das  Resultat 

der  Quadratur  durch  /  und  die  Grössen  qsi  q°  dargestellt  ist,  ist  eine 
Lösung  dieser  Differentialgleichung. 

Diese  Lösung  enthält  fi  Constanten  qs°  uud  (i  +  1  Variabein  /  und  qs.  Da 
nun  in  //  kein  V  vorkommt,  so  kann  man  der  Lösung  noch  eine  willkürliehe 
Constante  hinzufügen  und  sie  dadurch  zu  einer  vollständigen  Lösung  der  partiollen 
Differentialgleichung  machen,  d.  h.  zu  einer  solchen,  welche  ebenso  viele  Con- 
stanten, als  unabhängige  Variabein  enthält. 

§.  §.    Umgekehrt  kann  man  behaupten: 

Kennt  man  eine  vollständige  Lösung  V  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung: 
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f +"  =  <>• 

wo  ff  =  T  —  V  oine  Function  dor  p  -f  l  GrÖBsen  /,  qt>  pt  und  px  =  , 

ist,  d.  h.  eino  solche,  welche  ausser  dor  mit  V  durch  Addition  ver- 
bundenen noch  p  andere  willkürliche  Constanten  er,  entliült,  so  sind 
die  Gleichungen 

dr  dV      .  dV  a 

worin  die  ßt  neue  willkürliche  Constantcn  bezeiclmen  nebst 

cV  cV  cV 

die  Integralgleichungen  des  Systems  von  Differentialgleichungen 
?<1,        ?ff        <*P*  ?H  .    u  _ 

Differentiirt  man  nUmlich  die  Gleichungen  ^-  «  "0#  vollständig  nach  f,  so  er- 
hält man: 

r«i?vi  dt        datdqt  ca\?<]fl 

£a,r/        ca^7i  </*         £«vtyt  dt  '               tcttcqp  dt 

dahrl        äaM?7,  rf/         dttfot  dt        '  '  '  </< 

Differentiirt  man  aber  die  Gleichung       -f-  //  =  0  nach  den  Constanten  «„  «a,  ■  •  ■  «/4 

?  ^ 

und  berücksichtigt,  das»  //  die  Grössen  /,  qt  und  pt  =  enthUlt,  die  Constan- 
ten as  aber  nur  in  don  pt  enthalten  sind,  so  erhält  man: 

'    dp{  d«x  fyt  d«\  typ  d«x 

?*V        W  'tJLx  dll  dp*  ,  ?H_  ^fV 

rat  c?n,  dät  rPu  dttt 

• 

d*V        dH  rpj  dH  dp,  ,  rff  dPfl 

dtd«^  ^  dp,  da^  ^      '  +  dPfi  r«^  ~  V  * 

dies  System  linearer  Gleichungen  geht  aber  vermöge  der  Gleichungen  5—  =  pt 

cqs 

über  in  ein  System,  welches  sich  von  dem  vorstehenden  nur  dadurch  unterscheidet, 

dH  dqt 
dass  die  Grössen        an  die  Stelle  der  Grössen  —  getreten  sind  und  hieraus  folgt 

dq,  dfl 
dt   -  cPt 

tialgleichungen  der  Bewegung  sind. 


-j^  —  ^-  ,  *  =  1,  2,  ■  •  •  n,  welches  die  einer  der  Hamilton 'sehen  Differcn- 


rV 

Differentiirt  man  aber  die  Gloichungcn  pt  —  ^— ,  so  kommt 
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dt  tqßt  +   ry/y,   dt    +   Cqst<ix   dl    +        '  +  V'{sf'lh  dt 


oder  weil 
und 


W    =  tpx      r«r  =r^ 


dqx  dJl     dqi  Cjl  <%  <V/ 

dt  iPi  *    rf<"    =   ^y2  '  ,//  ry, 

beroits  als  richtig  erwiesen  sind: 

dt   "  fy,^  +  fy,  ?/>,  +  £y,         +  '  '  '  +  fy,'  ' 

Andererseite  gibt  aber  die  Differentiation  der  Gleichung  .-  -f  //  =  0  partiell 
nach  qs  : 

C'JsCt        (pt   rqt        f'Pt  <</,  fy,  (1, 

dpf  -f-n 

Subtrahirt  man  diese  Gleichung  von  der  vorigen,  so  folgt  —  ■=»  —  r—  ,  welches 

dt  tqt 

die  andern  Hamil ton'schen  Differentialgleichungen  sind. 

§.  7.  Für  den  Fall  der  freien  Beweguug  ist  p,  =  3«  und  kann  man  für  die 
Grössen  q  die  Coordinatcn  x-,  y  ■,  2,-  wählen.  Man  hat  dann  f  =  4  ^m,-  y/'H-3/') 

und  da  die  Grössen  p  =  -—  sind,  so  folgt,  dass  die  Grössen  p  hier  m.-a-/,  m-y/,  »it:f' 

^       '        $y        ,  ?V 
werden  und  da  w  =  —  ist,  so  hat  man  m-x-  =       ,  m,y/  =       ,  m;z' =  — 

dp  '  CXf  dy(      '  '  cz, 

Entnimmt  man  hieraus  x-,  y/,  :/  um  sie  in  T  einzusetzen,  so  wird 


Demnach  wird  die  Hamilton'sche  Differentialgleichung  —  -f-  //  =  0,  // =  7  L\ 

wo  U  blos  von  den  y,  d.h.  von  den  Coordinaten  ar-,  y,-,  abhängt.  Kino  voll- 
ständige Lösung  V  dieser  Gleichung  mit  3a  willkürlichen  Constanton  «„«„•••  ain 
ausser  der  additiven  Constanten  liefert  die  Integrale  in  den  Bcwegungsgleichungen  : 

d*y<        dU  ,/*:,  (U 

"'•  ~  £r,.'    m>  dt*    -  cy,'    W'   dt    -  gx.«  1  -  X«  -  '  *  "  " 

nämlich 

wuzu  als  erste  Integrale 

t  V  dx,-        cy  dUi        f  y  dz, 

■5. —  =        i.  »      -i  "  =  "'»•    ,7i      ö    =       ~r,i    '  —  <i  «»  ■  '  •  " 
Cr,         '    rf/         r.y,         '    #//         c*:,         '    r//  ' 

gehören. 

§.  8.   In  dorn  Falle,  dass  //  die  Zeit  /  nicht  explicit  enthält,  reducirt  sich  die 

t  V 

Hamilton'scho  Gleichung  —  -f  // =  o  auf  eine  andere,  welche  eine  Variabole 
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dV  dV 
weniger  enthält.    Setzt  man  nämlich    r    *=  a,   V —  /  -r-  =  Wund  führt  durch 
6  et  et 

diese  Gleichungen  an  die  Stelle  von  t  und  V  zwei  neue  Variahein  u  und  W  ein, 

so  wird  /  eine  Function  von  a  und  den  in  K ausser  /  vorkommenden  Grössen  und 

IV  Function  von  a,  qn  qx  •  •  •  q    und  den  Constanten  er,,  «,  •  •  •    Man  hat  daher 

dJf     dJL  Ü£        OL     t  -         eiv__cv    dV  ct  r±_cv 
da  ~  dt  da"  tt  da  '  öqt    67/,+  et  dqs     tt  hs    <</, ' 

dw    dV.dV  dt  d±  cv 

e«r*at  &     a   =  ™t 

und  die  Gleichung  ^  +  //  ^/,,  //„•••      ,  r/  ,  •  •  •  f^^0  wird  jetzt 

.    „  /     *  W    (  H'         dH\  ,        ,  „     „  n 

«  +  "  U,  v„  •  •  •  v  ä^T'  ^« " " '  *7J  =  0  oder  a+      6  = 

Nachdem  sie  integrirt  ist,  erhält  man  V  vermittelst  V  —  t  ~  =  W ,  d.  h.  da 

dV  dW  c\V 

—  b  a,  /  =  >r-  vermittelst:   F=  W  —  a     -  und  in  dies  V  ist  überall 

e1*  da  6« 

statt  a  wieder  t  einzuführen  durch  die  Gleichung  =  —  /,  welche  nach  «  auf- 
zulösen ist. 

Die  Lösung  W  enthält  nur  u  Constanten  und  die  aus  ihr  abgeleitete  Grösse 

V  ebenfalls;  es  muss  aber  F,  um  vollständig  zu  sein,  (i  -f-  1  Constanten  haben. 

cV  dV 
Allein  da  /  in  %-  +  //  =-  0  selbst  nicht  auftritt,  sondern  nur  —  ,  so  bleibt  V 

et  et 

eine  Lösung,  wenn  man  auch  t  um  eine  Constanto  vermehrt  oder  vermindert. 

dV 

Man  kann  daher  t  —  x  für  t  setzen,  wodurch  W V—  (t  —  x)      =  V—  a  {t  —  x) 

und    —  =  %  —  t  wird.    Dann  erhält  V  die  nöthige  Anzahl  p  +  1  Constanten, 

nämlich  die  (i  —  1  Coustanten  a(,  «s  •  •  •  a _j ,  die  additive  Constante  von  W 
und  r.    Die  Integralgleichungen  des  Problems  sind  demnach 

fc-fi»    dVt  -       *  *  "  *  -  ^-1  •    l-r  =  const- 

Die  letzto  derselben  kann,  da  x  nur  in  der  Verbindung  t  —  x  vorkommt,  also 

eV  dV  dV  dV 

=  ~  ~Öl  ist»  durcl1  ^  =  const.  ersetzt  werden.   Da  nun  —  =  a  gesetzt 

wurde,  so  erkennt  man,  dass  dio  neu  eingeführten  Variabein  und  die  Bahn  einer 
Constanten  spielt. 

d  V  dW 

Die  Integralgleichungen  kann  man  durch  W  darstellen,  denn  es  ist  ^  = 

div  dV  dV  * 

und         =  x  —  t  eine  Folge  von        =  a  und  fV  =  V  —  (t  —  x)  -  -  .  Daher 

da  et  c't 

werden  dieselben 

dir     .    dir     a  dir      m  dir 

toTt         e«*  ~ß"'   "  ä^i;"^-i»  d«=x-'- 

Auch  das  System  der  Integralgleichungen:  ^  =  ps  kann  vermöge        =  —  in 

cH'  dir  dvr 

umgesetzt  werden.    Man  hat  daher  den  Satz: 
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Wenn  die  Kräftefunction  U  und  in  Folge  dessen  die  charakteri- 
stische Function  H=T  —  U  die  Zeit  nicht  ex  plicit  enthält,  so  stelle 
man  T  durch  qs  und  ps  dar  und  ersetze  in  der  Gleichung 

a  +  T  —  V  =  0 

dieGrössen  »,  durch  .   - ,  wodurch  diese  Gleichung  eine  partielle  Diffe- 
*  cq9 

rentialgleichnng  wird.  Ist  W  eine  vollständige  Lösung  derselben, 
welche  ausser  der  zu  Ii'  additiv  hinzuzufügenden  Constanten  noch 
(i  —  1  Constante  «(,  at  •  •  •  enthält,  so  sind 

die  zweiten  und 

die  ersten  Integralgleichungen  d  e  r  Differen  t  i  algle  ic  h  u  gen  der  Bewe- 
gung. Die  2fi  Constanten  derselben  sind  «,    •  •  cr/1_1,  fJ     i»  t. 

Für  p  =  3n,  d.  h.  für  das  freie  System  sind  ps  die  m{x/t  w»(y,',  m,:,', 
T  =  2  -  {(mfx/)»  +  K-y/)*  +  K  :i')!}  «"d  folglich  ist  die  H  am i  1  ton 'sehe 
Gleichung : 

§.  9.  Um  Probleme  der  Bewegung  nach  der  Hamilton 'sehen  Methode  zu 
behandeln,  bedarf  man  der  Integration  einer  nicht  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung.  Ks  ist  von  Wichtigkeit,  wenn  auch  nur  für  einfachere 
Fälle  aus  den  bekannten  Methoden  der  Integration  dieser  Gleichungen  einige 
Folgerungen  für  die  Behandlung  der  mechanischen  Probleme  zu  ziehen,  t'nter 

Beschränkung  auf  die  Variabelu  x,  y,  s,  wofür       =  pt  ~  «=  q,  ist  dieLa- 

grange'sche  Integrationsraethode  folgende. 

Wenn  zwischen  .t,  y,  z,  pt  q  die  partielle  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung besteht: 

V      y»  '»  p*  q)  —  o 

und  mithin  das  totale  Differential  der  Function  z  die  Form  hat 

dz  =  pdx  +  qdy , 

so  kann  man  sich  jeue  Gleichung  nach  q  aufgelöst  denken  und  das  Resultat 
q  =  i  (x,  y,  z,  p)  in  den  Ausdruck  für  dz  substituiren ,  so  dass 

dz  =  pdx  -f  %  (x,  y,  z,  p)  rfy 

wird.  Um  nun  eine  vollständige  Lösung  der  vorgelegten  partiellen  Differential- 
gleichung mit  zwei  willkürlichen  Constanten  zu  finden,  genügt  es,  für  p  ciuen  Aus 
druck  p  =>13  (x,  y,  :,  «)  zu  finden,  dürch  welchen  pdx  -f-  %dy  ein  vollständiges 
Differential  wird.  Durch  die  Integration  desselben  erhält  man  z  mit  der  Constan- 
ten a  und  der  durch  die  Integration  eintretenden  weiteren  Coustantcn.  Damit 
p(jx  _|_  grfy  cin  totales  Differential  werde,  rouss  die  Bedingung 


cp    .    cp  in  s  di    ,    c_%  dz    ,  ,  cn 
Cy       gz  dy       c.v       c  z  dx       dp  Vx       #c  £x/ 

°a<?r  '<>%  u  <Z  CP    ,    cp    ,    /  \  ^ 

+  <  :  7'  r/,  rx  +  %  +  V  ^  V 
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erfüllt  werden.  Diese  partielle  Differentialgleichung  für  p  braucht  nicht  allgemein 
gelöst  zu  werden,  vielmehr  bedarf  man  nur  irgend  einer  Lösung  mit  einer  will- 
kürlichen Constanten  a,  nämlich  w"  {x,  y,  z,  a).  In  besonderen  Füllen  ver- 
einfacht sich  diese  Gleichung  sehr  wesentlich. 

Kommt  insbesondere  in  W  (.r,  y,  z,  p,  q)  =»  0  die  Function  z  nicht  vor, 
ist  also  die  vorgelegte  Differentialgleichung 

V  (r,  y,  p,  q)  —  o, 

so  wird   £  =  0  und  kann  man  p  als  Function  von  x,  //,  a  ohne  z  bestimmen, 
C  z 

dass  pd.r  -f-  %dy  ein  totales  Differential  wird.  Dann  ist  auch  =  0  und  wird 
p  durch  die  Gleichung 

dz  <p__2p,?z  =  0 

(p  f  r         (y         Cx  " 

zu  finden  sein.  Es  ist  jedoch  zweckmässiger,  hierin  %  durch  die  Function  9*  selbst 
auszudrücken  und  die  Lösung  p  =>  lo{x,  y,  a)  unter  der  Form  f{x,  qt  p)  ö  dar- 
zustellen.   Die  Differentiation  von  ^  =  ü  liefert  zu  diesem  Behufe 

BW       cVdq  ÖV.dV     rq  df       df  dp  df   ,    df  dp  ft 

cx       üq  cx  dp       t  q     cp  dx     cp  dx  cy     dp  dy 

woraus 

6a-      <?.r  evc  "     y  '    dp     '  dp~        eip  '  Cq 

Cx         dx  '  dp*     dy  '       dy  '  dp 

Mit  Hülfe  dieser  Werthe  wird  die  partielle  Differentialgleichung  für  p  oder  jetzt 
vielmehr  für  f 

CV  df  ,dV  cf  _dV  df 

dp  dx~*~  dV  dy       dx  dp  ~~  °* 
Sobald  mau  ulso  von  ihr  eine  Lösung  /'  kennt,  so  liefert  /*(*»  V%  p)  =*  <*  »»t 
^(«t  .'/>  P,  '/)  =  0  die  Grössen  p  und  7  als  Functionen  von  x,  y  so,  dass 
dz  =  pdx  +  qdy  ein  totales  Differential  und  z  =  f(pdx  -f-  '/^y)  die  gesuchte 
Lösung  vou  y,  pt  q)  =  0  darstellt,  wobei  zu  :  eine  additive  Constaute  hinzu- 

tritt. Diese  partielle  Differentialgleichung  lösen  oder  ein  Integral  /'(.r,  y,  p)  =>=  a 
des  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen 

...        dW    dW  dW 
d*:dy:dp=  dp:  —  :--x 

linden ,  ist  dasselbe.    Denn  die  Differentiation  von  f  «=  a  gibt 

und  wenn  mau  hierin  für  dx,  dy,  dp  die  ihnen  proportionalen  Grössen  einsetzt, 
so  erscheint  die  obige  partielle  Differentialgleichung,  welcher  mithin  f  genügt. 
Man  kann  die  eben  aufgestellte  Proportion  noch  durch  dy  und  die*  ihm  proportionale 
Grösse  ergänzen.    Die  Differentiation  von  V  =  0  ergibt  nämlich 

dV  .     ,    dV  .     ,    cW  ,         dV  , 

—  dx  -f-  —  dy  -f         f/p  +     .-  <ln  =  0 

cu-  cy     "    1     Cp     ^    1     dq  ' 

cW        d*P  dW  d*F 

und  da  dx  :  dp  =»  ^  :  —  -r^  liefert:  ~  //.r  -f  =  0,  so  bhibt 

-  dy  +     t    dq  =-  0 
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woraus  ,      ,       cW  dW 

folgt,  so  das«  jetzt  vollständig: 

cW    cW        r V  cW 
dx  :  dy  :  dp  :  du  =         :  ^—  :  —      -  >  — 

r      '       cp      cq  cx  dy 

wird ,  welche  Proportion  in  Bezug  auf  x  und  pt  sowio  in  Bezug  auf  y  und  q  sym- 
metrisch ist. 

Man  kann  die  Betrachtungen,  denen  /"(.?• ,  y,  p)  =  a  zu  Grunde  lag,  dahin 
erweitern,  dass  die  Function  f  auch  7  enthält  und  F(x,  //,  p,  7)  =  a  «n  die  Stelle 
von  f(x,  y,  p)  =  a  tritt.  Dies  heisst  so  viel,  als  mau  sucht  F(x,  y.  p,  7)  =  </, 
so,  dass  hieraus  die  Verbindung  mit  W(x,  y,  p,  7)  =  0  für  p  und  7  Ausdrücke 
in  .r,  y,  a  folgen,  welche  pdx  -f-  qdy  zu  einem  vollständigen  Integrale  machen. 
Es  ergibt  sich  leicht,  dass  die  Function  F  der  Gleichung 

cW cF  ,dW dF  ^dW dF__ cW (F = Q 
cp  dx       dq  Cy       ix  cp       cy  cq 
genügen,  also  F  =  a  ein  Integral  von 

.     ,     .     ;      dw  cw      dw  bw 

dx:dy:dp:dq  -  ^  :  _ 

sein  mnss. 

Differentiirt  man  nämlich  W{x,  y,  p,  7)  —  0  und  F(x,  y,  p,  7)  =  «,  indem 
man  p  und  7  als  unbekannte  Functionen  von  .r  und  7  ansieht,  welche  der  Be- 
dingung 

dp  =  £  y 
()y  <T*P 

genügen  müssen,  partiell  nach  a.*  und  y  und  eliminirt  aus  dieser  und  den  so  zu 
gewinnenden  Gleichungen 

CW      cW  op      c  W  cg  ^  Q       ^      £F  r  7  _  o 

CX         Cp    CX~*     dq   (X  CX        Cp   CX       dq  'dx 

^4.  ?v  ^  +  ^^Uü     ' F  +  ?F     4.      df/  =  0 

?y  cy      cq  cy  cy      cp   dy      dq  dy 

dp     Cj>     dq  ergibt  sich  die  Gleichung 

v  x    dy    cx     cy  b  8 

/c W  dF  ,  dW  c_F  _  cW  cF  _  cWcF\/dW  c_F  __  cW  dF\  = 
\cp  dx      dq  dy       dx  cp       dy  cq'  \cp  cq       dq  cp) 
deren  erster  Factor  links,  der  Null  gleichgesetzt,  die  obige  partielle  Differential- 
gleichung liefert.    Man  erhält  daher  den  Satz: 

Bildet  man  behufs  der  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichung  W(x,  y,  p,  7)  —  0  das  System  gewöhnlicher  Differential- 

dW    cW       dW  dW 
Gleichungen  dx  :  dy  :  dp  :  dq  =  ~—  :        :  —        :  —        und  findet  ausser 

6  6  dp      cq         cx  cy 

W  =  0  noch  ein  Integral  y,  p,  7)  =  a  desselben,  so  erhält  man 

mit  Hülfo  von  W  =  0  und  /*<=»  a  solche  Functionen  p  und  7  von  x  und  y, 

Z  =  /{pdx  +  qdy) 

als  eine  vollständige  Lösung  der  Gleichung  9^=0  durch  blosse  Qua- 
dratur gefunden  wird. 

§.  10.  Für  die  Bewegungsgleichungen  eines  Problems ,  für  welches  die  Kräfte- 
funetiou  die  Zeit  nicht  explicit  enthält,  kann  man,  wenn  blos  zwei  Variabele 
7,,  7„  vorkommon,  schreiben: 

eil    dll         cfl  dH 
dq,  :  dqt  :  <//>,  :  dpt  =  ...     :        :  —  .    ■  :  — 

c  Vi     f;Pt         rq\  dqt 
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und  für  sie  besteht  die  partielle  Differentialgleichung 

«  +  //=.  0 ,       H  —  T  —  V 

wenn  darin  p.  =  -  ,  pt  =  gesetzt  wird.  Von  dieser  Gleiehung  wird  nnn 
eine  vollständige  Lösung  W  gefordert  mit  zwei  Constanten  a  und  a  und  dann  sind 

dir     .  dw 

Integrale  der  Bewegungsgleichungen.  Hat  man  daher  als  zweites  Integral  des 
Systems  derselben  ausser  a  +  H  =»  0  noch  die  Gleichung  F{qt,  qt,  p,,  p9)  =  0 
gefunden,  so  ist 

W  —  f{pxdqx  -f  p,rf?2), 
indem  an  die  Stelle  der  Grössen  x,  y,  p,  q,  V,  *  hier  qi}  qt,  p,,  p,,  et  +  W 
treten.    Es  sind  dabei  also 


da   -J  Kfa  rf«  +  da  ***)  =  *•       lk  ~ J  Ifr  ^'  +  *  ^0 


3. 

Auch  kann  man  der  obigen  Proportion,  welche  die  Bewcgnngsgleichungcn  aus- 
drückt, links  dt  und  rechts  1  zufügen.  Man  hat  daher  den  folgendon,  zuerst  von 
.Incobi  1836  aufgestellten  Satz: 

Wenn  ein  Problem  der  Mechanik  blos  von  zwei  Variabelen  qx,  qt 
abhängt,  wenn  für  dasselbe  eine  Kräftefunction  U  existirt,  welche 
die  Zeit  nicht  explieit  enthält  und  man  von  dem  System  der  Bowe- 
gungsgleichungen,  nämlich 

......         ,     dH    CtH         dH         dH  _ 

dt  :  dqx  :  dVt  :  dp,  :  dp,  -  1  :  ^-  :  ^  :  -  ^  :  -  ^, 

noch  ein  Integral  p,,  pf)  =  fl  kennt,  wo  p,  =  =— , ,  p,  =  ^— > ,  so 

bestimmen  die  Gleichungen  a  -\-  H  —  0  und  F{qt,  qSt  pt,  p,)  =  0  die 
Grössen  p,,  p,  als  Functionen  von  qu  </,,  a  und  a  so,  dass  die  beiden 
übrigen  Integrale  der  ßewegungsgleichungen  sind: 

welche  mit  a  -f"  #  =  °.  =  "  zusammen  die  vollständige  Iutogration 
des  Gleichungssysteins  darstellen.  (Vergl.  Jacobi,  Vorlesungen  über 
Dynamik,  S.  175.) 

§.  11.  Für  die  freie  Bewegung  eines  Punktes  in  der  Ebene  sind 

W^fi'  S  =  lj  die  Bewesun&8eleichune°n  und  i8t  T  —  *      +  *'*)• 

Kennt  mau  also  ausser  a  +  ^  2+  V  *)  —  0  n°C"  «in  Integral  F(xt  y,  y')  =  o, 
so  öiud 

die  Integralgleichungen  des  Problems,  eratere  die  Gleichung  der  Bahn,  während 
durch  letztere  die  Zeit  eingeführt  wird. 

Ein  anderes  hierher  gehöriges  Problem  ist  die  Bewegung  eines  Punktes 
auf  einer  krummen  Fläche.  Vgl.  Jacobi,  Dynamik,  S.  176;  Padova,  Appli- 
cazione  del  metodo  di  Hamilton  al  moto  di  un  punto  soprn  nnn  superfieie  (Bat- 
taglini,  Giornale  di  raatematiche,  T.  VIII,  p.  90.  [1870]). 
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Probleme  der  Bewegung  veränderlicher  Systeme. 

§.  1.  Bewegung  eines  biegsamen  und  duhnharcu  homogenen 
Fadens  (Problem  der  schwingenden  Saiten).  Ein  biegsamer  und  dehnbarer  Faden 
sei  zwischen  zwei  festen  Punkten  A,  Ii  gespannt.  Zur  Zeit  /  =  0  sei  er  um  ein 
Weniges  aus  der  Gleichgewichtslago  entfernt,  und  ihm  ein  bestimmter  Gcschwin- 
digkeitszustaud  ertheilt  und  mögen  dann  auf  ihn  continuirliche  Kräfte  wirken. 
Es  sollen  die  Gleichungen  seiner  Bewegung  aufgestellt  und  nHherungsweise  in 
tegrirt  werden. 

1.  Wir  nehmen  die  Gerade  AB  zur  a*-Axe,  zwei  andere  zu  ihr  und  unter 
einander  senkrechte  Axen  des  Punktos  A  zur  //-  und  r-Axe.  Die  anfängliche 
Spannung  des  Fadens,  ohne  dass  die  Kräfte  /»wirken,  sei  in  allen  Punkten  gleich  r. 
Die  Gewde  AH  ist  nb-ht  die  Gleichgewichtslage,  um  welche  der  Faden  schwingen 
wird,  sie  ist  die  Gestalt  des  Fadens,  welche  er  annehmen  würde,  wenn  blus  die 
Spannung  r  wirkte.  Kin  Punkt  A'  dieser  Linie  wird  zur  Zeit  /  =  0  die  Lage  Mw 
zur  Zeit  /  die  Lage  M  haben.  Ist  A  N  =  x,  so  seien  x  -j-  «.  !/,  -  die  Coordinaten 
von  M,  entsprechend  der  Zeit  /,  so  dass  u,  y,  z  die  Verschiebungen  des  Punktes 
N  darstellen.  An  dem  Punkte  M,  in  welchem  man  sich  das  Bogenelement  MM' 
verschwindend  zu  denken  hat,  wirkt  nun  die  gegebene  Kraft,  welche  wir  wie 
auf  die  Masse  s  der  Längeneinheit  bezichen,  so  dass  Xfcs,  i'eirs,  Zst*  ihre 
an  M  in  Betracht  kommenden  Componcnten  sind;  ferner  die  Spannungen  T, 
T  -f-  CT  längs  den  beiden  an  M  anstossenden  Elementen,  dereu  Compononten 
Tx  +  dTx,  Ty  -f  dTy,  Tx  -f-  cT,  im  Sinne  des  wachsenden  Bogens  und  —  Tx% 

—  Ty,  —  T.  im  entgegengesetzten  Sinne  sind. 

Diese  Componcnten  beziehen  sich  auf  die  Zeit  i  und  t  Tx,  (Tyy  rT,>  ds  sind 

Aenderungen,  welche  man  zu  derselben  Zeit  beim  Uebergange  vom  Punkte  A?  zum 
Punkte  M'  erhält,  wobei  sich  x  allein  ändert;  es  sind  partielle  Aenderungen 
nach  .r.  Diese  Spannungscomponcnten  liefern  nun  mit  denen  der  äussern  Kraft 
zusammen  c7'x  -f-  A'ftto,  cT  -\-  i'f?*,  d'J\  -\-  Zeds,  welche  mit  den  llcaclions- 

kräften  am  Punkte  M  Gleichgewicht  halten.  Die  Bcschicuniguugscompom-nteu 
dos  Punktes  M(x  -|-  "»  .'/>  z)  zur  Zeit  /  sind  nun  die  zweiten  Derivirtcn  seiner 

r'ti 

Coordinaten  nach  der  Zeit.    Daher  ergehen  sich  als  Keactionskräftc  —  tds  ,  , , 

et1 

—  eds  —  tds  indem  x  von  der  Zeit  unabhängig  ist.  Da  w,  y,  z  Func- 
tionen von  x  und  l  sind,  so  sind  diese  Derivirtcn  partielle;  daher  das  Zeichen  '<; 
und  nicht  d  geschrieben  werden  muss.  Das  Gleichgewicht  der  Kräfte  von  M 
liefert  uns  daher  die  Gleichungen  der  Bcweguug: 

<:T*  +  (x  ~  £0 tcx  =     '  Ty  +  (y- 0) f  ds  ~  °'  dT*  +  (z  -  t'O f  d*  -  °- 

lrm  nun  Tx,  7y,  T.  zu  erhalten,  ist  T  mit  seinen  Ilichtungscosinusscn  zu  mul- 
tiplk-iren.  Dicäc  sind  die  Richtungscosinusse  der  Fadentangeiite  zur  Zeit  /,  nämlich 

*  ^X et     '  6*'  W°  d'eS  Zeicl,en  °  eiuer  Aendemng  des  .r,  d.  h.  einem  Ueber- 

gange vom  Punkte  M  zu  M'  zu  derselben  Zeit  *  entspricht.    Demnach  ist 

y\  -  r   "(*  +  B\     t  -  r-<\     r.=  r  <h 
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Wir  wollen  nun  unser  bewegliches  System,  den  Faden,  so  beschaffen  annehmen, 
dass  das  Bogenclement  MM'  =  es,  welches  ursprünglich  die  Länge  AW'  =  dx 
hatte,  nach  wio  vor  dieselbe  Masse  besitzt.   Dann  ist,  wenn  M  die  Gesummtmasse 

V 

des  Fadens  und  /  seine  ursprüngliche  Länge  AB  bezeichnet,  sd*  —  '—  dx.  Führen 

wir  diesen  Ausdruck  in  dio  Bewegungsgleichungon  ein,  und  schreiben  statt  der 
Differentiation  ilerivirto  Functionen,  so  nehmen  dieselben  dio  Gestalt  an: 

ex  1     d$    +  T  vA    W  -  0 

d       dy  M  (        d*!/\  _ 

ix  T  7»  +T\r-cfi)  " 

(x  1  ds     .  +  /  \z    et)  -  °- 

2.  Nehmen  wir  jetzt  an,  es  wirken  keino  äusseren  Kräfte,  d.  h.  os  seien 
X,  }',  Z  gleich  Null  und  sei  der  Zusammenhang  der  Fadenthcile  der  Art,  dass 
dio  Verlängerung,  welche  ein  Theil  desselben  durch  eine  spannende  Kraft  erleidet, 
der  ursprünglichen  Länge  und  der  spannenden  Kraft  proportional  sei.  Nun  besass 
(S  ursprünglich  die  Länge  r*x  und  ist  mithin  es  —  dx  seine  Verlängerung;  die 
ursprüngliche  Spannung  war  x  und  ist  mithin  die  Kraft,  welche  die  Verlängerung 
hervorgebracht  hat  T  —  t.  Daher  besteht  die  Gleichung  d*  —  dx  =>  E  (T —  t)  dx, 
sowie  E  einen  constanten,  von  der  materiellen  Beschaffenheit  des  Fadens  ab- 
hängigen Coefficienten  bedeutet.  Im  vorliegenden  Falle,  wo  keine  äusseren  Kräfte 
wirken,  ist  die  Gleichgewichtslage  des  Fadens  dio  Gerade  AB  und  wird  derselbe, 
wenn  er  zur  Zeit  /  =  0  nur  eine  kleiuo  Ausbitgung  erfährt,  fortwährend  nur 
kleine  Abweichungen  von  A  B  zeigen.  In  Folge  dessen  wird  zu  allen  Zeiten  die 
Tangente  der  Fadencnrvo  mit  Aß  einen  sehr  kleinen  Winkel  bilden,  sein  Cosinus 

l;  lx  _|_  „) 

also  sehr  nahe  die  Einheit  und  es  =  (X  -}*       8e'n-    Daher  ergibt  die 
oben  entwickelte  Formel 

T-.  +  B*. 
Demzufolge  wird  die  erste  der  drei  BewegungsgKichungen : 

dfH       M  d*u 
hd.**-  ~l  et*' 

Drücken  wir  jetzt  die  beiden  anderen  Richtungscosinusse  der  Fadentangente  und 
die  Componcnten  der  Spannung  mit  Rücksicht  auf  die  angeführten  speciellen  Ver- 
hältnisse aus.    Man  erhält  zunächst: 

Es  ist  aber  ^  die  Tangente  der  Neigung  der  Projection  des  Fadenelomentes  auf 

die  ary-Ebene  gegen  die  x-Axe,  also  sehr  klein.  Ebenso  ist  u  gegen  x  und  mithin 
()u  gegen  ex  sehr  klein.  Mit  Beseitigung  der  kleinen  Grössen  höherer  Ordnung 
erhält  man  demnach 

et  ex 

und  folglich  für  die  zweite  Bewcgungsgleichung: 

d*j,  =  M  eh, 
T  ex*      i  et2 

59* 
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und  ganz  in  derselben  Weise  die  dritte 


Setzt  man  noch  ^  =  a»  und  ~  —  «*,  so  nehmen  jetzt  die  Bewcgungsglcichitn- 

gen  die  einfache  Form  an: 

t  &n  d*y  ,  d*y  d*z  2  c2z 
et*  U  dx*  '  dt*  "  dx*  '  dt*  ~  "  dx*' 
Sie  sind  simultane  partielle  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  und  dienen 
dazu,  u,  y,  :  und  mithin  die  Lage  jedes  Systempunktes  (x,  0,  0)  als  Functionen 
seines  Abstandes  A  N  in  der  Gleichgewichtslage  von  dem  einen  Endpunkte  des 
Fadens  und  der  Zeit  zu  finden.  Die  erste  Gleichung  bestimmt  die  Bewegung  der 
Projection  des  Systems  auf  die  x-Axe  (die  sogenannten  Longitudinalschwingungen 
der  Saite),  die  zweite  und  dritte  die  Bewegung  der  Projection  auf  die  xy-  und 
die  x:- Ebene  (die  Transversalschwingungcu).  Da  jede  der  Gleichungen  blos  eine 
der  gesuchten  Functionen  u,  y,  z  und  die  unabhängigen  Variabein  x  und  t  ent- 
hält, so  können  sie  gesondert  integrirt  werden.  Zu  den  Differentialgleichungen 
treten  nun  noch  die  Bedingungen  der  Anfangslage  und  des  anfänglichen  üeschwin- 
digkeitszustaudes  hinzu,  sowie  die  für  alle  Zeiten  zu  erfüllende  Bedingung  des 
Systems,  dass  die  beiden  Endpunkte  fest  seien.  Bezüglich  der  Anfangslage  müs- 
sen sich  also  «,  y  und  z  für  1  =  0  auf  bestimmte  Functionen  f0  (x),  f  (x)  und 
ft  (x)  von  x  reduciren,  sodass  y  =  f(x),  z  =  fx  (x)  die  Gleichungen  der  Form 
sind,  in  welche  man  die  Saite  zur  Zeit  /  =  ü  durch  Herausbringen  aus  der  Gleich- 
gewichtslage gebracht  hat.   Ebenso  müssen  die  Componenten  der  Geschwindigkeit 

sich  für  i  =  0  auf  gegebone  Functionen  jf*  =  F0  (x),  dy  =  F{x),  jf-  =  Ft  (x) 

reduciren.  Demnach  ist  das  Problem  in  folgenden  Bedingungen  vollständig  ent- 
halten: 

-  «*  0       V  =  /»  %  =  Fix)  für  t  =  0,       y  =  0  für  *  "  f 

W  °™  "*  2  =  ^  ^  #       A'  ^  2  —  0  und  alle  <. 

3.  Wir  beschäftigen  uns  vorläufig  nur  mit  der  Behandlung  des  Gleichungs- 
systems 

x  — —  ü 

//  =  0    für  '      für  jedes  t. 

x  ^m  t 

Für  sich  drücken  diese  Gleichungen  die  Bowegung  der  Saite  aus,  wenn  dieselbe 
blos  Transversalschwingungen  in  der  xy-  Ebene  macht.  *  Der  erste,  welcher  die 
vorliegende  Aufgabe  löste,  war  D'Alembert  (Mimoires  de  VAcadimie  de  Berliti). 
■  Wir  wollen  zunächst  seine  Methode  der  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichung erläutern,  die  beiden  willkürlichen  Functionen,  welche  das  allgemeine 
Integral  enthält,  bestimmen  und  später  erst  die  ueuero  Methode  mit  Hülfo  von 
Particularlösungen  und  der  Fourier'schen  Reihen  auseinandersetzen.  D'Alem- 
bert schreibt  die  obige  Differentialgleichung  iu  der  Form 

<•  .    _  *  u t!/) 

et     et      dx  V"  c.t  J 
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und  bemerkt,  dass  sie  ausdrückt,  dass  die  Grösse       dx  -f-  a*       dt  ein  voll- 

ot  dx. 


|  </*  +  «■  f*ilf. 


ständiges  Differential  einer  Function  u  von  x  und  *  ist,  sodass 

h 
dx 

Hierzu  tritt  die  allgemein  gültige  Gleichung: 

Aus  beiden  Gleichungen  ergibt  sich  sehr  leicht,  wenn  man  die  zweite  mit  a  mul- 
tiplicirt  und  mit  der  ersteren  durch  Addition  und  Subtraction  verbindet: 

rf(«  +  «lf)-(~f  +  + 

d{u  -  ay)  -  (|  -  «J*)«f  (*  -  at) . 
Da  die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  vollständige  Diflferentialien  sind,  so  müs- 
sen es  auch  die  rechten  Seiten  sein.    Demnach  ist      -4-  a       eine  Function  von 

Ct  dx 

x  -f-  at  und  w-  —  eine  Function  von  x  —  at.  In  Folge  dessen  sind  u  -}-  ay 

'  et  Cx 

nnd  u  _  ay  Functionen  resp.  von  x      at  uud  x  —  at,  d.  h.  man  kann  setzen 
"  +  «y  —  9  (*  +  at) ,       «  —  ay  «-  —  V>  (x  —  at) 

mithin  wird 

2«y  =  <p  (ar  +  a/)  +  ff>  (x  —  at), 

welche  Gleichung  die  allgemeine  Lösung  der  Differentialgleichung  der  schwingen- 
den Saiten  mit  den  zwei  willkürlichen  Functionen  <p  und  darstellt.  Um  die 
Form  derselben  zu  finden,  wie  sie  dem  mechanischen  Probleme  entspricht,  haben 
wir  gemäss  den  Bedingungen  des  Anfnngszustandes 

2af  (x)  -  qp(x)  -f  if,  (x) 
2F{x)=*  <p»  -  tp'(x), 
mithin,  nachdem  mau  die  zweite  dieser  Gleichungen  zwischen  0  und  j?  integrirt 
hat,  wodurch 

.T 

2J  F  (x)  dx  =-  tp  (x)  —  1p  (x) 

wird  0    f  f 

cp  (ar)  =  af  {x)  +  j  F  (x)  dx  ,       ip  (x)  =  nf  ix)  —  j  F  (x)  dx 

0  0 
und  mithin,  indem  man  an  die  Stelle  des  Argumentes  x  die  Argumente  x  -f  att 
x  —  at  setzt: 

x  +  nt  .r  —  at 

2ay  =  a  [f(x  +  «0  +  f  (x  —  at)]  +Jf(x)  d.v  -  j  F  (x)  dx , 

0  0 

°^er  x  +  af 

y  -  \  [f  (*  4-  «0  +  />  -  «01  +  Ja  j  F  (*) 

js  —  <** 

Da  die  Zoit  <  von  0  bis  00  und  *  von  0  bis  /  läuft,  so  erhält  x  -\-  at  alle  Wertho 
von  0  bis  oo,  x —  at  aber  alle  Werthe  von  —  00  bis  /.    Damit  also  y  und  mithin 
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du 

auch  ~    für  alle  Werthe  von  /  gefunden  werden  könne,  müssen  die  Functionen 

rp  (£)  und  ip  (£)  fiir  afle  Werthe  de»  Argumentes  g,  dio  erste  von  0  bis  oo,  die 
/.weite  von  —  x  bis  /  bekannt  sein.  Durch  den  Anfangsznataud  sind  aber  die 
Fnnctiunen  f  und  F  und  in  Folge  dessen  auch  die  au»  ihnen  gebildeten  Func- 
tionen rp  und  ip  nur  für' alle  Argumente  zwischen  0  und  /  bestimmt.  Dio  Aus- 
dehnung dieser  Kenntnis«  der  Werthe  derselben  ergibt  sich  nun  mit  Hülfe  der 
Bedingung  fiir  die  Grenzpuuktc  der  Saite.  Vermöge  derselben  ist  y  —  0  für 
x  s=  0  und  x  =  /,  d.  h.  es  bestehen  die  Gleichungen: 

rp  (at)  -f"  ip  (  -  at)  =  0 
rp  (/  -f-  at)  +  ip  {l  —  at)  =  0, 
oder,  wenn  man  at  —  p  setzt: 

<p  (p)  4-  ^  (—  p)  =  o 
«p  (/  +  p)  +  tpe  —  p)  =  o. 

Diese  Gleichungen  bestimmen  den  periodischen  Charakter  der  Functionen 
rp  und  #  und  damit  den  der  ganzen  Bewegung.  Die  erste  Gleichung  zeigt,  das« 
wenn  rp  (p)  für  irgend  ein  positives  p  bekannt  ist,  man  sofort  if>  (—  p)  fiir  das 
absolut  ebenso  grosso  negative  p  erhält  und  dass  wenn  V  ( —  P1  für  ein  negatives 
p,  also  für  ein  positives  Argument  bekannt  ist,  rp  für  das  entsprechende  negative 
Argument  erhalten  wird,  sowie  dass  die  eine  dieser  Functionen  periodisch  ist, 
wenn  es  die  andere  ist.  Die  zweite  Gleichung  sagt  aber  aus,  dass  eine  derselben 
periodisch  sein  muss.  Denn  setzt  man  in  ihr  /  —  p  =  —  0,  also  p  =  /  -f-  0,  so 
kommt 

rp  (2  /  +  a)  =  —  if>  (—  o) 
und  da  die  orste  Gleichung  hierzu 

—  *(—<r)=-  <P  (o) 

liefert,  so  wird 

rp  (o  -f  2  /)  —  rp  (o). 

Die  Periode  von  rp  ist  also  21.  Dasselbe  gilt  vou  t/>.  Hiernach  ist  klar,  wie  die 
Reihe  der  Werthe  der  Functionen  rp  und  V»  welche  durch  den  Anfangen  stand 
nur  zwischen  den  Greuzen  0  und  /  des  Argumentes  gegeben  ist,  über  diese  Gren- 
zen ausgedehnt  wird  und  wie  durch  die  Bedingungen  au  den  festen  Endpunkten 
diese  Functionen  als  periodische  definirt  werden.  Setzt  man  fiir  o  die  Grösse  at, 
so  erhellt,  dass  wenn  al  um  2  1  zunimmt,  die  Functionen  rp  und  ip  und  also  auch 

die  Ordinate  y  und  die  Geschwindigkeit       dieselben  Werthe  annehmen.   Es  keh- 

2  / 

ren  daher  nach  der  Zeit  T  —  ^   alle  Zustände  der  Saite  in  derselben  Ordnung 

wieder,  wie  früher  und  macht  die  Saite  fortwährend  gleiche  Oscillationen  von  der 
Dauer  T.   Für  die  Anzahl  n  der  Oscillationen  in  der  Zeiteinheit  hat  man  n  T  =  1, 

also  n  =  ~{,  oder  da  «*  =  ~  ist:   n  s=  \  j/  Diese  Schwingungszahl,  welche 

unabhängig  von  der  Anfangsgestalt  der  Saite  ist,  bestimmt  die  Höhe  des  Tones, 
den  sie  erzeugt.  Sie  ist  proportional  der  Quadratwurzel  aus  der  Spannuug  r. 
Da  M  selbst  proportional  /  ist,  so  wird  n  umgekehrt  proportional  dieser  Länge 
der  Saite. 

4.  Ist  z.  B.  ^  =  F(.t)  fiir  t  =  0  gleich  Null,  so  erhält  man 

^  rp  (S)  =  a/  (x),        tp[.r)  =  nf  \.r)  , 

¥  -  \  {/"('  +  «»  +  />  -  *')}• 
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5.  Wir  wollen  jetzt  die  früher  erwähnte  «weite  Behandlungsweise  unseres 

Problems  durchführen.   Die  partielle  Differentialgleichung       «=*  «*  ^  ist  linear, 

d.  h.  es  kommen  in  ihr  die  DiflTerentialquotienten  wedor  auf  Potenzen  noch  durch 
Multiplication  mit  einander  verbunden  vor.  Einer  solchen  Differentialgleichung 
kann  man  immer  durch  eine  Exponentialfunction  als  Particularlösung  genügen. 
Man  sieht  nämlich  vermöge  der  Eigenschaft  der  Exponentialfunction,  sich  iu  ihren 

Diffcrcutialquoticnten  wieder  zu  erzeugeu,  ein,  dass  y  =  e  der  Gleichung 

genügt,  sobald  über  die  Constanten  a,  ß  so  disponirt  wird,  dass  sie  durch  die 
algebraische  Gleichung  ß*  =  «*«*  von  einander  abhängig  sind,  wie  sich  ergibt, 

«.r-f>  fit 

wenn  man  y  =  e  in  die  Differentialgleichung  einsetzt.    Von  den  Grössen 

tt,  ß  kann  über  die  eine  noch  weiter  verfügt  werden.    Setzen  wir  ß  =  ±««  ein, 

so  wird  die  Particularlösung  y  =  £x*"',)a   uni\  spaltet  sich  in  zwei  solche, 

..   ..  .  (.r  +  «/)o  (•*■  —  «')«.,  ,.         ...  ..  . 

namheh  ;/  —  e  und  y  =  e  .    Jede  von  diesen  Losungen  genügt 

auch  noch,  wenn  man  sie  mit  einer  willkürlichen  Constauten  multiplicirt,  d.  h.  es 

sind  y  =  Cte  und  y  —  Ct  e  gleichfalls  Particularlosuugen.  Nun 

ist  aber  weiter  einleuchtend,  dass  allgemein,  wonn  .Y,  und  Xt  zwei  Lösungen 
sind,  auch  die  Summe  Xt  -f-  .Yf  eine  Lösung  ist.  Dies  ist  eine  Folge  der  linearen 
Beschaffenheit  der  Differentialgleichung  und  des  Mangels  eines  Absolutgliedes, 
wie  man  sofort  einsieht,  wenn  man  dio  genannte  Summe  einsetzt  Es  verschwin- 
den dann  für  sich  die  Resultate,  welche  aus  der  Einsetzung  von  .V,  uud  Xt  ein- 
zeln folgen  würden.    Daher  ist  auch 

Ii  =  C,  ff  +  Ct  e 

eine  Lösung.  Die  spcciellen  weiteren  Bedingungen  unseres  mechanischen  Problems 
fordern  nun  aber,  dass  für  x  =  0  und  x  «=  /  dio  Function  y  bei  jedem  Werthe 
von  /  verschwinde.  Dies  ist  in  der  vorliegenden  Form  für  reelle  a  nicht  möglich, 
wohl  aber,  wenn  «  imaginär,  d.  h.  ß  ==  +  aui  genommen  wird.  Dann  gehen 
nämlich  die  Exponentialgrössen  in  goniometrische  Functionen  über.   An  die  Stelle 

der  Lösungen  e*  —  ae>c"  treten  alsdann  cos  «  (x  -j^  «t)  -f-  i  »in  et  (x  +  at),  welche 
man  aber  selbst  wieder  in  ihre  reellen  und  imaginären  Theile  spalten  kann,  so- 
dass cos  «  (x  +  at)  und  sin  a  <x  4:  at)  selbst  Particularlösungen  sind.  Die  letz- 
teren kann  man  aber  auch  nach  der  obigen  Bemerkung  durch  Addition  und  Sub- 
traction  combiniren.  Daher  ist  sin  a  [x  -f-  at)  -f  *«»  «(*  —  «/)  oder  sin  ctx  cos  aal 
eine  Lösung;  ebenso  cos  a  {x  —  «0  —  cos  a  (x  -\-  at)  oder  sin  rtx  sin  etat.  Mul- 
tipliern wir  die  beiden  letztgenannten  Lösungen  mit  Constanten  und  addiren 
6ie,  so  wird 

y  =  sin  ctx  (A  cos  (tat  -j-  Ii  sin  aat) 

eine  Lösung.    Sic  besitzt  bereits  die  Eigenschaft,  dass  y  für  x  =  0  bei  jedem 

Werthe  von  t  verschwindet.   Wir  können  aber  die  Grösse  «  noch  so  wählen,  das» 

y  auch  für  .r  =  /  Null  wird.     Dies  liefert  die  Bedingung  sin  nl  =  0,  woraus 

n      "l  n  nn  ,  ,  , 

«  =  0,    --,  (     folgt,  sodass 

nn     /  .        nna      ,    _   .    nna  \ 
y  ss  sin    -  x  yA  cos    -  —  t  -+-  B  sm  - —  tj 

wird.    Endlich  können  wir  hierin  zu  jedem  Werthe  von  n  immer  andere  Wcrtho 
der  Constanten  A  und  Ii  wählen  und  alle  so  erhaltenen  Particularlösungen  sum 
miren,  sodass  wir  unter  der  Form 


im 
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„  .   »«     /  t         nna      ,    ,.     .    nna  \  ,  _ 

y  =  Zsin  —  x  \A„  cos  —  t  +  BH  sin  — ^—     ,       n  =  \,  2. 


eine  Lösung;  erhalten,  welche  der  Differentialgleichung  nicht  allein,  sondern  auch 
den  Bedingungen  y  =  0  für  x  =  0  und  a?  =■  L  genügt.  Durch  Differentiation 
erhalt  man  für  die  Geschwindigkeit: 

du       as  „   .   «ffl    /  nun      ,      .,         nun  \ 

~  —  -y  Z  mxH  ~y  x  n  An  sin  — —  t  +  nHHcos  -  ^  ij,  n  =  1,  2 ,  .  .  .  oo . 
Hierin  sind  nun  die  Coefficienten  A  und  B  noch  so  zu  bestimmen,  dass  sich  y 
und        für  *  =  0  auf  gegebene  Functionen  f  (x)  und  F  (x)  von  x  reduciren. 

Dies  führt  zu  den  Bedingungen: 

.  .  .        „  .  nn 
f  (x)  =  Z  An  sin  -  x 


an  „  .  n« 


Um  hierin  v4„  und  /?„  für  alle  Werthe  von  a       L  2,  .  .  .  oo  zu  bestimmen,  ent- 

n  n  —  — 1  ' 

wickelt  man  die  Functionen,  f  (.r)  und  /  (a-)  auf  den  linken  Seiten  nach  Sinussen 

nx 

der  Vielfachen  von  —j-  und  vergleicht  beiderseits  die  Coefficienten.    Unter  dem 

Namen  der  Four ier'schen  Reihe  kennt  die  Analysis  aber  nun  folgende  Ent- 
wickelung  einer  beliebigen  Function  tp  (x): 

tp  (j;)  =  C,  sin  ^J-  x  -\-  Ct  sin  - --  x  -f-  Cs  sin        x  -f-  •  ■  •  •  »       0  5s  i  |n  / 


r„  =■  ~j*(p{a)  sin  -j  o-do. 


o 

Die  Entwickelung  von  f  {x)  und  F  (x)  in  eine  solche  Reihe  liefert  daher  sofort: 


L  L 


An  =  j fr  w  «« 7 « •  * .    "„  -  „LJ^ (0)  *,v:  Ta  da- 

0  0 

Demnach  wird  y  dargestellt  durch  die  periodische  Reihe: 

.    .    ira?       «a/   .     .    .    2nx       2  nnt   ,  3  jrar       3  ttc;/  . 

y  *=  Ax  sin  — —  co*  — —  -f-  /i,  «in  -  —  ro*  ■-,--  +  j4j  «n    —7    fo*  -  , —  -f-  •  -  •  • 
/  /  I  -L  j     <  / 

,    D    .   jr.r   .   jraf   .    „    .   2«*      2*«/  .    3  jtx       3  . 

-f-  Bt  sin  —j-  »in  -  -    -f-  Bt  sin  — - —  cos  — - —  +  "s  st,L  — { —  ro*  ~"7~    '   '  '  '  ' 

und  Anl  lin  haben  die  oben  angeführte  Bedeutung. 

Aus  dieser  Form  der  Lösung  erhellt  die  Periodicität  der  Bewegung  besser, 
als  aus  der  früheren  D'Alembert'schen.  Insbesondere  erkennt  man  leichter  die 
Oscillationsduuer.    Soll  nämlich  ?/  für  t  und  l  +  T  denselben  Werth  annehmen, 

so  mus8  lULÜ  —,  2  7r,  also   T  =  — '  sein.    Der  Eitifluss  des  Anfancrszustandes 
i    u 

spricht  sich  in  den  CoefBcienten  aus.  Wenn  derselbe  derart  ist,' dass  Coefficien- 
ten von  bestimmtem  Index  ausfallen,  so  zeigt  die  Saite  ausser  den  festen  End- 
punkten noch  andere  ruhende  Punkte  (Schwingurigsknoten).  Fallen  z.  B.  alle 
Coefficienten  aus,  für  welche  a  nicht  durch  die  Zahl  m  ohne  Rest  theilbar  ist }  so  ist 

für  die  Anfnngsglieder  der  Reihe  u  =  m  und  wird  V—.7t  2"=  2rr,  also  T=~-  ^' 

/  m  a 
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und  alle  Punkte,  für  welche  — —  x  =  1,  2,  ...  in,  also  x  =   ,  —  ,  .  .  .  — 

'  /  mn    mn  n 

sind  Schwingungsknoten. 

Den  speciellen  Einfluss  des  Anschlags  der  Saite  durch  einen  Hammer,  durch 
«Ins  Pizzicato,  den  Dogenstrich  u.  s.  w.  auf  den  Anfangszustand  der  Saite  und  die 
Bildung  der  Schwingungsknoten,  abgeleitet  aus  der  vorstehenden  Entwickelungs- 
reihe  für  y,  s.  Helmholtz,  die  Lehre  von  den  Tonempfindungen  S.  563  u.  f. 

d*u  d*K 

6.  Die  Gloichung  ^  =  a  ^  für  die  Longitudihalschwingnngen  hat  die- 
selbe Form,  wie  die  für  die  Transversalsckwinguugen.  Man  erhält  daher  aus  ihr 
analoge  Resultate.    Die  Constante  «  aber  hat  eine  etwas  andere  Bedeutung.  Es 

El  %l 

ist  «*  =  —  und  «*  =  ^  .   Die  Oscillationsdauer  der  Longitudinalschwingungen 

21  21 
ist  T'~— ,  währond  die  der  Transversalschwiugungen  7*  = —  ist.    Man  hat 
a  a 

T       tt  /~E 

daher       =  —  =  1/   -  .    Die  Grösse  £,  welche  der  Elasticitätsmodulus  des 
T        a  Yz 

Systems  heisst,  ist  eine  sehr  grosse  Zahl  nnd  daher  T  bedeutend  grösser,  als  T'. 
Daher  sind  die  Longitudinaltöne  der  Saite  weit  höher,  als  ihre  Transversaltöne. 
Wir  hatten  früher  dio  Formel 

T  -  x  -  E  *  7  dx  • 
dx 

Aus  ihr  erkennt  man  die  Bedeutung  von  E.  Würde  nämlich  T  —  t  so  gross, 
dass  die  Verlängerung  da  —  dx  von  dx  gleich  2  dx  würde,  so  erhielte  man 
E  =  T  —  r#  Es  bedeutet  demnach  der  Elasticitätsmodulus  den  Zuwachs  der 
Spannung,  welcher  eine  Ausdehnung  der  Saitentheile  auf  die  doppelte  Länge  zu 
erzeugen  im  Stande  wäre.    Es  ist  daher  E  sehr  viel  grösser,  als  x. 

7.  Im  Vorstehenden  ist  nur  eine  specielle  Aufgabe  über  die  schwingenden 
Saiten  behandelt  worden,  nämlich  die  Schwingungen  der  Saite  mit  zwei  festen 
Endpunkten.  Andere  Probleme,  welche  hierher  gehören,  sind  die  Bewegung  eines 
Fadens,  welcher  nur  einen  festen  Punkt  oder  gar  keinen  festen  Punkt  hat,  aber 
durch  Kräfte  ursprünglich  gespannt  ist.  Auch  haben  wir  mancherlei  Einzelheiten 
übergangen,  wie  die  Bildung  der  Wellen,  ihre  Reflexion  und  Superposition,  ihre 
Fortpflanzung  u.  s.  w.  Wir  werden  bei  andoren  Problemen,  bei  welchen  Aehnliches 
vorkommt,  derartige  Fragen  etwas  eingehender  behandeln. 

§.  2.  Bewegung  flüssiger  Systeme.  Die  Bedingungen,  welche  die 
Natur  eines  Systems  charakterisiren,  können  zweierlei  Art  sein,  geometrische 
Bedingungen  zwischen  den  Abständen  der  Systempunkte  oder  mechanische  zwischen 
den  Kräften,  welche  dun  Zusammenhang  der  Punkte  mit  dem  System  darstellon. 
Das  flüssige  System  wird  auf  die  letztere  Art  definirt.  Man  versteht  unter  einem 
flüssigen  System  eine  continuirlicho  Vereinigung  materieller  Punkte,  der  Art,  dass, 
wenn  an  irgend  einer  Stelle  nach  irgend  einer  Richtung  hin  die  Verbindung  mit 
dem  System  aufgehoben  wird,  die  Kraft,  welche  den  Eiufluss  des  Zusammenhanges 
darstellt  (der  Druck),  von  der  Richtung  unabhängig  ist.  Denkt  man  sich  daher 
durch  einen  Punkt  des  Systems  ein  ebenes  Flächenelement  gelegt,  so  wird  hinter 
demselben  dor  Einfluss  der  hinweggedachten  Masse  durch  dieselbe  Kraft  vertreten, 
nach  welcher  Richtung  man  auch  das  Element  hindrehen  mag. 

Wir  stellen  zunächst  die  Bewegungsgleichungen  einer  Flüssigkeit  auf,  indem 
wir  eine  kleine  Parthie,  z.  B.  ein  kleines  rechtwinkliges  Flüssigkeitsparallelepiped, 
abtrennen  und  das  Gleichgewicht  der  Reactionskraft  mit  den  gegebenen  und  den 
Druckkräften  analytisch  darstellen.    Man  kann  verlangen,  dass  durch  diese  Glei- 
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chungen  die  Coordiaateu  x,  y,  z  irgend  eines  Punktes,  die  Componenten  seiner 
Geschwindigkeit,  der  Druck,  der  auf  ihn  ringsherum  wirkt  und  seine  spocifische 
Masse  als  Functionen  der  Zeit  gefunden  werden  können,  wenn  die  Anfangslage 
und  der  anfangliche  Geschwindigkeitszustand  des  Systems  bekannt  sind.  Hier- 
durch würde  unter  Anderem  auch  die  Hahn  bekannt,  welche  jedes  Theilehen  bo- 
schreibt. Man  legt  der  Aufstellung  der  Bcwcgungsgleiehungeu  gewöhnlieb  aber 
cino  etwas  andere  Auffassungsweise  zu  Grunde,  auf  welche  sich  übrigens  die 
üben  angeführte  leicht  zurückführen  liisst.  Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher 
ein  Theilehen  zur  Zeit  t  durch  den  Tunkt  xyz  hindurchgeht  und  ihre  Compo- 
nenten können  als  Functionen  von  l  und  x,  y,  z  angesehen  werden,  indem  sie  an 
demselben  Orte  zu  verschiedenen  Zeilen  und  zu  derselben  Zeit  un  verschiedenen 
Orten  verschieden  sein  werden.  Dasselbe  findet  Statt  bei  dem  Druck  und  der 
spoeifischeu  Masse.  Hiernach  hat  man  für  die  drei  Componenten  w,  v,  w  der  Ge- 
schwindigkeit, die  speeifische  Masse  g  und  den  Druck  p  fünf  Differentialgleichungen 
aufzustellen  zwischen  den  vier  Variabein  x,  y,  z,  /,  durch  deren  Integration  jene 
fünf  Grössen  als  Functionen  dieser  vier  Variabein  dargestellt  werdon.  Von  diesen 
Gleichungen  ist  eine  gewöhnlich  eine  algebraische  Gleichung,  nämlich  die,  welche 
einen  Zusammenhang  der  specilischen  Masse  und  des  Druckes  darstellt,  d.  h. 
erstere  als  Function  des  letzteren  bestimmt.  Diese  Gleichung  ist  dann  durch  die 
Beschaffenheit  des  Systems  gegeben.  Man  unterscheidet  in  dieser  Hinsicht  zwei 
Arten  von  Flüssigkeiten:  incompressibole,  für  welche  p  durchaus  const  nt  bleibt, 
und  elastische,  für  welche  dies  nicht  der  Fall,  g  vielmehr  eine  gegebene  Func- 
tion von  p  ist.  Dio  vier  nothwendigen  Differentialgleichungen  sind  partielle  Diffe- 
rentialgleichungen zweiter  Ordnung  und  ihre  zweimalige  Integration  würde  die 
Gleichungen  liefern,  aus  denen  man  unter  andern  auch  durch  Elimination  von  m, 
p,  w,  p  und  g  dio  Grössen  x,  y,  z  als  Functionen  von  t  finden  würde,  wodurch 
die  obige  Auffassungsweise  des  Problems  mit  der  jetzigen  vermittelt  wäre. 

Zu  den  Bedingungen,  welche  den  Anfangszustand  ausdrücken,  treten  noch 
andere  hinzu,  welche  die  Begrenzung  des  Systems  (Gefasswände ,  freie  Ober- 
fläche u.  s.  w.)  betreffen. 

Den  Systempunkt  (xyz)  denken  wir  uns  als  ein  verschwindend  kleines  Pa- 
rallelepipid  von  den  Kanten  dx,  dy,  dz,  welches  während  des  ZeitelemenlcB  dt 
sich  um  die  Strecken  fix,  dy ,  dz    parallel   den    Axcn    fortbowegt.     Cm  die 

Componenten  der  an  demselben  angreifenden  Keaetiouskraft  zu  finden,  haben 
wir  seineBeschleunigungHcomponenten  ^" ,       ,  darzustellen.     Da   u,  v,  w 

Functionen  von  x,  y,  r,  t  sind,  so  sind  diese  Grössen 

f1 u  d.r      ru  dy  ,du  dz  .  du  rv  dx  .d  v  dy    .rv  d  z  ,  d  v 

dx  dl  +  dy  dt  +  dz  dt~*~  dt'        dx  dt       dy  dt  + dz  dt       dt  ' 

dw  dx  .  dw  dy     du*  dz  dw 
dxdt^  ,>y  dt  +  rz   dt^  dt  ' 

.       ,    dx  dy  dz 

oder  da  —  =  m,  =■  «,       -  -  =  w  sind, 

dt  dt  dt 

du  du    ,        du    ,        du        du      dv  du     .        rv    .       dv    .  dt* 

Ii  "  "-dx  +  V  dy  +  W  dz  +  dt  '    dt  =  "  71c  +  "  dy  +'P  r;  +  Tt  ' 

dw  dw    ,      dw    .      dw    .  dw 

,    —  u        -f-  r  ,     -f  w        +  * 
dt  fx  r'y  rz  rt 

Sie  sind  mit  der  Masse  dm  des  Punktes  dm  —  gdxdydz  zu  multipliciren  und 
stellen  dann 
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—  Q  fff"-  dxdydz,        —  Q  ^j-  dxdydz,        —  g  ^  dxdydz 

die  Componeuten  der  Reactionskraft  dar. 

Dio  Resultante  der  gegebenen  am  Punkte  (xyz)  angreifenden  Kräfte  werde 
auf  die  Einheit  der  Masse  bezogen  und  sind  demnach  Xdm,  Ydm,  Zdm  oder 
Xg  dxdydz ,  Y'gdxdydz,  Zgdxdydz  ihre  Componenten.  Beziehen  wir  den  Druck 
p  auf  die  Flächeneinheit,  so  wirkt  auf  die  Seitenfläche  dydz,  welehe  durch  den 
Punkt  [xyz)  geht,  der  Druck. pdydz  in  der  Richtung  der  .rAxe.  Der  Druck  auf 
die  gegenübcrliegcn-le  Seitenfläche  dydz  den  unendlich  kleinen  Parallelepipeds 
geht  aus  diesem  horvor,  indem  x  sich  um  dx  ändert,  welcher  Aenderung  eine  Aen- 
t)  p 

derung  von  p  um  „    dx  entspricht.    Er  ist,  da  er  mit  dem  vorigen  entgegenge- 

setzten  Sinn  hat:  —  (p  -}-  ^  dx)  dydz.  Beide  Pressungen,  welche  der  a?-Axc 
parallel  sind,  haben  daher  die  Resultante 

—       dxdydz  . 

Analog  erhalten  wir  für  dio  Pressungen  parallel  der  // -  und  r-Axeu: 

•  %  ***  ",,d  -  Z  ■'■•■■"<'■'-■  ■ 

Demnach  liefert  das  Gleichgewicht  der  gegebenen,  der  Druck-  und  der  Reactions- 
kräfte,  dio  Gleichungen 

oder  nach  Einsetzung  der  obigen  Wertho 

u  du    .    ^  du     i   w        !   '\  ^  y       1  ?P_ 

dx  ry  dz       rt  g  dx 

...  dv  dv    .       dv       dv  1  dp 

(1)        ii  ...    +  v  —  -j-  ic  \-       =  i  — 

rx  r.V  rz        et  g  ry 

dw  /w    .      dw   .  an  1  dp 

rx  ry  rz        <t  g  oz  # 

Zu  diesen  Gleichungen  tritt  eine  weitere  hinzu,  welche  die  Aenderung  der  speci- 
Hschen  Masse  an  der  Stelle  (xyz)  während  des  Zeitelementes  entwickelt.  Man 
erhält  dieselbe,  indem  man  die  Masse  bestimmt,  welche  in  das  Volumenelement 
dxdydz  an  der  fraglichen  Stelle  während  des  Zeitelementes  dt  eintritt  und  dieselbe 
durch  das  Volumenelement  selbst  dividirt.  Diese  Masse  setzt  sich  aus  drei  Thcilen 
zusammen.  Durch  die  Seitenfläche  dydz  tritt  parallel  der  a>Axe  mit  der  Geschwindig- 
keit u  die  Masse  gdydz'udt  ein,  indem  während  dt  zusammenhängende  Masse 
um  dio  Strecke  dx  =  udt  fortrückt.  Gleichzeitig  aber  tritt  durch  die  gegenüber- 
liegende Seitenfläche  Masse  aus.  Man  erhält  dieselbe  aus  der  vorigen,  indem 
man  x  um  dx  zunehmen  lässt,  denn  diese  austretende  Masse  ist  die,  welche  in 
das  anstossende  Volumenelement  eintritt,  welches  der  Abscisso  x -\- dx  entspricht. 

Die  austretende  Masse  ist  daher  dydz  («o  +  <tt.    Dio  Differenz  zwischen 

ihr  und  der  vorigen  Masse  gibt  die  in  dem  Zeitelomcute  dt  erfolgte  Aenderung 
der  Masse  des  Volnmonclementcs  in  Folge  eines  Massonein-  und  Austritts  parallel 

der  x-Axe  an,  nämlich  —  rt"^  dxdydzdt.    Aehnliche  Ausdrücke  erhält  man  für 

cx 

die  Massenänderungen  bezüglich  der  y-  und  ;-Axe,  nämlich 
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-  dxdydzdi ,       -  ^  dxdydzdt 

und  die  Summe  aller  durch  dx  dy  dz  dividirt  gibt  die  Aenderung  der  specifischen 

Masse  an  der  Stelle  (xyz)  nach  /,  d.  h.  dt.  Nach  Division  mit  dt  hat  man  da- 
her die  Gleichung: 

Die  totale  Aenderung  der  specifischen  Masse,  welche  beim  Uobergang  des  Massen- 
elementes von  der  Stelle  (xyz)  zur  Stelle  (x  -f  dx,  y  +  dy ,  z  -f-  rfz)  im  Zeitele- 
mente erfolgt,  würdo  sein 

,ta  —  ßp       o-  ?e  ^  J-  r*       O.  ^  // 
ö<?  ~~  V£*  cfc       <?y  <*<  rfi  £7/ 

und  die  totale  Derivirte  von  p 

rfp       ^P       ,   ro       ,    dp       .  rp 

Für  die  incompressibeln  Flüssigkeiten  ist  ein  p  =  const. ,  mitbin 

dp  „   ,   dp  „   .    <  P  ,„    .dp  _ 

"  +  d7 '  +  dz  w  +  er  =  0 

und  wenn  man  mit  Hülfe  dieser  Rotation  die  Gleichung  (2)  nach  Ausführung  der 
Differentiationen  reducirt ,  so  wird  sie  ersetzbar  durch  : 

du       dw  .  dw 

dx  +  dy  +  lz~  ~  °  ' 
Man  hat  daher  für  die  incompressibelu  Flüssigkeiten  als  Differentialgleichungen 
der  Bewegung  die  folgenden  fünf: 


f  u     .  C" 
H  h  V   ;  - 

ex  ty 

d" 
?: 

x  — 

1  ?JL 

p  dx 

dv  dv 
"  dx  ~*~  v  dy 

+  « 

a» 
äT 

i  du 

+  w  = 

V  — 

1  OL 

p  % 

dw  .  dw 

"  Tx  +  " 

d«> 
& 

.  dw 

+  dt  - 

z  — 

i.  ^ 

P  d: 

du    ,  dv 
dx  dy 

+ 

=  0 

dp      ,  dp 

dy 

dp 

dz 

+  £■- 

^  d< 

0. 

Die  Integration  derselben  gibt  u,  »,  u>,  p,  p  als  Functionen  von  ar,  yt  r,  <.  Eli- 
minirt  man  zwischen  den  Integralen  dieses  Gleichungssystems  p  und  p,  so  erhalt  man 
noch  drei  Gleichungen  mit  «,  v,  w,  .r,  y,  welche  mit 

dx  dy  dz 

~=»w,       -  -  =  v ,       —  =  u?  verbunden  nach  abermaliger  Integration 

die  Coordinatcn  als  Functionen  der  Zoit  geben. 

Für  die  compfessibeleu  flüssigen  Systeme  innss  noch  eine  Dcflnitionsglei- 
chuug  gegeben  sein,  welche  einen  Zusammenhang  zwischen  dem  Druck  und  der 
spoeifischeu  Masse  herstellt,  z.  Ü.  p  —  qp  (p).  Für  solche  .Systeme  gelten  die  drei 
vorstehenden  Bowegungsgleichungcn  ebenfalls,  die  vierte  und  fünfte  dagegen  sind 
zu  ersetzen  durch  : 

+ r "ei  +  '  '.,{f)  +  ri"Q)  =  » 

P  —  V  Cp)  • 
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§.  3.  Oscillatorische  Bewegung  einer  elastischen  Flüssigkeit. 
Es  sei  p  ursprünglich  constaut,  p  =  c,  die  Hasseren  Kräfte  Z,  Z  seien  Null, 
die  Flüssigkeit  in  Ruhe  und  es  werde  nun  zur  Zeit  t  =■  0  in  der  Flüssigkeit  eine 
kleine  Störung  vorgenommen.  Zti  irgend  einer  Zeit  l  wird  dann  p  von  c  um  eine 
kleine  veränderliche  Grösse  verschieden  sein,  nämlich  p  —  c  (1  -f  *).  Der  Factor 
*  heisst,  je  nachdem  er  positiv  oder  negativ  ist,  die  Condensation  oder  Dila- 
tation zur  Zeit  t.  Man  hat  dann  p  —  9»  (p)  —  <p  {c  +  rn)  und  erhält  für  die 
erste  Bcwegungsgloichung,  dn  «,  0,  w  wegen  der  Kleinheit  der  Störung  fortwäh- 
rend klein  sein  werden,  abgekürzt: 

du  ,     c     .  .  .    .  c*  n 

T,  +  F+  7,  »(•  +  ")■  s  "  0 

oder  wenn  man  tp'  (<•  4-  r*}  und        -    nach  Potenzen  von  *  entwickelt  und  die 
^  c  -\-  es 

Glieder  mit  «  tilgt: 

du    .     ,  .  .     d»  r> 
+  „  (c)._  =  0. 

Da  der  Druck  und  die  speeifischc  Masse  gleichzeitig  wachsen  und  abnehmen,  so 
ist  ^*  «=  g>'  (p)  für  p  =  c  positiv  un«l  wenn  wir  diese  Grösse  daher  mit  a*  bc- 

<7p 

zeichnen,  die  Rechnung  für  alle  Coordinatenaxcn  durchführen  und  behufs  der 
vierten  der  Gleichungen  des  §.  2.  berücksichtigen,  dass  »p  =  uc  -\-  ucs  wogen 

der  Kleinheit  von  u  und  *  sich  auf  uc  reducirt,  also  f-~-  =»  c  -~  ,  •  •  •  •  ist,  so 

Cx  Ca: 

erhalten  wir  für  die  oscillatorisehe  Bewegung  der  elastischen  Flüssigkeit  unter 
den  angegebenen  Bedingungen  die  Gleichungen: 

du  ds 

77  +  "  &  - 0 

et  ^  dx  ^  dy      dz  = 

p  =,  <p  (p),         J-C(l  +  |), 

Die  Integration  dieses  Gleichungssystems  mit  Rücksicht  auf  den  Anfangszustand 
und  die  Bedingungen  an  den  Grenzen  des  Systems  wollen  wir  in  einigen  speciellen 
und  dann  auch  für  den  allgemeinen  Fall  ausführen. 

§.  4.  Die  elastische  Flüssigkeit  erfülle  einen  nach  beiden  Sei- 
ten unendlich  laugen  Cylinder  von  beliebiger  Form,  die  Störung  des 
Gleichgewichts  sei  so  beschaffen,  dass  alle  Punkte  eines  zur  Cylin- 
deraxe  senkrechten  Querschnittes  gleiche  Geschwindigkeiten  pa- 
rallel der  Axe  und  gleiche  Condensation  besitzen.  Welche  Bewegung 
erfolgt  in  dem  8ysterao  und  wie  ist  die  Condensation  in  demselben 
beschaffen? 

Die  Axe  des  Cy linders  sei  die  2: -Axe;  nur  in  ihrer  Richtung  erfolgt  Be- 
wegung, nicht  in  den  Richtungen  der  y-  und  z-Axeu.  Die  ganze  Bewegung  hängt 
blofl  von  zwei,  Variabulu  xt  t  ab;  y  und  z  eines  Punktes  ändern  sich  nicht,  v 

und  w,  -rj  und        sind  Null;  *  hängt  nicht  von  y  und  2  ab,  es  ist  mithin 
—  0,  ^7  =  0  untl  bleibon  uns  blos  die  Gleichungen: 
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^  +  «'  c-~  =»  0      P  =%<P  (e)  «  =  /* 

n  „  und  für  l  =  0 , 

|'+       «_o       ,-«(!+.)  '-'W 

von  denen  die  letzteren  ausdrücken,  dass  die  Geschwindigkeit  und  die  Condensation 
für  /  =  0  sich  auf  gegebene  Functionen  f  {x)  und  F  (r)  reducireu  sollen. 

Um  u  und  *  als  Functionen  von  x  und  /  zu  bestimmen,  könnte  mau  aus  den 
beiden  ersten  Gleichungen  je  eine  dieser  Grössen  eliminiren;  indem  man  beide 
Gleichungen  nach  einer  Variabein  .r,  /  differentiirte  und  beide  dann  von  einander 
subtrahirte.  Indessen  gelangt  man  kürzer  durch  Auflösung  von  Partienlarlösuugeu, 
die  den  simultanen  Gleichungen  genügen.,  zum  Ziel.  Die  lineare  Beschaffenheit 
und  die  constanten  Cocfficieuten  derselben  deuten  hinreichend  an,  das«  ihnen 
Exponcntialgrössen  genügen.    Wir  setzen  also 

Die  Einsetzung  dieser  Grössen  liefert  für  die  Coiistauteu  «,  p",  /,  m  die  beiden 
Bedingungen 

/«  +  mpV  =  0  ,       tun  4-/0  =  0, 
so  dass  von  diesen  4  Grössen  noch  zwei  willkührlich  bleiben.    Wühlen  wir  hiezu 

ß  und  /,  so  folgt  «  =  4:  aß,  m  =  ^        und  werden  also 

u  =  i         .     S  =  +  -L  . 

Indem  man  nun  eine  Keihe  von  Werthen  ßt ,  ßt  •  •  •  •  annimmt  und  ihr  eine  Reihe 
von  Werthen  /,,  /,••••  zuordnet,  dass  jedem  ßi  ein  bestimmtes  /,  zugehört,  er- 
hält man  eine  Mengo  von  Particularlösungeii,  aus  welchen  mau  auch  die  voll- 
ständige Lösung  würde  zusammensetzen  können.  Indessen  bedarf  es  nur  einer 
kleinen  Ueberlegung,  um  diese  sofort  in  weit  bequemerer  Gestalt  aufzufinden. 
Das  Genügen  der  Exponentialfunction  beruht  nämlich  darauf,  dass  sie  in  ihren 
Diffcreutialquoticntcn  sich  wiederholt  und  vermöge  der  linearen  Besch urTenheit  der 
Differentialgleichungen,  die  keine  Absolutglicder  besitzen,  herausfällt,  so  dass 
blos  algebraische  Beziehungen  zwischen  den  Constanten  übrig  bleiben.  Dasselbe 
leistet  aber  auch,  da  blos  Differentialquotienten  gleich  hober  Ordnung  vorkommen, 
jede  Function  von  x  ±  at.    Mau  überzeugt  sich  sofort,  dass 

u  -  y  (*  ±  at)  ,       *  =  +  i-  y  (x  ±  at) 

genügen,  indem  man  ^-  =  ±  ay'(x  ±  at),  "  =  ip' {x  ±  at),  '  =  —  V(.r  +  at), 
is  1 

.—  =  +  -—  ty'(x  +  at)  einsetzt.  Der  doppelten  Zeichen  wegen  erhält  man  aber 
zwei  Lösungen  : 

u  <=  tf>  (x  +  at)  u  =  x  (x  ~  al) 

und 

*  =  —   ^        [x  -\-  at)  s  =   ^  x  (•'-  —  "0  > 

indem  man  zugleich  eine  andere  Function  x  statt  wählt.  Aus  beiden  bildet  mau 
nun  aber  durch  Addition  die  allgemeine  Lösung  mit  2  willkührlicben  Functiouen 

u  —  i/}  (x  -4-  at)  4"  X  (•»-'  —  at) 

"  =  ~   a    *  (,r  +  "l)  +  Vi  1  U>  ~~  "n  • 
Man  kann  zu  dieser  Form  der  Lösung  auch  gelangen,  indem  man  .r  -f  at  =  l, 
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x  —  at  =  p  als  neue  Variabein  in  die  Differentialgleichungen  einführt.  Man  hat 
nämlich,  da  X  und  p  Functionen  von  x  und  /  sind: 

du  du  dl  ,  du  dp  _     du        ru      du  du  dl  ,  du  dp  du  .  du 

JT~dlW~^l)(iW~"rl~''dfiJ    dx  ~  dl  cx  ~*  du  da:  ~~  dl  "*~  dp  ' 

^—  =  « --  —  a  -a"  .  tt-  =  -  ,  +  L  und  die  Einführung  dieser  Ausdrücke  in  die 
et         d        dp     dx     dl  Cp 

Differentialgleichungen  ertheilt  diesen  die  Form: 

d(u  +  as)       d{u  —  ax)  d{u  -f  os)       d(u  —  an) 

dl  ^    dp        ~  U»  dl  dp 

Hieraus  folgt  weiter 

d(n  -f-  «.v)  "l)  rt 

^        ~     '  dp         ~  ü' 

so  dass  also  u  -j-  <«  Function  blos  von  f*,  u  —  as  hlos  von  i  ist.  Setzt  man  also 

«  +      =  z(fO       «  —  «*  = 

so  ergibt  sich 

»  -  4*W  +  izfcO,     *  =  W)  -  *zO>, 

welches  nach  Restitution  von  il  =  a-  +  «/,  u  =*  .r  —  at  die  obige  Form  ist. 

2.  Die  unbekannten  Functionen  tf;  und  jr  in  der  allgemeinen  Lösung" 

«  »  y(x  +  o/)  -f  Z(ar  —  «0,       *  —  —  +  «0  +  ~        -  «0 

werden  nun  durch  die  Bedingungen  des  Anfangsznstandes  bestimmt.  Diesen  zu- 
folge ist 

*(*)  +  ZW  -  A-r),         -  ♦       +  *(.r)  - 

woraus 

*(*)  =  4/»  -  *«*•(*),      Z(.r)  =  JA*)  +  W(*) 
folgt,  und  mithin  unsre  Lösung  vollständig  bestimint  ist,  nämlich 

«  =  \f{x  +  at)  -  \»F{x  +  al)       *  =  -  +  «/)  +  *  A>  +  «/) 

+  \r{*  -  at)  +  -  *f)  +  -  «I)  +  ±F{x  -  *<) . 

Durch  diese  Formeln  wird  die  Geschwindigkeit  u  und  die  Condensation  *  als  Func- 
tionen von  a-,  t  bestimmt;  sie  hängen  von  der  Natur  zweier  Functionen  f(x)  und 
F(x)  ab,  welche  den  anfänglichen  Geschwindigkeitszustand  und  die  anfängliche 
Condensation  darstellen.  Diese  Functionen  müssen  bei  dem  beiderseits  unendlich 
langen  Cylinder  für  alle  Werth e  von  x  gegeben  sein,  können  aber  Discontinuitäten 
besitzen.  Wir  wollen  hier  aber  jetzt  specielle  Annahmen  machen. 

3.  Es  werde  der  ursprüngliche  Gleichgewichtszustand  nur  innerhalb  des  Raumes 
von  x  =  —  cc  bis  x  =  -f-  a  gestört,  so  dass  u  =  f(x)  und  s  =  F(x)  für  t  =  0 
an  allen  Stellen  x  ^>  u  und  x  <  —  a  die  Werthe  Null  haben,  während  sie 
zwischen  —  a  und  +  «  im  Allgemeinen  nicht  Null  sind. 

Für  einen  Punkt  x  >  et,  der  ausserhalb  des  Erregungsraumes  liegt,  ist 
x  +  at  >  et,  mithin  werden  für  ihn  f(x  at)  und  F{x  -f-  at)  Null  und  bleiben 
in  u  und  »  blos  zwei  Glieder,  nämlich: 

«  —  \f{*  ~  «0  +  -  «0,       *  -  -  «0  +  \F(x  -  «0  . 

Der  Punkt  x  ist  anfangs  in  Ruhe,  da  für  ihn  für  f  =  0,  f{x)  =  A*(x)  =  0;  mit 
wachsendem  /  nimmt  aber  x  —  at  ab  uud  sobald  es  gleich  a  wird,  hören  die 
Functionen  /",  F  auf  Null  zu  sein  und  erlangen  u  und  s  Werthe,  welche  von  Null 
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verschieden  Bind.  Die  Zeit  ttt  für  welche  der  Pnnkt  seine  Bewegung  beginnt,  folgt 
demnach  nus  der  Gleichung  *  —  at{  =  a  nnd  ist 

x  —  a 

-  __  . 

Im  weiteren  Verlauf  von  /  nimmt  aber  x  —  at  bis  —  a  ab,  und  dann  verschwinden 
wieder  f  und  F  und  folglich  auch  u  und  *.  Für  die  Zeit  lit  welche  aus  x  —  a/2  =  —  a 
folgt,  nämlich 

x  -f  « 
'«  a~ 

kommt  der  Punkt  x  wiedor  zur  Ruhe.    Die  Dauer  seiner  Bewegung  ist  daher 

/,  —  /,  =  —  •    Sie  ist  proportional  der  Länge  des  Erschütteruugsraumes. 

Für  zwei  Funkte  x,  x'  ausserhalb  des  Erschütteruugsraumes  auf  der  Seite 
der  positiven  x-Axe  sind  die  Zeiten  t,  t',  zn  welchen  sie  die  Bewegung  beginnen: 

=  x  +  a     t  =  *_+_?  und  8teut  dic  Differenz  t  -  t  =  die  Zeit  dar, 

an  a 

während  welcher  sich  das  Phänomen  von  dem  dem  Erscbütterungsraume  näher 
liegenden  Punkte  x  bis  zu  dem  entfernteren  x  fortgepflanzt  hat.  Dieser  Zeit- 
unterschied ist  proportional  dem  Abstände  .r'  —  x  beider  Punkte.  Für  /'  —  * 
gleich  der  Zeiteinheit  wird  x' —  x  =>  a.  Die  Constante  a  stellt  also  die  Strecke 
dar,  um  welche  das  Phänomen  in  der  Zeiteinheit  fortschreitet.  Sie  beisst  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit. 

Es  sei  x  ein  Punkt,  in  welchem  das  Phänomen  zur  Zeit  t  beginnt,  x'  ein 
solcher,  in  welchem  ob  zn  derselben  Zeit  aufhört.  Für  beide  bestehen  zur  selben 
Zoit  dic  Gleichungen  x  —  at  =  «,  x' —  at  =  —  a.  Hieraus  folgt  x  —  x  =  2a 
für  die  Länge  des  Raumes,  welcher  zur  Zeit  t  sich  in  Erschütterung  befindet. 
Er  ist  ebenso  lang,  wie  der  anfängliche  Erschütterungsraum.  Er  rückt  scheinbar 
fort  mit  der  Geschwindigkeit  a  und  wird  die  Welle  genannt. 

Aus  den  Formeln  für  u  und  *  ergibt  sich  noch  u  =  «*,  d.  h.  die  Geschwin- 
digkeit ist  der  Condensation  proportional.  Da  a  positiv  ist,  so  ist  w  positiv,  wenn 
*  positiv  ist,  d.  h.  wenn  Condensation  stattfindet,  dagegen  ist  u  negativ,  wenn 
Dilatation  eintritt.  Der  Systempunkt  oscillirt  also  immer  nach  der  Seite  hin,  nach 
welcher  Verdichtung  des  Systems  stattfindet. 

Nehmen  wir  den  Punkt  x  jetzt  ausserhalb  des  Erschütterungsraumes  auf  der 
negativen  Seite  des  x  an,  sodass  x  <  —  a.  Hierfür  ist  x  —  at  stets  kleiner 
als  a,  daher  fallen  in  den  Ausdrücken  für  m  und  s  jetzt  die  Glioder  aus,  welche 
f{x  —  at)  und  F(x  —  at)  enthalten,  da  die  Functionen  f  und  F  für  alle  Argu- 
mente kleiner  als  —  a  Null  sind.    Demnach  wird 

«  -  V<*  +  at)  -  \aF(x  -{-at),       s  -  -  ^  />  +  «0  +  1       +  «0  • 

Es  ist  hier  u  —  —  as,  so  dass  die  negative  Geschwindigkeit  dieselbe  Rolle  spielt, 
wie  oben  die  positive. 

Für  x  +  «/,  =—  —  a  und  x      att  =  a  ergeben  sich  dio  Anfangs-  und  End- 

zeit  für  die  Bewegung  des  Punktes  x,  nämlich  /,  =  —      *     ,  /,  =*  —  ' -   ^  —  , 

2« 

sowie  die  Dauer  der  Bewegung  —  —  wie  oben. 

a 

Ebenso  erhält  man  für  zwei  Punkte  x't  x,  in  denen  das  Phänomen  aber  an 
fängt  und  aufhört  x  -f-  at  =  —  a,  x  —  at  =  a.   Die  Gleichung  x  —  x  =  2a  zeigt, 
dass  auch  nach  der  negativen  Seite  des  x  eine  Welle  von  der  Länge  2a  fort- 
schreitet. 
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Für  einen  Punkt  x  innerhalb  des  Erschütterungsraumes,  d.  Ii.  für  —  «  <  .r  <  o 
ist  das  Phänomen  complicirter,  indem  dort  jene  beiden  Glieder  in  u  und  s  nicbt 
ausfallen.  Um  zu  bestimmen,  wann  dortselbst  die  Geschwindigkeit  und  die  Con- 
densation Null  werden,  muss  man  für  die  einzelnen  Glieder  die  Zeit  des  Ver- 
schwinden» untersuchen.   Für  zwei  Glieder  tritt  dies  ein,  sobald  x-}-at  =  at  also 

u  —  x  x  -f-  et 

t  =   — «f  für  die  beiden  andern,  sobald  x  —  at  —  —  a,  d.  h.  /  = 

wird.  Für  die  grösstc  von  beiden  Zeiten  verschwinden  alle  vier  Glieder,  also 
auch  u  nnd  *.  Diese  Zeit  hängt  von  der  Grösse  a  und  der  Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit a  ab. 

Euler  warf  die  Frage  auf,  wio  es  komme,  dass  ans  dem  Anfangsznstande 
zwei  Wellen  hervorgeben,  von  denen  die  eine  nach  der  positiven,  die  andere  nach 
der  negativen  Seite  des  x  fortschreitet,  dass  aber  nicht  zu  jeder  Zeit  aus  dem  zu 
dieser  stattfindenden  Zustande  zwei  solche  Wellen  hervorgehen.  Au  sich  hat  der 
Anfangszustand  nichts  voraus  vor  dem  Zustande,  welcher  zu  irgend  einer  Zeit 
t  stattfindet.  Er  erklärt  diesen  Umstand  so,  dass  ausserhalb  des  Erregungs- 
raumes «  und  *  eine  solche  Beziehung  haben,  dass  eine  Welle  ausfällt;  diese 
Beziehung  ist  u  =  tu  und  u  =  —  «*.  Uebrigens  kann  man  den  Anfangszustand 
so  in  zwoi  Anfangszustände  spalten,  dass  der  eine  von  ihnen  nur  die  eine,  der 
andere  nur  die  andere  Welle  zur  Folge  hat.  Der  Satz,  mit  Hülfe  dessen  diess 
möglich  ist,  heisst  der  Satz  von  der  Super position  oder  Coexistenz  der 
Bewegungen.    Er  lautet  folgendermassen. 

Wenn  aus  einem  Anfangszustände  u  a  ft(x),  s  =  l"\{x)  für  die  Ge- 
schwindigkeit und  die  Condensation  zur  Zeit  /  die  Functionen  u,  und 
*,  folgen;  wenn  ferner  ein  zweiter  Anfangszustand  «  =  *  =  F,(x) 

für  die  Geschwindigkeit  und  Condensation  zur  Zeit  /  die  Functionen 
«2  n n d  *2  ergibt  und  man  führt  nun  einen  A  n f  angsz us tand  u  =-  f\ (>*0i /j (•?)• 
*  =  f\ (.v)  +  A 2 (.*•)  ein,  dessen  Geschwindigkeit  und  Condensation  durch 
die  algebraischen  Summen  der  Geschwindigkeiten  und  Coudonsatio- 
nen  jener  beiden  Anfangszustände  gobildet  werden,  so  folgen  aus 
diesem  dritten  Anfangszustände  zur  Zeit  *  für  die  Geschwindigkeit 
m3  und  Condensation  #3  die  Functionen  t/j  =  ut  »/j ,  «3  —  st  ^  *» » 
d.  h.  die  algebraischen  Summon  aus  den  Functionen,  welche  diese 
Grössen  für  die  einzelnen  Bewegungen  darstellen. 

Denn  ?/3  und  *s  gehen  aus  ft(x)  ±  f,(x)  und  Ft(x)  +  f\{x)  hervor,  indem 
man  in  den  Formeln  Nr.  2.  diese  Summen  an  die  Stelle  von  f(x)  und  F(x)  treten 
lässt.  Dadurch  erhält  man  aber  je  8  Glieder,  von  welchen  nach  denselben  For- 
meln die  4  einen  die  Grössen  «  und  *  bilden,  welcho  man  durch  Einführung  von 
(.r)  und  Ft(x)  an  die  Stelle  von  f(x)  und  F(x)  erhält,  während  die  4  andern 
dem  Einsetzen  von  f2(x)  und  Ft(x)  entsprochen. 

Man  kann  nun  den  oben  zu  Grunde  gelegten  Anfangszustand  u  =  f(x), 
g=  F(x)  auf  mannigfache  Weise  in  zwei  Anfangszustände  fi{x)j  Ft(x)  und  ft(x), 
Ft(a)  zerlegen,  sodass 

»  =  rix)  -  /",(*)  +  /.(*)  r.  ,  n 
a  =  F(x)  =  Ft(x)  +  Ft(x)  "  U 

ist,  insbesondere  so,  dnss  auch  für  t  =  0  die  Relationen  u  =  as  und  u  =  —  as, 
d.  h.  ft[x)  =  «/', (.r)  und  ft(x)  =  —  «A'8(:r)  wird.  Sobald  dies  aber  der  Fall  ist, 
so  fallen  in  dem  Bewegungszustande  /",,  Ft  zu  allen  Zeiten  und  an  allen  Orten  in 
den  Ausdrücken  für  »  und  *  zwei  Glieder  aus  und  schreitet  mithin  nur  eine  Welle 
im  positiven  Sinne  der  a-Axe  fort.  Ebendasselbe  gilt  für  den  Bewegungnznstand 
ft1  F2  und  liefert  derselbe  nur  eine  Welle,  welche  im  negativen  Sinne  fortschreitet. 
Sschell,  Thenn*  d.  D.w.  u.  <l.  KräRe.  CO 
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Im  Erschütterungsraume  logen  sich  beide  Wellen  übereinander.  Die  fragliche 
Zerlegung  des  Anfangszustandes  ist: 

ft(x)  -  \f{x)  +  ±  Fix)       Ft{x)  -  \af[x)  +  \F{x) 

4.  Nimmt  man  au  zwei  Stellen  im  Cylinder  Störungen  des  ursprünglichen 
Gleichgewichtes  zugleich  vor  zur  Zeit  /  =  0,  so  kann  man  den  Anfangszustand 
in  zwei  andere  zerlegen,  in  einen,  für  welchen  an  der  ersten  Stelle  Erschütterung 
stattfindet,  während  an  der  zweiton  Stelle  u  und  *  Null  sind  und  einen  zweiten, 
für  welchen  derselbe  bezüglich  der  andern  Stelle  eintritt.  Jeder  der  beiden  An- 
fangszustände veranlasst  zwei  Wellen,  von  denen  die  eine  nach  rechts,  die  andere 
nach  links  fortschreitet.  Diese  Wellen  kreuzen  sich,  gehen  aber  dann  ungehindert 
weiter  fort,  ohne  sieh  zu  stören.  Nur  an  der  Krcuzuugsstolle  coraplicirt  sich  das 
Phänomen. 

§.6.  Der  Cylinder,  in  welchc'u  die  elastische  Flüssigkeit  ein- 
geschlossen ist,  erstrecke  sich  nur  uach  einer  Seite  ins  Unendliche 
und  sei  nach  der  anderen  Seite  durch  eine  zu  deu  E  rzcugungsl  inien 
senkrechte  Eb-ene  geschlossen.  Welche  oscillatorische  Bewegung 
folgt  hier  aus  einem  gegebenen  Anfangszustande? 

Zu  den  Bedingungen  des  Problems  iu  §.  4.  tritt  hier  noch  die  hinzu,  dass 
an  der  Grenzwand  die  Geschwindigkeit  fortwährend  Null  ist.  Nehmen  wir  diese 
Ebene  zur  yz- Ebene,  so  sind  die  Bewegungsgleichungen: 

1)  +  a%  Ii ö  0        f{x)  x  "  ° 

ds  du  „,     für  '  -  °.       "  -  0  für  ,  , 

Die  Functioueu  tf>  und  %  der  allgemeinen  Lösung 

u  «-  y{x  +  at)  -f  z(x  -  «0,       Ä  =  ~  4  *  J!  +  ul)  +  \  Z(x  —  ö/) 
bestimmen  sich  durch  die  Bedingungen 

+  z(«)  =  /».      -  •        +  ZU')  - 


nämlich: 


*(*)  -  -   o  ''(*),       Z(*)  -  4/»  + 


2 

Es  sind  aber  /*(x)  und  r'(x)  nur  für  positive  Argumente  gegeben,  da  die  negative 
Richtung  der  x-Axe  nicht  dem  System  angehört;  es  sind  also  auch  tf>  und  %  blos 
für  positive  Argumente  bis  jetzt  bestimmt.  Die  Function  ^  wird  auch  nur  für 
positive  Werthe  x  -j-  at  für  m  und  s  in  Anspruch  genommen,  das  Argument  x  —  at 
in  %  aber  kaun  negativ  werden  und  müssen  wir  also  diese  Function  auch  für 
negative  Argumente  kennen.  Hierzu  dient  die  letzte  Bedingung.  Vermöge  der- 
selben ist  V(«0  +  %{—  at)  =»  0 
oder  z(- <>)  =  — 

wenn  man  o/  =  o  setzt.  Für  negative  x  —  at  ist  mithin  j;(x  —  at)  durch 
—  —  x)  zu  ersetzen.    Unsere  Formeln  spalten  sich  nun  folgendermassen : 

Für  x  —  at  >  0:  für  x  —  «/  <  0: 

u  —  i/*(x  +  at)  —  £         +  at)  u  ~  +  at)       "  F{x  -f 


+  i/  (x  -  «0  +  «/..  -    J/>/  ~  x)  +  "  A>*  - 
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s  *af(x  +  at)  +  \F(x  +  at)       s  =  -  ~f{x  +  at)  +  \F{x  +  at) 

+  ~f(x  -  at)  +  \F(x  -  at)  -  *J{at  -  x)  +  J  f  («/  -  *)  . 

Wir  wollen  annehmen,  es  finde  die  Erschütterung  zur  Zeit  t  «=  0  nur  inner- 
halb eines  bestimmten  Raumes  statt,  so  dass  innerhalb  desselben  f  und  gegebene 
Werthe  besitzen,  ausserhalb  desselben  Null  sind.  Da  für  negative  x  diese  Func- 
tionen nicht  gegeben  sind,  so  kann  man  sie  hierfür  beliebig  definiren.  Die  Ver- 
gleichung  der  vorstehenden  Ausdrücko  zeigt  nun,  dass  sowohl  die  beiden  Werthe 
für  u,  als  auch  die  für  s  sich  in  einen  zusammenfassen  lassen,  wenn  man  f{x) 
und  F(x)  so  definirt,  dass 

/•(—  .c)  =  —  f(x)  und  /'(-  =  F{x). 
Die  Bedeutung  dieser  Definitionserweiterung  ist  folgende.  Wir  wollen  uns  einen 
nach  beiden  Seiten  unendlich  langen  Cylinder  denken  und  in  dem  elastisch  flüssigen 
Medium,  welches  ihn  erfüllt,  eine  Störung  des  Gleichgewichts  vornehmen,  so  dass 
auf  der  Seite  des  positiven  x  die  anfängliche  Geschwindigkeit  und  Condensation 
durch  die  Functionen  f(x),  F(x)  angegeben  werden,  welche  aber  nur  innerhalb 
eines  gewissen  Bereiches  von  Null  verschiedene  Werthe  haben  mögen.  Auf  der 
Seite  des  negativen  x  wollen  wir  in  dem  zu  diesen  Bereiche  symmetrisch  liegenden 
Räume  zugleich  derart  das  Gleichgewicht  stören,  dass  die  Geschwindigkeit  und 
die  Condensation  durch  —  fix)  und  A(x)  angegeben  werden,  d.  h.  dass  die  Ge- 
schwindigkeit entgegengesetzt,  die  Condensation  aber  dieselbe  ist,  wie  auf  der 
positiven  Seite.  Dieser  Anfangszustand  wird  zur  Zeit  t  einen  Bewegungszustand 
zur  Folge  haben,  welcher  auf  der  Seite  der  positiven  x  derselbe  sein  wird,  wie 
in  dem  an  der  Stelle  x  —  0  durch  eine  Ebene  begrenzten  Cylinder  unseres  Problems, 
so  dass  man  behaupten  kann,  dass  das  Phänomen  in  dem  begrenzten  Cylinder 
unter  Einfluss  der  Bedingungen  «  =  f(x)  und  *  =  F(x)  für  /  =  0  und  «  =  0, 
für  x  «-  0  ebenso  erfolge,  als  ob  an  Stelle  dieser  Bedingungen  der  Cylinder  beider- 
seits unendlich  lang  wäre  und  in  der  Verlängerung  die  genannte  symmetrische 
Störung  eintrete.  Den  angenommenen  Anfangszustand  in  dem  beiderseits  unend- 
lichen Cylinder  kann  man  nun  zerlegen  in  zwei  andere,  einen,  für  welchen  blos 
auf  der  potitiven  Seite,  nicht  aber  zugleich  auf  der  negativen  Seite  eine  Er- 
schütterung eintritt,  und  einen  andern,  bei  welchem  umgekehrt  blos  auf  der  nega- 
tiven Seite  dies  der  Fall  ist.  Aus  beiden  ergeben  sich  vier  Wellen,  von  den 
aber  die  beiden,  die  auf  der  negativen  Seite  fortschreiten,  für  das  wirkliche  Be- 
wegungsphänomen nicht  in  Betracht  kommen,  weil  der  Cylinder  in  Wirklichkeit 
abgeschnitten  ist.  Die  von  dem  Anfangszustande  auf  der  negativen  Seite  herrüh- 
rende und  sich  nach  der  positiven  Seite  fortpflanzende  Welle  liefert  das  Phänomen 
der  Zurückwerfung  der  von  der  positiven  Seite  ausgehenden  Welle  an  der  festen 
Wand.  An  der  Stelle  x  =  0  ist  die  Geschwindigkeit  von  selbst  zu  allen  Zeiten  Null. 

§.  6»  Der  Cylinder  sei  durch  zwei  zu  den  Erzeugungslinien  senk- 
rechte Ebenen  begrenzt.  Nehmen  wir  die  eine  Ebene  zur  yz- Ebene  und 
nennen  c  den  Abstand  beider  Ebenen  von  einander,  so  sind  jetzt  die  Bedingungen 
des  Problems  : 

{0<x<c}.  \  \  • 

—{;::}■  — 

00* 
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Die  Functionen  t/>,  x>  welche  die  allgemeine  LüBting 

«  =  -V  Cr  +  «0  +  X  (*  —  «0  .  *  =        *   V>  Cr  +  «0  +    *  Z  Cr  —  »') 

enthält,  müssen  zunächst  den  Bedingungen: 

*  (*)  +  Z  Cr)  =  /»,       -  *  CO  +  Z  (*)  =  a  F  (x) 
genügen,  woraus  folgt: 

*  (a)  -  -  2  ,  1  CO  =  \f(*)  +   kj  , 

da  a-  blos  positive  Worthc  hüben  kann  (von  0  bis  c),  so  erhält  x  -f  «/  alle  posi- 
tiven Werthe  von  0  bis  cr>  und  jc  —  at  alle  Werthe  von  c  bis  —  x.  Innerhalb 
der  Grenzen  von  0  bis  oo  wird  nun  in  den  obigen  Ausdrücken  für  u  und  s  die 
Function  in  Anspruch  genommen,  von  <•  bis  —  oo  die  Function  %.  Beide  sind 
bis  jetzt  aber  nur  für  Argumente  zwischen  0  und  c  bekannt.  Allein  die  weiteren 
Bedingungen  des  Problems  liefern,  wenn  man  at  =  q  setzt: 

+  Z(~  P)  —  °,  *(r  +  P>  +  Z(c  -  0)  =  0. 
Da  ^  von  0  bis  r  bekannt  ist,  so  liefert  die  erste  dieser  Bleichlingen  %  vou  0 
bis  —  c  und  da  man  %  bereits  von  0  bis  c  ebenfalls  kennt,  so  kennt  man  %  jetzt 
von  c  bis  —  c.  Setzt  man  nun  in  der  zweiten  Gleichung  für  p  alle  Werthe  von 
0  bis  c,  so  ergibt  sich  tp  von  0  bis  2c.  Hiermit  findet  miin  dann  aus  der  ersten 
Gleichung  weiter  %  von  —  r  bis  —  2c  u.  s.  w.  Eine  abwechselnde  Beuutzutig  bei- 
der Gleichungen  führt  auf  diese  Weise  zur  Kenntuiss  der  Functionen  ip  um!  i 
für  alle  Argumente,  für  welche  sie  zur  Bildung  von  u  und  x  in  Anspruch  genom- 
men werden.  Setzt  man  c  -f-  p  =  o,  so  gibt  die  zweite  Gleichung  %  (—  a  -j-  2r)  = 
—  ip  (a)  oder  vermöge  der  erste  n  Gleichung  %  (—  o  -f-  2  c)  =  j;  (—  <j),  woraus  die 
Periodicität  von  j;  erhellt.    Ebenso  für  ip. 

Man  kann  leicht  zeigen,  dnss  das  Phänomen  in  dem  begrenzten  Cvlindcr  ebenso 
vor  sich  geht,  wie  in  einem  beiderseits  unendlichen  Cylinder,  wenn  über  f(j>) 
und  F(iv)  wieder  die  Voraussetzungen  f{—  r)  —  —  /U\  F(—  .r)  =  zugleich 
aber  noch  die  weiteren  /\.c  -f  2cJ  =  f(.v),  F(.v  -f-  2c)  --  F{.v)  gemacht  werden. 

§.  7.  Ks  soll  die  ose  i  1 1  a  torisc  he  Bewegung  im  unendlichen  ela- 
stisch-flüssigen Medinm  untersuch  t  we  rd  cu,  welche  eine  Folge  eines 
gegebenen  Anfangszustandes  ist. 

1.  Die  Bedingungen  des  Problems  sind  in  demGIeiehungs*ystem  ausgesprochen: 

f  it     ,      ,  Cs         ,  Cn     .      „  t's         M         cic  ds 

,*-  +  "  ^  =  0'    *r  +  ff  ^  =  0»  * 

£1  _i_  £1  _i_  £^  J_  £ü'  n 

&    "1"   «.'*•         Cy         Öl  ~~  ' 
aus  welchen  m,  c,  »r,  «,  nämlich  die  drei  Componenten  der  Geschwindigkeit  und 
die  Cnndcnsation  als  Functionen  von  .r,  »/,  i,  /  hervorgehen.    Für  /  =»  0  müssen 
sich  dieselben  aber  auf  4  gegebene  Functionen  reduciren,  so  dass 

m  =  «o ,       v  —  va  ,       xv  =  »/'„ ,       s  —  s0  für  /  =  0  . 

Bedingungen  der  Bewegung  des  Systems  sollen  nicht  gegeben  sein,  vielmehr  neh- 
men wir  an,  dass  das  elastische  Medium  den  unendlichen  Kaum  erfüllt  Wir 
suchen  zunächst  *  und  ciiminiren  hierzu  m,  p,  ic  indem  wir  die  drei  ersten  Bewe- 
gungsgleichungen  der  Reihe  nach  in  Bezug  auf  a>,  //,  die  vierte  nach  /  ditferen- 
tiireu  und  dann  die  Summe  der  drei  ersten  von  der  letzten  subtrahiren.  Dies  liefert 
die  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

aus  welcher  *  als  vollständig  bestimmt  hervorgeht,   sobald  sein  Werth  x0  für 
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ds 

t  =  0  und  sein  Differontialquotient  ^  für  /  =  0  bekannt  ist.  Don  letzteren  er- 
hält man,  vermöge  der  obigen  weiteren  Gleichung,  nämlich 

(!)  =  -  p  +  p  + d?)- 

Vtf/  \)x         dy  £z' 

'  =  o. 

Sobald  aber  s  vollständig  bekannt  ist,  hat  man  mit  Hülfe  der  drei  orsten  Gloi 
chungeu  auch  «,  v,  w,  uämlich 

'  l  ' 

Der  Differentialgleichung  für  *  genügt  nun  die  Particularlösung 

+  /»if +  + 

s  =  e 

sobald  zwischen  Z,  jtt,  v,  w"  die  Kelation  oT«  =  a«  (X»  +  ft*  -f-  v»)  besteht.  Wegen 
der  voraussichtlich  periodischen  Beschaffenheit  der  Bewegung  wählen  wir  X,  p,  v 
imaginär  und  nehmen  die  Particularlösung  unter  der  Form  an 

>  _  ^„+n)l+„t     v  _  ±  afi _     ?  _  +  rsrT^f. sr. 

Wir  zerlegen  dieselbe,  sodass  wir  setzen: 

(X.e  +  fty  +  *z±aet)i  .  . 

*  =  e  =  r o*  (Ax  +  fiy  +     ±  opt)  +  i  s«n  (fcc  +  fty  +  *~  ±  aP') 
und  bemerken,  dass  die  Glieder 

cos  (Xx  -f  |»J  +  w  i  aot)  und  «n  (Ax  -f*  l1!/  ~f*  VI  i  UP0 
einzeln  genügen,  so  wie  auch  die  Summe 

cos  (Xx  +  py  -}-  vz  —  apO  -f-  sin  (Xx      py  -\-  vz  -\-  not) , 
so  wie  die  Bestandttheile 

cos  (Xx  -f-  fiy  +  VJ)  c0*  aP'      UQd      co*  (Xx  +  (tty  +  V2)  aP'« 
Von  diesen  letzteren  Formen  gehen  wir  aus.    Sie  sind  besonders  geeignet,  wenn 
wir  den  Anfangszustand  so  in  zwei  andere  zerlegen  wollen,  dass  «  = 
wird  und  zwar  s  sich  für  <  =  0  auf  s0  reducirt,  während  sein  Differentialquotient 

(2*  )  verschwindet,  dagegen  s"  für  t  =  0  vorschwindot,  während  dessen  Diffe- 

ü  /ds"\  /cs\ 

rentialquotient  \       =         wird.   Dabei  wollen  wir  der  Ueborsichtlichkeit  wegen 

s„  =  f(xt  y,  z)  und         =  F  (x,  y,  z)  setzen.    Von  den  beiden  zuletzt  aufgo- 

0 

stellten  Particularlösungen  hat  nämlich  die  erste  die  Eigenschaft  für  t  =  0  nicht 
zu  verschwinden,  während  ihro  Derivirto  nach  /  verschwindet;  bei  der  andern  ist 
es  umgekehrt,  und  verschwindet  sie  selbst  für  t  =  0,  nicht  aber  ihre  Dcrivirte. 
Zunächst  verallgemeinern  wir  die  Particularlösungen  indem  wir  x—  ot,y  —  ßf  z  —  y 
an  die  Stelle  von  xt  y,  z  schreiben,  wodurch  sie  nicht  aufhören  der  Gleichung 
zu  genügen.  Sodann  multipliciren  wir  sie  mit  einer  willkürlichen  Function 
q>  (a,  ß,  y)  von  a,  0,  y  und  nehmen  das  sechsfache  Integral  zwischen  —  »  und 
-f-  co  in  Bezug  auf  X,  p,  v,  «,  (5,  y.  Da  die  Differentiationen  nach  x,  y,  z,  t 
sHmmtlich  unter  dem  Integralzeichen  ausgeführt  werden  dürfen,  so  sieht  man 
leicht  ein,  dass  der  so  gewonnene  verallgemeinte  Ausdruck  immer  noch  eine  Par 
ticulärlösung  ist.    Demnach  haben  wir,  indem  wir  ihn  zu  *'  wählen 

*  =  {IS)J  ros{X(x  —  a)-\-p(y  —  ß)-\-v(z-  y) }  cos  aQttp(a,ß,  y)  da  dßdy  dX dpdv. 
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Er  besitzt  die  Eigenschaft,  dass  sein  Differentialquotient  für  /  =  0  verschwindet 
und  wenn  wir  im  Stande  sind  qp  so  zu  bestimmen,  da#s  *'  für  /  =  0,  nämlich 

fcos{l{x-a)  +  ii{y-ß)  +  v{z-y)}<p{a,ß,y)dcidßdydldfidv  =  /"(x,  y,  :) 


wird,  so  genügt  t  den  Bedingungen  des  ersten  der  beiden  Zustände,  in  welche 
wir  den  Anfangszustand  des  Systems  zerlegt  haben.    Die  ganz  analoge  Behandlung 

der  andern  Particulärlösung,  der  wir  noch  den  Factor  1  zufügen,  liefert  uns  in 

ao 

00 

*"  J?j  cos  { llx  -  er )  +  u  (y  -  ß)  +  v  (r-y) }  ~J  9  '  •  i/>  («,  p\  y )  da  dß  dy  dl  dp,  dv 

—  CO 

einen  Ausdruck,  welcher  genau  den  Bedingungen  des  zweiten  Bestandteiles  vom 
Anfangszustande  entspricht,  sobald  ip  der  Bedingung  genügt 

JO 

Wj  cos  { l  (x  —  ff)  +  n  (y  -  ß)  +  v  (z  —  y) }  <*«  dßdy  dl  dp  dv  —  F(x,y.  r). 

Sobald  sodann  qp  und  ^  gefunden  sind,  stellt 

*  =■  8   -f-  S 

die  vollständige  Lösung  des  Problems  dar.  Auch  sieht  man  leicht,  dass  nur  eine 
einzige  Lösung  möglich  ist,  indem  *  durch  die  partielle  Differentialgleichung 

vollständig  bestimmt  ist,  sobald  s0  un<l  y^j  gegeben  sind. 

Zur  Bestimmung  der  Functionen  <p  und  rp  dient  der  Fourier 'sehe  Satz  über 
die  Darstellung  willkürlicher  Functionen  durch  doppelte  und  mehrfache  Integrale. 
Derselbe  lautet  in  einer  sehr  gangbaren  Form 


cos  l{a  —  x)  co»  fi(ß  —y)  cos  v(y  —  z)  •  x(a,ß,y)  da  dßdy  dl  dfi'dv  —  (2»)s  •  %  (x,  y ,  z) , 

muss  Aber  für  unsern  Zweck  ein  wenig  umgestellt  werden,  damit  an  die  Stelle 
des  Cosinusproduktes  der  Cosinus  eines  Aggregates  tritt.  Eine  zweimalige  Anwen- 
dung der  Gleichung 

cos  a  cos  b  ss=  \  cos  (a  -\-  b)  -\-  \  cos  (a  —  b) 

gibt  nun 

cos  a  cos  b  cos  c  =  ±cos  (a  -f-  b  -\-  <*)  -f"  i  cos  ( —  a  +  b  -\-  c) 
-j-  ±  cos  (a  —  b  -f-  c)  -j-  l  cos  (a  -f-  b  —  c) . 

Mit  Hülfe  derselben  spaltet  sich  die  linke  Seite  der  Fonrier'schon  Gleichung  in 
vier  Integrale,  welche  alle  vier  einer  einander  gleich  sind.  Sie  unterscheiden  sich 
nämlich  nur  durch  die  Vorzeichen  im  Innern  der  Klammer  in  der  Function 

cos  {l  (x  —  o)  +  ft  (y  —  ß)  +  v  (z  —  y)}.    Indem  man  für  Z,  p,  v  in  ihnen 

—  I,  —  (i,  —  v  als  neue  Variabein  einführt,  je  .nachdem  die  eine  oder  die  an- 
dere diese  Grössen  in  der  Klammer  das  negative  Zeichen  hat,  überzeugt  man  sich 
sofort  von  der  Richtigkeit  dieser  Behauptung.  Es  nimmt  daher  unser  Satz  die 
Form  an : 

00 

/  rfls[X(«-x)  +  niß-y)  +  p{y-z)}        ß,  y)  da  dß  dy  dl  dp  dv  *-  (2»)«  %  (*,  y, 
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in  welcher  er  sich  unserm  Bedürfniss  genau  anschliesst.  Die  beiden  obigen  Glei- 
chungen füt  tp  und  tp  ergeben  hiernach  augenblicklich:  (2jt)8  tp  (x,  y,  z)  f[x,  y,  z) 
und  (2tt)3  tp  (x,  y,  :)  =  F(x,  y,  z)  und  indem  wir  hieraus  die  Werthe  für  tp  und  tp 
entnehmen  nntl  in  8  und  s"  einsetzen,  ergibt  sich  uns  die  vollständige  Lösung 
des  Problems  unter  der  Form: 

*   i  " 
s  =  s  +  s 

3  (6)  "* 

s' = iL)3  ) cos  i 1  (r*  ~ a) + * {y  ~ ß) + v  (z  ~ y) } cos  aQt  f{a>  ß> v)  da  dß  dy  dx  dft  dv 

CO 

g"B  QJ  {*]J™*{H*-«)  +  v(y-ß)+v{t-y)}  ^       ß, y)  d«  d0 dy  dX d^ dv 

Das  erste  dieser  Integrale  geht  aus  dem  zweiten  hervor,  wenn  man  dasselbe  nach 
t  differentürt  und  die  Function  F  mit  f  vertauscht. 

2.  Die  beiden  sechsfachen  Integrale,  aus  welchen  *  sich  zusammensetzt, 
lassen  sich  noch  ohne  eine  bestimmte  Form  für  f  und  F  vorauszusetzen,  auf 
Doppelintegrale  reduciren.  Ks  genügt,  das  zweite  derselben  in  dieser  Hinsicht 
zu  transformiren,  da  das  erste  aus  ihm  unmittelbar  ableitbar  ist.  Wir  führen 
für  p,  v,  die  wir  uns  als  irgend  ein  System  rechtwinkeliger  Coordinaten  den- 
ken wollen,  Polarcoordinaten  p,  &,  tp  ein  mit  Hülfe  der  Formeln  A  =  p  cos  &, 

u  =  q  sin  <{►  cos  <p,  v  =  p  sin  #  sin  tpy  wobei  also  p  =  Yx*  -\-  p,1  -f-  v*  dieselbe 
Grösse  ist,  wie  bisher.  Der  Sinn  des  Integrales  s"  ist  nun  der,  dass  das  Volumen- 
element dl  d(i  dv  mit  einer  gewissen  Function  multiplicirt  durch  den  ganzen  un- 
endlichen Raum  summirt  werden  soll.  Das  Voluraenelement  für  Polarcoordinaten 
ist  aber  p«  sin  *  dp  d&  dtp  und  die  Grenzen  für  die  Integration  durch  den  ganzen 
unendlichen  Raum  sind  0  und  <x>  für  p,  0  und  n  für  0  und  2»  für  tp.  Dem* 
nach  wird 

jc  in  n  ob 

*"  (a>  ß*  y)  da  dß  ^y(*f*^f co*  p{ (a  ~ * x) c0*  &  H"  (ß —  y) cot  &  C0M  V 

—  ae  ooo 

* 

+  (y  -  2)  sin  &  sin  tp)  fHOll  .  q  sin  &  do  d&  dtp', 

oder  wenn  wir  den  Ursprung  der  a,  ß,  y  um  x,  y,  z  verlegen,  d.  h.  ct  +  x,ß-\-y, 
y  -f  2  statt  a,  p\  y  schreiben,  was  auf  die  Grenzen  —  co  und  co  keinen  Einfluss  hat: 

'"-QJ  mjFl*  +  ">  V  +  ß>*  +  Y)  <i«  <*ß  dyj  Pdp »s  p  {«  cos  9 

-j-  ß  «n  {r  co*  <P  H~  y      &  sin  tpj  •  sin  &  dft  dtp  . 
Nach  einem  bekannten  Satze  der  Integralrechnung  ist  nun 


JJ 


in  n  +  t 


tp  (et  cos  &  -f-  0  «n  #  co*  9  +  y      *  *"»  9>)  *,n  &  d&  dtp  =»  2itJ  tp  (rtt)  9a 


-1 

r  =  F«*  +  (5*  +  y* . 


Wir  wollen  den  Beweis  dieses  ßatzes  nachliefern.  Einstweilen  folgern  wir  aus 
demselben 
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in  n 

ff" 


cos  Q  ^  oc  cos  *  -f-  ß  sin  *  cos  tp  +  y  sin  *  sin  tp  }  sin  *  rf*  dtp 

(ora)  da  =  An 


und  hiermit  wird: 


2w J  cos  (oro)  da  =  An  ***  *P 


~t  ^Fix  +  «,  y  +  0,  :  +  y)  «nor  rfa  rf0  ,iy  de,  r  =  Ki^+V*. 

—  OD 

Wir  führen  nun  abermala  Polarcoordinatcn  ein,  indem  wir  setzen  a  =  r  co**, 
ß  a  r  sin  *  cos  tp,  y  =  r  sind' sin  tp  und  erhalten; 


.       1     /'  /'«n 


x  4"  r  <?<>**>  y  +  r         cosqp,  r  +  r  vtn#  *»nqp)  •  sinoal  sinro  dr  dg. 
Nun  ist  aber  nach  dem  Fourier'schon  Satze  für  Functionen  einer  Variabein 

,00  „CO 


ff" 


'     ' .»  Sinai  sinix  </«  rf*  =  /"(x) ,       0  <  x 


00  ( 


und  hieraus  wird  für  a  =»  r,  f  =  r/\  1  =  0,  at  =»  x 

00  op 

r/'f.a:  +  r  rot*,  y  +  cos  qp,  1  +  r  sin&  *i*<p)  sinrg  sinQat  dr  do  = 

4 -f"  ot  cos 9;  y  -f  0/  sin*  cosqp,  r  -f-  <*/  sin*  sinqp), 
wodurch  sich  s"  auf 
in  n 

s"=      ^  ^/  '  '  ' ^       at  C0S^'  tJ      ***  S'n  9  cogtp'  z      at  sin^  tintP)  *  sin  *  rf*  rf<JP 

reducirt.  s'  erhält  man  hieraus  durch  Differentiation  nach  /  und  Vertauschung 
von  F  mit  /",  so  dass  also  schliesslich  sieb  ergibt: 


tn  n 


0  o 
an  /r 


1      /  i 

0  0 

Wir  liefern  jetzt  den  Beweis  des  oben  benutzten  Satzes 
2n  n 


0  o 


cos  *  +  ßsin&  costp  -\-  y.vi«*  sinqp)  •  s»'n*  rf*  dtp 
+  I 


-  2«  ^  ti>(ra)  d0,       r  —  +  ß!  +  y*. 
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Man  setze  «  =  r  cosp,  ß  =  rsinpcosq,  y  =-  rsinpsinq,  so  wird  die  linke  Seite 
dieser  Gleichung 
in  n 

S  *i  V^i00*!*  cos&  "f"  *,nP  co*(q  —  9)]}  si'*9'  d&  <*q>. 

0  ü 

Auf  einer  um  den  Pol  des  Coordinatensystems  mit  dem  Radius  1  beschriebenen 
Kugel  hat  nun  ein  Punkt  die  sphärischen  Coordinaten  4r,  <p;  ein  anderer  die 
Coordinaten  p,  q  und  sieht  man  leicht,  das«  für  den  Verbindungsbogen  00  beider 
die  Relation  cos  m  —  cos  p  cos  &  -f-  sin  p  sin  »cos[q  —  tp)  gilt. 
Demnach  stellt  sich  das  Integral  unter  der  Form  dar 

in  n 


[reo* Ott)  r*sin&  d»  dtp 


wo  «in &  d»  dtp  das  sphärische  Flächenelement  bedeutet  Der  Bogen  to  misst  den 
Winkel,  welchen  der  Radiusvector  des  Punktes  (»,  tp),  an  welchem  das  Flächen- 
olement  anliegt,  mit  dem  fosten  Radiusvector  (p,  q)  bildet,  rcosta  ist  daher  der 
Abstand  des  Flächenelementes  r*sin&  d»  dtp,  von  einer  zur  Richtung  (p,  q)  senk- 
rechten Aequatorebene.  Der  Sinn  des  Integrales  ist  daher,  abgesehen  von  dem 
Divisor  r*,  der,  dass  es  die  Summe  aller  Flächcnelementc  einer  Kugel  mit  dem 
Radius  r,  jedes  multiplicirt  mit  seinem  Abstände  von  einer  festen  Aequatorebene 
bedeutet,  ausgedehnt  über  die  ganze  KugelflUehe.  Da  alle  Aequatorebenen  für 
die  Kugel  dieselbe  Bedeutung  haben,  so  ist  es  gleichgültig,  welche  man  wählt 
und  behält  das  Integral  denselben  Werth,  wenn  man  p  =  0  und  q  —  0  setzt. 
Hierfür  fällt  die  Richtung  (p,  q)  mit  der  Polaraxe  zusammen  und  wird  to  =  &, 
und  folglich  das  Integral 

in  n  n  —  1 

^  J  J  V(rcos&)  r9sin» d»  dtp  =  In  j* p(rcos»)  sin»  d»  —  2*  j*if>(ro)  de, 

indem  man  cos  fr  =  0  setzt. 

4.  Wir  wollen  jetzt  das  gefundene  Resultat  interpretiren  und  bis  zu  einem 
gewissen  Grade  discutiren.  Die  Functionen  f  und  F  sind  die  anfängliche  Conden- 
sation  und  deren  Diflforcntialqnotient,  welcher  letzterer  gleich  der  mit  entgegen- 
gesetzten Zeichen  genommenen  Summe  der  Derivirten  von  »o,  i>0,  to0  ist.  Es  sei 
der  AnfangKzustand  derart,  dass  die  Erschütterung  nur  innerhalb  eines  bestimmten 
Raumes  stattfinde,  so  dass  s0t  uu,  r0,  w0  und  die  DifFerentialquotienten  von  a0, 
w0,  u?0  nur  innerhalb  desselben  Werthe  haben,  ausserhalb  aber  Null  sind.  Dann 
ist  also  auch  ^ausserhalb  dieses  Raumes  Null.  Nun  sind  at  cos»,  y+at  sin»cosq>, 
z  +  at  sin»  sintp  die  Coordinaten  eines  Punktes,  welcher  auf  einer  um  den  Punkt 
{pcyz)  mit  dem  Radius  at  beschriebenen  Kugelfläche  liegt  und  (at)1  sin  9  d»  dtp  ist 
das  Flächenelement  der  Kugel  an  jener  Stelle.  Die  Bedeutung  des  Bestandteiles 
*"  von  s,  wofür 

in  rt 

4*00*  •  *"  =  I     (  t'  F{x  +  at  cos»,  ••••)  («!)«  sin»  d»  dtp  , 


ist  Hie,  dass  die  Summe  aller  Flächenelemente  dieser  Kugel,  jedes  multiplicirt 
mit  dem  Werthe  der  Function  t  •  F  in  ihm,  ausgedehnt  über  die  ganze  Kugel 
gleich  s"  multiplicirt  mit  der  Oberfläche  der  Kugel  selbst,  sei.  Es  stellt  demnach 
s"  den  Mittelwcrth  der  Function  /  ■  /'  auf  der  Kugel  dar.  Aehnliches  gilt  von 
dum  andern  Bestandteil  «',  welcher  zur  Bildung  von  s  nöthig  ist.    Mau  sieht 
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hieraus,  dass  das  Phänomen  von  dem  anfänglichen  Zustande  auf  einer  Kugeldäche 
abhängig  ist  und  im  Verlaufe  desselben  alle  Elemente  einer  mit  der  Zeit  veränder- 
lichen Kugel  zur  Eildung  der  Condensation  beitragen. 

Es  liege  nun  der  Punkt  {xyz)  ausserhalb  des  Erschüttcrungsraumes;  wann 
beginnt  derselbe  seine  Bedeutung  und  wann  hört  sie  wieder  au/.  Die  Functionen 
f  und  F  haben  anfangs  auf  der  um  ihn  beschriebenen  Kugel  die  Werthe  Null,  so 
lange  bis  der  Radius  at  so  gross  ist,  dass  die  Kugel  den  Erschütterungsraum  be- 
rührt. Mit  dem  Momente,  in  welchem  dies  eintritt,  beginut  die  Bewegung  und 
findet  so  lange  Condensation  oder  Dilatation  statt,  als  die  Kugelfläche  den  Raum 
schneidet,  innerhalb  dessen  f  und  /'  Werthe  haben,  so  lange  also  bis  sie  denselben 
nach  der  äussersten  Berührung  verlässt.  Sind  also  rit  r,  die  kürzeste  und  die 
weiteste  Entfernung  des  Punktes  {xyz)  von  der  Oberfläche  des  Erschütterungs- 
raumes, so  folgen  die  Zeitgrenzen  innerhalb  welcher  der  Punkt  überhaupt 
Condensation  besitzt,  aus  den  Gleichungen  ali  =  r, ,  att  =  rt.  Dazwischen  kann 
übrigens  die  Bewegung  öfters  intermittiren. 

Alle  Punkte,  welche  gleichzeitig  mit  dem  Punkte  {xyz)  ihre  Bewegung  be- 
ginnen, liegen  in  demselben  Abstaudc  r  von  der  Aussenfläcbe  des  Erschütterungs- 
raumes ab.  Errichtet  man  in  allen  Punkten  dieser  Fläche  nach  aussen  Normalen 
von  der  Länge  r,  so  erhält  man  eine  Parallelfläche  als  Ort  dieser  Punkte.  Die 
Zeiten  um  welche  zwei  Punkte  {xyz)  und  (x'y'z'),  deren  Normalabstände  vom  Er- 

TT 

Bchütteruugsranme  r  und  r  sind,  ihre  Bewegung  beginnen,  sind  t  =  —  und  t  =  - 

an 

und  die  Zeit,  in  welcher  sich  das  Phänomen  vom  ersten  bis  zum  zweiten  fortpflanzt, 
ist  t'  —  t  *=  -  ~~-  Für  —  /  =  1  wird  r  —  a,  d.  h.  a  ist  die  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit. Es  schreitet  vom  Erschütterungsraum  aus  einer  Welle  von 
der  Dicke  a  nach  dem  unendlichen  Räume  fort.  Sie  ist  begrenzt  von  Parallel- 
flächen zur  Oberfläche  des  Erschütterungsraumes.  Mit  wachsender  Zeit  nähert 
sich  die  Form  der  Wellenfläche  mehr  und  mehr  der  Kugel. 

Im  Erregnngsraume  selbst  ist  das  Phänomen  etwas  complicirter. 

In  Betreff  der  Geschwindigkeit  bemerke  man,  dass  der  Punkt  {xyz)  ausser- 
halb des  Erregungsraumes  anfangs  keine  Geschwindigkeit  besitzt,  dass  also  für  ihn 

t  t  _t 

"f%"'  "-Jll"'- 

So  lange  ein  t  kleiner  ist  als  die  Zeit  /r,  für  welche  atr  =»  r  ist,  wenn  r  dfiu 

kürzesten  Abstand  vom  Erschütterung« räume  bedeutet,  sind  ~-  ,  ^-  ,  tt-  Null  und 

cx    oy  cz 

mitbin  auch  die  Componenten  der  Geschwindigkeit.    Daher  kann  man  setzen: 

-/£*•  -k*'- 

<r  «r  'r 

Dasselbe  ereignet  sich  von  der  Zeit      an,  für  welche  atr-  —  r,  nämlich  gleich 

der  grössten  Eutfornung  r  wird.  Von  diesem  Momente  an  werden  «,  u,  w  constant, 
nämlich 

i,,  /p. 

dl,  v  _/'?.",//, 

J  dx  J  cy 
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Mau  bemerke  noch,  dass  während  die  Condensation  von  dem  Zustande  auf  einer 
Kugelfläche  abhängt,  die  Geschwindigkeit  wegen  der  noch  weiter  hinzutretenden 
Integration  von  dem  Zustande  in  einem  Räume  von  drei  Dimensionen  bedingt  ist. 

6.  Befindet  sich  das  elastische  Fluidum  blos  auf  einer  8eite  einer  festen 
Ebene,  so  sind  /"und  F,  wenn  wir  diese  Ebene  zur  yz- Ebene  nehmen,  blos  für 
positive  x  und  beliebige  y  und  z  gegeben.  Es  tritt  zu  den  Bedingungen  des  bisher  be- 
handelten Problems  noch  die  weitere  hinzu,  dass  u  —  0  sei,  für  x  «=■  0  zu  allen  Zeiten. 
Es  kann  auch  hier  gezeigt  werden,  dass  das  Phänomen  der  Bewegung  dasselbe 
ist,  welches  erfolgt,  sobald  man  sich  den  ganzen  Raum  mit  elastischem  Fluidum 
erfüllt  denkt  und  symmetrisch  zu  der  yz- Ebene  eine  zweite  anfängliche  Gleich- 
gewichtsstörung so  vornimmt,  dass 

f{—  xy  y,  z)  —  f(xt  y,  z)  aber  «o(-  x,  y,  z)  —  —  Uo(*.  y,  z), 

während  p0  .und  u>0  für  negative  x  dieselben  Werthe  haben,  wie  für  positive  x. 
Die  Geschwindigkeitscomponente  u  ist  dann  an  der  Ebene  zu  jeder  Zeit  Null, 
indem  das  Integral,  welches  sie  darstellt,  paarweise  entgegengesetzte  Elemente 
besitzt.    (Reflexion  der  Wellen.) 

6.  Nimmt  man  an,  dass  f  und  F  blos  Functionen  von  x  sind  und  kein  y  und 
z  enthalten,  so  ist  die  anfängliche  Störung  für  alle  Punkto  eine  zur  x- Richtung 
senkrechte  Ebene  dieselbe.  Die  Ausführung  der  Integrationen  führt  zu  der  Lösung 
des  Problems  in  §.  6. 

§.  8.  Die  anfängliche  Störung  im  elastischen  Medium  sei  so  be- 
schaffen, dass  die  anfängliche  Condensation  und  Geschwindigkeit 
blos  Functionen  des  Abstandes  r  von  einem  bestimmten  Punkte  sind 
und  die  Richtung  des  letzteren  durch  diesen  Punkt  hindurehgeht. 
Das  Medium  selbst  sei  unbegrenzt. 

Nehmen  wir  diesen  Punkt  zum  Ursprung  der  x,  y,  z,  so  ist 

*o  -  Ar)  -  f{Vx*  +  y«  +  z»)  -  f(x,  y,  z) 

und  die  Geschwindigkeit  ct>0«»  ©(r)  so,  dass  m0  =  «o  *  —  >  vo  ™  "o"     »  wo  """So  •  —  • 

r  r  r 

Wir  erhalten  dann 

ff5"o      daTo  dr      d~u>9    x    d7oa      <fm0    y    (f50      3aT0  - 
dx  "    dr    dx~  ~dr   '  7'  ~&y~  =  ~W  '  r  '  'dt   ^  Jfr   '  r 

und  hiermit  weiter 

duo      a«r0    x»  / 1       x*\    cva      ca>0    yJ   ,        / 1  y«\ 

dx  =    dr~  '  7«  +  "•l7-  r>)>  ~W  r*+        Vr~  ~  rV  • 

Hiermit  finden  wir 

*  *)  =  -         +  |+  |?)  -  -  f  *.  -  -  9»  -  f  rfr). 

Um  s  darzustellen,  haben  wir  mit  Hülfe  von  ftx,  y,  z)  =  f(Vx*  -f-  y*  -f-  z«)  zu 
bilden 

/■(x  +      cos 9;  y  -f-  at  sinfr  costp,  z       at  sinfr  sintp) 
—  -f      co#  4r)f  +  (y  +  a/  #fn*  co*©)«  +  (:  +  «I  *t«#  «n^j»}  ■»  /"(A'), 

wenn  wir  unter  X  die  Wurzel  aus 

(a?  -f-  «f  ro*  #)*-{-  (y  -(-  at  sin  fr  cos  <p)*  -j-  (s  4*  at  sinfr  sintp)* 
=*  »?4-  «?^*+  2a/  («  coi#  +  y  sin  fr  costp  -f-  zstnlr*/«©) 
verstehen.    Ebenso  ist 
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F(x  +  at  cos»,  .-..)  =  —  tp  (X)  —      <p  (X) 

zu  bilden.    Man  erhält: 

in  n  in  n 


Von  den  beiden  Integrationen  kann  eine  noch  ausgeführt  werden  vermöge  des 
bereits  früher  benutzten  Satzes: 


tn  n 


=  2»  I  i^O 


Im  vorliegenden  Falle  ist  nämlich  a  =  2atxt  ß  =  2«f#,  y  =  2atz  und  folglich 


In  n  + 1 

'9  /• 


^  J  f(X)  sin»  d»  dtp  —  2«J  /-(Kr«  +         +  2«<  r«)  </«, 


ff  =  (r*  +         +  2«/ra)i 
Führen  wir  nun  ff  als  neue  Variabele  für  0  ein,  so  wird 

r  +  ai  r  +  at 


r  —  «<■  r  at 

Behufs  Ausführung  der  Differentiation  mit  Hülfe  des  Satzes 

£//«>'»-/<-/w£ 

ergibt  sich  ö  r  +  „, 

Ä  =  27-  {(r+«0Ar  +  «/)-(r-«/)/-(r-«0}  ~  ^  J  {Sqp'(ff)  +  2<p(S)}  dS. 
In  Betreff  der  Geschwindigkeit      hat  man 


«  —  w0  1 
oder  da 


-  a*JZ  dt>  v- = -  atJZ dt-  w  w* =  atJrr\ dl 


ist: 

u  = 


Cs       es     dr        es     X  _w  .r 

Cr     dx       Cr       r  '         '  0        Wu  r 

0  0 


Sie  ist  normal  zur  Kugel  um  den  Coordinatenursprunjr 
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Gleichgewichtsfignr  rotirendcr  Flüssigkeiten. 


»57 


§.  8.  Die  Gleichungen  für  die  Bewegung  flüssiger  Systeme  worden  zuerst 
von  Knier  in  zwei  verschiedenen  Formen  aufgestellt.  (Principes  ge'ndraux  du 
mouvement  des  fluides  in  der  llistoire  de  l'Acad.  de  Berlin  1755;  de  princ-ipiis 
motus  üuidorum.  Novi  comiiicntarii  Acad.  Pctrop.  T.  XIV.  P.  I.  1759.)  Die 
Probleme  von  §.  §.  3  —  6.  wurden  gleichfalls  von  Kuler  zuerst  behandelt;  das 
allgemeine  Problem  §.  7.  und  seine  Lösung  verdankt  man  Poisson  (Me'm.  de 
l'Acad.  de  Paris.  T.  X.).  Die  vorliegende  Darstellung  lehnt  sich  streng  an  die 
Behandlungsweise  von  Dirichlet  au,  wie  sie  derselbe  in  seinen  Vorlesungen  über 
die  Integration  partieller  Differentialgleichungen  und  ihre  Anwendung  auf  physi- 
caliüche  Probleme  gegeben  hat  und  wie  sie  in  der  Hattendorf f 'sehen  Bearbeitung 
Ri  emann'scher  Vorlesungen  über  denselben  Gegenstand  zu  finden  ist. 

§.  9.  Gleichgewichtsfigur  einer  rotirenden  incompressibelen  flüssigen  Masse. 

Eine  incompressi  l»ele  Flüssigkeit  rotirc  als  ein  unveränder- 
liches System  um  eine  feste  Aue  mit  constanter  Winkelgeschwindig- 
keit £  unter  Einwirkung  gegebener  Kräfte  P  (X,  V,  Z);  es  fragt  sich, 
welche  Gestalten  die  freie  Oberfläche  derselben  annehmen  kann? 

1.  Auf  das  Massenelemcnt  q  dx  dy  dz  wirken  die  Kraftcomponenten  q  X  dx  dy  dz, 

q  V  dx  dy  dz,  qZ  dx  dy  dz  der  gegebenen  Kräfte  und  die  Componcntcn  —  ^  dxdydz, 

tx  . 

—  |-  dxdydz,—  [J^  dx  dy  dz  des  Druckes,  welche  mit  den  Reat-tionskräften  im 

Gleichgewicht  sein  müssen.  Die  letzteren  rcdiiciren  sich  vermöge  der  Rotation  um 
die  feste  Axe  und  der  Unver.inderlichkeit  der  Geschwindigkeit  auf  die  Centrifugal- 
kraft  pÄ'r  dx  dy  dz ,  deren  Componcntcn  Q&*xdxdy  dz,  oß'y  dxdydz,  0  sind, 
wenn  wir  zur  z-Axc  dio  Rotationsaxe  wählen.  Nach  dem  d 'Alcmbert'sehen 
Princip  besteht  also  für  jeden  Systempunkt  {xyz)  die  Gleichgewichisbedingung 

~  Ix  +  eÄ'r)  01  +  («J*  +  +  (?Z  ~  t  +  "  °» 

oder 

^+^+^i;  =  f  [X9x  +  l'dy  +  Zdz)  +  9  +  ydy), 

wofür  wir  auch  schreiben  können  , 

dp  =  q  (X8x  +  i  dy  +  Zdz)  +  Q&dl(x*  -H  y*) 
und  insbesondere,  wenn  eine  Kräftefunction  existirt 

dp  =  Qdu  +  Qa*d       +  y«). 

Hieraus  erhalten  wir  für  den  Druck: 

Eine  Fläche  des  Systems,  deren  Punkte  denselben  Druck  erleidcu,  heisst  eine 
Niveaufläche  der  rotirenden  Flüssigkeit.   Die  Gloichung  dieser  Flächen  ist  daher 

V  +  *  fl»  (ars  +  y')  =  c 

und  unter  diese  Flächen  gehört  die  freie  Oberfläche  seihst,  wenn  sie  unter  con- 
stantem  Drucke  steht. 

2.  Die  Flüssigkeit  sei  schwerer  und  von  einem  Cylindcr  um- 
schlossen, dessen  Axe  mit  der  Rotationsaxe  zusammenfällt.  Man 
hat  dann  X  =  V  —  0,  #  =  —  V  =  —  <jz.  Daher  ist  die  Gleichung  der 
Niveauflächen : 

+      =  ^  (2  +  c)  - 
Für  die  freie  Oberfläche  bestimmt  sich  die  Constanto  c  mit  nülfe  des  Volumens 
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der  flüssigen  Hasse.  Es  sei  a  der  Radius  des  Cylinders,  h  die  Höhe,  bis  zu  wel- 
cher im  ruhenden  Zustand  die  Flüssigkeit  denselben  füllt,  also  na*h  ihr  Volumen. 
Im  rotirenden  Zustande  ist  dasselbe  Volumen  von  der  vorstehenden  Rotations- 
fläche begrenzt  und  wenn  £  die  Ordinate  des  Kreises  ist,  welcher  von  den  höchst- 

liegenden  Systempunkten  gebildet  wird,  welche  der  Gleichung  «*  =  ^f  (£  -f-  r) 
genügen  muss,  so  besteht  die  Bedingung 

; 


3t  ö» 


f  -  j  «  (.r*  +  y«)  dz  =  *«'£  -  ^  (£  +  «0«  = 


indem  —  c  der  Werth  von  ;  ist,  für  welchen  ar*  -f-  y*  verschwindet.  Die  Ent- 
fernung von  £  liefert  für  c  den  Werth  c  —  (h  —  }  &*)  und  hiermit  als 
Gleichung  der  Oberfläche  der  rotirenden  Masse  das  Rotationsparabaloid : 


*  + yt  =  aU2  +  * al a*  -  *)  • 


Die  Constante  des  Druckes 

p  -  o  (u  +  4  a«  (x«  +  y«)  +  c.  =  9  (-  y:  +  *  ä«  (*«  -f  y*)  +  c 

bestimmt  man  mit  Hülfe  des  constanten  Druckes,  welcher  auf  der  Oberfläche 
lastet.  Ist  derselbe  P,  so  erhält  man  nach  Einsetzung  des  Werthes  von  -J-  y* 
aus  der  Gleichung  des  Paraboloidcs  P  =  £  d*  Ä*  p  —  ypA  4"  ^  unc^  folglich 
p  -  P  _  o  {y  (A  -  z)  +  4  fl*  {**  -f  y»)  -  4  a'Ä«}  • 

Die  Constante  —  c  in  der  Gleichung  des  Paraboloids  ist  die  Ordinate  seines 

Scheitels,  sie  ist  demnach  —  c  =  h  —  }  -  ß».    Die  Grösse  £  =  -f,  -  Ä*  —  c. 

Die  Differenz  beider  £  -+-  c  ist  4   -  ß*.    Beide  Grössen  differiren  also  um  dieselbe 

8 

u 

Grösse  ±  —  £*  von  h.    Die  Flüssigkeit  ist  also  auf  der  Axe  ebenso  viel  gesunkcu, 

ff 

als  sie  am  Rande  gestiegen  ist. 

§.  10.  Dio  Punkte  einer  flüssigen  mit  constanter  Winkelge- 
schwindigkeit rotirenden  Flüssigkeit  ziehen  einander  nach  dem  New  - 
ton'schen  Gesetze  an,  man  soll  die  Bedingungen  bestimmen,  unter 
welchen  die  Oberfläche  derselben  -ein  Ellipsoid  sein  kann,  dessen 
eine  Axe  mit  der  Rotationsaxe  zusammenfällt. 

1.  Nach  Cap.  IX.,  §.  12.  S.  696  ist  das  Potential  eines  homogoucn  Ellipsoids 
von  der  speeifischen  Masse  q  und  den  Halbaxen  a,  ß,  y  in  Bezug  auf  einen  der 
Masse  angehörigen  Punkt  .r,  y,  r,  wenn  dessen  Coordinatcn  sich  auf  die  Haupt- 
axen  beziehen: 


Dies  Potential  mit  dem  Factor  e  behaftet  (S.  666)  ist  in  unserem  Falle  die  Kräfte- 
funetion  U  für. die  Kräfte  X,  K,  Z,  welche  auf  die  Einheit  der  Masse  bezogen 
sind.    Demnach  ist  die  Gleichung  der  Niveauflächen 


i  *'  V*  *    \  d*  1     Ä«  .  .   .  „ 
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Diese  Gleichung  muss  mit  der  Gleichung 

«,      +      ßt      +      yt  1 

des  Ellipsoides  übereinstimmen ,  wenn  dieses  eine  Gleichgewichtsfigur  sein  soll. 
Die  Vergleichung  der  Coefficienten  von  a^f  y*,  x*  liefert  als  Bedingungen  hiefür: 

rf*  Ä«        1  /  /  rf*  _  \      /      rf*  J2*       ^  (  Cds_  \ 

0  ü  0  0 


D  0 

Diese  Gleichungen  liefern  die  Constante  c,  die  Winkelgeschwindigkeit  Ä,  mit  wel- 
cher die  Masse  rotiren  muss,  damit  sie  die  Gestalt  des  Ellipsoids  annehme  und 
eine  Relation  zwischen  den  drei  Axen  «,  ß,  y.  Die  Elimination  der  Constanten  r 
führt  zu  den  Gleichungen 


ja« 

2*f Q 


1 

/*ds  al  -  y*     /»*  srf« 


ff  -  y* 
0 


—  y»     /"»  *rf* 


Da  blos  zwei  Gleichungen  zwischen  c,  ß,  y  und  ß  bestehen,  so  sieht  man,  dasa 
man  im  Allgemeinen  zwei  Axen  a,  ß  des  Ellipsoids  willkürlich  annehmen  kann, 
die  dritte  und  die  Winkelgeschwindigkeit  bestimmen  sich  hiezu  aus  diesen  beiden 
transcendenten  Gleichungen. 

2.  Die  erste  Gleichung  hat  den  Factor  ß  —  a  und  wird  also  für  a  =  ß 
erfüllt.  Da  hierzu  aus  der  zweiten  Gleichung  eine  reelle  endliche  Winkelgeschwin- 
digkeit folgt,  so  sieht  man,  dass  das  Rotationsellipsoid  eine  Gleichgewichtsfigur 
der  flüssigen  Masse  sein  kann.  Es  ist  aber  auch  denkbar,  dass  der  andere  Factor 
sich  auf  Null  reduciren  könne  und  die  Gleichung  auch  erfüllt  werde,  ohne  dass 
a  =■  ß  sei.  Dies  ist  in  der  That  der  Fall  und  merkwürdigerweise  kann  auch  das 
dreiaxige  Ellipaoid  Gleichgewicbtaügur  sein. 

Wir  wollen  zunächst  untersuchen,  welche  Rotationsellipsoide  der  Aufgabe 
genügen.   Man  erhält  für  ß      cc  die  Winkelgeschwindigkeit 

ß»    =  «*  —  y«    /*  sth 
2«fp  "       a*  y« 


Man  sieht  hieraus,  dass  ß  nur  dann  reell  sein  kann,  wenn  a  >  y,  d.  h.  wenn 
die  Rotationsaxe  die  kleinste  Axe,  das  Ellipsoid  also  abgeplattet  ist.  Nur  ab- 
geplattete Rotationsellipsoide  genügen  der  Aufgabe. 
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Um  etwas  zu  vereinfachen,  setzen  wir  — _  =  u.   --    =  a'*  und  «'*  —  1  =  2* 

Y  Y 

Sl- 

uud  =  V.    Dadurch  wird 

1  Tt  f  0 

=        ß*       =  22  /"  "rf«_  _.. 

,/  (i  +  +    (,  +  B)i 

-  \i  [(8  +  i«)  ^  1-32]-=  8  +  *  ~  J^i) ' 

3  2  4  2' 

Ks  »ei  /lrr/,/1  -  ^  =  9(1),  so  wird   9' (1)  =  -  — ^  -^-_|_  ^ 

Da  diese  Grösse  stet«  positiv  int,  so  folgt,  dass  V  nnd  mithin  &*  mit  wach- 
sendem X  wächst  und  zu  jedem  positiven  Werthe  von  1  auch  ein 
reeller  Werth  der  Winkelgeschwindigkeit  gehört  und  zwar  abgesehen 
vom  Vorzeichen  nur  ein  einziger.  Die  Grösse  X  ist  die  Abplattung  des 
Kllipsoids,  nämlich  das  Verhältnis*  der  Differenz  der  beiden  Halhaxen  desselben 

zur  kleineren  von  ihnen.     Ks  ist  X9  =  cc  *  —  1  =    ,   —  I  =         „  '  • 

y*  y* 

Für  1  =  0,  d.  h.  a  —  y  oder  die  Kugel  muss  V  =  0  sein.  Kbenso  für 
A  =  c©  oder  y  —  0,  d.  h.  für  die  Gestalt  einer  Scheibe  als  GleichgewichtsGgur. 

Ob  auch  jeder  gegebenen  Winkelgeschwindigkeit  ein  Rotationsellipsoid  als 
Gleichgewichtsfigur  entspricht,  oder  vielleicht  mehrere,  oder  ob  nur  bis  zu  einer 
gewissen  Grenze  von  fl  die  Glciehgewichtstigur  ein  Rotationsellipsoid  sein  kann, 
ergibt  »ich  folgendermassen.  Wir  <onsti  iiiren  eine  Curve,  deren  Abscisseu  2  und 
deren  Ordinaten  die  Werthe  von  V  sind  und  fragen,  ob  ein  gegebener  Werth  /' 
Ordinate  dieser  Curve  sein  kann,  ob  dies  für  eine  oder  mehrere  Abscissen  1  ein- 
treten kann  oder  nicht  u.  s.  w.  Nun  erhält  man  mit  Hülfe  des  obigen  Ausdruckes 
für  V\ 

<r       1  J92  +  71*       ,0   i_  ir   ,    ,  il 
CX 

wenn 


1  192  +  7  2*  _  1       _  F«)  _ 

X*  \  1  +  1«  +  4  >  Arc'o  l)  -  V  (9  +  r)  » 


''W-ii-^-fiij-Mi 

gesetzt  wird.    Da  offenbar         mit  F  (2)  das  Zeichen  wechselt,  so  folgt,  dass  /' 

{  A 

wächst  oder  abnimmt,  je  nachdem  /' (2)  positiv  oder  negativ  ist.  Für  2  =  0 
ist  F  (2)  positiv  und  da 

BF  (2)  8  24  (3  —  2») 

cX         |(1  +  2')  (9  +  V)]> 

von  2  =  0  bis  2  =  V'd  positiv  ist,  so  wächst  F  (2)  innerhalb  dieses  Intcrvallcs 

BF 

und  ist  positiv,  aber  von  2  =  V'i  an  wird  ^  fortwährend  negativ  und  nimmt 

mithin  F(X)  fortwährend  ab.  Anfangs  ist  F  (X)  noch  positiv,  da  es  aber  für  1  «=»  00 

in  —  ~  übergeht,  so  folgt,  dass  es  zwischen  X  =        und  2  =  00  einen  Werth 
2 

dV 

X  geben  müsse,  für  welchen  F  (1)  und  mithin  auch        vom  Positiven  zum  Nega- 

tivon,  also  V  selbst  vom  Wachsen  zum  Abnehmen  übergeht  ,  mithin  V  ein  Maxi- 
mum wird.  Genauer  berechnet  ist  dieser  Werth  1  =  2,&293;  der  Werth  des 
Maximums  /"'  von  /'  ist  /  '=  0,2246  und  ihm  entspricht  eine  Winkclgeschwindig- 
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\ir  - 

keit  ß  =  0,2246  /  -Jnfp.  Die  fragliche  Curve  ist  demnach  folgendermassen  be- 
schaffen. Für  1  =  0  wird  K  =  0;  von  X  =»  0  bis  l  =»  2,6293  wächst  V  und 
erreicht  für  letzteren  Werth  sein  Maximum  V* '=  0,2246,  von  da  nimmt  V  fort- 
während ab  und  nähert  sich  die  Curve  der  Axe  der  l  asymptotisch.  Es  kann 
daher  zu  keinem  Wcrthe  /',  welcher  grösser  als  V'  ist,  Abscissen  X  geben.  Da- 
gegen entsprechen  einem  Werthe  von  V  zwischen  Null  und  V'  zwei  Werthe  A, 
von  denen  der  eine  unter  2,5293,  der  andere  Uber  dieser  Zahl  liegt.  Daher: 

Einer  gegebenen  Winkelgeschwindigkeit  Sl  kann  nur  dann  ein 
Rotationsellipsoid  als  Gleichgewichtsfigur  entsprechen,  wenn 

Ä«  <  0,2246  •  2  «fo 

und  zwar  entsprechen  ihr  zwei  solche  Figuren,  welche  an  dieser 
Grenze  in  eilte  zusammenfallen. 

3.  Wir  gehen  jetzt  zu  der  Beantwortung  der  Frage  Uber,  in  welchen  Fällen 
ein  dreiaxiges  Ellipsoid  Gleichgewichtsfigur  sein  könne.  Hierzu  bringen  wir  die 
beiden  Gleichungen  unter  Nr.  1.,  welche  die  Bedingungen  der  Aufgabe  aussprechen, 
mieh  Tilgung  des  Factors  ß*  —  a*  auf  etwas  andere  Formen. 

Setzt  man  nämlich  ^  =»  u  und  benutzt  die  Buchstaben  *  und  t  von  jetzt 

an  zur  Bezeichnung  der  Axenverhältnisse,  sodass 

a«  ß*  ' 

wird,  so  erhält  man  mit  Leichtigkeit  aus  der  ersten  der  dort  gegebenen  Glei 
chungen : 


> 


H*  =  (1  -f-  su)  (1  +  tu)  (1  -I-  u), 

oder  auch,  indem  man  das  erste  der  Integrale,  mit  »t  multiplicirt,  hinzufügt  und 
wieder  subtrahirt: 

,        ,  :   (1  _  ,  (1  _  _  „f.  =  0. 

0  0 

Ebenso  gibt  die  zweite,  wenn  =  V  gesetzt  wird: 

,J  JXf  Q  - 

0  0 

sowie  mit  Benutzung  der  eben  gefundenen  Gleichung  1.  oder  2.: 

OD  OD 

4-        '  "  "J  (,  +  ..,  (.  +  ,.)«■  -(«-•)  (i  -  0  / TT ■  • 

Da  die  hier  vorkommenden  Integrale  säramtlich  positiv  sind,  so  folgt  aus  1.,  dass 
t  +  t  <  1  und  mithin  .  <  1 ,  t  <  1 ,  d.  h.  y«  <  ««,  y»  <  0«,  1,  +  1  <  1  • 

Die  kleinste  Axe  des  dreiaxigen   Kllipsoids,   welches  Gleich- 
gewichts figu  r  ist,  fällt  in  die  Rotationsaxe  der  Masse  und  ist  die 

Schell,  Theorie  d.  Bew.  u.  <1.  Kräfte.  (Jl 
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Quadratsumme  der  reciproken  Werthe  der  beiden  grösseren  Azen 
kleiner  als  das  reciproke  Quadrat  des  kleinsten. 

Nimmt  man  für  *  einen  bestimmten  Werth  zwischen  0  und  1  an,  so  folgt 
aus  der  Gleichung  2.  für  /  *=  0  ein  positiver,  für  t  =  1  —  *  ein  negativer  Werth 
von  F.  Da  nun  F  eine  continuirliche  Function  von  *  und  t  ist,  so  folgt,  dass 
ein  Werth  t  zwischen  0  und  1  —  *  ezistire,  für  welchen  F  verschwinde.  Aehn- 
liches  gilt  in  Bezug  auf  «,  wenn  für  /  ein  bestimmter  Werth  angenommen  wird. 
Es  existirt  demnach  zu  jedem  beliebigen  Werthe  eines  der  beiden 

v*  v* 

Axenverhältnisse  -~ ,         immer  ein  Ellipsoid,  welches  der  ersten 

Gleichung  des  Problems  genügt. 

Es  kann  ferner  gezeigt  werden,  dass  mit  wachsendem  *  das  Verhält- 
nis s  t  abnehme  und  umgekehrt.    Man  erhält  nämlich  aus  1.: 

-  tf^L±A(L±<><L  [2  +  (3  _  .  _  0.  _  ^ 


=  -  4  / 

et       y  ä> 

0 

oder  wenn  man  setzt: 

OL 


0 

fu(l  +  *)  (1  +  «)     [2  +  (J|  _  g  _  t)u        itu1]  du. 


2  A0  =-  j*  {X-£  Ü)   [2  +  (3  -  *  -  0  u  -  .tu*}  du 


1V> 

ö 


2  Ax  = [XtJ       [2  +  (3  -  ,  -  0  u  -  du  , 


+  «) 

o 

so  werden 


C£  =  -  A0  -  tAt  (1  -  \t)A0  -  lt(2A0  +  3At) 

^' -  ~  VI.  -Mr  (1  -  **M.  -  i*(2^o  +  3^), 

Nun  kann  man  leicht  zeigen,  dass  A0  und  2  A9  -f-  3  Ax  positiv  sind  und  da  $  und  t 
kleiner  als  1  sind,  so  folgt  dann,  dass  beide  partielle  Differentialquotienten  von  F, 
nach  s  und  t  genommen,  negativ  sind,  /'  mithin  mit  «  und  t  abnimmt  und  zeigt 
die  Gleichung 

3F  ,    dF    dt  ' 

d*  +  &    <is  =0' 

dass        negativ  sein,  also  ds  und  dt  entgegengesetzte  Zeichen  haben  müssen, 
d» 

dass  also  t  abnimmt,  wenn  *  wächst  und  umgekehrt. 

Man  erhält  nämlich 

u«  4  w  -f  (3  +  «  -f  /)  w*  —  2  stu*  —  3*/«« 

d  '  (1  -f  »KHl  -f-  <«)  /i  "  2(1  +  *«)  (1  +  I«)  Ii3 

und  folglich  durch  Integration  zwischen  0  und  od: 

OD 

ü  ^jj"  ^   [4  +  (3  -f  *  +  0  «  -  2*<u'  -  Sstu*]  du. 

o 

Subtrahirt  mau  diese  Gleichung  von  der  obigen  für  2  A»,  »o  kommt 


Digitized  by  Google 


XVIII.  Cap.       Dm  Jacobi'sche  EUipsoid  als  Gloicbgcwichtafigur.  963 

0 

und  wenn  man  sie  mit  2  dividirt  und  von  der  Verbindung  2  A0  +  3  A,  abzieht: 

00 

2A0  +  3At  -  f(8  -  .v  -  0 fUt(Ulf  l)'  du. 

o 

Man  sieht  hieraus,  dass  2  Aa  und  2  A0  -f-  3.4,  positiv  sind. 

Man  kann  ferner  zeigen,  dass  f  mit  wachsendem  *  abnehme. 
Es  ist  nämlich,  da  auch  t  als  Function  von  *  anzusehen  ist: 

dV      dV      dV     dt      (röV  dF  _  dV  df\  dF 
ds  ~  tf*  +  dl   '  ds  ~  \ds   dt        dt    d*'  '  dt  ' 

a*  +  Tt  di  -  0  (8- oben)- 

Nun  zoigt  sich,  dass  der  Zähler  dieses  Ausdruckes  fortwährend  positiv,  während 
der  Nenner  nach  dem  Vorstehenden  negativ  ist,  sodass  also  dV  und  d*  entgegen- 
gesetztes Zeichen  haben  müssen.  Man  erhält  nämlich  aus  der  obigen  Gleichung  4.: 


dv  m  ru{i  + ut)  (i  + su) 


(i  -  4  <«)</«, 


0 

welche  Ausdrücke  mit  Hülfe  der  Bezeichnung 

/,„  _ f « <!+-»>'  (,_!.,„.)„„.        =j~ '  <1±  «>'  * 

0  0 
sich  unter  der  Form 

|£  -/*.  +  «(«-  4«)  *, .        |^  =  »Ä.  +  *  (*  -  4  0 

äff 

darstellen.  Hiermit  und  mit  den  oben  entwickelten  Werthen  von  ^  .  erhält 
man : 

aT  af  "  af  tf  =  ('  ~  '>       +    +  ^  +  \ 

+  (,  +  <-  |«0  A9Bt]. 
Dass  /?,  positiv  ist,  ersieht  man  unmittelbar,  dass  /?„  es  ist,  ergibt  sich,  wenn 
man  von 

4  //„  = (4  -f-  4«  -  2*/««  -  2*1««)  efe 
o 

die  oben  benutzte  Gleichung 

0  = j''L^+^L  [4  -f  (3  4-  *  +  0  «  -  2*/««  -  3«fu<]  du 
0 

abzieht,  wodurch  man 

'61* 
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-       7f7     -  (1  —  *  —  /  +  stu*)  du 

0 

erhält,  einen  Ausdruck,  dessen  positive  Beschaffenheit  einleuchtet.  Da  nun  also 
/?0,  Bt,  A0,  2/*0  +  3/1,  und  *  -f  t  -  \  st  =  s  (1  —  $  /)  +  /  (1  —  J  *)  positiv 
sind,  so  folgt,  dass  für  *  >  /,  d.  h.  $  >  \  und  also  l  <  \  die  Grösse 

ar  a/-  _  dr  bf 
Bs  dt     dt  d* 

positiv  ist  und  mithin  V  mit  wachsendem  s  abnimmt.    Da  ferner 

dV  _  ?V      dV  ds  _  f?V  cF  _  Br  r.F\     r)F  (?r  ?F  _  dr  ?F\  dF 

di  ~~  et  +  ds   dt  ~~  \ct   es      d*   et)  ''  d*       *  '         et       et   t)s)  ''  et 
ist,  so  ergibt  sich  weiter,  dass  F  mit  abnehmendem  /  wächst. 

Das  Resultat  dieser  Untersuchung  kann  auch  dahin  ausgesprochen  werden, 
dass  mit  wachsendem  V  die  Grösse  «  abnehme  und  t  wachse,  woraus 
folgt,  dass  einer  gegebenen  Winkelgeschwindigkeit  Ä  nur  ein  ein- 
ziges dreiaxiges  Ellipsoid  als  Gleichgewichts  figur  entsprechen  kann. 

v*  v* 

Aus  den  Gleichungen    '    =  s,        =  t  ergibt  sich  hierzu  weiter,  dass 

P*  « 

mit  wachsender  Winkelgeschwindigkeit  die  grössere  Axe  2«  des 
Aequators  dos  Ellipsoids  abnimmt,  während  die  kleinere  20  wächst. 

Aus  der  Gleichung  2.  folgt,  dass  wenn  5  =  0  ist,  t  =  1  wird  und  umgekehrt 
dem  t  =  0  der  Werth  s  =  1  entspricht.  Da  nun  von  beiden  Grössen  die  eine 
abnimmt,  wenn  die  andere  wächst,  so  folgt,  dass,  während  *  von  0  bis  1  wächst, 
t  von  1  bis  zu  0  abnimmt.  Es  wird  daher  nur  einmal  innerhalb  dieser  Grenzen 
sich  ereignen,  dass  *  und  t  einen  gemeinschaftlichen  Werth  n  —  t  =  x  annehmen. 
Wächst  *  über  diesen  hinaus,  so  geht  t  unter  ihn  herab  und  umgekehrt,  sodass 
wenn  t  =  s0t  t  =  r0  ein  Paar  zusammengehörige  Wcrthe  sind,  wo  s0  <  x  und 
t0  >  t  ist,  bei  dem  weiteren  Wachsen  von  s  und  Abnehmen  von  l  man  auch  zu 
dem  Paare  $  =  /0,  /  =  *0  gelangt.  Dies  ergibt  sich  auch  schon  daraus,  dass  F 
eine  symmetrische  Function  von  s  und  t  ist.  Die  beiden  Annahmen  s  =  s0,  t  =  t0 
und  s  =  t0,  t  =  gQ  führen  daher  zu  demselben  Ellipsoid  und  braucht  man  deshalb 
blos  die  Untersuchung  auf  die  Wertbe  *  >  *  zu  erstrecken. 

In  Bezug  auf  die  Geschwindigkeit  Ä  oder  die  Grösse  r  nahmen  wir  *  >  t 
an  und  folgerten,  dass  V  mit  wachsendem  s  abnehme;  ebenso  ergibt  sich,  dass 
wenn  s  <  /  ist,  V  mit  wachsendem  *  abnimmt.  Nimmt  daher  s  von  1  bis  x  ab, 
so  wächst  ry  nimmt  es  weiter  von  x  bis  0  ab,  so  nimmt  r  wieder  ab.  Es  er- 
reicht mithin  r  sein  Maximum  T0,  wenu  *  =  /  =  t.  Da  ferner  r  sich  nicht 
ändert,  wenn  a  und  t  vertauscht  werden,  so  gehören  zu  den  Werthsystemen  s  =  *0, 
t  =  t0  und  s  =  ti},  t  =  s0  derselbe  Werth  von  r.  Jede  dieser  Annahmen  liefert 
aber  dasselbe  Kllipsoid.  Daher  entspricht  einem  gegebenen  Wertbe  r  <  F0  nur 
ein  einziges  Ellipsoid.  Da  nun  mit  /  =  0,  s  =  1  die  Grösse  V  verschwindet, 
so  folgt: 

Wenn  Kvon  0  bis  zum  Maximum  r0  wächst,  so  wächst  auch  /  von 
0  bis  x  und  nimmt  s  von  1  bis  t  ab  oder  es  nimmt  die  grössere  Ilalb- 

y 

axe  des  Aequators  von  oo  bis  ab  und  wächst  die  kleinere  von 

y  bis    ;  • 
V  x 

Zur  Berechnung  von  x  und  V\  dienen  die  Gleichungen: 
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J  (l  -f-  t«*)3  (l  4-  «)*    ../  (l  +  «)* 


(1  +  a)*  (1  +  tu) 


J  (1  4-  «)*  (I  + 1«)3 


die  man  aus  der  ersten  Formel  §.  10.  erhält,  indem  man  «  =  0,  -f  =  w  und 
^  «=»  t  setzt,  sowie  aiis  obiger  Gleichung  4.  für  *  =  /  =  t.    Indem  man  weiter 

-  =  1  -j-  J*  uud  m  =    —          setzt,  nehmen  diese  Gleichungen  die  Form  an: 


,  0 


f0  -2(1  +  it) yiL; 


*  (1  —  ar1)  x*dx 


+  1*3*)*  ' 


oder  nach  Ausführung  der  Integrationen  die  Formen: 

0  =  -  l  (3  -f  13  A«)  +  (3  -|-  14  X«  +  3  X*)  Arcttj  A, 

'  o  -        {*  (S  +  1»)  -  (3  -  i«)  (1  +  V)  ArctgX)  ■ 

Man  erhält  hieraus,  da  X  =  0  nicht  in  Frage  kommen  kann: 

k  =  1,3946,       ^  —  0,18711  , 

y!  -  J!  -  V  *  ^ "  +  *  *"  1'7161  >       *  -  £  -  °'3396- 

Dividirt  man  die  erste  der  beiden  vorstehenden  Gleichungen  mit  4  *s  und  addirt 
sie  zur  zweiten,  so  ergibt  sich 

(3  -f  Xf)  Art  ig  X  -3* 

welche  Gleichung  bereits  oben  auftrat  bei  Bestimmung  des  Rotationsellipsoids. 
Es  ist  daher  das  Ellipsoid,  welches  die  Grenze  aller  dreiaxigen  Gleichgewichts- 
cllipsoido  bildet,  in  der  Reihe  der  oben  untersuchten  Rotationsellipsoide  enthal- 
ten, entsprechend  dem  Werths  X  =  1.3946. 

Wir  erhalten,  indem  wir  alle  gewonnenen  Resultate  zusammenfassen,  den 

.Satz  : 

Damit  ein  Ellipsoid  Gleit? hgewichtsfigur  einer  mit  constanter 
Winkelgeschwindigkeit  £  rotirenden  Flüssigkeit  sei,  ist  erfordor- 

lieh,  dass  V  =  Ä  zwischen  den  Grenzen  0  und  P  «—  0,2246  liege. 

Allen  Werthcn  V  von  0  bis  F0  —  0,18711  entsprechen  je  ein  dreiaxiges 
Ellipsoid  und  zwei  abgeplattete  Rotationsellipsoide;  für  V=  V9 
geht  das  dreiaxige  Ellipsoid  in  das  eine  der  beiden  Rotationsellip- 
soide über,  für  f '  >  VQ  existiren  zwei  Rotationsellipsoide,  welche 
für  V=  V'  zuzammenfallen.  Ueber  V'  hinaus  gibt  es  gar  keine  ellip- 
soidischen  Gleichgewichtsfiguren  mehr. 

Der  ruhenden  Flüssigkeitsmasso,  also  V  =  0  entsprechend,  liefert  die  Glei- 

v*  v* 

chung  4.  die  Werthe  s  ^  1 ,  t      0,  d.  h.        -»  1 ,  ^  =  0,  also  «  =  oc ,  ß  =  y. 
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Die  Gleichgewichtsfigur  ist  in  diesem  Falle  ein  unendlich  langer,  nnendlicb  dünner 
Rotationscylinder.  Die  beiden  Rotationsflächen,  welche  Gleichgewichtsfignren  für 
V  =■  0  sind,  waren  die  Kugel  und  die  unendliche  Scheibe. 

Wenn  die  Geschwindigkeit  von  0  an  wächst,  so  gehen  Kugel  und  Scheibe  in 
Rotationsellipsoide  über,  indem  erstere  sich  abplattet  und  die  Excentricität  der 
letzteren  abnimmt;  der  Cylinder  aber  wird  ein  dreiaxiges  Ellipsoid,  so  zwar,  dass 
der  Kreisscbnitt  eine  Ellipse  wird,  um  deren  kloinere  Axe  die  Masse  rotirt,  wäh- 
rend die  grössere  Axe  zur  kleineren  Axe  des  Aequatoro  wird. 

Das  Problem  der  Gleichgewichtsfiguren  einer  rotirenden  Flüssigkeitsmasse 
hat  einige  Berühmtheit  erlangt,  einerseits  wegen  der  Anwendung  auf  die  Unter- 
suchungen über  die  Gestalt  der  Erde,  andererseits  wegen  der  scheinbar  paradoxen 
Existenz  der  dreiaxigen  Gleichgewichtsfigur.  Die  Gleichung  der  Oberfläche  der 
Gleichgewichtsfigaren  überhaupt  gab  zuerst  Clairaut  (Theorie  de  la  figure  de  la 
terre,  2iö'no  e'dit.  p.  101),  die  Rotationsellipsoide  fand  Maclau rin  (Treatise  on 
fluclions,  L.  I,  Cap.  XIV,  §.  641.);  das  dreiaxigo  Ellipsoid  rührt  von  Jacobi  her 
(Uober  die  Figur  des  Gleichgewichts  in  Poggendorf f 's  Annalen  Bd.  XXXIII, 
8.  229  (1834),  wosolbst  sich  auch  verschiedene  historische  Notizen  finden).  Jacobi 
wurde,  wie  er  einstmals  in  der  Vorlesung  (es  war  in  der  Vorlesung  über  allgemeine 
Theorie  der  Oberflächen  und  der  Curven  doppelter  Krümmung,  Winter  1849)  erzählte, 
durch  eine  uuvorsichtige  Aeusserung  von  Ponte'coulant,  dass  nur  Rotationsflächen 
Gleichgewichtsformen  sein  könnten,  zu  seiner  Untersuchung  veranlasst  (wie  er  sich 
ausdrückte:  „vermöge  des  Geistes  des  Widerspruchs,  dem  er  soine  meisten  Ent- 
deckungen verdanke").  Der  Jacobi'sche  Satz  wurde  (20.  Oct.  1834)  der  Pariser 
Akademie  vorgelegt  und  Liouville  gab  in  der  folgenden  Sitzung  einen  Beweis 
desselben,  welcher  unter  dem  Titel:  Note  nur  la  figure  d'une  masse  ßitide  homogene, 
en  iquilihre,  et  douee  rf'un  mouvement  de  rotation  in  Cah.  XXIII.  des  Journ.  de  Tecolo 
polyt.,  p.  289  sich  findet.  Er  behandelte  dieselbe  Frage  in  dem  Memoire  sur  les 
fiyures  ellipsoulHles  a  Irois  axes  inegaux,  qui  peuvent  convenir  ä  Vequilibre  (Curie  masse 
liquide  homogene,  douie  d'un  mouvement  de  rotation  [Addition  a  la  Connaissance  des 
Tcmps  pour  1846  oder  Journal  de  mathe'm.  T.  XVI,  p.  241  (1851)].  Diese  Arbeit 
ist  im  Grunde  eine  Bearbeitung  der  Hauptabhandlung,  welche  über  diesen  Gegen- 
stand existirt,  von  C.  O.  Meyer,  de  aequilibrii  formis  ellipsoidieis  [Crelle's  Journ. 
Bd.  XXIV,  S.  44  (1842)],  worin  zuerst  der  Zusammenhang  der  sämmtlichen  ellip- 
soidischen  Gleichgewichtsformen  dargelegt  wurde.  Eine  ändere  frühere  Arbeit, 
ist  von  Ivory,  On  the  equilUrrium  of  a  mos*  of  homogene  ou»  fluid  at  liherty  (Philo- 
soph. Transact.  f.  th.  y.  1834,  P.  II,  p.  491).  In  neuester  Zeit  hat  Dahlander 
(Zur  Theorio  einer  rotirenden  Flüssigkeit,  deren  Molecüle  sich  gegenseitig  an- 
ziehen, Poggendorffs  Annalen,  Bd.  CXXIX,  8.443  (1866))  gezeigt,  dass  drei- 
axige  Ellipsoide  auch  für  Rotatiousaxen ,  welche  nicht  mit  einer  Hauptitxo  zu- 
sammenfallen, Gleichgewichtsfiguren  sind.  Für  die  numerische  Berechnung  der 
Axenverhältnissc  der  Ellipsoide  ist  von  Bedeutung:  Kostka,  Uober  die  Auffin- 
dung der  ellipsoidiscben  Gleicbgewichtsfigurcn  einer  homogenen  um  eine  feste  Axe 
rotirenden  Flüssigkeitsmasse,  wenu  die  Dichtigkeit  und  Umlaufszeit  bekannt  sind 
(Monatsber.  der  Berliner  Acad.  1870,  S.  116.) 


Verbesserungen  und  Zusätze. 


S.  39,  Z.  15  v.  o.  lies:  D  =  —  4 7*  cotg*  ca.   Z.  11  v.  a.  lies:  y  =  a  sin*ip  +  e  cos  V» 

und  streiche  die  folgenden  Worte  und  die  Gleichung  bis  znm  Pnnktc. 
S.  41,  Z.  10  v.  u.  lies: 

4««r(*»  +  y*)y*  —  {r«[(**  +       -  «***]  +  «*  («*  -  «»)  (**  + 

8.  42,  Z.  9  v.  o.  lies:  x  =  J^a1  — V  +  Pr*~-^Ty*. 

S.  48,  Z.  22  lies:  a'po'  statt        und  Z.  27  lies:  fo,*  +  o,'«  —  «*]  statt  [o,1  -f  $,'»], 

sowie  0  statt  ^  o*  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung. 
S.  49,  Z.  13  ließ:   (x  —  a)  cos  ip  statt  (x  —  «) 
8.  66,  Z.  11  v.  u.  lies:  cos  (n,  —  \  G). 
S.  67,  Z.  18  v.  u.  lies:   l  «=  0. 
8.  77,  Z.  9  v.  u.  lies:   tg  \  &  statt  cotg  \  9. 
8.  106,  Z.  15  v.  o.  lies:   —  \t(v0  +  v). 

S.  119,  Z.  5  v.  u.  lies:   »y  =  r      *  ^jr  ' 

8.  128,  Z.  17  r.  o.  lies:  Parallelstralenbüschels. 

8.  131,  Z.  19  u.  20  sind  Zmx  und  Smy  zu  vertauschen. 

8.  158,  Z.  7  v.  u.  lies:  nicht  parallele  Axen. 

8.  168,  Z.  13  v.  u.  setze:  7f\  7*0)  statt  Tx,  T  Tz. 

8.  180,  Z.  1  lies:   cC"=  a"  und  Z.  4:  —  2co'oi"coä  «. 

S.  181,  Z.  11  v.  U.  lies:  cos  ß"=  <°"~  m.c2L^L  und  Z  y  v.  u>:  a> 

affl  (oo  —  eo  cos  a) 

o' 

S.  199,  Z.  12  und  13  v.  u.  lios:  ^  und  ?| 


S.  214,  Z.  19  v.  o.  lies: 


:  f<p,ds. 


8.  226,  Z.  20,  19,  18  v.  n.  setze  zweckmässigem :   ^  =  l,  sodass  6  =  g      '- -f 

0  4jrdH 


UDd  d,   Ä=*  -<Tr  *  =  }  9y 


QY 
9Y 

S.  229,  Z.  18,  21,  22  lies:  M0m,  M0S,  M0  statt  Am,  AN,  m. 
S.  231,  Z.  13  v.  u.  lies:  2f(s)  statt  f(s);  Z.  2  v.  n.  2/;  Z.  1  v.  u.  streiche:  =  0. 
8.  239,  Z.  12  v.  u.  lies:  „und  sie  hierauf  addirf.    Z.  10  v.  11.  lies:  „drei  erste 
Integrale  ". 

8.  242,  Z.  6  lies:  „ein  oder  drei  Integrale";  Z.  13  lies:  2adt. 
S.  248,  Z.  6  v.  u.  lies:   co  =  4  Vtih" , 
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S.  252,  Z.  1  v.  o.  und  Z.  9  v.  u.  lies:  x  =  h  sin  2  a.  Desgl.  S.  253,  Z.  2  v.  o. 
S.  255,  in  Fig.  98  iat  D  zwischen  F  und  Ar  zu  streichen. 


g    1  cos  tj 

■e  J  \ 


3.  256,  Z.  14  v.  o.  lies:  M  =  —  Kg  cor  17;  Z.  12  v.  u.  lies:  M  —  cos   "  n 

Z.  3  v.  u.  füge  den  Factor  —  —  zu. 

9 

S.  258,  Z.  5  v.  u.  lies  im  Nenner  rechter  Hand:  2gh  statt  4.?A.   Desgl.  Z.  1  v.  11. 
im  Zähler. 

8.  259  sind  in  den  Formeln  für  rfa-,  rfy,  r/r,  a-,       r,  w  die  Zahlencoefficienten 
fT",  Y\  zu  tilgen. 

S.  266,  Z.  21  u.  22  v.  o.  lies  in  den  Formeln  für  vx  und  t>y:  «.  ro*  x*  und  +  b  cos  xt. 
S.  234,  Z.  13  v.  o.  lies:  /:)/  =  Conti.  —  /  (A/M. 
8.  304,  Z.  t  u.  2  lies: 

.         /  .  •  1   •         *'«  ,   n         (  .      .  ,      sin  vi\ 

A  =  0  [sm  ft  tos  v t  -j-  i  cos  fi    --  -J  und  B  —  p  [cos  p.  cos  vt  —  1  sin  (i  — —  ^  , 

oder  also  ^4  =■  p  (sin  (i  ^2  i  cos  it)  cos  vi  und  /?  =  p  (cos  p  +  i  «in  fi)  eo*  W. 

S.  305,  Z.  17  u.  ffg.  sind  zu  ersetzen  durch:   „die  Geschwindigkeit  des  Hodo- 

tls'  d&  '  ' 

graphenpnnktes  Q  ist    —  =0'^  =■  C  £  =*       t»,  da  C  =  po  ist" 

S.  307,  Z.  6  v.  o.  lies:  g  sin  ». 

S.  315,  Z.  5  v.  o.  lies:  <  statt  >. 

S.  323,  Z.  18  v.  o.  lies:  „gleich  lauger  Pendel44. 

8.  324,  Z.  2  v.  u.  im  Nenner  unter  dem  Integralzeichen:  2  statt  2g. 

S.  325,  Z.  2  u.  3  lies:  sin  &d&  und  tffr  =  • 

8.  332,  Z.  3  lies:  *  —  #  «in  4.  »  statt  0  «in  $  00  —  v  nnd  Z.  15  v.  u. :  w  =  2  Vga  .... 
8.  333,  Z.  8  lies:  S  =  0. 

S.  337  lies:  Vx~--~h  statt  K/*  —  A. 


8.  340,  Z.  18  v.  o.  lies:  g^-  ^)  =       ,7  ^ 


S.  341,  Z.  1  v.  u.:  /  =  2  • 

x 

S.  342,  Z.  26  lies:  „Die  Oscillationsdauer  ist  etwas  grösser,  als  im  leeren  Räume'4. 

S.  344,  Z.  4  v.  o.  lies:  v  =  a  Vga  sin  f/ ^  •  <  und  Z.  13:  «,      —  a  (l  ~  } 

8.  352,  Z.  9:  JV  statt  v. 
8.  362,  Z.  11  v.  u.  lies: 

X  -  l  {r  +  2«„  -f-  2A  -  3«}  -  ,{l  +  2  ""  +  2/l  ~  3  "} . 

8.  370,  Z.  3  v.  u.  ist  sin  a  im  Nenner  zu  streichen. 

8.  371,  Z.  4  v.  o.  lies:      cos  y  statt  ^  «tu  y;  Z.  I  v.  u.  lies:  y  =  p,  y  ^=  g. 

S.  372,  Z.  1  v.  o.  lies:      f     •     *      und  Z.  8:  (//  -f  ro*  2  p  —  2  p)  sin*  p  =  2 

#  «in  p     «in3  p  9 

S.  374,  Z.  5  v.  u.  streiche  das  Zeichen  — . 

8.  376,  Z.  4  lies:  A7  =  —  g  •  C—^-^ • 

cos  v 

S.  388,  Z.  9  v.  o.  lies:        (.r*  +  y'»)  +  Ä*«V. 

8.  389,  von  Z.  8  v.  o.  an  lies:  „Für  alle  Punkte  innerhalb  des  Kreises  ist  dp 
negativ  und  absolut  genommen  >  </©,  also  dx  negativ  ;  mithin  liept  für  sie  Ä 
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in  der  Richtung  CM  jenseits  M;  für  nlle  Punkte  ausserhalb  des  Kreises  auf 
der  Seite  von  CC\  auf  welcher  der  Kreis  liegt,  ist  dp  negativ  and  ab- 
solut genommen  <  d®,  also  dt  positiv  nod  <  d0  and  liegt  folglich  Ä  in 
der  Richtang  MC  jenseits  C.  Für  alle  Punkte  M,  welche  dem  Felde  der 
positiven  dp  angehören,  ist  dt  positiv  und  >  d&  und  liegt  folglich  K  zwischen 
C  und  Mr 

8.  390,  Z.  17  lies:  Die  Bahnen  aller  Punkte  ausserhalb  dieses  Kreises  kehren 
dem  Momentancentrum  ihre  concave,  die  innerhalb  liegenden  ihre  convexe 
Seite  zu. 

8.  397,  Z.  5  v.  n.:  Für  den  Punkt  T  ist  i  =»  ^ar,  also  v  =  0. 

S.  405,  Z.  12  v.  u.  lies:  Die  andere  ist  senkrecht  zur  Ebene  durch  den  System- 
punkt und  die  Gerade,  welche  in  der  Tangentenebene  des  Kegels  (C)  senk- 
recht zur  Momentanaxe  geführt  werden  kann  und  proportional  dem  Abstände 
von  dieser  Oeraden,  der  Winkelgeschwindigkeit  n.  s.  w. 

8.  407,  Z.  4  v.  u.  tilge  die  Worte:  „zur  Momentanaxe  senkrechten". 

S.  409,  Z.  8  v.  u.  lies:  für  alle  Systempunkte  erfüllt,  welche  in  den  Ebenen  der 
xz  und  xy  liegen. 

8.  413,  Z.  2  v.  u.  lies:  welche  durch  den  Systempunkt. 

S.  414,  Z.  4  v.  u.  lies:  welche  senkrecht  zum  kürzesten  Abstände  der  beiden  auf- 
einanderfolgenden Momentanaxen  ist. 

S.  416,  Z.  4  v.  u.  lies:  §.  4.  mit  Rücksicht  auf  die  Verschiedenheit  der  Lage  der 
Axen: 

dSl 

da 

ayx  —  u^y  ==■       Sl  Wx. 

,/Q 

S.  416,  Z.  5  u.  11  lies:  —  &  9*=  und  —  Ä«Pz,;  Z.  6  u.  12:  —  ~         Z.  7: 

dt 

SlVx,  Z.  13:  -f       ;  Z.  22:  /?  =  ~~  ,  £'  =  —  ^  

S.  417,  Z.  3  muss  im  Ausdrucke  für  x{  und  im  ersten  Oliede  des  Ausdruckes  für 
y,  das  Zeichen  —  stehen.    Ebenso  Z.  9  im  ersten  Oliede  für  z,  und  muss  im 

Nenner  des  zweiten  Gliedes  Abgesetzt  werden.  Z.  14  lies:  —  et  — — (-  ß&V; 

dt 

Z.  15:  —  £*Par,;  Z.  17:  -  «  rf£  +  ßSlV  und  «  ß'  +  -J®  =  0. 

«•  dt 

8.  418,  Z.  1  sind  das  zweite  und  dritte  Glied  rechts  mit  dem  Zeichen  — ,  ebenso 

Z.  2  das  erste  Glied  mit  — ,  Z.  3  mit  -f-  »u  nehmen.   Dieselben  Aenderungen 

sind  Z.  9,  10,  11  anzubringen.    Z.  17  lies:  —  ~  £  =  rf^  f  —  ^)  und 

«/  dt   \      p  / 

^  ,  _  ^  Z.  22  streiche  die  Zeiehen  — . 

rf<  dt   \p  ' 

S.  423,  Z.  6  ist  im  dritten  Gliede  ein  —  und  in  der  Klammer  des  vierten  Gliedes 

4-  zu  setzen. 
S.  428,  Z.  15  n.  34  lies:  flt'rf/  statt  Udt. 
S.  429,  Z.  1:  C  statt  C. 

8.  431,  Z.  2  lies:   HV^du^  und  m'  statt  m;  Z.4:  Vr"H'=  dl  und  //V—  rf«/. 

S.  432,  Z.  3  v.  n.  lies:  „durch  die  relative  Geschwindigkeit  zu  M  parallel." 
8.  434,  Z.  8  lies:  Centripetalbescbleunigungen. 
S.  440,  Z.  1  v.  u.  lies:  „veränderlich". 

S.  441,  Z.  20  ist  einzuschalten:  Diese  Beschleunigung  SIU  ist  allen  Punkten  der 
Schell,  Theorie  d.  Bew.  u.  d.  Kräfte. 
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Erde  und  dem  Punkte  gemein,  sodass  sie  auf  dessen  relative  Bewegung 
keinen  Einfluss  hat. 

S.  443,  §.  6.  ist  die  z-Axe  positiv  im  entgegengesetzten  Sinne  von  g  zu  nehmen 
•  und  zu  setzen 

ß,  —  0,     ß(>  =  ß  cos  tt     ß.  =-  —  ß  Hm  X, 

A*  _  />  *=  —  2  ß  cos  X  ft  -  2  ß  «fit  X  , 

at  at 

y_  Ü  =  2Ä  sin  Xd*.      Z_Q  =  2Slco*Xd*- 

In  den  folgenden  Bewegangsgleichungen  ändern  Bich  d'iher  einige  Zeichen, 
die  weiteren  Z.  10  bis  12  aber  bleiben  ungeändert. 
8.  445,  Z.  12  lies:  vux  statt  »a. 

8.  446,  Z.  12  lies:  -  -~  (l  -  co*  2Äi);  Z.  16  v.  u.  lies:  ±  »« 
S.  447,  Z.  12  v.  u.  lies:  (—  s')*. 

S.  458,  Z.  3,  6,  7  v.  u.  streiche  ß',  ßr",  ß";  Z.  12  v.  u.  lies:  Ur"Sl'dt  und  Z.  15 

v.  n.:  „Winkelgeschwindigkeit". 
S.  460,  Z.  19  v.  u.  setze:   ßr"  statt  ß\ 

S.  461.  Z.  12  und  14  bis  16  sind  die  Projectionen  der  dritten  Beschleunigungs- 
componente  entgegengesetzt  zu  nehmen. 

8.  466,  Z.  5  bis  3  v.  u.  lies:  9<?>  =  --  ^  (3  -  -J«  coty  d) ,  mithin 

0    rf<      S  \Q  dt 

CO  * 

S.  468,  Z.  8  lies:  —     £  p,. 

Po 

8.  473,  Z.  8  v.  u.  lies:  p,ß\ 

8.  474,  Z.  14  v.  u.  lies:  —  3.    Ebenso  Z.  7  v.  u.    Z.  4  v.  u.  sind  die  Zeichen 

umzukehren. 
8.  545,  Z.  6  u.  21  lies:  //  statt  Af. 

8.  573,  Z.  1  zuzufügen:  „welche  nicht  beide  zugleich  schneidet". 

8.  593,  Z.  9  v.  u.  lies:  §.  4. 

8.  698,  Z.  3  v.  o.  lies:  Cap.  V,  §.  8. 

8.  620,  Z.  17  tilge  die  Worte:  „oder  zwei  Spitzen'-. 

8.  697,  Z.  11  setze  im  dritten  Gliede  der  Klammer  —  statt  -f. 

8  .  743,  Z.  24  v.  o.  lies:  axis. 
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